
ÔÎÐÌÀËÜÍÀß ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÀ ÏÅÀÍÎ

Îïðåäåëåíèå. Òåîðèåé PA− íàçûâàåòñÿ òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ−
0 = 〈+, ·, s, 0〉, çàäàâàåìàÿ ñëåäóþùèì

ñïèñêîì àêñèîì:
(1) ∀x∀y(s(x) ≈ s(y) −→ x ≈ y);
(2) ∀x(¬s(x) ≈ 0);
(3) ∀x(¬x ≈ 0 −→ ∃y(x ≈ s(y)));
(4) ∀x(x+ 0 ≈ x);
(5) ∀x∀y(x+ s(y) ≈ s(x+ y));
(6) ∀x(x · 0 ≈ 0);
(7) ∀x∀y(x · s(y) ≈ (x · y) + x).

Ââåä¼ì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôîðìóë x 6 y � ∃z(z + x ≈ y) è x < y � (x 6 y) & ¬(x ≈ y).

Îïðåäåëåíèå. Òåîðèåé PA íàçûâàåòñÿ òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ−
0 = 〈+, ·, s, 0〉, àêñèîìàìè êîòîðîé ÿâ-

ëÿþòñÿ àêñèîìû (1)�(7) òåîðèè PA−, à òàêæå ñëåäóþùàÿ ñõåìà àêñèîì èíäóêöèè:(
Φ(x, 0) & ∀y

(
Φ(x, y)→ Φ(x, s(y))

))
−→ ∀zΦ(x, z),

ãäå Φ(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ−
0 .

Îïðåäåëåíèå. Òåîðèåé PA+ íàçûâàåòñÿ òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ0 = 〈+, ·, s, 0,6〉, àêñèîìàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ àêñèîìû (1)�(7) òåîðèè PA−, ñõåìà àêñèîì èíäóêöèè, à òàêæå ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:

(8) ∀x∀y(x 6 y ←→ ∃z(z + x ≈ y));
(9) ∀x(x 6 x);
(10) ∀x∀y((x 6 y & y 6 x) −→ x ≈ y);
(11) ∀x∀y∀z((x 6 y & y 6 z) −→ x 6 z);
(12) ∀x∀y(x 6 y ∨ y 6 x).

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷íèêå Ëàâðîâ&Ìàêñèìîâà, ÷.2, � 7, òåîðèÿ PA− îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Q, à òåîðèÿ
PA îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P . Òåîðèþ PA− íàçûâàþò ñëàáîé àðèôìåòèêîé Ïåàíî èëè àðèôìåòèêîé

Ðîáèíñîíà. Òåîðèþ PA íàçûâàþò àðèôìåòèêîé Ïåàíî ñ èíäóêöèåé. Òåîðèþ PA+ íàçûâàþò àðèô-

ìåòèêîé Ïåàíî ñ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå. Íóìåðàëîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé òåðì âèäà n = s(s . . . s︸ ︷︷ ︸
n

(0) . . .), ãäå n ∈ ω.

Ñâîéñòâà íóìåðàëîâ. Ïóñòü M |= PA−, m,n ∈ ω. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) M |= m+ n ≈ m+ n; (3) M |= m ≈ n⇐⇒ m = n; (5) M |= ∀x
(
x 6 m −→

m∨
i=0

x ≈ i
)
.

(2) M |= m · n ≈ m · n; (4) M |= m 6 n⇐⇒ m 6 n;

Îïðåäåëåíèå. Âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ f : ωn → ω íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìîé â òåîðèè

PA−, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn, y) ñèãíàòóðû σ−
0 = 〈+, ·, s, 0〉 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ

m1, . . . ,mn,m ∈ ω âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:

(à) åñëè f(m1, . . . ,mn) = m, òî PA− B Φ(m1, . . . ,mn,m);

(á) åñëè f(m1, . . . ,mn) 6= m, òî PA− B ¬Φ(m1, . . . ,mn,m).


