
ÒÅÐÌÛ È ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

Àëôàâèò ïðåäèêàòíîé ëîãèêè: Ïóñòü Σ = 〈ΣR,ΣF ,ΣC , ρ〉 � ôèêñèðîâàííàÿ ñèãíàòóðà. Àëôà-
âèòîì ïðåäèêàòíîé ëîãèêè ñèãíàòóðû Σ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

ΣR ∪ ΣF ∪ ΣC ∪ {vi | i ∈ ω} ∪ {&,∨,→,¬,∀,∃,≈, (, ), ,},

ãäå ñèìâîëû vi, i ∈ ω, íàçûâàþòñÿ ïðåäìåòíûìè ïåðåìåííûìè.

Òåðìû ñèãíàòóðû Σ: Òåðìû ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè:
(1) Ëþáàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ vi ÿâëÿåòñÿ òåðìîì ñèãíàòóðû Σ.
(2) Ëþáîé êîíñòàíòíûé ñèìâîë c ∈ ΣC ÿâëÿåòñÿ òåðìîì ñèãíàòóðû Σ.
(3) Åñëè f ∈ ΣF � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ìåñòíîñòè n, à t1, . . . , tn � òåðìû ñèãíàòóðû Σ, òî

ñëîâî f(t1, . . . , tn) òîæå ÿâëÿåòñÿ òåðìîì ñèãíàòóðû Σ.
Ìíîæåñòâî âõîäÿùèõ â òåðì t ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç FV(t), ïðè ýòîì

çàïèñü t(x1, . . . , xk) îáîçíà÷àåò, ÷òî FV(t) ⊆ {x1, . . . , xk}.
Çíà÷åíèÿ òåðìîâ â àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ: Ïóñòü t = t(x1, . . . , xk) � òåðì ñèãíàòóðû Σ,
A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ, a1, . . . , ak � ýëåìåíòû A, γ � îçíà÷èâàíèå ïðåäìåòíûõ
ïåðåìåííûõ â A òàêîå, ÷òî γ(xi) = ai, 1 6 i 6 k. Çíà÷åíèå tA(a1, . . . , ak) òåðìà t â ñèñòåìå A ïðè

îçíà÷èâàíèè γ îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:
(1) Åñëè t = xi � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî tA(a1, . . . , ak) = ai.
(2) Åñëè t = c � êîíñòàíòíûé ñèìâîë, òî tA(a1, . . . , ak) = cA.
(3) Åñëè t = f(t1, . . . , tn), ãäå f � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ìåñòíîñòè n, à t1, . . . , tn � òåðìû, òî

tA(a1, . . . , ak) = fA(tA1 (a1, . . . , ak), . . . , tAn (a1, . . . , ak)).

Çàìå÷àíèå: Â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè âìåñòî tA(a1, . . . , ak) ÷àñòî èñïîëüçóþò çàïèñü tA[γ].

Ôîðìóëû ñèãíàòóðû Σ: Ôîðìóëû ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè:
(1) Åñëè t1, t2 � òåðìû ñèãíàòóðû Σ, òî ñëîâî t1 ≈ t2 ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñèãíàòóðû Σ.
(2) Åñëè R ∈ ΣR � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ìåñòíîñòè n, à t1, . . . , tn � òåðìû ñèãíàòóðû Σ, òî ñëîâî

R(t1, . . . , tn) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñèãíàòóðû Σ.
(3) Åñëè Φ, Ψ � ôîðìóëû ñèãíàòóðû Σ, x � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ñëîâà (Φ & Ψ), (Φ∨Ψ),

(Φ→ Ψ), ¬Φ, ∀xΦ, ∃xΦ òîæå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ñèãíàòóðû Σ.

Ñâÿçàííûå è ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â ôîðìóëàõ: Ïóñòü Φ � ôîðìóëà ñèãíàòó-
ðû Σ. Ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ êâàíòîðà ∀ èëè ∃, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ äåéñòâèÿ

ýòîãî âõîæäåíèÿ êâàíòîðà ∀ èëè ∃. Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â Φ íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè îíî
íàõîäèòñÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà ∀x èëè ∃x, è ñâîáîäíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåìåííàÿ
x íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ôîðìóëû Φ, åñëè â Φ åñòü õîòÿ áû îäíî ñâîáîäíîå âõîæäå-
íèå x. Ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû Φ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç FV(Φ), ïðè ýòîì çàïèñü
Φ(x1, . . . , xk) îáîçíà÷àåò, ÷òî FV(Φ) ⊆ {x1, . . . , xk}.
Èñòèííîñòü ôîðìóë â àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ: Ïóñòü Φ = Φ(x1, . . . , xk) � ôîðìóëà ñèãíà-
òóðû Σ, A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ, a1, . . . , ak � ýëåìåíòû A, γ � îçíà÷èâàíèå ïðåä-
ìåòíûõ ïåðåìåííûõ â A òàêîå, ÷òî γ(xi) = ai, 1 6 i 6 k. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå A |= Φ(a1, . . . , ak)
(ôîðìóëà Φ èñòèííà â ñèñòåìå A ïðè îçíà÷èâàíèè γ) ïî èíäóêöèè:

(1) Åñëè Φ = t1 ≈ t2, ãäå t1, t2 � òåðìû ñèãíàòóðû Σ, òî A |= Φ(a1, . . . , ak) ⇐⇒ tA1 (a1, . . . , ak) =
tA2 (a1, . . . , ak).

(2) Åñëè Φ = R(t1, . . . , tn), ãäå R ∈ ΣR � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ìåñòíîñòè n, è t1, . . . , tn � òåðìû
ñèãíàòóðû Σ, òî A |= Φ(a1, . . . , ak)⇐⇒ 〈tA1 (a1, . . . , ak), . . . , tAn (a1, . . . , ak)〉 ∈ RA.

(3) Åñëè Φ = Ψ & Θ, òî A |= Φ(a1, . . . , ak)⇐⇒
(
A |= Ψ(a1, . . . , ak) è A |= Θ(a1, . . . , ak)

)
.

(4) Åñëè Φ = Ψ ∨Θ, òî A |= Φ(a1, . . . , ak)⇐⇒
(
A |= Ψ(a1, . . . , ak) èëè A |= Θ(a1, . . . , ak)

)
.

(5) Åñëè Φ = Ψ→ Θ, òî A |= Φ(a1, . . . , ak)⇐⇒
(
A 6|= Ψ(a1, . . . , ak) èëè A |= Θ(a1, . . . , ak)

)
.

(6) Åñëè Φ = ¬Ψ, òî A |= Φ(a1, . . . , ak)⇐⇒ A 6|= Ψ(a1, . . . , ak).
(7) Åñëè Φ = ∀xΨ è Ψ = Ψ(x, x1, . . . , xn), òî A |= Φ(a1, . . . , ak) ⇐⇒

(
Äëÿ ëþáîãî a ∈ A èìååò

ìåñòî A |= Ψ(a, a1, . . . , ak)
)
.

(8) Åñëè Φ = ∃xΨ è Ψ = Ψ(x, x1, . . . , xn), òî A |= Φ(a1, . . . , ak)⇐⇒
(
Ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî

A |= Ψ(a, a1, . . . , ak)
)
.

Çàìå÷àíèå: Â îïðåäåëåíèè âûøå âìåñòî A |= Φ(a1, . . . , ak) ÷àñòî èñïîëüçóþò çàïèñü A |= Φ[γ].


