
ÔÈËÜÒÐÎÂÀÍÍÛÅ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌ

Ôèëüòðû è óëüòðàôèëüòðû: Ôèëüòðîì íà ìíîæåñòâå I íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
D ⊆ P (I), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (çäåñü P (I) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ I):

(1) ∅ /∈ D;
(2) ∀x, y ∈ D (x ∩ y ∈ D);
(3) ∀x, y ⊆ I (x ⊆ y & x ∈ D −→ y ∈ D).

Ôèëüòð D íà ìíîæåñòâå I íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì, åñëè ∀x ⊆ I (x ∈ D ∨ I\x ∈ D).
Ôèëüòð D íà ìíîæåñòâå I íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè D ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ

ýëåìåíò, ò.å. ñóùåñòâóåò a ∈ D òàêîé, ÷òî D = {x ⊆ I | a ⊆ x}.
Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ: Ïóñòü {Mi | i ∈ I} � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ, I �
ìíîæåñòâî. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ Mi, i ∈ I, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî∏

i∈I

Mi = {f : I →
⋃
i∈I

Mi | f(i) ∈Mi äëÿ âñåõ i ∈ I}.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî I ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I = {1, . . . , n}, è îòîæäåñòâëÿòü êàæäóþ ôóíêöèþ f ∈∏
i∈I Mi ñ êîðòåæåì 〈f(1), . . . , f(n)〉 äëèíû n. Â ñëó÷àå ñ÷¼òíîãî I ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I = ω, è îòîæ-

äåñòâëÿòü êàæäûé ýëåìåíò f ∈
∏

i∈I Mi ñî ñ÷¼òíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 〈f(0), f(1), . . . , f(n), . . . 〉.
Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñèñòåì: Ïóñòü {Mi | i ∈ I} � ñåìåéñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñèãíàòóðû
Σ, I � ìíîæåñòâî. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñèñòåì Mi, i ∈ I, íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
M =

∏
i∈I Mi ñèãíàòóðû Σ, îïðåäåë¼ííàÿ ñëåäóþùèì ïîêîîðäèíàòíûì îáðàçîì:

(1) Íîñèòåëåì ñèñòåìû M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
∏

i∈I Mi íîñèòåëåé Mi ñèñòåì Mi;
(2) Åñëè R ∈ Σ � ñèìâîë n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà, f1, . . . , fn ∈

∏
i∈I Mi, òî

〈f1, . . . , fn〉 ∈ RM ⇐⇒ 〈f1(i), . . . , fn(i)〉 ∈ RMi äëÿ âñåõ i ∈ I;

(3) Åñëè F ∈ Σ � ñèìâîë n-ìåñòíîé ôóíêöèè, f1, . . . , fn, f ∈
∏

i∈I Mi, òî

FM(f1, . . . , fn) = f ⇐⇒ FMi(f1(i), . . . , fn(i)) = f(i) äëÿ âñåõ i ∈ I;

(4) Åñëè c ∈ Σ � ñèìâîë êîíñòàíòû, f ∈
∏

i∈I Mi, òî

cM = f ⇐⇒ cMi = f(i) äëÿ âñåõ i ∈ I.

Ôèëüòðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ: Ïóñòü {Mi | i ∈ I} � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ,
D � ôèëüòð íà ìíîæåñòâå I. Îïðåäåëèì íà ïðÿìîì ïðèçâåäåíèè

∏
i∈I Mi ñëåäóþùåå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè:
f

D∼ g ⇐⇒ {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ D.

Äëÿ êàæäîãî f ∈
∏

i∈I Mi ÷åðåç f/D = {g | f D∼ g} îáîçíà÷èì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
D∼, ñîäåðæàùèé

f . Ôàêòîð-ìíîæåñòâî
∏

i∈I Mi/D = {f/D | f ∈
∏

i∈I Mi} íàçûâàåòñÿ ôèëüòðîâàííûì ïðîèçâåäåíè-

åì ìíîæåñòâ Mi, i ∈ I, ïî ôèëüòðó D.

Ôèëüòðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå ñèñòåì: Ïóñòü {Mi | i ∈ I} � ñåìåéñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
ñèãíàòóðû Σ, D � ôèëüòð íà ìíîæåñòâå I. Ôèëüòðîâàííûì ïðîèçâåäåíèåì ñèñòåì Mi, i ∈ I,
ïî ôèëüòðó D íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M =

∏
i∈I Mi/D ñèãíàòóðû Σ, îïðåäåë¼ííàÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(1) Íîñèòåëåì M ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈I Mi/D íîñèòåëåé Mi ñèñòåì Mi;

(2) Åñëè R ∈ Σ � ñèìâîë n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà, f1, . . . , fn ∈
∏

i∈I Mi, òî

〈f1/D, . . . , fn/D〉 ∈ RM ⇐⇒ {i ∈ I | 〈f1(i), . . . , fn(i)〉 ∈ RMi} ∈ D;

(3) Åñëè F ∈ Σ � ñèìâîë n-ìåñòíîé ôóíêöèè, f1, . . . , fn, f ∈
∏

i∈I Mi, òî

FM(f1/D, . . . , fn/D) = f/D ⇐⇒ {i ∈ I | FMi(f1(i), . . . , fn(i)) = f(i)} ∈ D;

(4) Åñëè c ∈ Σ � ñèìâîë êîíñòàíòû, f ∈
∏

i∈I Mi, òî

cM = f/D ⇐⇒ {i ∈ I | cMi = f(i)} ∈ D.

Åñëè D � óëüòðàôèëüòð íà I, òî ôèëüòðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå
∏

i∈I Mi/D íàçûâàåòñÿ óëüòðàïðî-

èçâåäåíèåì. Åñëè â óëüòðàïðîèçâåäåíèèè
∏

i∈I Mi/D âñå ñèñòåìû Mi ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîé M, òî
óëüòðàïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ óëüòðàñòåïåíüþ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç MI/D.


