
Σ-ÔÎÐÌÓËÛ È Σ-ÎÏÐÅÄÅËÈÌÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

RQ-ôîðìóëû: Ïóñòü σ = 〈62, . . . 〉 � ñèãíàòóðà, ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë áèíàðíîãî ïðåäèêàòà 6.
Ñåìåéñòâî RQ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

(1) Ëþáàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ RQ-ôîðìóëîé.
(2) Åñëè Φ è Ψ � RQ-ôîðìóëû, òî (Φ & Ψ), (Φ∨Ψ), (Φ→ Ψ) è ¬Φ òîæå ÿâëÿþòñÿ RQ-ôîðìóëàìè.
(3) Åñëè Φ � RQ-ôîðìóëà, x � ïåðåìåííàÿ, òî ∀xΦ è ∃xΦ òîæå ÿâëÿþòñÿ RQ-ôîðìóëàìè.
(4) Åñëè Φ � RQ-ôîðìóëà, x � ïåðåìåííàÿ, t � òåðì ñèãíàòóðû σ òàêîé, ÷òî x /∈ FV(t), òî

(∀x 6 t)Φ è (∃x 6 t)Φ òîæå ÿâëÿþòñÿ RQ-ôîðìóëàìè.

Çàìå÷àíèå: Äëÿ ïðîèçâîëüíîé RQ-ôîðìóëû Φ ìíîæåñòâî FV(Φ) ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ è îòíî-
øåíèå M |= Φ[γ] èñòèííîñòè íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå M ïðè îçíà÷èâàíèè γ îïðåäåëÿþòñÿ òàê
æå êàê è ðàíüøå, èñõîäÿ èç ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé:

(∀x 6 t)Φ ≡ ∀x(x 6 t→ Φ), (∃x 6 t)Φ ≡ ∃x(x 6 t & Φ).

∆0-ôîðìóëû: Â ñåìåéñòâå âñåõ RQ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîäñåìåéñòâî
∆0-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ:

(1) Ëþáàÿ áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ ∆0-ôîðìóëîé.
(2) Åñëè Φ è Ψ � ∆0-ôîðìóëû, x � ïåðåìåííàÿ, t � òåðì ñèãíàòóðû σ è x /∈ FV(t), òî (Φ & Ψ),

(Φ ∨Ψ), (Φ→ Ψ), ¬Φ, (∀x 6 t)Φ è (∃x 6 t)Φ òîæå ÿâëÿþòñÿ ∆0-ôîðìóëàìè.

Σ-ôîðìóëû: Â ñåìåéñòâå âñåõ RQ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîäñåìåéñòâî Σ-
ôîðìóë ñèãíàòóðû σ:

(1) Ëþáàÿ ∆0-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé.
(2) Åñëè Φ è Ψ � Σ-ôîðìóëû, x � ïåðåìåííàÿ, t � òåðì ñèãíàòóðû σ è x /∈ FV(t), òî (Φ & Ψ),

(Φ ∨Ψ), (∀x 6 t)Φ, (∃x 6 t)Φ è ∃xΦ òîæå ÿâëÿþòñÿ Σ-ôîðìóëàìè.

Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àðèôìåòèêè: Ïóñòü σ0 = 〈6,+, ·, s, 0〉 � ñèãíàòóðà àðèôìåòèêè ñ ïî-
ðÿäêîì. Äàëåå ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ àðèôìåòèêè ìû áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
N = 〈ω 6,+, ·, s, 0〉 ñèãíàòóðû σ0 ñî ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèåé ñèãíàòóðíûõ ñèìâîëîâ íà ìíîæå-
ñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

∆0-îïðåäåëèìûå è Σ-îïðåäåëèìûå ìíîæåñòâà: Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ ωk íàçûâàåòñÿ ∆0-îïðåäå-

ëèìûì (Σ-îïðåäåëèìûì) â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè N, åñëè ñóùåñòâóåò ∆0-ôîðìóëà (Σ-
ôîðìóëà) Φ(x1, . . . , xk) ñèãíàòóðû σ0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ n1, . . . , nk ∈ ω ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíò-
íîñòü

〈n1, . . . , nk〉 ∈ A⇐⇒ N |= Φ(n1, . . . , nk).

∆0-îïðåäåëèìûå è Σ-îïðåäåëèìûå ôóíêöèè: ×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f : dom(f) ⊆ ωk −→ ω
íàçûâàåòñÿ ∆0-îïðåäåëèìîé (Σ-îïðåäåëèìîé) â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè N, åñëè å¼ ãðàôèê

Γf = {〈n1, . . . , nk,m〉 ∈ ωk+1 | 〈n1, . . . , nk〉 ∈ dom(f) è f(n1, . . . , nk) = m}

ÿâëÿåòñÿ ∆0-îïðåäåëèìûì (Σ-îïðåäåëèìûì) â N.

Òåîðåìà îá îïèñàíèè Σ-îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ è ôóíêöèé:
(1) Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ ωk ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ðå-

êóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî.

(2) ×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f : dom(f) ⊆ ωk −→ ω ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â N òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà f ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíà.

Ôóíêöèÿ Ã¼äåëÿ: Îïðåäåëÿåòñÿ êàê β(x, y) = rest
(
l(x), 1 + (y + 1)·r(x)

)
è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
(1) Äëÿ ëþáûõ n > 0 è a0, . . . , an ∈ ω ñóùåñòâóåò m ∈ ω òàêîé, ÷òî β(m, 0)=a0, . . . , β(m,n)=an.
(2) Ôóíêöèÿ β ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â N, ò.å. ñóùåñòâóåò Σ-ôîðìóëà Φβ(x, y, z), êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåò ãðàôèê Γβ â N.


