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Âàæíîå çàìå÷àíèå î ìåòàòåîðèè

Òåîðèÿ îðäèíàëîâ èçëàãàåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ZF. Â

ñâîþ î÷åðåäü, òåîðèÿ ìíîæåñòâ ZF ïîãðóæåíà â ìåòàòåîðèþ, êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì

èíòóèòèâíîé è íåôîðìàëüíîé ìàòåìàòèêîé. Ìåòàòåîðèÿ èçëàãàåòñÿ íà åñòåñòâåí-

íîì ÿçûêå ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñèìâîëàìè è èñïîëüçóåò ïðèâû÷íûå íàì ìåòîäû

ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Óòâåðæäåíèÿ ìåòàòåîðèè äîëæíû ñîñòîÿòü â èíòó-

èòèâíûõ óìîçàêëþ÷åíèÿõ, à íå â ïðèìåíåíèè ôîðìàëüíûõ ïðàâèë âûâîäà â ôîð-

ìàëüíûõ òåîðèÿõ. Â ìåòàòåîðèè ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ôèíèòàðíûå ìåòîäû, êîòî-

ðûå èñïîëüçóþò òîëüêî èíòóèòèâíî ïðåäñòàâëÿåìûå îáúåêòû è îñóùåñòâèìûå

ïðîöåññû. Â ÷àñòíîñòè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íàøà ìåòàòåîðèÿ ñîäåðæèò íàèâíûå íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà (íå ïóòàòü ñ ôîðìàëüíî çàäàííûìè êîíå÷íûìè îðäèíàëàìè). Ìû

òàêæå ñ÷èòàåì, â íàøåé ìåòàòåîðèè ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îäíîãî èç

ñïîñîáîâ ðàññóæäåíèé ìåòîä îáû÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî íàèâíûì

íàòóðàëüíûì ÷èñëàì (íå ïóòàòü ñ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî îðäèíàëàì).
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Îïðåäåëåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ñâîéñòâà

Â àêñèîìàõ è óòâåðæäåíèÿõ òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ZF èñïîëüçóþòñÿ

ôîðìàëüíî çàïèñàííûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ñâîéñòâà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òåîðå-

òèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî � ýòî ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû

σ = 〈∈〉, íî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è ÿâíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ñâîéñòâ (ôîðìóë) îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïî èíäóêöèè (â ìåòàòåîðèè):

(1) Åñëè x è y � ïåðåìåííûå, òî x ∈ y è x = y ÿâëÿþòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-

íûìè ñâîéñòâàìè.

(2) Åñëè Φ è Ψ � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ñâîéñòâà, à x � ïåðåìåííàÿ, òî

(Φ & Ψ), (Φ ∨Ψ), (Φ→ Ψ), ¬Φ, ∀xΦ è ∃xΦ òîæå ÿâëÿþòñÿ òåîðåòèêî-ìíî-

æåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè.

Àêñèîìà âûäåëåíèÿ ZF. Åñëè A � ìíîæåñòâî, à Φ(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-

íîå ñâîéñòâî, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî {a ∈ A | Φ(a)}.
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Îïðåäåëåíèå òðàíçèòèâíîãî ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî x íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò x
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì x, òî åñòü ∀y(y ∈ x→ y ⊆ x).

Óñëîâèå òðàíçèòèâíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì â âèäå

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ñâîéñòâà:

∀y
(
y ∈ x→ ∀z(z ∈ y → z ∈ x)

)
⇐⇒ ∀y∀z

(
y ∈ x→ (z ∈ y → z ∈ x)

)
⇐⇒

⇐⇒ ∀y∀z
(
(z ∈ y & y ∈ x)→ z ∈ x

)
=: Transit(x)

Ïðèìåðû. (1) Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ î÷åâèäíî òðàíçèòèâíî.

(2) Ìíîæåñòâî {∅} òðàíçèòèâíî, ò.ê. ∅ ⊆ {∅}.
(3) Ìíîæåñòâî {{∅}} íå òðàíçèòèâíî, ò.ê. {∅} * {{∅}} (ïîñêîëüêó ∅ /∈ {{∅}}).
(4) Ìíîæåñòâî {∅, {∅}} òðàíçèòèâíî
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Îïðåäåëåíèå îðäèíàëà

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî x íàçûâàåòñÿ îðäèíàëîì, åñëè x òðàíçèòèâíî è âñå

ýëåìåíòû x òðàíçèòèâíû.

Ñâîéñòâî ¾áûòü îðäèíàëîì¿ çàïèñûâàåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ôîðìóëîé

Ord(x) = Transit(x) & ∀u
(
u ∈ x→ Transit(u)

)
.

Ïðèìåðû. (1) Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì (êàæäîå ñëåäóþ-

ùåå ñîñòîèò èç âñåõ ïðåäûäóùèõ):

∅ ∈ {∅} ∈ {∅, {∅}} ∈ {∅, {∅}, {∅, {∅}}} ∈ . . .� �q
0

� �q
1

� �q
2

� �q
3

(2) Ìíîæåñòâî {∅, {∅}, {{∅}}} òðàíçèòèâíî, íî íå ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì.

(3) Ìíîæåñòâî ω = {0, 1, 2, . . . } âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òîæå ÿâëÿåòñÿ îðäèíà-

ëîì, íî ñóùåñòâîâàíèå ω ìû äîêàæåì ÷óòü ïîçæå.
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Ýëåìåíòû îðäèíàëîâ � îðäèíàëû / Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè
Ïðåäëîæåíèå 1. Ëþáîé ýëåìåíò îðäèíàëà ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü α � îðäèíàë è β ∈ α. Ò.ê. α � îðäèíàë, òî β òðàíçèòèâíî.

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò γ ∈ β òîæå òðàíçèòèâåí. Èç òðàíçèòèâíîñòè α ñëå-

äóåò, ÷òî β ⊆ α. =⇒ γ ∈ α =⇒ Ò.ê. α � îðäèíàë, òî γ òðàíçèòèâíî. �

Äëÿ ðàçâèòèÿ äàëüíåéøåé òåîðèè îðäèíàëîâ íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ àêñèîìà:

Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè ZF. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà x ñóùåñòâóåò

ýëåìåíò y ∈ x òàêîé, ÷òî y ∩ x = ∅.

Ïðåäëîæåíèå 2 (îá àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè).
Â òåîðèè ìíîæåñòâ ZF ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè;

(2) Íå ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn | n ∈ ω} ìíîæåñòâ òàêèõ, ÷òî
x0 3 x1 3 · · · 3 xn 3 xn+1 . . . .
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Ïðåäëîæåíèå îá àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè è åãî ñëåäñòâèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî:

(1)⇒(2) Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò óáûâàþùàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü x0 3 x1 3 · · · 3 xn 3 xn+1 . . . . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî x={xn | n∈ω}.
=⇒ Â ñèëó (1) ñóùåñòâóåò n ∈ ω òàêîé, ÷òî xn ∩ x = ∅. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷å-

âèäíî xn+1 ∈ xn ∩ x. Ïðîòèâîðå÷èå.
(2)⇒(1) Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò x 6= ∅ òàêîå, ÷òî ∀y ∈ x(y ∩ x 6= ∅). Ò.ê.
x 6= ∅, ñóùåñòâóåò x0 ∈ x. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, x0 ∩ x 6= ∅. =⇒ Ñóùåñòâó-

åò x1 ∈ x0 ∩ x. =⇒ Ò.ê. x1 ∈ x, òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, x1 ∩ x 6= ∅. =⇒ Ñóùåñò-

âóåò x2 ∈ x1 ∩ x. Ðàññóæäàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè â

ìåòàòåîðèè), íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0 3 x1 3 · · · 3 xn 3 xn+1 . . . .
Ïðîòèâîðå÷èå �

Ñëåäñòâèå 3. Â òåîðèè ìíîæåñòâ ZF ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà x òàêîãî, ÷òî x ∈ x.
(2) Íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâ x è y òàêèõ, ÷òî x ∈ y è y ∈ x.
(3) Íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ. �
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Ïðîòèâîðå÷èå �

Ñëåäñòâèå 3. Â òåîðèè ìíîæåñòâ ZF ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà x òàêîãî, ÷òî x ∈ x.
(2) Íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâ x è y òàêèõ, ÷òî x ∈ y è y ∈ x.
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Ïðåäëîæåíèå îá àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè è åãî ñëåäñòâèÿ
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(2)⇒(1) Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò x 6= ∅ òàêîå, ÷òî ∀y ∈ x(y ∩ x 6= ∅). Ò.ê.
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Îïðåäåëåíèå îðäèíàëà α + 1 è åãî ñâîéñòâà
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ïîëîæèì α+ 1 = α ∪ {α}.

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî α ∪ {α} ñóùåñòâóåò! Äåéñòâèòåëüíî, ïî àêñèîìå ïàðû
ñóùåñòâóåò {α} = {α, α}. =⇒ Ñíîâà ïðèìåíÿÿ àêñèîìó ïàðû ê ìíîæåñòâàì α è

{α}, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî {α, {α}}. =⇒ Ïî àêñèîìå îáúåäèíå-

íèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
⋃
{α, {α}} = α ∪ {α}.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ìíîæåñòâî α+ 1 òîæå ÿâëÿåòñÿ îðäèíà-

ëîì, ïðè÷¼ì α ∈ α+ 1 è íå ñóùåñòâóåò îðäèíàëà β ñî ñâîéñòâîì α ∈ β ∈ α+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîêàæåì, ÷òî α+1 òðàíçèòèâíî. Ïóñòü β∈α+1. ⇒ β∈α èëè β=α.
⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè α, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî β⊆α⊆α+1 èëè β=α⊆α+1.

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò β ∈ α+ 1 òðàíçèòèâåí. Åñëè β∈α, òî β òðàíçèòèâåí,

ò.ê. âñå ýëåìåíòû α òðàíçèòèâíû. Åñëè æå β = α, òî òðàíçèòèâíîñòü β î÷åâèäíà.

ßñíî, ÷òî α ∈ α+ 1. Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò β ñî ñâîéñòâîì α ∈ β ∈ α+ 1. =⇒
α ∈ β ∈ α èëè α ∈ β = α. =⇒ Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ àêñèî-

ìîé ðåãóëÿðíîñòè (ñì. Ñëåäñòâèå 3). �
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Îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíûõ è íåïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ
Îïðåäåëåíèå. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ íåïðåäåëüíûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå

α = β + 1 äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà β.
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íûì, åñëè îí íå ïðåäñòàâèì â âèäå α = β + 1 íè äëÿ êàêîãî îðäèíàëà β.

(Íóëåâîé îðäèíàë ∅ íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðåäåëüíûì, íè íåïðåäåëüíûì. Íåïðåäåëüíûå

îðäèíàëû åù¼ íàçûâàþò îðäèíàëàìè-ïîñëåäîâàòåëÿìè.)

Îïðåäåëåíèå. Ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé àðèôìåòè÷åñêîé èíäóêöèè èç ìåòàòåî-

ðèè îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåì íàçû-

âàòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì:

(1) Ïîëîæèì 0 = ∅. Òîãäà 0 ñóùåñòâóåò ïî àêñèîìå ïóñòîãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿåòñÿ

îðäèíàëîì è ñîäåæèò 0 ýëåìåíòîâ.

(2) Äîïóñòèì óæå îïðåäåë¼í îðäèíàë n, êîòîðûé ñîäåðæèò ðîâíî n ýëåìåíòîâ, à

èìåííî îðäèíàëû 0, 1, . . . , n− 1. Ïîëîæèì n+ 1 = n ∪ {n}. Òîãäà îðäèíàë
n+ 1 ñóùåñòâóåò â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 4 è ñîäåðæèò ðîâíî n+ 1 ýëåìåíòîâ, à

èìåííî îðäèíàëû 0, 1, . . . , n− 1, n. Áîëåå òîãî, â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 4, ìåæäó

îðäèíàëàìè n è n+ 1 íåò äðóãèõ îðäèíàëîâ.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ôîðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ ñâîéñòâî

¾ìíîæåñòâî x ïðåäñòàâèìî â âèäå x = y ∪ {y}¿:

Succ(x) = ∃y∀z
(
z ∈ x←→ (z ∈ y ∨ z = y)

)
.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óòâåðæäåíèå x = 0 ëåãêî çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé ¬∃y(y ∈ x).

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâî α ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî:

Nat(α) = Ord(α) &
((
α = 0 ∨ Succ(α)

)
& ∀β ∈ α

(
β = 0 ∨ Succ(β)

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî: (=⇒) Ïî ïîñòðîåíèþ ëþáîé ýëåìåíò α èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0, 1, . . . , n, . . . ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì è îáëàäàåò ñâîéñòâîì: α = 0 èëè α � íåïðå-

äåëüíûé è äëÿ ëþáîãî β ∈ α âåðíî, ÷òî β = 0 èëè β � íåïðåäåëüíûé. =⇒
Ñïðàâåäëèâî Nat(α).
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óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0. =⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸

n

= n. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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çàíî. Åñëè æå α0 6= 0, òî α0 = α1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α1. =⇒ α1 ∈ α0 è, â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ, α1 = 0 èëè α1 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α1 = 0, òî α = 1 è óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå α1 6= 0, òî α1 = α2 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α2.

=⇒
α2 ∈ α1 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, α2 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

α2 = 0 èëè α2 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α2 = 0, òî α = 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå α2 6= 0, òî ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîñòðîèì

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0. =⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸

n

= n. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(⇐=) Ïðåäïîëîæèì, îðäèíàë α óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Nat(α). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà α = n äëÿ íåêîòîðîãî (íàèâíîãî) íàòóðàëüíîãî n. Îáîçíà÷èì α0 = α. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, α0 = 0 èëè α0 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α0 = 0, òî âñ¼ äîêà-
çàíî. Åñëè æå α0 6= 0, òî α0 = α1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α1. =⇒ α1 ∈ α0 è, â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ, α1 = 0 èëè α1 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α1 = 0, òî α = 1 è óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå α1 6= 0, òî α1 = α2 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α2. =⇒
α2 ∈ α1 ∈ α0.

=⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, α2 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

α2 = 0 èëè α2 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α2 = 0, òî α = 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå α2 6= 0, òî ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîñòðîèì

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0. =⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸

n

= n. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(⇐=) Ïðåäïîëîæèì, îðäèíàë α óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Nat(α). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà α = n äëÿ íåêîòîðîãî (íàèâíîãî) íàòóðàëüíîãî n. Îáîçíà÷èì α0 = α. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, α0 = 0 èëè α0 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α0 = 0, òî âñ¼ äîêà-
çàíî. Åñëè æå α0 6= 0, òî α0 = α1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α1. =⇒ α1 ∈ α0 è, â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ, α1 = 0 èëè α1 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α1 = 0, òî α = 1 è óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå α1 6= 0, òî α1 = α2 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α2. =⇒
α2 ∈ α1 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, α2 ∈ α0.

=⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

α2 = 0 èëè α2 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α2 = 0, òî α = 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå α2 6= 0, òî ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîñòðîèì

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0. =⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸

n

= n. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(⇐=) Ïðåäïîëîæèì, îðäèíàë α óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Nat(α). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà α = n äëÿ íåêîòîðîãî (íàèâíîãî) íàòóðàëüíîãî n. Îáîçíà÷èì α0 = α. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, α0 = 0 èëè α0 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α0 = 0, òî âñ¼ äîêà-
çàíî. Åñëè æå α0 6= 0, òî α0 = α1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α1. =⇒ α1 ∈ α0 è, â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ, α1 = 0 èëè α1 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α1 = 0, òî α = 1 è óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå α1 6= 0, òî α1 = α2 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α2. =⇒
α2 ∈ α1 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, α2 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

α2 = 0 èëè α2 � íåïðåäåëüíûé.

Åñëè α2 = 0, òî α = 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå α2 6= 0, òî ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîñòðîèì

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0. =⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸

n

= n. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(⇐=) Ïðåäïîëîæèì, îðäèíàë α óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Nat(α). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà α = n äëÿ íåêîòîðîãî (íàèâíîãî) íàòóðàëüíîãî n. Îáîçíà÷èì α0 = α. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, α0 = 0 èëè α0 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α0 = 0, òî âñ¼ äîêà-
çàíî. Åñëè æå α0 6= 0, òî α0 = α1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α1. =⇒ α1 ∈ α0 è, â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ, α1 = 0 èëè α1 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α1 = 0, òî α = 1 è óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå α1 6= 0, òî α1 = α2 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α2. =⇒
α2 ∈ α1 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, α2 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

α2 = 0 èëè α2 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α2 = 0, òî α = 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå α2 6= 0, òî ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîñòðîèì

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0. =⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸

n

= n. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(⇐=) Ïðåäïîëîæèì, îðäèíàë α óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Nat(α). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà α = n äëÿ íåêîòîðîãî (íàèâíîãî) íàòóðàëüíîãî n. Îáîçíà÷èì α0 = α. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, α0 = 0 èëè α0 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α0 = 0, òî âñ¼ äîêà-
çàíî. Åñëè æå α0 6= 0, òî α0 = α1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α1. =⇒ α1 ∈ α0 è, â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ, α1 = 0 èëè α1 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α1 = 0, òî α = 1 è óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå α1 6= 0, òî α1 = α2 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α2. =⇒
α2 ∈ α1 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, α2 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

α2 = 0 èëè α2 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α2 = 0, òî α = 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå α2 6= 0, òî ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîñòðîèì

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0.

=⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸
n

= n. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(⇐=) Ïðåäïîëîæèì, îðäèíàë α óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Nat(α). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà α = n äëÿ íåêîòîðîãî (íàèâíîãî) íàòóðàëüíîãî n. Îáîçíà÷èì α0 = α. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, α0 = 0 èëè α0 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α0 = 0, òî âñ¼ äîêà-
çàíî. Åñëè æå α0 6= 0, òî α0 = α1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α1. =⇒ α1 ∈ α0 è, â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ, α1 = 0 èëè α1 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α1 = 0, òî α = 1 è óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå α1 6= 0, òî α1 = α2 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α2. =⇒
α2 ∈ α1 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, α2 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

α2 = 0 èëè α2 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α2 = 0, òî α = 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå α2 6= 0, òî ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîñòðîèì

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0. =⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸

n

= n.

×òî è òðåáîâàëîñü. �
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(⇐=) Ïðåäïîëîæèì, îðäèíàë α óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Nat(α). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà α = n äëÿ íåêîòîðîãî (íàèâíîãî) íàòóðàëüíîãî n. Îáîçíà÷èì α0 = α. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, α0 = 0 èëè α0 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α0 = 0, òî âñ¼ äîêà-
çàíî. Åñëè æå α0 6= 0, òî α0 = α1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α1. =⇒ α1 ∈ α0 è, â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ, α1 = 0 èëè α1 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α1 = 0, òî α = 1 è óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå α1 6= 0, òî α1 = α2 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî α2. =⇒
α2 ∈ α1 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, α2 ∈ α0. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

α2 = 0 èëè α2 � íåïðåäåëüíûé. Åñëè α2 = 0, òî α = 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå α2 6= 0, òî ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîñòðîèì

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ α0 3 α1 3 · · · 3 αn 3 . . . , êîòîðàÿ, â
ñèëó àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè, äîëæíà îáîðâàòüñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå n,
ò.å. αn = 0. =⇒ α = (. . . (0 + 1) + . . .+ 1) + 1︸ ︷︷ ︸

n

= n. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îðäèíàëà ω
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîãî áåñêîíå÷íîãî îðäèíàëà ïîòðåáóåòñÿ

ñëåäóþùàÿ àêñèîìà.

Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè ZF. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî ∅ ∈ A è äëÿ

ëþáîãî x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ x ∪ {x} ∈ A.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî èç àêñèîìû áåñêîíå÷íîñòè. =⇒ A ñîäåðæèò

âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îäíàêî, íèîòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî â A íåò ýëåìåíòîâ, îò-

ëè÷íûõ îò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. =⇒ ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ìíîæåñòâî, íóæíî óäàëèòü èç A âñ¼ ëèøíåå ñ ïîìîùüþ

àêñèîìû âûäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 6 (î ñóùåñòâîâàíèè îðäèíàëà ω).
Ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé îðäèíàë ω, ñîñòîÿùèé â òî÷íîñòè èç âñåõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, ò.å. ω = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, . . . }.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ïîñòóëèðóåòñÿ â

àêñèîìå áåñêîíå÷íîñòè, à Nat(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî èç Ëåììû

5. =⇒ Ïî àêñèîìå âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ω = {α ∈ A | Nat(α)}.
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Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îðäèíàëà ω
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîãî áåñêîíå÷íîãî îðäèíàëà ïîòðåáóåòñÿ

ñëåäóþùàÿ àêñèîìà.

Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè ZF. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî ∅ ∈ A è äëÿ

ëþáîãî x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ x ∪ {x} ∈ A.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî èç àêñèîìû áåñêîíå÷íîñòè. =⇒ A ñîäåðæèò

âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îäíàêî, íèîòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî â A íåò ýëåìåíòîâ, îò-

ëè÷íûõ îò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. =⇒ ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ìíîæåñòâî, íóæíî óäàëèòü èç A âñ¼ ëèøíåå ñ ïîìîùüþ
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ω = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, . . . }.

Äîêàæåì, ÷òî ω òðàíçèòèâíî. Ïóñòü α ∈ ω. =⇒ α = ∅ èëè α � íåïðåäåëüíûé.

Åñëè α = ∅, òî î÷åâèäíî α ⊆ ω. Åñëè æå α � íåïðåäåëüíûé, òî α = n+ 1 äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n. =⇒ Ïî îïðåäåëåíèþ îðäèíàëà n+ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

α = n+ 1 = {0, 1, . . . , n} ⊆ ω.
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Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 7 (ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè).
Ïóñòü Φ(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà

α èìååò ìåñòî ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
−→ Φ(α). Òîãäà äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ñïðàâåäëè-

âî ñâîéñòâî Φ(α).

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî ñâîéñò-

âî Φ(α) ëîæíî. =⇒ Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
òîæå ëîæíî. =⇒ Ñóùåñòâóåò β ∈ α òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ¬Φ(β). =⇒ Ïî àêñèî-

ìå âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X = {γ ∈ α | ¬Φ(γ)}, ïðè÷¼ì X 6= ∅. =⇒
Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò γ0 ∈ X òàêîé, ÷òî γ0 ∩X = ∅. Ò.ê. γ0 ∈ α,
òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî γ0 � îðäèíàë.

Äîêàæåì, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. Ïóñòü β ∈ γ0. =⇒ Èç òðàíçèòèâíîñòè α ñëåäóåò, ÷òî

β ∈ α. Ïîýòîìó åñëè âåðíî ¬Φ(β), òî β ∈ γ0 ∩X, ÷òî íåâîçìîæíî. =⇒ Èìååò

ìåñòî Φ(β).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. =⇒ Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

âåðíî Φ(γ0). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ0 ∈ X. �
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âåðíî Φ(γ0). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ0 ∈ X. �
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Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 7 (ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè).
Ïóñòü Φ(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà

α èìååò ìåñòî ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
−→ Φ(α). Òîãäà äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ñïðàâåäëè-

âî ñâîéñòâî Φ(α).

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî ñâîéñò-

âî Φ(α) ëîæíî. =⇒ Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
òîæå ëîæíî. =⇒ Ñóùåñòâóåò β ∈ α òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ¬Φ(β). =⇒ Ïî àêñèî-

ìå âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X = {γ ∈ α | ¬Φ(γ)}, ïðè÷¼ì X 6= ∅. =⇒
Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò γ0 ∈ X òàêîé, ÷òî γ0 ∩X = ∅. Ò.ê. γ0 ∈ α,
òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî γ0 � îðäèíàë.

Äîêàæåì, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. Ïóñòü β ∈ γ0. =⇒ Èç òðàíçèòèâíîñòè α ñëåäóåò, ÷òî

β ∈ α. Ïîýòîìó åñëè âåðíî ¬Φ(β), òî β ∈ γ0 ∩X, ÷òî íåâîçìîæíî.

=⇒ Èìååò

ìåñòî Φ(β).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. =⇒ Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

âåðíî Φ(γ0). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ0 ∈ X. �
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Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 7 (ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè).
Ïóñòü Φ(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà

α èìååò ìåñòî ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
−→ Φ(α). Òîãäà äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ñïðàâåäëè-

âî ñâîéñòâî Φ(α).

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî ñâîéñò-

âî Φ(α) ëîæíî. =⇒ Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
òîæå ëîæíî. =⇒ Ñóùåñòâóåò β ∈ α òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ¬Φ(β). =⇒ Ïî àêñèî-

ìå âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X = {γ ∈ α | ¬Φ(γ)}, ïðè÷¼ì X 6= ∅. =⇒
Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò γ0 ∈ X òàêîé, ÷òî γ0 ∩X = ∅. Ò.ê. γ0 ∈ α,
òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî γ0 � îðäèíàë.

Äîêàæåì, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. Ïóñòü β ∈ γ0. =⇒ Èç òðàíçèòèâíîñòè α ñëåäóåò, ÷òî

β ∈ α. Ïîýòîìó åñëè âåðíî ¬Φ(β), òî β ∈ γ0 ∩X, ÷òî íåâîçìîæíî. =⇒ Èìååò

ìåñòî Φ(β).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. =⇒ Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

âåðíî Φ(γ0). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ0 ∈ X. �
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Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 7 (ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè).
Ïóñòü Φ(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà

α èìååò ìåñòî ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
−→ Φ(α). Òîãäà äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ñïðàâåäëè-

âî ñâîéñòâî Φ(α).

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî ñâîéñò-

âî Φ(α) ëîæíî. =⇒ Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
òîæå ëîæíî. =⇒ Ñóùåñòâóåò β ∈ α òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ¬Φ(β). =⇒ Ïî àêñèî-

ìå âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X = {γ ∈ α | ¬Φ(γ)}, ïðè÷¼ì X 6= ∅. =⇒
Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò γ0 ∈ X òàêîé, ÷òî γ0 ∩X = ∅. Ò.ê. γ0 ∈ α,
òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî γ0 � îðäèíàë.

Äîêàæåì, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. Ïóñòü β ∈ γ0. =⇒ Èç òðàíçèòèâíîñòè α ñëåäóåò, ÷òî

β ∈ α. Ïîýòîìó åñëè âåðíî ¬Φ(β), òî β ∈ γ0 ∩X, ÷òî íåâîçìîæíî. =⇒ Èìååò

ìåñòî Φ(β).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
.

=⇒ Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

âåðíî Φ(γ0). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ0 ∈ X. �
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Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 7 (ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè).
Ïóñòü Φ(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà

α èìååò ìåñòî ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
−→ Φ(α). Òîãäà äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ñïðàâåäëè-

âî ñâîéñòâî Φ(α).

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî ñâîéñò-

âî Φ(α) ëîæíî. =⇒ Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
òîæå ëîæíî. =⇒ Ñóùåñòâóåò β ∈ α òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ¬Φ(β). =⇒ Ïî àêñèî-

ìå âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X = {γ ∈ α | ¬Φ(γ)}, ïðè÷¼ì X 6= ∅. =⇒
Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò γ0 ∈ X òàêîé, ÷òî γ0 ∩X = ∅. Ò.ê. γ0 ∈ α,
òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî γ0 � îðäèíàë.

Äîêàæåì, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. Ïóñòü β ∈ γ0. =⇒ Èç òðàíçèòèâíîñòè α ñëåäóåò, ÷òî

β ∈ α. Ïîýòîìó åñëè âåðíî ¬Φ(β), òî β ∈ γ0 ∩X, ÷òî íåâîçìîæíî. =⇒ Èìååò

ìåñòî Φ(β).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. =⇒ Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

âåðíî Φ(γ0).

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ0 ∈ X. �
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Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 7 (ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè).
Ïóñòü Φ(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà

α èìååò ìåñòî ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
−→ Φ(α). Òîãäà äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ñïðàâåäëè-

âî ñâîéñòâî Φ(α).

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî ñâîéñò-

âî Φ(α) ëîæíî. =⇒ Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå ∀β ∈ α
(
Φ(β)

)
òîæå ëîæíî. =⇒ Ñóùåñòâóåò β ∈ α òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ¬Φ(β). =⇒ Ïî àêñèî-

ìå âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X = {γ ∈ α | ¬Φ(γ)}, ïðè÷¼ì X 6= ∅. =⇒
Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò γ0 ∈ X òàêîé, ÷òî γ0 ∩X = ∅. Ò.ê. γ0 ∈ α,
òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî γ0 � îðäèíàë.

Äîêàæåì, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. Ïóñòü β ∈ γ0. =⇒ Èç òðàíçèòèâíîñòè α ñëåäóåò, ÷òî

β ∈ α. Ïîýòîìó åñëè âåðíî ¬Φ(β), òî β ∈ γ0 ∩X, ÷òî íåâîçìîæíî. =⇒ Èìååò

ìåñòî Φ(β).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ∀β ∈ γ0
(
Φ(β)

)
. =⇒ Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

âåðíî Φ(γ0). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ0 ∈ X. �
14/24



Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 8 (î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ).
Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé: ëèáî α ∈ β, ëèáî
α = β, ëèáî β ∈ α.

Äîêàçàòåëüñòâî: Òî, ÷òî óñëîâèÿ èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âçàèìíî èñêëþ÷àþò

äðóã äðóãà, âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 3. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî

∀α∀β
((

Ord(α) & Ord(β)
)
−→

(
α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α

))
. (1)

Áóäåì äîêàçûâàòü (1) ñ ïîìîùüþ (âíåøíåé) òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè. Äëÿ ýòîãî

ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Φ(x) = ∀β
((

Ord(x) & Ord(β)
)
−→

(
x ∈ β ∨ x = β ∨ β ∈ x

))
.

Â ñèëó Òåîðåìû 7, ÷òîáû äîêàçàòü (1), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

∀α
(
∀γ ∈ α

(
Φ(γ)

)
−→ Φ(α)

)
. (2)
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Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 8 (î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ).
Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé: ëèáî α ∈ β, ëèáî
α = β, ëèáî β ∈ α.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òî, ÷òî óñëîâèÿ èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âçàèìíî èñêëþ÷àþò

äðóã äðóãà, âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 3.

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî

∀α∀β
((

Ord(α) & Ord(β)
)
−→

(
α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α

))
. (1)

Áóäåì äîêàçûâàòü (1) ñ ïîìîùüþ (âíåøíåé) òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè. Äëÿ ýòîãî

ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Φ(x) = ∀β
((

Ord(x) & Ord(β)
)
−→

(
x ∈ β ∨ x = β ∨ β ∈ x

))
.

Â ñèëó Òåîðåìû 7, ÷òîáû äîêàçàòü (1), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

∀α
(
∀γ ∈ α

(
Φ(γ)

)
−→ Φ(α)

)
. (2)
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Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 8 (î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ).
Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé: ëèáî α ∈ β, ëèáî
α = β, ëèáî β ∈ α.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òî, ÷òî óñëîâèÿ èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âçàèìíî èñêëþ÷àþò

äðóã äðóãà, âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 3. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî

∀α∀β
((

Ord(α) & Ord(β)
)
−→

(
α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α

))
. (1)

Áóäåì äîêàçûâàòü (1) ñ ïîìîùüþ (âíåøíåé) òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè. Äëÿ ýòîãî

ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Φ(x) = ∀β
((

Ord(x) & Ord(β)
)
−→

(
x ∈ β ∨ x = β ∨ β ∈ x

))
.

Â ñèëó Òåîðåìû 7, ÷òîáû äîêàçàòü (1), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

∀α
(
∀γ ∈ α

(
Φ(γ)

)
−→ Φ(α)

)
. (2)
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Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 8 (î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ).
Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé: ëèáî α ∈ β, ëèáî
α = β, ëèáî β ∈ α.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òî, ÷òî óñëîâèÿ èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âçàèìíî èñêëþ÷àþò

äðóã äðóãà, âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 3. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî

∀α∀β
((

Ord(α) & Ord(β)
)
−→

(
α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α

))
. (1)

Áóäåì äîêàçûâàòü (1) ñ ïîìîùüþ (âíåøíåé) òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè.

Äëÿ ýòîãî

ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Φ(x) = ∀β
((

Ord(x) & Ord(β)
)
−→

(
x ∈ β ∨ x = β ∨ β ∈ x

))
.

Â ñèëó Òåîðåìû 7, ÷òîáû äîêàçàòü (1), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

∀α
(
∀γ ∈ α

(
Φ(γ)

)
−→ Φ(α)

)
. (2)
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Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 8 (î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ).
Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé: ëèáî α ∈ β, ëèáî
α = β, ëèáî β ∈ α.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òî, ÷òî óñëîâèÿ èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âçàèìíî èñêëþ÷àþò

äðóã äðóãà, âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 3. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî

∀α∀β
((

Ord(α) & Ord(β)
)
−→

(
α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α

))
. (1)

Áóäåì äîêàçûâàòü (1) ñ ïîìîùüþ (âíåøíåé) òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè. Äëÿ ýòîãî

ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Φ(x) = ∀β
((

Ord(x) & Ord(β)
)
−→

(
x ∈ β ∨ x = β ∨ β ∈ x

))
.

Â ñèëó Òåîðåìû 7, ÷òîáû äîêàçàòü (1), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
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(
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(
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)
. (2)
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Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ
Òåîðåìà 8 (î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ).
Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé: ëèáî α ∈ β, ëèáî
α = β, ëèáî β ∈ α.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òî, ÷òî óñëîâèÿ èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âçàèìíî èñêëþ÷àþò
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ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî
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. (1)
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×òîáû äîêàçàòü (2), ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå âíåøíåé èíäóêöèè: ïóñòü α � ïðîèç-

âîëüíûé îðäèíàë òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ ∈ α âûïîëíÿåòñÿ Φ(γ).

Äëÿ äàííîãî α òðåáóåòñÿ äîêàçàòü Φ(α), íî ïîñêîëüêó óòâåðæäåíèå Ord(α) óæå è
òàê âåðíî, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

∀β
(

Ord(β) −→
(
α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α
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. (3)

Â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåì äîêàçûâàòü (3) ñ ïîìîùüþ (âíóòðåííåé) òðàíñôèíèòíîé

èíäóêöèè. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå
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∀β
(
∀γ ∈ β

(
Ψ(γ)

)
−→ Ψ(β)

)
. (4)

16/24



Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ
×òîáû äîêàçàòü (2), ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå âíåøíåé èíäóêöèè: ïóñòü α � ïðîèç-
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òàê âåðíî, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

∀β
(

Ord(β) −→
(
α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α

))
. (3)

Â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåì äîêàçûâàòü (3) ñ ïîìîùüþ (âíóòðåííåé) òðàíñôèíèòíîé
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×òîáû äîêàçàòü (4), ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå âíóòðåííåé èíäóêöèè: ïóñòü β � ïðî-

èçâîëüíûé îðäèíàë òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ ∈ β âûïîëíÿåòñÿ Ψ(γ).

Äëÿ äàííîãî β òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü ñâîéñòâî (α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α).

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: (a) α = β, èëè (á) α \ β 6= ∅, èëè (â) β \ α 6= ∅.
(a) Åñëè α = β, òî âñ¼ äîêàçàíî.

(á) Åñëè α \ β 6= ∅, òî íàéäåòñÿ γ ∈ α òàêîé, ÷òî γ /∈ β. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæå-

íèÿ âíåøíåé èíäóêöèè, èìååò ìåñòî Φ(γ). =⇒ Ïîñêîëüêó γ � îðäèíàë, çàêëþ÷à-

åì, ÷òî (γ ∈ β ∨ γ = β ∨ β ∈ γ). =⇒ Ò.ê. γ /∈ β, òî γ = β èëè β ∈ γ. =⇒ Ñîîòâåò-

ñòâåííî β ∈ α èëè β ∈ γ ∈ α. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè α, â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó-

÷àåì β ∈ α. ×òî è òðåáîâàëîñü.

(â) Åñëè β \ α 6= ∅, òî íàéäåòñÿ γ ∈ β òàêîé, ÷òî γ /∈ α. =⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæå-

íèÿ âíóòðåííåé èíäóêöèè, èìååò ìåñòî Ψ(γ). =⇒ Ïîñêîëüêó γ � îðäèíàë, çàêëþ-

÷àåì, ÷òî (α ∈ γ ∨ α = γ ∨ γ ∈ α). =⇒ Ò.ê. γ /∈ α, òî α ∈ γ èëè α = γ. =⇒ Ñîîò-

âåòñòâåííî α ∈ γ ∈ β èëè α ∈ β. =⇒ Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè β, â ëþáîì ñëó÷àå

ïîëó÷àåì α ∈ β. ×òî è òðåáîâàëîñü. �
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(á) Åñëè α \ β 6= ∅, òî íàéäåòñÿ γ ∈ α òàêîé, ÷òî γ /∈ β.

=⇒ Â ñèëó ïðåäïîëîæå-
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Òåîðåìà î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Îïðåäåëèì íà

ýëåìåíòàõ X ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïî ïðèíàäëåæíîñòè:

α 6o β
îïð⇐⇒ (α = β ∨ α ∈ β).

Òåîðåìà 9 (î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà).
Åñëè α � îðäèíàë, òî 〈α,6o〉 � â.ó.ì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðåôëåêñèâíîñòü 6o î÷åâèäíà. Äîêàæåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

Ïóñòü β, γ ∈ α, β 6o γ è γ 6o β. =⇒ Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6o, âîçìîæíû ÷åòûðå

ñëó÷àÿ: β = γ ∨ (β = γ & β ∈ γ) ∨ (β = γ & γ ∈ β) ∨ (β ∈ γ & γ ∈ β). Âî 2-ì è

3-ì ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì β ∈ β, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ñëåäñòâèþ 3 (1). Â 4-ì ñëó÷àå

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî Ñëåäñòâèåì 3 (2). =⇒ Îñòà¼òñÿ 1-é ñëó÷àé, èç êîòîðîãî

âûòåêàåò àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

Äîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü β, γ, δ ∈ α, β 6o γ è γ 6o δ. Åñëè β=γ èëè γ=δ,
òî î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ β 6o δ. Ïóñòü β 6=γ è γ 6=δ. =⇒ β ∈ γ ∈ δ. Â ñèëó òðàíçè-

òèâíîñòè δ, ïîëó÷àåì β ∈ γ ⊆ δ. =⇒ β ∈ δ. =⇒ β 6o δ.
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ñëó÷àÿ: β = γ ∨ (β = γ & β ∈ γ) ∨ (β = γ & γ ∈ β) ∨ (β ∈ γ & γ ∈ β). Âî 2-ì è
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18/24



Òåîðåìà î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Îïðåäåëèì íà

ýëåìåíòàõ X ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïî ïðèíàäëåæíîñòè:

α 6o β
îïð⇐⇒ (α = β ∨ α ∈ β).

Òåîðåìà 9 (î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà).
Åñëè α � îðäèíàë, òî 〈α,6o〉 � â.ó.ì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðåôëåêñèâíîñòü 6o î÷åâèäíà. Äîêàæåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

Ïóñòü β, γ ∈ α, β 6o γ è γ 6o β. =⇒ Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6o, âîçìîæíû ÷åòûðå

ñëó÷àÿ: β = γ ∨ (β = γ & β ∈ γ) ∨ (β = γ & γ ∈ β) ∨ (β ∈ γ & γ ∈ β). Âî 2-ì è

3-ì ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì β ∈ β, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ñëåäñòâèþ 3 (1). Â 4-ì ñëó÷àå

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî Ñëåäñòâèåì 3 (2). =⇒ Îñòà¼òñÿ 1-é ñëó÷àé, èç êîòîðîãî

âûòåêàåò àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

Äîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü β, γ, δ ∈ α, β 6o γ è γ 6o δ. Åñëè β=γ èëè γ=δ,
òî î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ β 6o δ. Ïóñòü β 6=γ è γ 6=δ. =⇒ β ∈ γ ∈ δ. Â ñèëó òðàíçè-

òèâíîñòè δ, ïîëó÷àåì β ∈ γ ⊆ δ. =⇒ β ∈ δ.

=⇒ β 6o δ.

18/24



Òåîðåìà î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Îïðåäåëèì íà

ýëåìåíòàõ X ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïî ïðèíàäëåæíîñòè:

α 6o β
îïð⇐⇒ (α = β ∨ α ∈ β).

Òåîðåìà 9 (î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà).
Åñëè α � îðäèíàë, òî 〈α,6o〉 � â.ó.ì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðåôëåêñèâíîñòü 6o î÷åâèäíà. Äîêàæåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

Ïóñòü β, γ ∈ α, β 6o γ è γ 6o β. =⇒ Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6o, âîçìîæíû ÷åòûðå

ñëó÷àÿ: β = γ ∨ (β = γ & β ∈ γ) ∨ (β = γ & γ ∈ β) ∨ (β ∈ γ & γ ∈ β). Âî 2-ì è

3-ì ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì β ∈ β, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ñëåäñòâèþ 3 (1). Â 4-ì ñëó÷àå

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî Ñëåäñòâèåì 3 (2). =⇒ Îñòà¼òñÿ 1-é ñëó÷àé, èç êîòîðîãî

âûòåêàåò àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

Äîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü β, γ, δ ∈ α, β 6o γ è γ 6o δ. Åñëè β=γ èëè γ=δ,
òî î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ β 6o δ. Ïóñòü β 6=γ è γ 6=δ. =⇒ β ∈ γ ∈ δ. Â ñèëó òðàíçè-

òèâíîñòè δ, ïîëó÷àåì β ∈ γ ⊆ δ. =⇒ β ∈ δ. =⇒ β 6o δ.
18/24



Òåîðåìà î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà
Ëèíåéíîñòü 6o î÷åâèäíî âûòåêàåò èç òåîðåìû î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ.

Äîêàæåì ôóíäèðîâàííîñòü. Ïóñòü X ⊆ α � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

α. Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò β ∈ X òàêîé, ÷òî β ∩X = ∅. Ïîêàæåì,
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Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, îðäèíàëàìè
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áóþòñÿ íåêîòîðûå îáùèå ñâåäåíèÿ î âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A=〈A,6〉 � ë.ó.ì. Ïîäìíîæåñòâî X⊆A íàçûâàåòñÿ íà÷àëü-

íûì ñåãìåíòîì â A, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∀x ∈ X ∀a ∈ A(a 6 x→ a ∈ X).
Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî â = {b ∈ a | b < a} î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì

ñåãìåíòîì â A è íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì.
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Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî â = {b ∈ a | b < a} î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì

ñåãìåíòîì â A è íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì.

19/24



Òåîðåìà î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà
Ëèíåéíîñòü 6o î÷åâèäíî âûòåêàåò èç òåîðåìû î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ.

Äîêàæåì ôóíäèðîâàííîñòü. Ïóñòü X ⊆ α � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

α.

Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò β ∈ X òàêîé, ÷òî β ∩X = ∅. Ïîêàæåì,
÷òî îðäèíàë β ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì â X îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî ïðèíàäëåæ-

íîñòè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë γ ∈ X. Ïî òåîðåìå î ñðàâíèìîñòè

îðäèíàëîâ ëèáî β ∈ γ, ëèáî β = γ, ëèáî γ ∈ β. Â ñëó÷àå γ ∈ β ïîëó÷àåì, ÷òî

γ ∈ β ∩X, ÷òî íåâîçìîæíî. =⇒ Îñòàþòñÿ ëèøü ñëó÷àè β ∈ γ èëè β = γ. =⇒
β 6o γ. ×òî è òðåáîâàëîñü. �

Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, îðäèíàëàìè

èñ÷åðïûâàåòñÿ âåñü êëàññ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðå-

áóþòñÿ íåêîòîðûå îáùèå ñâåäåíèÿ î âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A=〈A,6〉 � ë.ó.ì. Ïîäìíîæåñòâî X⊆A íàçûâàåòñÿ íà÷àëü-

íûì ñåãìåíòîì â A, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∀x ∈ X ∀a ∈ A(a 6 x→ a ∈ X).
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Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî â = {b ∈ a | b < a} î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì

ñåãìåíòîì â A è íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì.

19/24



Òåîðåìà î âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëà
Ëèíåéíîñòü 6o î÷åâèäíî âûòåêàåò èç òåîðåìû î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ.

Äîêàæåì ôóíäèðîâàííîñòü. Ïóñòü X ⊆ α � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

α. Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò β ∈ X òàêîé, ÷òî β ∩X = ∅. Ïîêàæåì,
÷òî îðäèíàë β ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì â X îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî ïðèíàäëåæ-

íîñòè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë γ ∈ X. Ïî òåîðåìå î ñðàâíèìîñòè

îðäèíàëîâ ëèáî β ∈ γ, ëèáî β = γ, ëèáî γ ∈ β. Â ñëó÷àå γ ∈ β ïîëó÷àåì, ÷òî

γ ∈ β ∩X, ÷òî íåâîçìîæíî. =⇒ Îñòàþòñÿ ëèøü ñëó÷àè β ∈ γ èëè β = γ. =⇒
β 6o γ. ×òî è òðåáîâàëîñü. �

Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, îðäèíàëàìè

èñ÷åðïûâàåòñÿ âåñü êëàññ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðå-

áóþòñÿ íåêîòîðûå îáùèå ñâåäåíèÿ î âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A=〈A,6〉 � ë.ó.ì. Ïîäìíîæåñòâî X⊆A íàçûâàåòñÿ íà÷àëü-

íûì ñåãìåíòîì â A, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∀x ∈ X ∀a ∈ A(a 6 x→ a ∈ X).
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Ïðåäëîæåíèå î ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ äëÿ â.ó.ì. è åãî ñëåäñòâèÿ

Ïðåäëîæåíèå 10 (î ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ).

Ïóñòü A = 〈A,6〉 � â.ó.ì., f : A
1−1−−→ A � èçîìîðôíîå âëîæåíèå. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî a ∈ A ñïðàâåäëèâî a 6 f(a).

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîïóñòèì, íàïðîòèâ, ìíîæåñòâî X = {a ∈ A | a 
 f(a)} íå ïóñòî.
=⇒ Â ñèëó âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè, ñóùåñòâóåò a0 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â X.

Â ñèëó ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè, èç a0 
 f(a0) ñëåäóåò, ÷òî f(a0) < a0. =⇒ Ò.ê.

f � èçîìîðôíîå âëîæåíèå, çàêëþ÷àåì, ÷òî f(f(a0)) < f(a0). =⇒ f(a0) ∈ X, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè a0 â X. �

Ñëåäñòâèå 11. Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α, β ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå âëîæåíèå 〈α,6o〉 â 〈β,6o〉, òî α = β èëè α ∈ β.
(2) Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì èç 〈α,6o〉 íà 〈β,6o〉, òî α = β.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóíêò (2) î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ïóíêòà (1) è èç àêñèîìû ðåãóëÿð-

íîñòè. Äîêàæåì ïóíêò (1).
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Àêñèîìà ïîäñòàíîâêè ZF
(1) Ïóñòü f : α

1−1−−→ β � èçîìîðôíîå âëîæåíèå.

Ïî òåîðåìå î ñðàâíèìîñòè îðäè-

íàëîâ ëèáî α ∈ β, ëèáî α = β, ëèáî β ∈ α. Äîïóñòèì, β ∈ α. =⇒ Îïðåäåë¼í îá-

ðàç f(β) ∈ β. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òðàíçèòèâíîñòè α ñëåäóåò, ÷òî β ⊆ α. =⇒
Îòîáðàæåíèå f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èçîìîðôíîå âëîæåíèå f : α

1−1−−→ α. =⇒
Ïî ïðåäëîæåíèþ 10 ïîëó÷àåì, ÷òî β 6o f(β). =⇒ Ëèáî β = f(β) ∈ β, ëèáî
β ∈ f(β) ∈ β. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ àêñèîìîé ðåãóëÿðíîñòè.

=⇒ Ëèáî α ∈ β, ëèáî α = β. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î êàíîíè÷åñêîì â.ó.ì. íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ àêñèîìà.

Àêñèîìà ïîäñòàíîâêè ZF. Åñëè A � ìíîæåñòâî, à Φ(x, y) � òåîðåòèêî-ìíîæåñ-

òâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî y, óäîâëåò-
âîðÿþùåãî ñâîéñòâó Φ(x, y), òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

{y | Φ(x, y) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A}.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î êàíîíè÷åñêîì â.ó.ì. íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ àêñèîìà.

Àêñèîìà ïîäñòàíîâêè ZF. Åñëè A � ìíîæåñòâî, à Φ(x, y) � òåîðåòèêî-ìíîæåñ-

òâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî y, óäîâëåò-
âîðÿþùåãî ñâîéñòâó Φ(x, y), òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

{y | Φ(x, y) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A}.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå
Òåîðåìà 12 (î êàíîíè÷åñêîì â.ó.ì.).
Äëÿ ëþáîãî â.ó.ì. A = 〈A,6〉 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îðäèíàë α òàêîé, ÷òî A è

〈α,6o〉 èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Åäèíñòâåííîñòü α âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 11, ïóíêò (2). Äîêàæåì

ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî (ñ ïà-

ðàìåòðîì A = 〈A,6〉):

Φ(x, y) = (x ∈ A) & Ord(y) &
(
〈x̂,6〉 ∼= 〈y,6o〉

)
.

Ïî àêñèîìå âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A0 = {a ∈ A | ∃yΦ(a, y)}. Â ñèëó

Ñëåäñòâèÿ 11, ïóíêò (2), äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî íà÷àëüíîãî ñåãìåíòà x̂ â A
ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî îðäèíàëà y òàêîãî, ÷òî 〈x̂,6〉 è 〈y,6o〉 èçîìîðôíû.
=⇒ Ïî àêñèîìå ïîäñòàíîâêè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî α = {y | ∃x(x∈A & Φ(x, y))}.
=⇒ Èç äàííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ x ∈ A0 è y ∈ α ïîëîæèòü

ϕ(x) = y ⇐⇒ Φ(x, y),

òî ìû ïîëó÷èì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A0 → α èç A0 íà α.
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ϕ(x) = y ⇐⇒ Φ(x, y),

òî ìû ïîëó÷èì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A0 → α èç A0 íà α.
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Äîêàæåì, ÷òî ϕ : A0 → α èíúåêòèâíî.

Äîïóñòèì, a, b ∈ A0, a 6= b è ϕ(a) = ϕ(b).
=⇒ Ìîæíî ñ÷èòàòü, a < b. Ïîñêîëüêó 〈â,6〉 ∼= 〈̂b,6〉, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
f : b̂→ â ⊆ b̂. =⇒ Ò.ê. a ∈ b̂, òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 10 çàêëþ÷àåì, ÷òî a 6 f(a) ∈ â.
=⇒ a 6 f(a) < a, ÷òî íåâîçìîæíî.

Äîêàæåì, ÷òî áèåêöèÿ ϕ : A0 → α ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Ïóñòü a, b ∈ A0, a 6 b. =⇒
〈â,6〉∼=〈ϕ(a),6o〉 è 〈̂b,6〉∼=〈ϕ(b),6o〉. =⇒ Ò.ê. â ⊆ b̂, ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå âëî-
æåíèå 〈ϕ(a),6o〉 â 〈ϕ(b),6o〉. =⇒ Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 11, ïóíêò (1), ϕ(a) 6o ϕ(b).

Äîêàæåì, ÷òî α � îðäèíàë. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàìè α ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëû, äîñòà-

òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî α òðàíçèòèâíî. Ïóñòü γ ∈ β ∈ α. =⇒ Äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ A0

ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì f : b̂→ β. Ïîëîæèì c = f−1(γ). =⇒ Ñóæåíèå f � ĉ ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì èç 〈ĉ,6〉 íà 〈γ,6o〉, è çíà÷èò, γ ∈ α.
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : A0 → α èçîìîðôíî îòîáðàæàåò â.ó.ì.

〈A0,6〉 íà îðäèíàë 〈α,6o〉. Ïîýòîìó åñëè A0=A, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîïóñòèì,
A0 6=A. =⇒ Ñóùåñòâóåò a � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A \A0. =⇒ Î÷åâèäíî â = A0.

=⇒ Ïîñòðîåííûé âûøå èçîìîðôèçì ϕ äîêàçûâàåò, ÷òî a∈A0, ÷òî íåâîçìîæíî. �
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åòñÿ èçîìîðôèçìîì èç 〈ĉ,6〉 íà 〈γ,6o〉, è çíà÷èò, γ ∈ α.
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : A0 → α èçîìîðôíî îòîáðàæàåò â.ó.ì.
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åòñÿ èçîìîðôèçìîì èç 〈ĉ,6〉 íà 〈γ,6o〉, è çíà÷èò, γ ∈ α.
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : A0 → α èçîìîðôíî îòîáðàæàåò â.ó.ì.

〈A0,6〉 íà îðäèíàë 〈α,6o〉. Ïîýòîìó åñëè A0=A, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîïóñòèì,
A0 6=A. =⇒ Ñóùåñòâóåò a � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A \A0. =⇒ Î÷åâèäíî â = A0.
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f : b̂→ â ⊆ b̂. =⇒ Ò.ê. a ∈ b̂, òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 10 çàêëþ÷àåì, ÷òî a 6 f(a) ∈ â.
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=⇒ Ìîæíî ñ÷èòàòü, a < b. Ïîñêîëüêó 〈â,6〉 ∼= 〈̂b,6〉, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
f : b̂→ â ⊆ b̂. =⇒ Ò.ê. a ∈ b̂, òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 10 çàêëþ÷àåì, ÷òî a 6 f(a) ∈ â.
=⇒ a 6 f(a) < a, ÷òî íåâîçìîæíî.
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æåíèå 〈ϕ(a),6o〉 â 〈ϕ(b),6o〉. =⇒ Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 11, ïóíêò (1), ϕ(a) 6o ϕ(b).
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ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì f : b̂→ β. Ïîëîæèì c = f−1(γ). =⇒ Ñóæåíèå f � ĉ ÿâëÿ-
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〈A0,6〉 íà îðäèíàë 〈α,6o〉. Ïîýòîìó åñëè A0=A, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîïóñòèì,
A0 6=A. =⇒ Ñóùåñòâóåò a � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A \A0. =⇒ Î÷åâèäíî â = A0.
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=⇒ a 6 f(a) < a, ÷òî íåâîçìîæíî.

Äîêàæåì, ÷òî áèåêöèÿ ϕ : A0 → α ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Ïóñòü a, b ∈ A0, a 6 b. =⇒
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=⇒ Ò.ê. â ⊆ b̂, ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå âëî-
æåíèå 〈ϕ(a),6o〉 â 〈ϕ(b),6o〉. =⇒ Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 11, ïóíêò (1), ϕ(a) 6o ϕ(b).

Äîêàæåì, ÷òî α � îðäèíàë. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàìè α ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëû, äîñòà-

òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî α òðàíçèòèâíî. Ïóñòü γ ∈ β ∈ α. =⇒ Äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ A0

ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì f : b̂→ β. Ïîëîæèì c = f−1(γ). =⇒ Ñóæåíèå f � ĉ ÿâëÿ-
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=⇒ Ìîæíî ñ÷èòàòü, a < b. Ïîñêîëüêó 〈â,6〉 ∼= 〈̂b,6〉, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
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f : b̂→ â ⊆ b̂. =⇒ Ò.ê. a ∈ b̂, òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 10 çàêëþ÷àåì, ÷òî a 6 f(a) ∈ â.
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æåíèå 〈ϕ(a),6o〉 â 〈ϕ(b),6o〉. =⇒ Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 11, ïóíêò (1), ϕ(a) 6o ϕ(b).

Äîêàæåì, ÷òî α � îðäèíàë. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàìè α ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëû, äîñòà-

òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî α òðàíçèòèâíî. Ïóñòü γ ∈ β ∈ α.

=⇒ Äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ A0

ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì f : b̂→ β. Ïîëîæèì c = f−1(γ). =⇒ Ñóæåíèå f � ĉ ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì èç 〈ĉ,6〉 íà 〈γ,6o〉, è çíà÷èò, γ ∈ α.
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : A0 → α èçîìîðôíî îòîáðàæàåò â.ó.ì.

〈A0,6〉 íà îðäèíàë 〈α,6o〉. Ïîýòîìó åñëè A0=A, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîïóñòèì,
A0 6=A. =⇒ Ñóùåñòâóåò a � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A \A0. =⇒ Î÷åâèäíî â = A0.

=⇒ Ïîñòðîåííûé âûøå èçîìîðôèçì ϕ äîêàçûâàåò, ÷òî a∈A0, ÷òî íåâîçìîæíî. �
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〈A0,6〉 íà îðäèíàë 〈α,6o〉. Ïîýòîìó åñëè A0=A, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîïóñòèì,
A0 6=A. =⇒ Ñóùåñòâóåò a � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A \A0. =⇒ Î÷åâèäíî â = A0.
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åòñÿ èçîìîðôèçìîì èç 〈ĉ,6〉 íà 〈γ,6o〉, è çíà÷èò, γ ∈ α.
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : A0 → α èçîìîðôíî îòîáðàæàåò â.ó.ì.

〈A0,6〉 íà îðäèíàë 〈α,6o〉. Ïîýòîìó åñëè A0=A, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîïóñòèì,
A0 6=A. =⇒ Ñóùåñòâóåò a � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A \A0.

=⇒ Î÷åâèäíî â = A0.

=⇒ Ïîñòðîåííûé âûøå èçîìîðôèçì ϕ äîêàçûâàåò, ÷òî a∈A0, ÷òî íåâîçìîæíî. �
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå
Äîêàæåì, ÷òî ϕ : A0 → α èíúåêòèâíî. Äîïóñòèì, a, b ∈ A0, a 6= b è ϕ(a) = ϕ(b).
=⇒ Ìîæíî ñ÷èòàòü, a < b. Ïîñêîëüêó 〈â,6〉 ∼= 〈̂b,6〉, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
f : b̂→ â ⊆ b̂. =⇒ Ò.ê. a ∈ b̂, òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 10 çàêëþ÷àåì, ÷òî a 6 f(a) ∈ â.
=⇒ a 6 f(a) < a, ÷òî íåâîçìîæíî.
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æåíèå 〈ϕ(a),6o〉 â 〈ϕ(b),6o〉. =⇒ Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 11, ïóíêò (1), ϕ(a) 6o ϕ(b).

Äîêàæåì, ÷òî α � îðäèíàë. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàìè α ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëû, äîñòà-
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=⇒ a 6 f(a) < a, ÷òî íåâîçìîæíî.

Äîêàæåì, ÷òî áèåêöèÿ ϕ : A0 → α ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Ïóñòü a, b ∈ A0, a 6 b. =⇒
〈â,6〉∼=〈ϕ(a),6o〉 è 〈̂b,6〉∼=〈ϕ(b),6o〉. =⇒ Ò.ê. â ⊆ b̂, ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå âëî-
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Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà 13 (î ñðàâíèìîñòè â.ó.ì.).
Äëÿ ëþáûõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ 〈A,6A〉 è 〈B,6B〉 ñïðàâåäëèâî îäíî

è òîëüêî îäíî èç ñëåäóþùèõ òð¼õ óòâåðæäåíèé:

(1) 〈A,6A〉 ∼= 〈B,6B〉;
(2) 〈A,6A〉 ∼= 〈̂b,6B〉 äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ B;
(3) 〈B,6B〉 ∼= 〈â,6A〉 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî: Çàìåòèì, ÷òî åñëè α, β � îðäèíàëû è α ∈ β, òî

α = α̂ = {γ ∈ β | γ ∈ α},

ò.å. α ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì â β îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî

ïðèíàäëåæíîñòè. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñðàâíè-

ìîñòè îðäèíàëîâ è òåîðåìû î êàíîíè÷åñêîì â.ó.ì. �
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