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Íàïîìíèì [1, ñ. 118], ÷òîøèðèíîé wid(G, V ) âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû V (G), îïðå-
äåëåííîé â ãðóïïå G ìíîæåñòâîì ñëîâ V îòíîñèòåëüíî ýòîãî V , íàçûâàåòñÿ íàè-
ìåíüøåå m ∈ N∪{+∞} òàêîå, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ïîäãðóïïû V (G) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ m çíà÷åíèé ñëîâ èç V. Ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî øèðèíà wid(G, V ),
âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ìíîæåñòâà ñëîâ V, à íå òîëüêî îò ïîäãðóïïû V (G) [2,
ñ. 7].

Ðÿä àâòîðîâ èññëåäîâàë øèðèíó âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ êîñ (ñì. [2]
è óêàçàííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Òàê êàê ãðóïïû êîñ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ãðóïï Àðòèíà, ââåä¼ííûõ Áðèñêîðíîì è Ñàéòî (îïðåäåëåíèÿ ñì. â �1), òî ìîæíî
èññëåäîâàòü øèðèíó âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï äðóãèõ ãðóïï Àðòèíà.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ âåðáàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïï Àðòèíà Al(l ≥ 2), Bl(l ≥ 2), Dl(l ≥ 4), F4, G2, I2(p)(p ≥ 5), Ãl(l ≥ 1),
B̃l(l ≥ 2), C̃l(l ≥ 3), D̃l(l ≥ 4), F̃4, G̃2 èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî
ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V. Êðîìå îñíîâíîãî ñëó÷àÿ Al(l ≥ 2), îõâàòûâà-
åìîãî óæå óìîïÿíóòîé ðàáîòîé [2], ðàíåå ýòî áûëî èçâåñòíî òîëüêî äëÿ êîììóòàíòà
ãðóïïû I2(p) ïðè íå÷¼òíîì p îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà [3]. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-
òàòû ïîëó÷åíû òàêæå äëÿ ãðàô-ãðóïï.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïî ñóùåñòâó çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè âñåõ ïåðå-
÷èñëåííûõ âûøå ñëó÷àåâ ê îñíîâíîìó ñëó÷àþ ãðóïï Al(l ≥ 2), ðàññìîòðåííîìó â
[2].

� 1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ãðóïïîé Àðòèíà òèïà I (ñì. [4]) íàçûâàåòñÿ ãðóïïà AI ñ ïîðîæäàþùèìè ai, i ∈
I è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

aiajai... = ajaiaj... ïðè i, j ∈ I,

ãäå ñëîâà, ñòîÿùèå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ñîñòîÿò êàæäîå èç mi,j ÷åðåäóþùèõñÿ
áóêâ ai è aj. Óñëîâèìñÿ çàïèñûâàòü òàêèå ñîîòíîøåíèÿ â âèäå

< aiaj >mi,j=< ajai >mi,j .

Åñëè ai è aj íà ñàìîì äåëå íå ñâÿçàíû òàêèì ñîîòíîøåíèåì íè äëÿ êàêîãî mi,j, òî
ïîëàãàåì mi,j = ∞.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé (ïðîåêò � 93-01-01513).
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Äîáàâèâ ê îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì ãðóïïû AI ñîîòíîøåíèÿ a2
i = 1 äëÿ

âñåõ i ∈ I, ïîëó÷èì ãåíåòè÷åñêèé êîä ãðóïïû Êîêñòåðà AI , ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóï-
ïå Àðòèíà AI . ßñíî, ÷òî AI � ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû AI . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé
ãðóïïå Àðòèíà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà. Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäîé
ãðóïïå Êîêñòåðà AI ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó Êîêñòåðà MI è ãðàô Êîêñòåðà ÃI

(ñì., íàïðèìåð, [5, ñ. 24]). Ñèììåòðè÷åñêóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó MI = (mi,j)i,j∈I

ýëåìåíòû êîòîðîé � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà èëè æå ñèìâîë∞, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ñîîòíîøåíèÿì

mi,i = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I,
mi,j ≥ 2 äëÿ i, j ∈ I, i 6= j,

áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé Êîêñòåðà. Ãðàôîì Êîêñòåðà ΓI , ñîîòâåòñòâóþùèì ãðóï-
ïå Êîêñòåðà AI , íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñîñòîÿùèé èç ìíîæåñòâà
âåðøèí I è ìíîæåñòâà ð¼áåð, ñòðîÿùèõñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äâå âåðøèíû i, j ∈
I ñîåäèíåíû ðåáðîì ei,j âåñà mi,j, åñëè â ãðóïïå Êîêñòåðà AI ïîðîæäàþùèå ai è
aj ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

< aiaj >mi,j=< ajai >mi,j ïðè mi,j ≥ 3.

Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäîìó ãðàôó Êîêñòåðà ìîæíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ãðóïïó
Àðòèíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà Àðòèíà AI è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ãðóïïà Êîêñòåðà
AI íåïðèâîäèìû, åñëè ãðàô Êîêñòåðà ΓI íåïóñò è ñâÿçåí.

Ïóñòü Γi, i ∈ J, � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà Êîêñòåðà Γ.
Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ãðóïïà Àðòèíà AI ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
AI =

∏
i∈J Ai, ãäå Ai � íåïðèâîäèìàÿ ãðóïïà Àðòèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíîé

êîìïîíåíòå Γi.
Êîêñòåð óñòàíîâèë [5, ñ. 241], ÷òî íåïðèâîäèìàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà êîíå÷íà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ãðàô Êîêñòåðà èçîìîðôåí îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ãðàôîâ
(ñì. ðèñ. 1):
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Al
r r r r r. . . (l ≥ 1 âåðøèí),

Bl
r r r r r. . . 4 (l ≥ 2 âåðøèí),

Dl
r r r r r rr���

XXX
. . . (l ≥ 4 âåðøèí),

E6
r r r r rr

E7
r r r r r rr

E8
r r r r r r rr

F4
r r r r4

G2
r r6

H3
r r r5

H4
r r r r5

I2(p) r r (p = 5 èëè p ≥ 7)
p

Ðèñ. 1.

Çäåñü íàä ðåáðîì óêàçûâàåòñÿ åãî âåñ, åñëè îí ≥ 4; âåñ ðåáðà íå óêàçûâàåòñÿ,
åñëè îí ðàâåí 3. Ãðóïïû Àðòèíà, îòâå÷àþùèå ýòèì ãðàôàì, áóäåì îáîçíà÷àòü
òåìè æå ñèìâîëàìè Al, Bl ,... è íàçûâàòü ãðóïïàìè Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà. Äëÿ
ãðóïï Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà è ñîïðÿæ¼ííîñòè
[4]. Ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ýòèõ ãðóïïàõ èçó÷àëàñü Â. Í. Áåçâåðõíèì [6].

Ñðåäè äðóãèõ ãðóïï Àðòèíà âûäåëÿþò íåïðèâîäèìûå ãðóïïû, èìåþùèå ñëå-
äóþùèå ãðàôû Êîêñòåðà (ñì. ðèñ. 2):

3



Ã1
r r∞

Ãl(l ≥ 2) r rr rr r��� XXX. . . . . . (öèêë ñ l + 1 âåðøèíàìè),

B̃2
r r r44

B̃l(l ≥ 3) r r r rrrXXX
��� . . . 4 (l + 1 âåðøèí),

C̃l(l ≥ 3) r r r r r r. . .4 4 (l + 1 âåðøèí),

D̃l(l ≥ 4) r rrr rr��� ���XXX XXX
. . . (l + 1 âåðøèí),

Ẽ6
r r r r rrr

Ẽ7
r r r r r r rr

Ẽ8
r r r r r r r rr

F̃4
r r r r r4

G̃2
r r r6

Ðèñ. 2.

Îíè çàìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ãðóïïàìè
Êîêñòåðà, îïðåäåëÿåìûìè ýòèìè ãðàôàìè (è òîëüêî ýòèìè), ïîëîæèòåëüíà è âû-
ðîæäåíà. Ãðóïïû Àðòèíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ãðàôàì, áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè
æå ñèìâîëàìè Ã1, Ãl, ... .

ßñíî, ÷òî ãðóïïà Ã1 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñòåïåíè ñâîáîäû 2. Ãðóïïû Ãl(l ≥ 2)
íàçûâàþòñÿ êðóãîâûìè ãðóïïàìè êîñ. Öåíòð êðóãîâûõ ãðóïï êîñ óêàçàí â [7].
Â [8] èçó÷àëèñü 3-ïîðîæä¼ííûå ãðóïïû Ã2, B̃2 è C̃2, äëÿ êîòîðûõ óñòàíîâëåíî,
÷òî ëþáàÿ èç íèõ � ëèáî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñ îáúåäèíåíèåì, ëèáî HNN-
ðàñøèðåíèå.

Ïóñòü Γ = Γ(U,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U è
ìíîæåñòâîì ð¼áåð E ⊆ U×U . Ãðàô-ãðóïïîé G(Γ) íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñ ìíîæåñòâîì
ïîðîæäàþùèõ xi, i ∈ U, è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

xixj = xjxi ïðè (i, j) ∈ E.

Ãðàô-ãðóïïû èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [9, 10].
Áóäåì íàçûâàòü ãðóïïóG áîãàòîé âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, åñëè âñÿêîå ìíî-

æåñòâî ñëîâ V , îïðåäåëÿþùåå ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó ñâîáîäíîé ãðóï-
ïû F∞ ñ÷¼òíîé ñòåïåíè ñâîáîäû, îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó
ãðóïïû G (ïîä ñîáñòâåííîé ìû ïîíèìàåì ïîäãðóïïó, îòëè÷íóþ îò åäèíèöû è ñà-
ìîé ãðóïïû).

Ñàêåðäîò [13], èñïîëüçóÿ òåõíèêó Þ. È. Ìåðçëÿêîâà [12], óñòàíîâèë, ÷òî ëþáûå
ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ B ∗ C, |B| ≥ 2, |C| ≥ 3, èìåþò ñîâïàäàþùèå ïîçèòèâíûå
òåîðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ ãðóïïà âèäà B ∗C, |B| ≥ 2, |C| ≥ 3, áîãàòà âåðáàëü-
íûìè ïîäãðóïïàìè. À êàê óñòàíîâèë Ðåìòóëëà [11], øèðèíà âñÿêîé ñîáñòâåííîé
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âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû òàêîé ãðóïïû, îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V áåñ-
êîíå÷íà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà G íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï

êîíå÷íîé øèðèíû, åñëè äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V , îïðåäåëÿþùåãî ñîá-
ñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó V (G) , øèðèíà wid(G, V ) áåñêîíå÷íà.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû óñòàíîâèì, ÷òî âñÿêàÿ íåàáåëåâà êîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼ííàÿ ãðóïïà Àðòèíà áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, à òàêæå äîêàæåì, ÷òî
íåêîòîðûå èç íèõ íå èìåþò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.
Ïîýòîìó êàæåòñÿ ïðàâäîïîäîáíîé

Ãèïîòåçà. Ëþáàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà Àðòèíà íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ âåðáàëü-
íûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.

Â ñâÿçè ñ ââåä¼ííûìè îïðåäåëåíèÿìè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñëåäóþùèå íåðå-
ø¼ííûå âîïðîñû.

Âîïðîñ 1. Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà G è êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ñëîâ V òàêîå, ÷òî V (G) ñîáñòâåííàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà, øèðèíà wid(G, V )
êîíå÷íà è â òî æå âðåìÿ G áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè?

Åñëè íå òðåáîâàòü êîíå÷íóþ ïîðîæä¼ííîñòü, òî â êà÷åñòâå G ìîæíî âçÿòü ïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå GL2(Q) × Z, ãäå Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à Z � áåñêî-
íå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Â êà÷åñòâå V âîçüì¼ì êîììóòàòîð [x, y]. Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî øèðèíà êîììóòàíòà ýòîé ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà V ðàâíà 1
è, âìåñòå ñ òåì, î÷åâèäíî, ÷òî GL2(Q)× Z áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè.

Ãðóïïàì Àðòèíà An(n ≥ 3) è Ã1 ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïû Êîêñòåðà, èçîìîðô-
íûå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå è áåñêîíå÷íîé ãðóïïå äèýäðà Z2 ∗ Z2 ñîîòâåòñòâåííî.
Øèðèíà êîììóòàíòà ýòèõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà ðàâíà 1 (äëÿ ãðóïïû
Sn+1 ïðè n ≥ 4 ýòî äîêàçàë Èòî [14], à äëÿ áåñêîíå÷íîé äèýäðàëüíîé ãðóïïû ëåãêî
ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî).

Âîïðîñ 2. Êàêèå ãðóïïû Êîêñòåðà èìåþò øèðèíó êîììóòàíòà (îòíîñèòåëüíî
êîììóòàòîðà) ðàâíóþ 1?

Äëÿ áåñêîíå÷íîé ãðóïïû äèýäðà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: âñÿêàÿ å¼ âåðáàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà èìååò êîíå÷íóþ øèðèíó [11].

Âîïðîñ 3. Âñÿêàÿ ëè âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ïðîèçâîëüíîé, êîíå÷íî ïîðîæä¼í-
íîé ãðóïïû Êîêñòåðà èìååò êîíå÷íóþ øèðèíó?

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ãðóïïà Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà èìååò ≥ 4 ïîðîæäàþùèõ,
òî â íåé íåðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â 2-ïîðîæä¼ííûõ
ãðóïïàõ B2, G2, I2(p) ( p = 5 èëè p ≥ 7) ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ ðàçðåøèìà [6]. Â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî âî âñåõ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ãðóïïàõ
Àðòèíà ðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â êîììóòàíò, à òàêæå â íåêîòîðûå äðóãèå
âåðáàëüíûå ïîäãðóïïû.

Âîïðîñ 4. Ðàçðåøèìà ëè ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â âåðáàëüíûå ïîäãðóïïû êî-
íå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï Àðòèíà?
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� 2. Âåðáàëüíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï Àðòèíà

Èçó÷åíèå ãðóïï Àðòèíà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï Àðòèíà ââè-
äó ñëåäóþùåãî î÷åâèäíîãî óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü G = G1 × G2 × . . . × Gk � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî

÷èñëà ïîäãðóïï Gi. Òîãäà øèðèíà wid(G, V ) ðàâíà ìàêñèìàëüíîé øèðèíå ñîìíî-

æèòåëåé wid(Gi, V ) ïî âñåì i = 1, 2, . . . , k.
Î÷åâèäíî, åñëè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà Àðòèíà A àáåëåâà, òî îíà ÿâëÿ-

åòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé, è åñëè A íåïðèâîäèìà, òî îíà èçîìîðôíà áåñêî-
íå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå. Äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû A, à òàêæå äëÿ íåñîáñòâåííûõ
âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû A ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ

Ëåììà 2. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà Àðòèíà, V � ìíîæå-

ñòâî ñëîâ. Åñëè A àáåëåâà èëè V (A) � íåñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A, òî
wid(A, V ) < ∞, à åñëè V êîíå÷íî, òî wid(A, V ) < |V |.

Â äàëíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðèâîäèìûå íåàáåëåâû ãðóïïû Àð-
òèíà.

Â ðàáîòå Â. Ã. Äóðíåâà [15] äîêàçàíî, ÷òî åñëè G èìååò ñâîèì ýïèìîðôíûì
îáðàçîì ãðóïïó B ∗C, ãäå |B| ≥ 2, |C| ≥ 3, òî G íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ
ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû. Òàê æå ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ è áîëåå îáùàÿ

Ëåììà 3. Åñëè ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì ãðóïïû G íà ãðóïïó, íå èìåþùóþ

ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû è áîãàòóþ âåðáàëüíûìè ïîä-

ãðóïïàìè, òî è ñàìà G íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé

øèðèíû.

Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ íåàáåëåâà êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà A áîãàòà âåð-
áàëüíûìè ïîäãðóïïàìè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñëîâ V
â àëôàâèòå x1, x2, ... Ìîæíî ïîêàçàòü [16, ñ. 140], ÷òî V ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó
ñëîâ âèäà W = {xd

1, uj | j ∈ J}, ãäå d ≥ 0, uj � ñëîâà èç êîììóòàíòà ãðóïïû
F (x1, x2, ...) (ýêâèâàëåíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû G âåðáàëüíûå ïîä-
ãðóïïû V (G) è W (G) ñîâïàäàþò). Â ÷àñòíîñòè, åñëè d = 0, òî W (A) ⊆ A′, ãäå A′ �
êîììóòàíò ãðóïïû A. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñëîâ W1 = {xd

1, [x1, x2]} è ïîêàæåì,
÷òî ïðè d 6= 1 W1(A) � ñîáñòâåííàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A, à òàê êàê
W (A) ⊆ W1(A), òî îòñþäà ïîñëåäóåò, ÷òî V (A) 6= A.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ãðóïïû A êàê ñëîâà â àëôàâèòå ai, i ∈ I. Ïóñòü
u � ñëîâî â ýòîì àëôàâèòå. Ëîãàðèôìîì u ïî îñíîâàíèþ ai íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî
logi u, ðàâíîå ñóììå ïîêàçàòåëåé ïðè áóêâå ai â ñëîâå u (ñì. [16, ñ. 137]). Ëîãàðèô-
ìîì u ïî ñîâîêóïíîñòè îñíîâàíèé ai1 , ai2 , ..., ais íàçîâ¼ì öåëîå ÷èñëî logi1,i2,...is u

ðàâíîå ñóììå
∑is

j=i1 logj u. ßñíî, ÷òî â ñâîáîäíîé ãðóïïå äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ
çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìîâ îäèíàêîâû. Â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå Àðòèíà ýòî óæå íåâåðíî.

Êàæäîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå < aiaj >mi,j=< ajai >mi,j ãðóïïû A ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

ri,j = [ai, aj(aiaj)
ni,j−1] = e ïðè mi,j = 2ni,j

è
ri,j = a−1

j ai[ai, (ajai)
ni,j ] = e ïðè mi,j = 2ni,j + 1.
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Ïóñòü ΓA � ñâÿçíûé ãðàô Êîêñòåðà, îòâå÷àþùèé ãðóïïå A. Óäàëèì èç ýòîãî ãðà-
ôà ð¼áðà, èìåþùèå ÷¼òíûé èëè áåñêîíå÷íûé âåñ. Ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô ðàñïàäàåò-
ñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Γ1, Γ2, . . . , Γk. Ïóñòü Il � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà,
ïðèíàäëåæàùèõ êîìïîíåíòå Γl. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñåõ ïîðîæäàþùèõ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòå Γl, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ai ≡ aj (mod A′) ïðè
ëþáûõ i, j ∈ Il. Ôàêòîð-ãðóïïà A/A′ � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà k. Áîëåå
òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñëîâà u è v îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò
ãðóïïû A, òî èõ ëîãàðèôìû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ai, i ∈ Il, ñîâïàäàþò äëÿ
âñåõ l = 1, 2, . . . , k. Èç ýòèõ çàìå÷àíèé òàê æå, êàê è äëÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï (ñì. [17,
ñ. 86, óïð. 2-5]) ëåãêî âûâîäèòñÿ

Ëåììà 4. Ïóñòü W1 = {xd
1, [x1, x2]}; u � ýëåìåíò êîíå÷íî ïîðîæä�åííîé ãðóï-

ïû Àðòèíà A. Ïðè d > 0 ýëåìåíò u ïðèíàäëåæèò W1(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà logIl

u äåëèòñÿ íà d äëÿ âñåõ l = 1, 2, . . . , k. Ýëåìåíò u ïðèíàäëåæèò êîì-

ìóòàíòó A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà logIl
u = 0 äëÿ âñåõ l = 1, 2, . . . , k.

Èç ýòîé ëåììû íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ñëîâ V îïðåäåëÿåò
ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó ñâîáîäíîé ãðóïïû F∞, òî ïîäãðóïïà V (A)
îòëè÷íà îò A.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ãðóïïà A íåàáåëåâà, òî îíà ñîäåðæèò ïàðó íåêîììó-
òèðóþùèõ ïîðîæäàþùèõ ai, aj. Êàê çàìåòèë Â. Í. Áåçâåðõíèé [6, ñ. 31], ýëåìåíòû
a2

i è a2
j ñâîáîäíî ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó â ãðóïïå

Ai,j = ãð(ai, aj |< aiaj >mi,j=< ajai >mi,j), mi,j ≥ 3,

à òàê êàê ãðóïïà Ai,j âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó A (ñì. [18, ñ. 212]), òî A ñîäåðæèò
ñâîáîäíóþ íåöèêëè÷åñêóþ ãðóïïó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà V (A) îòëè÷íà îò
åäèíè÷íîé. Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà

Ëåììà 5. Âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæä�åííàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà Àðòèíà áîãàòà âåð-

áàëüíûìè ïîäãðóïïàìè.

Òåïåðü ìîæåò áûòü äîêàçàíà îñíîâíàÿ
Òåîðåìà 1. Ãðóïïû Àðòèíà Al(l ≥ 2), Bl(l ≥ 2), Dl(l ≥ 4), F4, G2, I2(p)(p ≥ 5),

Ãl(l ≥ 1), B̃l(l ≥ 2), C̃l(l ≥ 3), D̃l(l ≥ 4), F̃4, G̃2 íå èìåþò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ

ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ãðóïïû êîñ Al(l ≥ 2) ýòî äîêàçàíî â [2].
Ïóñòü â ãðóïïå Bl ïðè l ≥ 3 ïîðîæäàþùèå al−1 è al ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

< al−1al >4=< alal−1 >4 . Ðàññìîòðèì ýíäîìîðôèçì ýòîé ãðóïïû, ïåðåâîäÿùèé al

â åäèíèöó, à îñòàëüíûå ïîðîæäàþùèå îñòàâëÿþùèé íà ìåñòå. Ïîëó÷åííàÿ ãðóïïà
èçîìîðôíà ãðóïïå êîñ Al−1, êîòîðàÿ ïðè l ≥ 3 áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè
(ëåììà 5) è íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ëåììû 3, Bl ïðè l ≥ 3 òàêæå íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ
âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.

Ãðóïïà C̃l ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû ãðóïïó, èçîìîðôíóþ Bl è ÿâëÿþ-
ùóþñÿ îáðàçîì ãðóïïû C̃l ïðè ýíäîìîðôèçìå:

a1 7→ e,
ai 7→ ai ïðè i = 2, 3, . . . , l + 1,
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(ñ÷èòàåì, ÷òî â C̃l ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå < a1a2 >4=< a2a1 >4). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ââèäó ëåìì 5 è 3, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ ãðóïïû C̃l(l ≥ 3).

Â ðàáîòå [7] óñòàíîâëåíî, ÷òî îòîáðàæåíèå

a1 7→ (a2a3...al)al+1(a2a3 . . . al)
−1,

ai 7→ ai ïðè i = 2, 3, . . . , l + 1

çàäà¼ò ýíäîìîðôèçì êðóãîâîé ãðóïïû êîñ Ãl(l ≥ 2) íà ïîäãðóïïó èçîìîðôíóþ
ãðóïïå êîñ Al. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè l ≥ 2 êðóãîâàÿ ãðóïïà êîñ Ãl íå ñîäåðæèò ñîá-
ñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû. Ãðóïïà Ã1 � ñâîáîäíàÿ äâóïî-
ðîæä¼ííàÿ ãðóïïà. Äëÿ íå¼ óòâåðæäåíèå òåîðåìû óñòàíîâëåíî â ðàáîòå Ðåìòóëëû
[11].

Ïóñòü â ãðóïïå Dl(l ≥ 4) ïîðîæäàþùèé al−1 ñâÿçàí ñ ïîðîæäàþùèì al−2 ñî-
îòíîøåíèåì al−1al−2al−1 = al−2al−1al−2 è ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îñòàëüíûìè ïîðîæäà-
þùèìè, à al ïåðåñòàíîâî÷åí ñî âñåìè ïîðîæäàþùèìè, êðîìå al−2, ñ êîòîðûì îí
ñâÿçàí ñîîòíîøåíèåì alal−2al = al−2alal−2. ßñíî, ÷òî ïîäãðóïïà ãð(a1, a2, ..., al−1)
èçîìîðôíà ãðóïïå êîñ Al−1 è ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû Dl ïðè îòîá-
ðàæåíèè

ai 7→ ai ïðè i = 1, 2, . . . , l − 1,
al 7→ e.

Ñëåäîâàòåëüíî,Dl(l ≥ 4) íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé
øèðèíû.

Äàëåå, îòîáðàæåíèå

a1 7→ e,
ai 7→ ai ïðè i = 2, 3, . . . , l + 1

çàäà¼ò ýíäîìîðôèçì ãðóïïû D̃l(l ≥ 4) íà ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå Dl, åñ-
ëè a1 ñâÿçàí ñ a2 ñîîòíîøåíèåì a1a2a1 = a2a1a2 è ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îñòàëüíûìè
ïîðîæäàþùèìè. Ïîýòîìó D̃l(l ≥ 4) òàêæå íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ
ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó Gm = ãð(a1, a2 |< a1a2 >m=< a2a1 >m), êîòîðàÿ
ïðè m = 4, 5, 6, . . . ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ãðóïï B2, G2, I2(p) (p = 5 èëè p ≥ 7). Êàê
çàìåòèë Â. Í. Áåçâåðõíèé [6, ñ. 42], ïðè m = 2n ãðóïïà Gm èìååò ïðåäñòàâëåíèå

Gm = ãð(a1, x | xn = a1x
na−1

1 ),

à ïðè m = 2n + 1 � ïðåäñòàâëåíèå

Gm = ãð(x, y | x2n+1 = y2), ãäå x = a1a2, y = a−1
1 (a−1

1 a2)
n+1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Gm � ãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì. Ïî òåîðå-
ìå Ìàãíóñà î ñâîáîäå (ñì., íàïðèìåð, [17, c. 262]), ïîðîæäàþùèå a1, x, y èìåþò
áåñêîíå÷íûå ïîðÿäêè. Ïîýòîìó ïðè ãîìîìîðôèçìå

a1 7→ a1,
xn 7→ e
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ãðóïïà G2n îòîáðàæàåòñÿ íà ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå Z ∗Zn, à Z2n+1 ∗Z2 ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû G2n+1 ïðè îòîáðàæåíèè

x2n+1 7→ e,
y2 7→ e.

Ââèäó óïîìèíàâøåéñÿ ëåììû Â. Ã. Äóðíåâà [15], ãðóïïà Gm ïðè m ≥ 4, à, ñëå-
äîâàòåëüíî, è ãðóïïû B2, G2, I2(p) íå ñîäåðæàò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï
êîíå÷íîé øèðèíû.

Äàëåå, ãðóïïà F4 = ãð(a1, a2, a3, a4 | a1a2a1 = a2a1a2, a1a3 = a3a1, a1a4 =
a4a1, a2a3a2a3 = a3a2a3a2, a2a4 = a4a2, a3a4a3 = a4a3a4) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó
ãð(a1, a2), êîòîðàÿ èçîìîðôíà ãðóïïå êîñ A2 è ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ãðóïïû F4 ïðè
îòîáðàæåíèè, ïåðåâîäÿùåì a3 è a4 â åäèíèöó è îñòàâëÿþùåì a1 è a2 íà ìåñòå.
Îïÿòü, ââèäó ëåìì 3 è 5, F4 íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êî-
íå÷íîé øèðèíû.

Àíàëîãè÷íî, â ãðóïïå F̃4 îòïðàâèì ïîðîæäàþùèå, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ïðà-
âûì êðàéíèì âåðøèíàì â ãðàôå F̃4, â åäèíèöó, à îñòàëüíûå ïîðîæäàþùèå îñòàâèì
íà ìåñòå. Ïîëó÷èì ýíäîìîðôèçì ãðóïïû F̃4 íà ãðóïïó, èçîìîðôíóþ A3. Ñëåäîâà-
òåëüíî, F̃4 òàêæå íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðè-
íû.

Â ãðóïïàõ B̃2 è G̃2 îòïðàâèì ïîðîæäàþùèé, ñîîòâåòñòâóþùèé êðàéíåé ëåâîé
âåðøèíå â ãðàôàõ ýòèõ ãðóïï, â åäèíèöó, à îñòàëüíûå îñòàâèì íåïîäâèæíûìè.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî ýíäîìîðôèçìà ýòèõ ãðóïï
íà ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïàì B2 è A2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñíîâà, ââèäó ëåìì
3, 5 è óæå óñòàíîâëåííûõ óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü G � íåïðèâîäèìàÿ íåàáåëåâà ãðàô-ãðóïïà. Òîãäà îíà ñîäåðæèò
ïîðîæäàþùèå a è b, êîòîðûå ñâîáîäíî ïîðîæäàþò ñâîáîäíóþ ãðóïïó F2. Ïîñûëàÿ
âñå äðóãèå ïîðîæäàþùèå ãðóïïû G â åäèíèöó, ïîëó÷èì ýíäîìîðôèçì G íà F2.
Òàê êàê ñâîáîäíàÿ ãðóïïà F2 áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè è íå ñîäåðæèò
ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû, òî, ââèäó ëåììû 3, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 2. Íèêàêàÿ íåàáåëåâà ãðàô-ãðóïïà íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ âåð-

áàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.
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