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ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ×ÅÒÍÛÕ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÎÊ ÍÀ ÄÂÀ ÌÍÎÆÈÒÅËß
ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ ÖÈÊËÎÂÎÃÎ ÑÒÐÎÅÍÈß

Â. Ã. Áàðäàêîâ

Äîêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà Áðåííåðà�Ýâàíñà: äëÿ ëþáûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë k > 4, m > 1 âñÿêàÿ ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà èç
ãðóïïû Akm ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå m íåçàâèñèìûõ öèêëîâ
äëèíû k. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè k = 2, 3 ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð [1, 2]), ÷òî â çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå An ïðè n > 2 íå âñÿêèé
ýëåìåíò ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ èíâîëþöèé èç An, íî âñÿêèé ýëåìåíò ïðåäñòà-
âèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3 (ñì. [2]). Â ñâÿçè ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè
Áðåííåð è Ýâàíñ [3] ïîñòàâèëè ïðîáëåìó îïèñàíèÿ âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, ïðåäñòàâèìûõ â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà k (k > 4). Â ýòîé æå ðàáîòå èìè áûëà âûäâèíóòà
ãèïîòåçà: ïðè ëþáûõ öåëûõ k > 4 è m > 1 âñÿêèé ýëåìåíò ãðóïïû Akm ïðåäñòàâèì â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ â ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû
ñîñòîèò èç m öèêëîâ äëèíû k. Ïðè k = 2, 3 ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ðàíåå ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ãèïîòåçû áûëà äîêàçàíà òîëüêî ïðè k = 4, m > 1 è ïðè
k > 5, m = 1 [4, ñ. 103], [5]. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ãèïîòåçà äîêàçûâàåòñÿ â ïîëíîì îáúåìå.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k ≥ 4, m ≥ 1 âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà èç çíàêîïåðåìåí-
íîé ãðóïïû Akm ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ðàçëàãàåòñÿ íà m íåçàâèñèìûõ öèêëîâ äëèíû k.

Â [3] äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò èç An ïðè n > 15 ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5, òåì ñàìûì èñïðàâëåíî îøèáî÷íîå óòâåðæäåíèå èç [6]. Êðîìå òîãî,
ñàì Áðåííåð (ñì. [3])àíîíñèðîâàë, ÷òî ïðè n > 28 âñÿêèé ýëåìåíò èç An ïðåäñòàâèì â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 7. Èñõîäÿ èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, âûäâèíåì ñëåäóþùóþ
ãèïîòåçó: åñëè k = 2k1 − 1 ïðîñòîå ÷èñëî íå ìåíüøå 5, òî ïðè âñåõ n > kk1 âñÿêèé ýëåìåíò
èç An ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà k.

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Þ. È. Ìåðçëÿêîâà çà ïîñòîÿííóþ ïîìîùü è ïîääåðæêó
â ðàáîòå, à òàêæå ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà �Ýâàðèñò Ãàëóà�, ïðîñëóøàâøèõ äîêàçàòåëüñòâà è
âíåñøèõ ðÿä ïîëåçíûõ ïðåäëîæåíèé.

� 1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Sn ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó n�é ñòåïåíè, ò. å. ãðóïïó ïîäñòà-
íîâîê n�ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà M = {1, 2, . . . , n}. Ïóñòü P � íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà èç Sn.
Òîãäà ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ãð(P ) ìíîæåñòâî M ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû
M1, . . . ,Ml. Äåéñòâèå ïîäñòàíîâêè P íà âñåì ìíîæåñòâå M èíäóöèðóåò åå äåéñòâèå íà êàæ-
äîé îðáèòå Mi. Áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷åíèå Pi = P |Mi

öèêëîì ïîäñòàíîâêè P, à ìíîæåñòâî
Mi � íîñèòåëåì öèêëà Pi è îáîçíà÷àòü Mi = supp(Pi).
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Ïîäñòàíîâêó P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ P = P1P2 . . . Pl íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ.

Ñ êàæäûì ðàçëîæåíèåì P = P1 . . . Pl ïîäñòàíîâêè P â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèê-
ëîâ ñâÿæåì óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ(P ) = (τ1, . . . , τl), ãäå τi � äëèíà öèêëà Pi,
êîòîðóþ íàçîâåì öèêëè÷åñêèì òèïîì (èëè ïðîñòîòèïîì) ïîäñòàíîâêè P . ×èñëà τi áóäåì íà-
çûâàòü êîìïîíåíòàìè òèïà τ(P ), à l � äëèíîé òèïà. Ïîíÿòíî, ÷òî öèêëè÷åñêèé òèï îïðåäå-
ëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, à çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ öèêëîâ Pi â ðàçëîæåíèè P = P1 . . . Pl.
Ñðåäè âñåõ òèïîâ ïîäñòàíîâêè P áóäåì âûäåëÿòü òàêîé òèï, êîìïîíåíòû êîòîðîãî óïîðÿäî-
÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíà÷àëå èäóò íå÷åòíûå êîìïîíåíòû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, à çàòåì
� ÷åòíûå êîìïîíåíòû òàê æå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Òàêîé òèï áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì
òèïîì ïîäñòàíîâêè P.

Åñëè ïîäñòàíîâêà P ∈ Akm, k ≥ 4, m ≥ 1 îáëàäàåò ïðåäñòàâëåíèåì P = A · B â êîòîðîì
êàæäàÿ èç ïîäñòàíîâîê A è B â ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû ñîñòîèò èç m öèêëîâ
äëèíû k, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà P ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé. Òàêèì îáðàçîì,
ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà èç Akm ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî m. Ñëó÷àé m = 1, ò. å. îñíîâàíèå èíäóêöèèè,
óñòàíîâëåí Áåðòðàìîì [5]. Â � 2 âîñïðîèçâîäèòñÿ åãî êîíñòðóêöèÿ è îòìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå
åå ñâîéñòâà. Â � 3 ââîäèòñÿ íåêîòîðàÿ îïåðàöèÿ íà k�ïðåäñòàâëåíèÿõ, ïîçâîëÿþùàÿ ïî k�
ïðåäñòàâëåíèÿì äâóõ ïîäñòàíîâîê èç Akm1 è Akm2 ñîîòâåòñòâåííî ñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèÿ
íåêîòîðûõ ïîäñòàíîâîê èç Ak(m1+m2). Äëÿ îáîñíîâàíèÿ èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà ïî ïðîèç-
âîëüíîé ïîäñòàíîâêå P ∈ Akm, m > 1, ïîñòðîèì k�ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäñòàíîâîê Q ∈ Ak è
R ∈ Ak(m−1), èç êîòîðûõ ïðè ïîìîùè ââåäåííîé îïåðàöèè ïîñòðîèì k�ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè P .

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà k�ïðåäñòàâèìîñòè ïîäñòàíîâêè P ∈ Akm

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü k�ïðåäñòàâèìîñòü ëþáîé ïîäñòàíîâêè ëåæàùåé â òîì æå êëàññå ñîïðÿ-
æåííûõ (â Skm) ýëåìåíòîâ, ÷òî è P .

� 2. Ñëó÷àé m = 1

Íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ Áåðòðàìà [5]. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà P ∈ Ak ðàçëîæåíà íà íåçàâè-
ñèìûå öèêëû

P = X1 . . . XcY1Z1 . . . YdZd,

ãäå
Xi = (xi,1xi,2 . . . xi,λ(i) . . . xi,l(i))

� öèêë íå÷åòíîé äëèíû,

Yj = (yj,1yj,2 . . . yj,µ(j) . . . yj,m(j)), Zj = (zj,1zj,2 . . . zj,ν(j) . . . zj,n(j))

� öèêëû ÷åòíîé äëèíû, ãäå l(i) = 2λ(i) − 1 ≥ 3, m(j) = 2(µ(j) − 1), n(j) = 2(ν(j) − 1),
i = 1, . . . , c, j = 1, . . . , d.

Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêè A, B ∈ Sk c óñëîâèåì P = A·B. À èìåííî, äëÿ êàæäîãî íååäèíè÷-
íîãî öèêëà X = (x1x2 . . . xλ . . . xl) íå÷åòíîé äëèíû l èç ñïèñêà X1, . . . , Xc îïðåäåëèì äåéñòâèå
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ïîäñòàíîâîê A è B íà âñåõ ñèìâîëàõ, âõîäÿùèõ â X, çà èñêëþ÷åíèåì äåéñòâèÿ A íà xλ è
äåéñòâèÿ B íà x1:

A = (x1x2λ−1x2x2λ−2 . . . xλ−1xλ+1xλ . . .), B = (xλ+1xλxλ+2xλ−1 . . . x2λ−1x2x1 . . .).

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè äåéñòâèå ïîäñòàíîâîê A è B íà ñèìâîëàõ èç X ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ãðàôîâ, âåðøèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëû èç X, à íàïðàâëåííûå ðåáðà
ïîêàçûâàþò, êàê äåéñòâóþò ïîäñòàíîâêè A è B (ñì. ðèñ. 1).

Äàëåå, äëÿ êàæäîé ïàðû öèêëîâ ÷åòíîé äëèíû Y = (y1 . . . yµ . . . ym), Z = (z1 . . . zν . . . zn),
ó êîòîðûõ m > 2, n > 2, èç ñïèñêà (Yi, Zi), i = 1, . . . , d, îïðåäåëèì äåéñòâèå ïîäñòàíîâîê A
è B íà âñåõ ñèìâîëàõ, âõîäÿùèõ â X è Z, çà èñêëþ÷åíèåì äåéñòâèÿ A íà ñèìâîëå zν−1 è
äåéñòâèÿ B íà ñèìâîëå yµ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = (yµzνy1ymy2ym−1 . . . yµ+1yµ−1z1znz2zn−1 . . . zν+1zν−1 . . .),

B = (zνyµ+1yµ−1yµ+2yµ−2 . . . ymy2y1zν+1zν−1zν+2zν−2 . . . znz2z1yµ . . .),

(ñì. ðèñ. 2). Åñëè æå Y = (y1y2), Z = (z1z2) � òðàíñïîçèöèè, òî äëÿ íèõ m = µ = 2 è
n = ν = 2. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

A = (y2z2y1z1 . . .), B = (z2y1z1y2 . . .),

(ñì. ðèñ. 3).

Òåïåðü óæå ïîíÿòíî, êàê äåéñòâóþò ïîäñòàíîâêè A è B íà ýëåìåíòàõ ïàðû (Y, Z), åñëè
îäèí èç öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîçèöèåé, à äðóãîé � íåò.

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü äåéñòâèÿ A è B íà îñòàëüíûõ ñèìâîëàõ. Êàê ýòî ñäåëàòü, ãðàôè-
÷åñêè ñîâåðøåíí ÿñíî: êàæäîå ðåáðî âûõîäÿùåå èç öèêëà Xi èëè èç ïàðû YjZj ìû äîëæíû
ñîåäèíèòü ñ ðåáðîì, âõîäÿùèì â ñëåäóþùèé öèêë, à ðåáðî âûõîäÿùåå èç ïîñëåäíåãî öèê-
ëà ñîåäèíèòü ñ ðåáðîì, âõîäÿùèì â ïåðâûé öèêë; òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷èì ïîäñòàíîâêó A,
êîòîðàÿ, êàê ëåãêî çàìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû k. Àíàëîãè÷íî äëÿ B, íî òàì êàæäîå
âûõîäÿùåå ðåáðî ìû äîëæíû ñîåäèíèòü ñ ðåáðîì, âõîäÿùèì â ïðåäûäóùèé öèêë. Áîëåå
ôîðìàëüíî:

xi,λ(i)
A−→ xi+1,1

B
−− → xi,λ(i)+1 ïðè i = 1, . . . , c− 1,

xc,λ(c)
A−→


y1,µ(1)

B
−− → xc,λ(c)+1 ïðè d > 0,

xi,1

B
−− → xc,λ(c)+1 ïðè d = 0,

zi,ν(i)−1
A−→ yi+1,µ(i+1)

B
−− → zi,ν(i),

zd,ν(d)
A−→


x1,1

B
−− → y1,µ(1) ïðè d > 1,

y1,µ(1)

B
−− → zd,ν(d) ïðè d = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè P íå ñîäåðæèò öèêëîâ åäèíè÷íîé äëèíû, òî ìû ïîñòðîèëè èñêîìîå
k�ïðåäñòàâëåíèå P = A ·B.
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Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ïðåäñòàâëåíèÿ Áåðòðàìà, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
X, Y ∈ Sn. Îáîçíà÷èì

supp(X,Y ) = supp(X)
⋂

supp(Y ).

Òîãäà ïîñòðîåííîå ïðåäñòàâëåíèå X1 . . . XcY1Z1 . . . YdZd = A ◦B îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) åñëè öèêë Pi èç ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàíîâêè P = X1 . . . XcY1Z1 . . . YdZd èìååò äëèíó ≥ 3,
òî ìíîæåñòâî supp(PA

i , Pi) íå ïóñòî;

2) äëÿ ëþáîé ïàðû ñîñåäíèõ öèêëîâ Pi è Pi+1 èç ðàçëîæåíèÿ P â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñè-
ìûõ öèêëîâ, à òàêæå äëÿ ïàðû (Zd, X1) ìíîæåñòâî supp(PA

i , Pi+1) íå ïóñòî.

Ýòè ñâîéñòâà k�ïðåäñòàâëåíèÿ Áåðòðàìà ïîòðåáóþòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Ïóñòü òåïåðü ïîäñòàíîâêà P ñîäåðæèò öèêë (y) äëèíû 1, ò. å. P = Q · (y) , ãäå Q ∈ Ak−1.
Åñëè Q = Q1 . . . Qs � ðàçëîæåíèå Q â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ è Q = A1 · B1 �
òàêîå (k −−1) � ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè Q, ÷òî íåêîòîðûé ñèìâîë r ëåæèò â ìíîæåñòâå
supp(QA

i , Qj) , i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , s, ò. å. Qi = (x1x2 . . .), Qj = (r . . .), A1 = (x1r . . .),
B1 = (rx2 . . .), òî ïîëîæèì: A = (x1yr . . .), B = (ryx2 . . .) � öèêëû äëèíû k. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî P = A · B � k�ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè P = Q · (y), ïðè÷åì y ∈ supp(QA

i , (y)) è
r ∈ supp((y)A, Qj).

� 3. Λ�êîìïîçèöèÿ k�ïðåäñòàâëåíèé

Ïóñòü Q = A1 · B1 è R = A2 · B2 � k�ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäñòàíîâîê Q ∈ Akm1 è R ∈ Akm2 ,
îïðåäåëåííûõ íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ ñèìâîëîâ M1 è M2. Êðîìå òîãî, ïóñòü Λ
� ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ òðàíñâåêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðåâîäèò ñèìâîë èç M1 â
íåêîòîðûé ñèìâîë èç M2. Òîãäà Λ�êîìïîçèöèåé ïðåäñòàâëåíèé Q = A1 · B1 è R = A2 ·
B2 íàçîâåì ïðåäñòàâëåíèå P = A1A2 · (B1B2)

Λ, êîòîðîå, êàê ëåãêî çàìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ k�
ïðåäñòàâëåíèåì ïîäñòàíîâêè P â ãðóïïå Sk(m1+m(2)). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè
Λ�êîìïîçèöèè.

Åñëè Λ � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà, òî Λ�êîìïîçèöèåé k�ïðåäñòàâëåíèé Q = A1 · B1 è
R = A2 ·B2 ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèå P = A1A2 ·B1B2 ïîäñòàíîâêè P = Q ·R.

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ ïîäñòàíîâêè P ∈ Akm, k ≥ 4, m ≥ 1 çàäàíî ðàçëîæåíèå íà íåçà-
âèñèìûå öèêëû P = P1 . . . Pl è k�ïðåäñòàâëåíèå P = A · B. Åñëè l ≥ 4 è s ∈ supp(PA

1 , P2),
r ∈ supp(PA

3 , P4), òî A · B(sr) � k�ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè Z1Z2P3 . . . Pl, ãäå Zj � öèêë
ñîñòîÿùèé èç ñèìâîëîâ âõîäÿùèõ â Pj è Pj+2, ãäå j = 1, 2. Åñëè æå l ≥ 3 è s ∈ supp(PA

1 , P1),
r ∈ supp(PA

2 , P3), òî A·B(sr) � k�ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè ZP4 . . . Pl, ãäå öèêë Z ñîñòîèò
èç ñèìâîëîâ âõîäÿùèõ â öèêëû P1, P2 è P3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå (âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî). Ïî óñëîâèþ, P1 = (s1s2S), ãäå S � íåêîòîðîå, âîçìîæíî ïóñòîå, ìíîæåñòâî ñèìâî-
ëîâ, ïðè÷åì, åñëè P1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì öèêëîì, òî s2 è S îòñóòñòâóþò; P2 = (psS1), ãäå
S1 � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (âîçìîæíî ïóñòîå) è îïÿòü, åñëè P2 � åäèíè÷íûé öèêë, òî p è S1

îòñóòñòâóþò. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ P3 = (r1r2T ) è P4 = (qrT1). Òàê êàê s ∈ supp(PA
1 , P2)

, à r ∈ supp(PA
3 , P4), òî A ïåðåâîäèò s1 â s, à r1 ïåðåâîäèò â r. Òîãäà ïîä äåéñòâèåì B ñèì-
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âîë s ïåðåõîäèò â s2, à r ïåðåõîäèò â r2. Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî ïîä äåéñòâèåì A ñèìâîë p
ïåðåõîäèò â íåêîòîðûé ñèìâîë p1, à q ïåðåõîäèò â íåêîòîðûé ñèìâîë q1. Òîãäà

B =

(
. . . p1 s . . . q1 r . . .
. . . s s2 . . . r r2 . . .

)
.

Òåïåðü ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

A ·B(sr) = (s1r2Tr1s2S)(prT1qsS1)P5 . . . Pl.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü Q = Q1 . . . Qc, R = R1 . . . Rd � ðàçëîæåíèÿ íà íåçàâèñèìûå öèêëû ïîäñòàíîâîê,
ââåäåííûõ â íà÷àëå ïàðàãðàôà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â k�ïðåäñòàâëåíèè Q = A1 ·B1 íåêîòîðûé
ñèìâîë s ëåæèò â supp(QA1

1 , Q2), à â k�ïðåäñòàâëåíèè R = A2 · B2 íåêîòîðûé ñèìâîë r ∈
supp(RA2

1 , R2). Òîãäà ïî ëåììå 1, (sr)�êîìïîçèöèÿ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé äàåò k�ïðåäñòàâëåíèå
ïîäñòàíîâêè

P = Z1Z2Q3 . . . QcR3 . . . Rd,

ãäå âñå âûïèñàííûå öèêëû íåçàâèñèìû è äëèíà öèêëà Zj ðàâíà ñóììå äëèí öèêëîâ Qj è Rj,
j = 1, 2, ò. å. ïðè òàêîé êîìïîçèöèè ïðîèñõîäèò êàê áû ñêëåèâàíèå öèêëà Rj ñ öèêëîì Qj,
j = 1, 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â k�ïðåäñòàâëåíèè Q = A1 · B1 ñèìâîë s ∈ supp(QA1
1 , Q1), à â k�ïðåä-

ñòàâëåíèè R = A2 · B2 ñèìâîë r ∈ supp(RA2
1 , R2). Òîãäà ïî ëåììå 1, (sr)�êîìïîçèöåé ýòèõ

ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè Z ·Q2 . . . QcR3 . . . Rd, ãäå âñå âûïèñàí-
íûå öèêëû íåçàâèñèìû è äëèíà öèêëà Z ðàâíà ñóììå äëèí öèêëîâ Q1, R1 è R2, ò. å. â ýòîì
ñëó÷àå ïðîèñõîäèò êàê áû ñêëåèâàíèå öèêëà Q1 ñ öèêëàìè R1 è R2.

Â ðàññìîòðåííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ Λ�êîìïîçèöèè, êàê ëåãêî çàìåòèòü, âûïîëíåíî ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî: åñëè â k�ïðåäñòàâëåíèè Q1 . . . Qc = A1 · B1 äëÿ íåêîòîðûõ öèêëîâ Qi è Qj,
1 ≤ i, j ≤ n íàéäåòñÿ ñèìâîë q ëåæàùèé â supp(QA1

i , Qj), òî è â ïîëó÷åííîì k�ïðåäñòàâëåíèè
P1 . . . Pl = A1A2 · (B1B2)

(sr) ñèìâîë q ∈ supp(PA1A2

i′ , Pj′), ãäå 1 ≤ i′, j′ ≤ l è öèêë Pi′ ñîäåð-
æèò ñèìâîëû öèêëà Qi, à öèêë Pj′ ñîäåðæèò ñèìâîëû öèêëà Qj. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî
k�ïðåäñòàâëåíèÿ R1 . . . Rd = A2 ·B2.

Àíàëîãè÷íî, åñëè â k�ïðåäñòàâëåíèè P = A ·B íåêîòîðûé ñèìâîë q ëåæèò â supp(PA
i , Pj),

1 ≤ i, j ≤ l, òî äëÿ k�ïðåäñòàâëåíèÿ P = B · AB íàîáîðîò, íàéäåòñÿ ñèìâîë q′ ëåæàùèé â
supp(PB

j , Pi).

Òàê êàê â ðàçîáðàííûõ ïðèìåðàõ Λ�êîìïîçèöèè ñêëàäûâàþòñÿ äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ
öèêëîâ, òî, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ìû ìîæåì ðàáîòàòü íå ñ ñàìèìè ïîäñòàíîâêàìè, à ñ èõ
öèêëè÷åñêèìè òèïàìè. Òîãäà Λ�êîìïîçèöèÿ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíîñèëüíà íåêîòîðîé îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ òèïîâ. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ôîðìàëèçóåì ýòî íàáëþäåíèå.

� 4. Ðàçëîæåíèå òèïîâ

Ïóñòü τ = (τ1, . . . , τl) � íåêîòîðûé öèêëè÷åñêèé òèï. Ïîäòèïîì òèïà τ íàçîâåì âñÿêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ 0 = (τ 0

1 , . . . , τ 0
l ) òîé æå äëèíû, ó êîòîðîé 0 ≤ τ 0

i ≤ τi, i = 1, . . . , l. ßñíî,
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÷òî, óäàëèâ íóëåâûå êîìïîíåíòû ïîäòèïà τ 0, ïîëó÷èì öèêëè÷åñêèé òèï íåêîòîðîé ïîäñòà-
íîâêè èç Sn0 , ãäå n0 =

∑l
i=1 τ 0

i . Áóäåì íàçûâàòü òèï ÷åòíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ òèïîì ÷åòíîé
ïîäñòàíîâêè. Ïîäòèï áóäåì íàçûâàòü ÷åòíûì, åñëè óäàëèâ èç íåãî íóëåâûå êîìïîíåíòû,
ïîëó÷èì ÷åòíûé òèï.

Íà ïîäòèïàõ îäèíàêîâîé äëèíû ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ. Åñëè ρ = (ρ1, . . . , ρl)
� ïîäòèï íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sn, à σ = (σ1, . . . , σl) � ïîäòèï ïîäñòàíîâêè èç Sn1 , òî
èõ ñóììîé íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρ + σ = (ρ1 + σ1, . . . , ρl + σl) ÿâëÿþùóþñÿ, êàê ëåãêî
çàìåòèòü, ïîäòèïîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sn+n1 .

Â äàëüíåéøåì, äîïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, áóäåì ãîâîðèòü: �òèï (ïîäòèï) èç Sn� , ïîäðà-
çóìåâàÿ, ÷òî äàííûé òèï (ïîäòèï) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì òèïîì (ñîîòâåòñòâåííî, ïîäòèïîì)
íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sn.

Â òèïå τ = (τ1, . . . , τl) èç Akm âûäåëèì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïîíåíò: (τi1 , . . . ,
τin), 1 ≤ n ≤ l. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òèïó τ ñîîòâåòñòâóåò k�ïðåäñòàâëåíèå Pτ = A · B,
åñëè â ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû Pτ = P1 . . . Pl öèêë Pi èìååò äëèíó τi ïðè âñåõ
i = 1, . . . , l è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ïðè n = 1 ìíîæåñòâî supp(PA

in , Pin)
íå ïóñòî, à ïðè n > 1, äëÿ âñÿ êîãî j, j = 1, . . . , n − 1, ìíîæåñòâî supp(PA

ij
, Pij+1

) 6= ∅.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó τ, åñëè â τ âûäåëåíà íå
îäíà, à íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïîíåíò.

Ïóñòü τ = (τ1, . . . , τl) � òèï èç An ïðè n > k, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå ñóììû ïîäòèïîâ
ρ = (ρ1, . . . , ρl) è σ = (σ1, . . . , σl) èç Sk è Sn−k ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî êîìïîíåíò ρi äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 < ρi < τi íàçîâåì ñòåïåíüþ ðàçëîæåíèÿ τ îòíîñèòåëüíî
ρ è σ, à ñàìè êîìïîíåíòû ρi è σi äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà: 0 < ρi < τi è
0 < σi < τi íàçîâåì ñêëåèâàåìûìè êîìïîíåíòàìè. Òèï τ áóäåì íàçûâàòü k�ðàçëîæèìûì
îòíîñèòåëüíî ρ è σ, åñëè äëÿ íèõ âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) îáà ïîäòèïà ρ è σ ÷åòíû è ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ðàâíà 0;

2) îáà ïîäòèïà ρ è σ ÷åòíû, ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ðàâíà 2, ëèáî k íå÷åòíî è ñòåïåíü ðàç-
ëîæåíèÿ ðàâíà 4;

3) ρ � ÷åòíûé, à σ � íå÷åòíûé ïîäòèïû, ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ðàâíà 1 è åñëè ρi è σi �
ñêëåèâàåìûå êîìïîíåíòû ïîäòèïîâ ρ è σ ñîîòâåòñòâåííî, òî ρi ≥ 3, σi ≥ 2; ëèáî, íàîáîðîò, �
ρ � íå÷åòíûé, à σ � ÷åòíûé ïîäòèïû, ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ðàâíà 1 è ñêëåèâàåìûå êîìïîíåíòû
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì ρi ≥ 2, σi ≥ 3.

Â îñòàâøèõñÿ ïóíêòàõ ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè äîïîëíèòåëüíî óñëîâèÿ: k � íå÷åò-
íî è òèï τ èìååò ÷åòíóþ äëèíó.

4) îáà ïîäòèïà ρ è σ íå÷åòíû, ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ðàâíà 2 è åñëè σi è ρj � ñêëåèâàåìûå
êîìïîíåíòû, òî σi è ρj ≥ 2;

5) ρ � ÷åòíûé, à σ � íå÷åòíûé ïîäòèïû, ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ðàâíà 1 è åñëè ρi � ñêëåè-
âàåìàÿ êîìïîíåíòà, òî τi ÷åòíà, τi ≥ 6, τi+1 = 2, à ρi = τi − 1, ρi+1 = 0;

6) ρ � ÷åòíûé, à σ � íå÷åòíûé ïîäòèïû, ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ðàâíà 1 è åñëè ρi � ñêëåèâà-
åìàÿ êîìïîíåíòà, òî ρi = 3, τi = 4 è, êðîìå òîãî, ïîäòèï σ ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ êîìïîíåíò
ðàâíûõ 2. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè íåêîòîðûé òèï ïîäñòàíîâêè P ∈ An ÿâëÿåòñÿ k�ðàçëîæèìûì,
òî è ëþáîé äðóãîé åå òèï òàêæå ÿâëÿåòñÿ k� ðàçëîæèìûì.
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Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà èç Akm. Åñëè m = 1, òî èç ðàáîòû
Áåðòðàìà [5] (ñì. � 2) ñëåäóåò, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî m > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé òèï τ = τ(P ) = (τ1, . . . , τl) ïîäñòàíîâêè P ÿâëÿåòñÿ
k�ðàçëîæèìûì. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïîä-
ñòàíîâêà P ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé. Òàê êàê τ, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó
èç ïóíêòîâ 1) � 6) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà, òî ðàçáåðåì ïî ïîðÿäêó âñå ýòè ñëó÷àè.

Ïóñòü ρ è σ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1), ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà i (âîçìîæíî ïîñëå
ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò èìååì

ρ = (τ1, . . . , τi, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−i

), σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

, τi+1, . . . , τl).

Óäàëÿÿ íóëåâûå êîìïîíåíòû, ïîëó÷èì òèïû ρ′ = (τ1, . . . , τi), è σ′ = (τi+1, . . . , τl). Èì ñîîò-
âåòñòâóþò ïîäñòàíîâêè Pρ′ è Pσ′ èç Ak è Ak(m−1) ñîîòâåòñòâåííî. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ, ýòè ïîäñòàíîâêè k�ïðåäñòàâèìû è ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè îïðåäåëåíû íà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ ñèìâîëîâ (â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î k�ïðåäñòàâëåíèÿõ ïîäñòà-
íîâîê Pρ′ è Pσ′ áóäåì èìåòü â âèäó èìåííî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ). Èç ñâîéñòâ Λ�êîìïîçèöèè
ñëåäóåò, ÷òî e�êîìïîçèöèÿ k�ïðåäñòàâëåíèé ïîäñòàíîâîê Pρ′ è Pσ′ äàåò k�ïðåäñòàâëåíèå íå-
êîòîðîé ïîäñòàíîâêè Pτ ∈ Akm ó êîòîðîé öèêëè÷åñêèé òèï òîò æå, ÷òî è ó P. Ñëåäîâàòåëüíî,
P � k�ïðåäñòàâèìà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2) èç îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà, ò. å.

ρ = (τ1, . . . , τi−1, ρi, ρi+1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−i−1

, σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

σi, σi+1, τi+2, . . . , τl),

ãäå ρj + σj = τj, ρj 6= 0, σj 6= 0, j = i, i + 1. Îáîçíà÷èì ρ′ = (τ1, . . . , τi−1, ρi, ρi+1), σ′ =
(σi, σi+1, τi+2, . . . , τl) � ÷åòíûå òèïû èç Ak è Ak(m−1) ñîîòâåòñòâåííî. Âûäåëèì â ïåðâîì èç íèõ
ïàðó (ρi, ρi+1), à âî âòîðîì � ïàðó (σi, σi+1). Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóþò
k�ïðåäñòàâëåíèÿ Pρ′ = A1 ·B1 è Pσ′ = A2 ·B2 ïîäñòàíîâîê Pρ′ è Pσ′ öèêëè÷åñêèå òèïû êîòîðûõ
ðàâíû ρ′ è σ′ ñîîòâåòñòâåííî. Áîëåå òîãî, ââèäó ñâîéñòâà 2) êîíñòðóêöèè Áåðòðàìà (ñì. � 1),
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k�ïðåäñòàâëåíèå Pρ′ = A1 · B1 ñîîòâåòñòâóåò òèïó ρ′, ò. å. íåêîòîðûé
ñèìâîë s ∈ supp(XA1

i , Xi+1), ãäå Xj � öèêë äëèíû ρj, j = i, i + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è
ïðåäñòàâëåíèå Pσ′ = A2 ·B2 ñîîòâåòñòâóåò òèïó σ′, ò. å. íåêîòîðûé ñèìâîë r ∈ supp(Y A2

i , Yi+1),
ãäå öèêë Yj èìååò äëèíó σj, j = i, i + 1. Â ðåçóëüòàòå (sr)�êîìïîçèöèè ýòèõ k�ïðåäñòàâëåíèé
ïðîèçîéäåò ñêëåèâàíèå öèêëà Xj ñ öèêëîì Yj ïðè j = i, i + 1 è ìû ïîëó÷èì k�ïðåäñòàâëåíèå
íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè Pτ , èìåþùåé öèêëè÷åñêèé òèï τ. Ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìà ïîäñòàíîâêà
P òàêæå ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé.

Ïóñòü òåïåðü τ � k�ðàçëîæèìà ñòåïåíè 4 îòíîñèòåëüíî ÷åòíûõ ïîäòèïîâ

ρ = (τ1, . . . , τi−1, ρi, . . . , ρi+3, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−i−3

) è σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, σi, . . . , σi+3, τi+4, . . . , τl),

èç Ak è Ak(m−1) ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòîðûõ âñå êîìïîíåíòû ρj è σj îòëè÷íû îò íóëÿ è ρj +σj =
τj ïðè j = i, . . . , i + 3. Òîãäà â òèïå ρ′ = (τ1, . . . , τi−1, ρi, . . . , ρi+3) âûäåëèì ïàðû (ρi, ρi+1),
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(ρi+2, ρi+3). Îïÿòü ââèäó ñâîéñòâà 2) êîíñòðóêöèè Áåðòðàìà, ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå
k�ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè Pρ′ , ò. å. òàêîå k�ïðåäñòàâëåíèå Pρ′ = A1 ·B1 â êîòîðîì

s1 ∈ supp(XA1
i , Xi+1), è s2 ∈ supp(XA1

i+2, Xi+3),

ãäå Xj � öèêë äëèíû ρj ïðè j = i, . . . , i+3. Àíàëîãè÷íî, â òèïå σ′ = (σi, . . . , σi+3, τi+4, . . . , τl),
âûäåëèì ïàðû (σi, σi+1), (σi+2, σi+3) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pσ′ = A2 ·B2 â êîòîðîì r1 ∈ supp(Y A2

i , Yi+1), r2 ∈ supp(Y A2
i+2, Yi+3), ãäå Yj

� öèêë äëèíû σj ïðè j = i, . . . , i+3. Âû÷èñëèì (s1r1)(s2r2)�êîìïîçèöèþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé.
Ââèäó ëåììû 1, ïîëó÷åííîå k�ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèåì ïîäñòàâíîâêè Pτ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3), ò. å.

ρ = (τ1, . . . , τi−1, ρi, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−i

)

� ïîäòèï èç Ak ó êîòîðîãî ρi ≥ 3;

σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, σi, τi+1, . . . , τl)

� íå÷åòíûé ïîäòèï èç Sk(m−1) ó êîòîðîãî σi ≥ 2 è ñóììà ρ + σ ðàâíà τ (äâîéñòâåííûé
ñëó÷àé èç ïóíêòà 3) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïî ýòèì ïîäòèïàì ïîñòðîèì ÷åòíûå òèïû
ρ′ = (τ1, . . . , τi−1, ρi) è σ′ = (1, σi − 1, τi+1, . . . , τl). Â òèïå ρ′ âûäåëèì êîìïîíåíòó ρi, à â òèïå
σ′ � ïàðó (1, σi − 1). Ïî ñâîéñòâó 1) ïðåäñòàâëåíèÿ Áåðòðàìà, ñóùåñòâóåò k�ïðåäñòàâëåíèå
Pρ′ = A1 · B1 äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ ñèìâîë s èç supp(XA1

i , Xi), ãäå Xi � öèêë äëèíû ρi.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òèïà σ′ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå, ò. å. òàêîå
k�ïðåäñòàâëåíèå Pσ′ = A2 · B2 ÷òî íåêîòîðûé ñèìâîë r ëåæèò â supp(Y A2

i−1, Yi), ãäå Yi−1 �
öèêë äëèíû 1, à Yi4 � öèêë äëèíû σi−1. Íàéäåì (sr)�êîìïîçèöèþ ýòèõ k�ïðåäñòàâëåíèé. Â
ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ öèêëà Xi äëèíû ρi ñ öèêëàìè Yi−1 è Yi äëèíû 1 è σi−1 ñîîòâåòñòâåííî,
ïîëó÷èì k�ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè Pτ .

Äîïóñòèì, ÷òî ïîäòèïû ρ è σ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 4) , ò. å.

ρ = (τ1, . . . , τi−1, ρi, ρi+1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−i−1

), σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, σi, σi+1, τi+2, . . . , τl)

� íå÷åòíûå ïîäòèïû èç Sk è Sk(m−1) ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòîðûõ ρi+1 è σi íå ìåíåå 2, à ρj +
σj = τj, ïðè j = i, i + 1. Ïîñòðîèì ïî íèì ÷åòíûå òèïû ρ′ = (τ1, . . . , τi−1, ρi, ρi+1 − 1, 1),
σ′ = (1, σi − 1, σi+1, τi+2, . . . , τl) è âûäåëèì â ïåðâîì òðîéêó êîìïîíåíò (ρi, ρi+1 − 1, 1), à âî
âòîðîì � òðîéêó (1, σi − 1, σi+1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå
k�ïðåäñòàâëåíèÿ Pρ′ = A1 · B1, Pσ′ = A2 · B2. Èíûìè ñëîâàìè, â ïåðâîì ïðåäñòàâëåíèè
s1 ∈ supp(XA1

i , Xi+1), s2 ∈ supp(XA1
i+1, Xi+2), ãäå öèêë Xi èìååò äëèíó ρi, öèêë Xi+1 � ρi+1−1,

à Xi+2 � äëèíó 1; âî âòîðîì ïðåäñòàâëåíèè: r1 ∈ supp(Y A2
i , Yi+1), r2 ∈ supp(Y A2

i−1, Yi), ãäå Yi−1

èìååò äëèíó 1, Yi � äëèíó σi−1 è Yi+1 � äëèíó σi+1. Ïîêàæåì, ÷òî (s1r1)(s2r2)�êîìïîçèöèÿ
ýòèõ k�ïðåäñòàâëåíèé äàåò k�ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè Pτ . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ê óêàçàííûì ïðåäñòàâîåíèÿì ïðèìåíèòü (s1r1)�êîìïîçèöèþ, òî ïî ëåììå 1,

A1A2 · (B1B2)
(s1r1) = X1 . . . Xi−1Xi+2 · Z1Z2 · Yi−1 · Yi+2 . . . Yl,
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ãäå öèêë ñ èíäåêñîì j èìååò äëèíó τj ïðè j = 1, . . . , i−1, i+2, . . . , l; Xi+1 è Yi−1 èìåþò äëèíó
1, à öèêë Zj � äëèíó ρj + σj − 1, ïðè j = i, i + 1. Ïðè÷åì, ââèäó ñâîéñòâà Λ�êîìïîçèöèè,
ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ:

s2 ∈ supp(ZA1
1 , Xi+2), r2 ∈ supp(Y A1

i−1, Z2).

Äàëåå, îïÿòü ïî ëåììå 1, â k�ïðåäñòàâëåíèè A1A2 · (B1B2)
(s1r1)(s2r2) ïðîèçîéäåò ñêëåèâàíèå

öèêëà Z1 ñ öèêëîì Yi−1 è ñêëåèâàíèå öèêëà Xi+2 ñ öèêëîì Z2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì öèêëû
äëèíû ρi +σi = τi è ρi+1 +σi+1 = τi+1 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê îñòàëüíûå öèêëû íå ìåíÿþòñÿ,
òî ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò ÿâëÿòüñÿ k�ïðåäñòàâëåíèåì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè Pτ .

Ïóñòü òåïåðü ρ è σ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 5), ò. å.

ρ = (τ1, . . . , τi−1, τi − 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−i

), σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, τi+1, τi+2, . . . , τl)

� ïîäòèïû èç Ak è Sk(m−1) ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòîðûõ êîìïîíåíòà τi ÷åòíà è íå ìåíüøå 5, à
τi+2 = 2. Ïîñòðîèì ïî íèì ÷åòíûå òèïû ρ′ = (τ1, . . . , τi−1, τi − 3, 1, 1), σ′ = (1, 1, 1, τi+2, . . . , τl).
Ââèäó êîíñòðóêöèè Áåðòðàìà, äëÿ ρ′ ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå k�ïðåäñòàâëåíèå Pρ′ = A1 ·
B1, â êîòîðîì rj ∈ supp(XA1

i , Xi−j) ïðè j = 1, 2, è öèêë Xi èìååò äëèíó τi − 3, à öèêë
Xi+j � äëèíó 1, j = 1, 2. Â òèïå σ′ âûäåëèì òðîéêó (1, 1, 1) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåãî
ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pσ′ = A2 · B2, â êîòîðîì r1 ∈ supp(XA2

i−1, Xi),

r2 ∈ supp(XA2
i , Xi−1), ãäå öèêëû Xj, j = i− 1, i, i + 1 èìåþò äëèíó 1. Âû÷èñëèì (s1r1)(s2r2)�

êîìïîçèöèþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé. Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ïîëó÷èì k�ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè Pτ ñîïðÿæåííîé ñ ïîäñòàíîâêîé P.

Åñëè
ρ = (τ1, . . . , τi−1, 3, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

l−i

), σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 2, 2, τi+3, . . . , τl)

� ïîäòèïû èç Ak è Sk(m−1) ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå 6) îïðåäå-
ëåíÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà, òî ïîñòðîèì ÷åòíûå òèïû ρ′ = (τ1, . . . , τi−1, 1, 1, 1), è σ′ =
(1, 1, 1, 2, τi+3, . . . , τl). Â òèïå ρ′ âûäåëèì òðîéêó (1, 1, 1). Èç êîíñòðóêöèè Áåðòðàìà, äëÿ ρ′

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ Pρ′ = A1 · B1, â êîòîðîì s1 ∈
supp(XA1

i , Xi+1), s2 ∈ supp(XA1
i+1, Xi−2), ãäå Xj, j = i, i + 1, i + 2, öèêë äëèíû 1. Â òèïå σ′

âûäåëèì ïàðû (1, 1), (2, 1) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�
ïðåäñòàâëåíèå Pσ′ = A2 · B2, â êîòîðîì r1 ∈ supp(Y A2

i−1, Yi), r2 ∈ supp(Y A2
i+2, Yi+1), ãäå Xj,

j = i− 1, i, i + 1, � öèêë äëèíû 1, à Yi+2 � öèêë äëèíû 2. Âû÷èñëèâ (s1r1)(s2r2) � êîìïîçè-
öèþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷èì k�ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè Pτ .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî òèï τ =
τ(P ) ïîäñòàíîâêè P ∈ Akm, m > 1, ÿâëÿåòñÿ k�ðàçëîæèìûì òèïîì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ
ρ è σ. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîñòðîåííûõ òèïîâ ρ′ è σ′ íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ k�ïðåäñòàâëåíèé Pρ′ = A1 · B1 è Pσ′ = A2 · B2. Òàê êàê ρ′ ÿâëÿåòñÿ òèïîì èç Ak,
òî ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò èç ïàðàãðàôà 1 è íàì îñòàåò-
ñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òèïà σ èç Ak(m−−1) ïðè
m− 1 > 1. Äîêàçàòåëüñòâó ýòèõ äâóõ ôàêòîâ ïîñâÿùåíà îñòàëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû.
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� 5. Äîêàçàòåëüñòâî k�ðàçëîæèìîñòè òèïîâ è ñóùåñòâîâàíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ k�ïðåäñòàâëåíèé

Ðàññìîòðèì òèï ξ = (ξ1, . . . , ξs) èç Akm, m > 1. Ïàðó êîìïîíåíò (ξ2j−1, ξ2j) íàçîâåì ãðà-
íè÷íîé ïàðîé òèïà ξ, åñëè ñóììà êîìïîíåíò, ïðåäøåñòâóþùèõ ýòîé ïàðå ≤ k, à ñóììà

∑2j
i=1 ξi

áîëüøå k. Îáîçíà÷èì ∆1 =
∑2j

i=1 ξi − k, ∆2 =
∑2j−2

i=1 ξi. Î÷åâèäíî, ÷òî ∆1 + ∆2 = ξ2j−1 + ξ2j.
Äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåìûõ óòâåðæäåíèé ïðîâåäåì â äâà ýòàïà. Âíà÷àëå ðàçáåðåì ñëó÷àé,
êîãäà k ÷åòíî, à çàòåì � ñëó÷àé, êîãäà k íå÷åòíî.

5.1. Ñëó÷àé ÷åòíîãî k. Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî ξ èìååò ÷åòíóþ äëèíó, à òàê êàê ξ
ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî íå÷åòíûõ êîìïîíåíò, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ ïàðà (ξ2i−1, ξ2i),
i = 1, . . . , s/2 ñîñòîèò èç êîìïîíåíò îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà çíà÷åíèÿ ∆1 è
∆2 â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 2. Ïóñòü ξ = (ξ1, . . . , ξs) � íåêîòîðûé òèï èç Akm, k � ÷åòíî è ≥ 4, m > 1.
Òîãäà ξ � k�ðàçëîæèì. Êðîìå òîãî, åñëè â ξ âûäåëåíà íåêîòîðàÿ íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà
≥ 3 è ïðè ýòîì ξ ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ êîìïîíåíòó, ëèáî â ξ âûäåëåíà ïàðà êîìïîíåíò
îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, òî äëÿ ξ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k� ïðåäñòàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòû òèïà ξ óïî-
ðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ξ ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âûäåëåííóþ êîìïîíåíòó, òî
åé ÿâëÿåòñÿ ξ1, à ξ2 = 1; åñëè ξ ñîäåðæèò ïàðó âûäåëåííûõ êîìïîíåíò, òî ýòîé ïàðîé ÿâëÿ-
åòñÿ (ξ1, ξ2). Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ3, ξ4, . . . , ξs)
ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì òèïîì.

Ïóñòü (ξ2i−1, ξ2i) � ãðàíè÷íàÿ ïàðà òèïà ξ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ2i−1 ≥ ξ2i. Åñëè äëÿ ξ
çíà÷åíèå ∆2 = 0, òî îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i+2

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

, ξ2i−1, ξ2i, . . . , ξs)

òèï ξ ÿâëÿåòñÿ k�ðàçëîæèìûì ñòåïåíè 0. ×òîáû ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå òèïó ξ, âûäåëèì â µ òå æå êîìïîíåíòû, ÷òî áûëè âûäåëåíû â ξ. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ, äëÿ òèïîâ µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2), ν ′ = (ξ2i−1, . . . , ξs) ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå
k�ïðåäñòàâëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ äëÿ íèõ e�êîìïîçèöèþ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû), ïîëó÷èì
k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ. Åñëè æå∆2 ≥ 2 è ïðè ýòîì îáå êîìïîíåíòû ãðàíè÷-
íîé ïàðû > 1, òî ïàðó (ξ2i−1, ξ2i) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû (ξ2i−1, ξ2i) = (µ2i−1, µ2i)+(ν2i−1, ν2i),
ãäå

µ2i−1 =

{
ξ2i−1 −∆1/2 ïðè ξ2i−1 − ξ2i < ∆2,
∆2 − 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

µ2i =

{
ξ2i −∆1/2 ïðè ξ2i−1 − ξ2i < ∆2,
1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

νj = ξj − µj, j = 2i − 1, 2i. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïîñòðîåííûå êîìïîíåíòû µj è νj, j = 2i −
1, 2i ïîëîæèòåëüíû, è êàæäàÿ ïàðà (µ2i−1, µ2i) è (ν2i−1, ν2i) ñîñòîèò èç êîìïîíåíò îäèíàêîâîé
÷åòíîñòè, ïðè÷åì, µ2i−1 + µ2i = ∆2, ν2i−1 + ν2i = ∆1. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, µ2i−1, µ2i, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

, ν2i−1, ν2i, ξ2i+1, . . . , ξs)

10



òèï ξ ÿâëÿåòñÿ k�ðàçëîæèìûì ñòåïåíè 2 (âûïîëíåíî óñëîâèå 2) èç îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî
òèïà). ×òîáû ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ, âûäåëèì â µ′ = (ξ1, . . . ,
ξ2i−2, µ2i−1, µ2i) ïàðó (µ2i−1, µ2i) è êîìïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ, à â òèïå ν ′ = (ν2i−1, ν2i,
ξ2i+1, . . . , ξs) � ïàðó (ν2i−1, ν2i). Èñïëüçóÿ êîíñòðóêöèþ Áåðòðàìà (ñì. � 2), ïîñòðîèì k�
ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó µ′. Äëÿ ν ′ ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâó-
åò ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ïðèìåíÿÿ ïîäõîäÿùóþ Λ�êîìïîçèöèþ ê ýòèì ïðåäñòàâëå-
íèÿì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû), íàéäåì k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî êîìïîíåíòà ξ2i ðàâíà 1. Åñëè ïðè ýòîì ∆2 ≥ 4, òî ξ � k�ðàçëîæèì
ñòåïåíè 1 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ∆2 − 1, ξ2i, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

, ξ2i−1 −∆2 + 1, 0, ξ2i+1, . . . , ξs).

Òàê êàê ∆2− 1 ≥ 3 è ξ2i−1 + ξ2i−∆2 = ∆1 ≥ 2, òî µ è ν óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 3) èç îïðåäå-
ëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Â òèïå µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ∆2−1, ξ2i) âûäåëèì òå æå êîìïîíåíòû,
÷òî áûëè âûäåëåíû â ξ è, êðîìå òîãî, êîìïîíåíòó ∆2− 1 ≥ 3. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ Áåðò-
ðàìà, ïîñòðîèì k�ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó µ′. Â òèïå ν ′ = (∆1−1, 1, ξ2i+1, . . . , ξs)
âûäåëèì ïàðó (∆1−1, 1). Òàê êàê ∆1−1 íå÷åòíî òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ ν ′ ñóùå-
ñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå. Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùóþ Λ�êîìïîçèöèþ, íåòðóäíî
ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ. Åñëè æå ∆2 = 2, íî ïðè ýòîì ðàçíîñòü
ξ2i−1 −∆2 ≥ 3, òî äëÿ ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ∆2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i+1

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

, ξ2i−1 −∆2, ξ2i, . . . , ξs)

òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå 3) (ó÷åñòü, ÷òî ξ2i = 1). Â òèïå µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ∆2−1, 1) âûäåëèì
êîìïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ è ïàðó (∆2 − 1, 1), à â òèïå ν ′ = (ξ2i−1 − ∆2, ξ2i, ξ2i+1, . . . , ξs)
âûäåëèì êîìïîíåíòó ξ2i−1 − ∆2. Òàê êàê â òèïå µ′ ïàðà (∆2 − 1, 1) íå ìîæåò áûòü ïåðâîé
ïàðîé, òî ââèäó ðåçóëüòàòîâ � 1 äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå. Äëÿ
òèïà ν ′ ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (ó÷åñòü,
÷òî ξ2i−1 − ∆2 íå÷åòíî è ≥ 3, à ξ2i = 1). Òàê æå êàê è âûøå, ïî ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì ëåãêî
ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.

Ïóñòü, íàêîíåö, ξ2i−1 − ∆2 = 1 è ∆2 = 2, ò. å. ãðàíè÷íàÿ ïàðà (ξ2i−1, ξ2i) = (3, 1). Îïÿòü,
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ïàðà íå ìîæåò áûòü ïåðâîé ïàðîé òèïà ξ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñðåäè êîìïîíåíò, ñòîÿùèõ ïðàâåå ãðàíè÷íîé ïàðû, ëèáî íàéäåòñÿ ïàðà íååäèíè÷íûõ
êîìïîíåíò îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, ëèáî íàéäóòñÿ äâå íå÷åòíûå êîìïîíåíòû îäíà èç êîòîðûõ
≥ 5, à äðóãàÿ ðàâíà 1. Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ýòè êîìïîíåíòû ñ êîìïîíåíòàìè ãðàíè÷íîé ïàðû,
ïîëó÷èì íåêîòîðûé òèï ξ̃ òîé æå ïîäñòàíîâêè, ÷òî è ξ, íî äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâîñòü
ëåììû óæå óñòàíîâëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òèïà ξ ëåììà òàêæå ñïðàâåäëèâà. Åñëè æå
òàêîé ïàðû íå ñóùåñòâóåò, òî ïàðà (ξ2i+1, ξ2i+2), ñëåäóþùàÿ çà ãðàíè÷íîé ïàðîé, ëèáî ðàâíà
(3, 1), ëèáî � (1, 1). Òîãäà òèï ξ ÿâëÿåòñÿ k�ðàçëîæèìûì ñòåïåíè 0 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, 0, ξ2i, 0, ξ2i+2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i−2

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

, ξ2i−1, 0, ξ2i+1, 0, ξ2i+3, ξ2i+4, . . . , ξs).

Ïî íèì, òàê æå êàê è âûøå, ëåãêî ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.Ëåììà
äîêàçàíà.
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5.2. Ñëó÷àé íå÷åòíîãî k. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî k ≥ 5. Öèêëè÷åñêèé ïîäòèï áóäåì íà-
çûâàòü èíâîëþòèâíûì ïîäòèïîì, åñëè âñå åãî êîìïîíåíòû íå ïðåâîñõîäÿò 2. Î÷åâèäíî,
÷òî èíâîëþòèâíîìó ïîäòèïó èç Sn ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèÿ èç Sn. Äëÿ èíâîëþöèé èç Akm

ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3. Âñÿêàÿ èíâîëþöèÿ Q èç Akm, m > 1, ÿâëÿåòñÿ k� ïðåäñòàâèìîé. Áîëåå òîãî,
åñëè â èíâîëþòèâíîì òèïå τ(Q) âûäåëåíà ïàðà (1, 1) èëè (1, 2) èëè æå îáå ýòè ïàðû âìåñòå,
òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî Q ∈ A4k è íå ñîäåðæèò öèêëîâ äëèíû 1.
Òîãäà öèêëè÷åñêèé òèï ξ = (2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

2k

) ïîäñòàíîâêè Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

ïîäòèïîâ
χ = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

k−1

, 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

) è λ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, 1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k−1

)

èç A2k. Óäàëèâ èç íèõ íóëåâûå êîìïîíåíòû, ïîëó÷èì èíâîëþòèâíûå òèïû χ′ è λ′. Âûäåëèì
â λ′ ïàðó åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�
ïðåäñòàâëåíèå. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ãðàíè÷íóþ ïàðó òèïà λ′. Òàê êàê k ≥ 5, òî ãðàíè÷íîé
áóäåò ïàðà (2, 2). Âû÷èñëèì ∆2. Î÷åâèäíî, ÷òî ∆2 = 1 èëè ∆2 = 3, ïðè÷åì, åñëè ∆2 = 1,
òî ãðàíè÷íîé ïàðå ïðåäøåñòâóåò ïàðà (2, 2); åñëè æå ∆2 = 3, òî çà ãðàíè÷íîé ïàðîé ñëåäóåò
ïàðà (2, 2).

Ïóñòü, âíà÷àëå, ∆2 = 3 (ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî k ≡ 1(mod4)). Òîãäà λ′ ïðåäñòàâèì â
âèäå ñóììû äâóõ èíâîëþòèâíûõ ïîäòèïîâ

µ = (1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(k−5)/2

, 2, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(k−1)/2

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(k+1)/2

, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(k−1)/2

)

èç Sk, ïðè÷åì, µ � íå÷åòíûé, à ν4 � ÷åòíûé ïîäòèïû. Ïî íèì ïîñòðîèì ÷åòíûå òèïû:

µ′ = (1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(k−5)/2

, 1, 1, 1) è ν ′ = (1, 1, 3, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(k−5)/2

).

Âûäåëèì â µ′ ïàðó (1, 1) è òðîéêó (1, 1, 1). Ââèäó ðåçóëüòàòîâ � 1, äëÿ µ′ ñóùåñòâóåò ñîîòâåò-
ñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pµ′ = C1·D1, ãäå Pµ′ = (i1)(i2)(i3)Q1(i4)(i5), C1 = (i1i2i3i0 . . . i4i5i6),
D1 = (i0i3i2i1 . . . i6i5i4), ïðè k ≥ 7 è C1 = (i1i2i3i4i5), D1 = (i3i2i1i5i4) ïðè k = 5, Q1 � ïðîèçâå-
äåíèå (k− 5)/2 öèêëîâ äëèíû 2. Äëÿ òèïà ν ′ ìîæíî ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå Pν′ = C2 ·D2

äëÿ êîòîðîãî Pν′ = (j1)(j3j5j6)(j2)Q2, C2 = (j1j2j3j4 . . . j6j5), D2 = (j4j5j3j2j1j6 . . .), Q2 �
ïðîèçâåäåíèå (k − 5)/2 öèêëîâ äëèíû 2, ïðè÷åì, åñëè k = 5, òî j6 = j4. Íàéäåì (i3j1)(i2j3�
êîìïîçèöèþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå k�ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ
k�ïðåäñòàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèì òèïó λ′.

Ïóñòü òåïåðü ∆2 = 1 (ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî k ≡ 3(mod4)). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â òèïå λ′ ïå-
ðåä êîìïîíåíòàìè ãðàíè÷íîé ïàðû íàõîäèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà ïàðà (2, 2), ïðåäñòàâèì
λ′ â âèäå ñóììû ïîäòèïîâ

µ = (1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(k−3)/2

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(k−1)/2

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(k+1)/2

, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(k−1)/2

).
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Ïî íèì ïîñòðîèì ÷åòíûå òèïû

µ′ = (1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(k−7)/2

, 3, 1, 1) è ν ′ = (1, 1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(k−1)/2

),

è âûäåëèì â ïåðâîì ïàðó (1, 1) è òðîéêó (1, 3, 1), à âî âòîðîì � òðîéêó (1, 1, 1). Òàê êàê
µ′ è ν ′ � òèïû íåêîòîðûõ ïîäñòàíîâîê èç Ak, òî äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå k�
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïî ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì, òàê æå êàê è âûøå, ñòðîèòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèå Pλ′ =
A2 ·B2 ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó λ′.

Àíàëîãè÷íî, âûäåëèì â òèïå χ′ ïàðó (1, 1) è ïîñòðîèì k�ïðåäñòàâëåíèå Pχ′ = A1 · B1

ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó χ′, ò. å. òàêîå k�ïðåäñòàâëåíèå â êîòîðîì s ∈ supp(XA1
k , Xk+1), ãäå

öèêëû Xj, j = k, k+1 èìåþò äëèíó 1. Åñëè â ïîñòðîåííîì âûøå k�ïðåäñòàâëåíèè Pλ′ = A2 ·B2

ñèìâîë r ∈ supp(Y A2
k , Yk+1), ãäå öèêëû Yj, j = k, k + 1 � öèêëû äëèíû 1, òî ðàññìîòðèì

(sr)�êîìïîçèöèþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé (ñ÷èòàåì, ÷òî îíè îïðåäåëåíû íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâàõ ñèìâîëîâ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèå Pξ =
A ·B èç êîòîðîãî óæå íåòðóäíî íàéòè k�ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîé ïîäñòàíîâêè Q.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü Q � èíâîëþöèÿ èç Akm, m > 1. Ó÷èòûâàÿ óæå
ðàçîáðàííûé ñëó÷àé, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q ñîäåðæèò íå áîëåå 2k−1 öèêëîâ äëèíû 2. Êðîìå
òîãî, åñëè Q ñîäåðæèò íå ìåíåå k öèêëîâ äëèíû 1, òî ξ � k�ðàçëîæèì ñòåïåíè 0 è ïîñòðîåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ òðèâèàëüíî. Â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ m ìîæåò ïðèíèìàòü
ëèøü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {2, 3, 4}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1 ÷èñëî öèêëîâ äëèíû 1, à ÷åðåç n2

� ÷èñëî öèêëîâ äëèíû 2, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå Q â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Ïóñòü, âíà÷àëå, m = 2. Åñëè n1 = 2, à n2 = k−1, òî, êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, Q ÿâëÿåòñÿ
k�ïðåäñòàâèìîé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n1 > 2. Îïðåäåëèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà li,
mi, i = 1, 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì

l1 =

{
3 ïðèk ≡ 3(mod4),
1 ïðèk ≡ 1(mod4),

l2 =

{
(k − 3)/2 ïðèk ≡ 3(mod4),
(k − 1)/2 ïðèk ≡ 1(mod4),

mi = ni − li, i = 1, 2, è ðàññìîòðèì èíâîëþöèè Q1 è Q2 èç Ak, îïðåäåëåííûå íà íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ìíîæåñòâàõ ñèìâîëîâ, è òàêèå, ÷òî Q1 ñîäåðæèò l1 öèêëîâ äëèíû 1 è l2 öèêëîâ äëèíû
2, à Q2 ñîäåðæèò m1 öèêëîâ äëèíû 1 è m2 öèêëîâ äëèíû 2. Äëÿ ïîäñòàíîâîê Q1 è Q2 óòâåð-
æäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî, ò. å. äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ.
Âû÷èñëèâ èõ e�êîìïîçèöèþ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå k�ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè Q.

Ïóñòü òåïåðü m = 3 èëè m = 4. Òîãäà n2 ≥ k +1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n2 < k, òî Q ëåæèò
â ãðóïïå An, ãäå n = n1 + 2n2 < n1 + 2k, îòêóäà n1 > n− 2k ≥ k, à, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷èñëî
öèêëîâ äëèíû 1, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå Q, ìåíüøå k. Òàêæå n2 íå ìîæåò áûòü ðàâíî k, òàê
êàê Q � ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà. Ñëåäîâàòåëüíî, öèêëè÷åñêèé òèï

ξ = (1, . . . ,︸ ︷︷ ︸
n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

)

ïîäñòàíîâêè Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïîäòèïîâ

χ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2−(k+1)

, 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

) è λ = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n1+n2−(k+1)

, 1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k−1

),
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ãäå χ � ïîäòèï èç A2k, à λ � ïîäòèï èç Ak èëè èç A2k. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, χ è λ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Ïðèìåíÿÿ ïîäõîäÿùóþ Λ�êîìïîçèöèþ ê k�
ïðåäñòàâëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèì ýòèì ïîäòèïàì, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Ïóñòü k � íå÷åòíî, k ≥ 5 è ξ = (ξ1, . . . , ξs) � íåèíâîëþòèâíûé òèï èç Akm,
m > 1. Òîãäà ξ ÿâëÿåòñÿ k�ðàçëîæèìûì òèïîì.

Áîëåå òîãî, åñëè ξ èìååò íå÷åòíóþ äëèíó è ëèáî

à) ñîäåðæèò âûäåëåííóþ íå÷åòíóþ êîìïîíåíòó ξi ≥ 3; ëèáî

á) ñîäåðæèò âûäåëåííóþ ïàðó (ξi, ξj) â êîòîðîé ξi íå÷åòíî, à ξj = 2 èëè ξi = 3, à ξj �
ïðîèçâîëüíî; ëèáî

â) ñîäåðæèò âûäåëåííóþ òðîéêó êîìïîíåíò èç êîòîðûõ ïåðâàÿ ðàâíà 1, à äâå äðóãèå �
îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè.

Èëè æå ξ èìååò ÷åòíóþ äëèíó è ïðè ýòîì ëèáî

ã) âûäåëåíà ïàðà êîìïîíåíò îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè; ëèáî

ä) âûäåëåíà íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà ξi ≥ 3 è ξ ñîäåðæèò åäèíè÷íûå êîìïîíåíòû.

Òîãäà äëÿ ξ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, âíà÷àëå, ξ èìååò íå÷åòíóþ äëèíó. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòû ξ óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíà÷àëå èäóò âûäåëåííûå
êîìïîíåíòû, ïðè÷åì, åñëè â ξ âûäåëåíà ïàðà êîìïîíåíò, òî (ξi, ξj) = (ξ1, ξ2), à ξ3 ÿâëÿåòñÿ
êîìïîíåíòîé òîé æå ÷åòíîñòè, ÷òî è ξ2; åñëè â ξ âûäåëåíà òðîéêà êîìïîíåíò, òî ξ1 = 1, ξ2 ≥ ξ3;
îñòàëüíûå êîìïîíåíòû óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûì òèïîì íåêîòîðîé ïîäñòà-
íîâêè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì óïîðÿäî÷åíèè êàæäàÿ ïàðà (ξ2i, ξ2i+1), i = 1, 2, . . . , (s− 1)/2
ñîñòîèò èç êîìïîíåíò îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè.

Ïóñòü, âíà÷àëå, ξ1 ≥ k + 2.

Åñëè ïðè ýòîì ξ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ à) ëåììû 4, òî ξ � k�ðàçëîæèì îòíîñèòåëüíî
ïîäòèïîâ

µ = (k, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−1

) è ν = (ξ1 − k, ξ2, . . . , ξs)

òàê êàê äëÿ íèõ âûïîëíåíî óñëîâèå 3) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. ×òîáû ïîñòðîèòü
k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ξ, ðàññìîòðèì òèïû µ′ = (k) è ν ′ = (ξ1−k−1, 1, ξ2, . . . , ξs).
Äëÿ µ′ ñóùåñòâóåò k�ïðåäñòàâëåíèå Pµ′ = A1 ·B1 â êîòîðîì s ∈ supp(XA1

1 , X1), ãäå X1 � öèêë
äëèíû k. Â òèïå ν ′ âûäåëèì ïàðó (ξ1 − k − 1, 1). Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ ν ′

ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pν′ = A2 · B2 â êîòîðîì r ∈ supp(Y A2
0 , Y1), ãäå

Y0 � öèêë äëèíû ξ1−k−1, à Y1 � öèêë äëèíû 1. Âû÷èñëèâ (sr)�êîìïîçèöèþ ýòèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé, ïîëó÷èì k�ïðåäñòàâëåíèå Pξ = A · B íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè Pξ = Z1 . . . Zs â êîòîðîì
s ∈ supp(ZA

1 , Z1), ãäå Z1 � öèêë äëèíû ξ1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííîå k�ïðåäñòàâëåíèå
ñîîòâåòñòâóåò òèïó ξ.

Åñëè ξ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ á) ò. å. â ξ âûäåëåíà ïàðà (ξ1, ξ2), òî ξ1 íå÷åòíà, à ξ2 = 2
(ó÷åñòü, ÷òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ξ1 ≥ k +2. Òàê êàê ξ3 ÷åòíî, òî ξ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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ñóììû ïîäòèïîâ

µ = (k − 3, 2, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−3

) è ν = (ξ1 − k + 3, 0, ξ3 − 1, ξ4, . . . , ξs).

Äëÿ µ è ν âûïîëíåíî óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ � k�
ðàçëîæèì ñòåïåíè 2. Âûäåëèì â µ′ = (k − 3, 2, 1) òðîéêó (1, k − 3, 2), à â ν ′ = (ξ1 − k +
3, ξ3 − 1, ξ4, . . . , ξs) ïàðó (ξ3 − 1, ξ1 − k + 3). Èç ðåçóëüòàòîâ � 2 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå k�
ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïó µ′, à èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïó ν ′. Ïî ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì, ïðè ïîìîùè
ïîäõîäÿùåé Λ�êîìïîçèöèè, íàéäåì k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.

Ïóñòü òåïåðü ξ1 = k. Åñëè â ξ âûäåëåíà òîëüêî êîìïîíåíòà ξ1, òî ξ � k�ðàçëîæèì ñòåïåíè
0 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (k, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−1

) è ν = (0, ξ2, . . . , ξs),

è ïîñòðîåíèå òðåáóåìîãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ òðèâèàëüíî. Åñëè â ξ âûäåëåíà ïàðà (ξ1, ξ2) =
(k, 2), òî ξ � k�ðàçëîæèì ñòåïåíè 2 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (k − 3, 2, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−3

) è ν = (3, 0, ξ3 − 1, ξ4, . . . , ξs),

òàê êàê äëÿ íèõ âûïîëíåíî óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Ïîñòðîèì ïî íèì
òèïû µ′ = (k − 3, 2, 1) è ν ′ = (3, ξ3 − 1, ξ4, . . . , ξs) è âûäåëèì òðîéêó (1, k − 3, 2) è ïàðó (ξ3 −
1, 3) ñîîòâåòñòâåííî. Ââèäó ðåçóëüòàòîâ � 2 è èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, äëÿ ïîäñòàíîâîê
Pµ′ = X1X2X3, ãäå öèêë X1 èìååò äëèíó k − 3, öèêë X2 � äëèíó 2, öèêë X3 � äëèíó 1;
Pν′ = Y2Y3Y4 . . . Ys, ãäå öèêë Y2 èìååò äëèíó 3, öèêë Y3 � äëèíó ξ3 − 1, öèêë Yj � äëèíó
ξj ïðè j = 4, . . . , s, ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ Pµ′ = A1 · B1, Pν′ =
A2 · B2 äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ: s1 ∈ supp(XA1

3 , X1), s2 ∈ supp(XA1
1 , X2), r1 ∈

supp(Y A2
3 , Y2). Â ðåçóëüòàòå (s1r1)�êîìïîçèöèè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ïðîèçîéäåò ñêëåèâàíèå

öèêëà X3 ñ öèêëîì Y3 è ñêëåèâàíèå X1 ñ öèêëîì Y2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì k�ïðåäñòàâëåíèå
ïîäñòàíîâêè Z1X2Z2Y4 . . . Ys = A · B, ãäå Z1 èìååò äëèíó k, à Z2 � äëèíó ξ3. Òàê êàê â ýòîì
ïðåäñòàâëåíèè s2 ∈ supp(ZA

1 , X2), òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò òèïó ξ ñ âûäåëåííîé
ïàðîé (k, 2). Åñëè æå â ξ áûëà âûäåëåíà ïàðà (2, k), òî ñîîòâåòñòâóþùèì k�ïðåäñòàâëåíèåì
áóäåò Pξ = B · AB.

Äîïóñòèì, ÷òî ξ1 ≤ k − 2. Ïîëîæèì k1 = k − ξ1. ßñíî, ÷òî k1 ÷åòíî è îòëè÷íî îò íóëÿ.
Ðàññìîòðèì òèï ξ̃ = (ξ2, ξ3, . . . ξs), ïîëó÷åííûé èç ξ óäàëåíèåì ïåðâîé êîìïîíåíòû. Òîãäà ξ̃
èìååò ÷åòíóþ äëèíó è ÿâëÿåòñÿ òèïîì èç An, ãäå n = km−ξ1 > 2k1. Åñëè k1 ≥ 4, òî ïî ëåììå
2 òèï ξ̃ � k1�ðàçëîæèì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ïîäòèïîâ µ̃ è ν̃. Ñëåäîâàòåëüíî, òèï ξ �
k�ðàçëîæèì îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ µ = (ξ1, µ̃) è ν = (0, ν̃), ïðè÷åì, µ è ν óäîâëåòâîðÿþò
òîìó æå óñëîâèþ èç îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà, ÷òî µ̃ è ν̃. Åñëè ξ � k�ðàçëîæèì
ñòåïåíè 0 îòíîñèòåëüíî µ è ν, òî ïîñòðîåíèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ξ î÷åâèäíî.
Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ≥ 1. Òàê æå êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû
2, ïî ïîäòèïàì µ è ν ïîñòðîèì òèïû µ′ è ν ′. Òîãäà èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ
ñëó÷àåâ:

1) µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−1, µ2i, µ2i+1), ν ′ = (ν2i, ν2i+1, ξ2i+2, . . . , ξs), µj + νj = ξj, j = 2i, 2i + 1;
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2) µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−1, ∆2 − 1, 1), ν ′ = (∆1 − 1, 1, ξ2i+2, . . . , ξs), ãäå ∆1 è ∆2 ÷åòíû, ∆2 ≥ 4,
∆1 = ξ2i + 1−∆2 ≥ 2;

3) µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−1, ∆2 − 1, 1), ν ′ = (ξ2i −∆2, 1, ξ2i+2, . . . , ξs), ãäå ∆2 = 2, ξ2i −∆2 ≥ 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé 1) è âûäåëèì â òèïå µ′ ïàðó (µ2i, µ2i+1), ñîñòîÿ-
ùóþ èç êîìïîíåíò îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, à òàêæå êîìïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ, åñëè i > 1.
Åñëè æå i = 1, òî â µ′ âûäåëèì òðîéêó (ξ1, µ2i, µ2i+1). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, ââèäó ðåçóëüòàòîâ
� 2, äëÿ µ′ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pµ′ = A1 · B1. Â ν ′ âûäåëèì ïàðó
(ν2i, ν2i+1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ν ′ èìååò ÷åòíóþ äëèíó è êîìïîíåíòû âûäåëåííîé ïàðû îäèíàêîâîé
÷åòíîñòè, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ν ′ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå
k�ïðåäñòàâëåíèå Pν′ = A2 · B2. Ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåé Λ �êîìïîçèöèè, ñêëåèâàÿ öèêëû
äëèíû µj ñ öèêëàìè äëèíû νj, ïîëó÷èì k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñëó÷àÿ 2), âûäåëèì â µ′ êîìïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ, åñëè i > 1, è âû-
äåëèì òðîéêó (ξ1, ∆2 − 1, 1) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ν ′ âûäåëèì ïàðó (∆1 − 1, 1). Èç òåõ æå
ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â ñëó÷àå 1), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ µ′ è ν ′ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå
k�ïðåäñòàâëåíèÿ. Âû÷èñëèì òàêóþ èõ Λ�êîìïîçèöèþ ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñêëåèâàíèå
öèêëà äëèíû ∆2 − 1 èç ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ öèêëàìè äëèí ∆1 − 1 è 1 èç âòîðîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ. Ïîëó÷èì èñêîìîå k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.

Â ñëó÷àå 3) ïðè i > 1, âûäåëèì â µ′ êîìïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ è ïàðó êîìïîíåíò
(∆2−1, 1), à ïðè i = 1 çàìåòèì, ÷òî ξ ñîäåðæèò ëèáî åäèíñòâåííóþ âûäåëåííóþ êîìïîíåíòó,
ëèáî âûäåëåííóþ ïàðó (ξ1, ξ2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ξ ñîäåðæàëà âûäåëåííóþ òðîéêó, òî
ξ1 = 1 è òàê êàê i = 1, òî äëÿ òèïà ξ ãðàíè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ïàðà è òîãäà ∆2 = k− 1 ≥ 4,
à â ñëó÷àå 3) ∆2 = 1. Ïîýòîìó ïðè i = 1 âûäåëèì â µ′ òðîéêó (ξ1, ∆2 − 1, 1), à â òèïå ν ′

êîìïîíåíòó ξ2i−∆2. Òàê æå, êàê è âûøå, ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ µ′ ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ � 2, à äëÿ ν ′ � èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (ó÷åñòü, ÷òî ν ′

èìååò ÷åòíóþ äëèíó, ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ êîìïîíåíòó, à âûäåëåííàÿ êîìïîíåíòà íå÷åòíà è≥
3). Âû÷èñëèâ òàêóþ Λ�êîìïîçèöèþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñêëåèâàíèå
öèêëà äëèíû ξ2i − ∆2 èç âòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ öèêëàìè äëèíû ∆2 − 1 è 1 èç ïåðâîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîëó÷èì k� ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.

Äî ñèõ ïîð ìû ñ÷èòàëè, ÷òî k1 = k− ξ1 ≥ 4. Ïóñòü òåïåðü k1 = 2. Òîãäà ξ1 = k− 2 ≥ 3, è,
ñëåäîâàòåëüíî, òèï ξ ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ âûäåëåííûõ êîìïîíåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ2

è ξ3 ≥ 2. Òîãäà òèï ξ � k�ðàçëîæèì îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−3

) è ν = (0, ξ2 − 1, ξ3 − 1, ξ4, . . . , ξs),

òàê êàê äëÿ íèõ âûïîëíåíî óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Â µ′ = (ξ1, 1, 1) âû-
äåëèì òðîéêó (ξ1, 1, 1), à â ν ′ = (ξ2 − 1, ξ3 − 1, ξ4, . . . , ξs) � ïàðó (ξ2 − 1, ξ3 − 1) è íàéäåì
ñîîòâåòñòâóþùèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ, ïî êîòîðûì, ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåé Λ�êîìïîçèöèè,
ñòðîèòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ. Åñëè æå ξ2 = 1, òî ðàññìîòðèì òèï
ξ̃ = (ξ2, ξ1, ξ3, . . . , ξs), ïîëó÷åííûé èç ξ ïåðåñòàíîâêîé ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíò. Âûäåëèì â
ξ̃ òðîéêó (ξ2, ξ1, ξ3). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, òèï ξ̃ � k�ðàçëîæèì è äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò
ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pξ̃ = A · B. Ñëåäîâàòåëüíî, òèï ξ òàêæå k�ðàçëîæèì è
ëèáî ïðåäñòàâëåíèå A ·B, ëèáî ïðåäñòàâëåíèå B · (B−1AB) ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùèì òèïó ξ. Åñëè æå ξ2 6= 1, íî ξ3 = 1, òî, ïåðåñòàâèâ êîìïîíåíòû ξ1 è ξ3, ïîëó÷èì
òèï (ξ3, ξ2, ξ1, ξ4, ξ5, . . . , ξs) ïî êîòîðîìó òðåáóåìîå k�ïðåäñòàâëåíèå ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è â
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ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëíîñòüþ ðàçîáðàëè ñëó÷àé êîãäà ξ èìååò íå÷åòíóþ äëèíó.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ξ èìååò ÷åòíóþ äëèíó. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî âûäåëåííûå êîìïîíåíòû (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè êîìïîíåíòàìè òèïà
ξ, ò. å., åñëè â ξ âûäåëåíà åäèíñòâåííàÿ íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà, òî åé ÿâëÿåòñÿ ξ1, à ξ2 = 1; åñëè
â ξ âûäåëåíà ïàðà êîìïîíåíò, òî åé ÿâëÿåòñÿ ïàðà (ξ1, ξ2). Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû óïîðÿäî-
÷åíû òàê, ÷òî îáðàçóþò íà÷àëüíûé òèï íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì
óïîðÿäî÷åíèè, êàæäàÿ ïàðà (ξ2j−1, ξ2j), j = 1, 2, . . . , s/2, ñîñòîèò èç êîìïîíåíò îäèíàêîâîé
÷åòíîñòè. Äëÿ ξ íàéäåì ãðàíè÷íóþ ïàðó (ξ2i−1, ξ2i) è âû÷èñëèì äëÿ íåå ∆1 è ∆2. ×èñëî
∆2 = k −

∑2i−2
j=1 ξj íå÷åòíî, à òàê êàê ∆1 + ∆2 = ξ2i−1 + ξ2i � ÷åòíî, òî è ∆1 � íå÷åòíî. Â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ∆1 è ∆2 ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Îáà çíà÷åíèÿ ∆1 è ∆2 áîëüøå 1. Òîãäà èõ ñóììà ∆1 + ∆2 = ξ2i−1 + ξ2i ≥ 6.
Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ2i−1 ≥ ξ2i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ïàðà (ξ2i−1, ξ2i) 6= (4, 2) è
ïðåäñòàâèì ãðàíè÷íóþ ïàðó â âèäå ñóììû (ξ2i−1, ξ2i) = (µ2i−1, µ2i) + (ν2i−1, ν2i), ãäå

ν2i−1 =

{
(∆1 + x)/2 ïðè ξ2i > 3,

∆1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ν2i =

{
(∆1 − x)/2 ïðè ξ2i > 3,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
µj = ξj − νj, j = 2i−1, 2i, à x � ìèíèìàëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî ≥ 1, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà: µ2i ≥ 2, ν2i ≥ 1. Ïîëîæèì

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, µ2i−1, µ2i, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i

), ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

, ν2i−1, ν2i, ξ2i+1, . . . , ξs).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ξ2i ≥ 3 âñå êîìïîíåíòû µj è νj îòëè÷íû îò íóëÿ è ïîäòèïû µ è ν óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ 4) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, òèï ξ ÿâëÿåòñÿ
k�ðàçëîæèìûì. ×òîáû ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ, âûäåëèì â òèïå
µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, µ2i−1, µ2i−1, 1) òðîéêó êîìïîíåíò (µ2i−1, µ2i−1, 1), à ïðè i > 1, âûäåëèì êîì-
ïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ. Äëÿ µ′ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pµ′ = A1 ·B1.
Â òèïå ν ′ = (1, ν2i−1 − 1, ν2i, ξ2i+1, . . . , ξs) âûäåëèì òðîéêó (1, ν2i−1 − 1, ν2i). Òàê êàê ν ′ èìååò
íå÷åòíóþ äëèíó è êîìïîíåíòû ν2i−1 − 1, ν2i îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè, äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pν′ = A2 · B2. Ïðè ïîìîùè
Λ�êîìïîçèöèè, ïîñòðîåííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, ëåãêî ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.

Ïóñòü òåïåðü ξ2i ≤ 2, ò. å. (ν2i−1, ν2i) = (∆1, 0). Åñëè ïðè ýòîì µ2i−1 ≥ 2, òî ïîäòèïû
µ è ν óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 3) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, òèï ξ
� k�ðàçëîæèì. Â òèïå µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, 1, ξ2i−1 − ∆1 − 1, ξ2i) ïðè i > 1 âûäåëèì êîìïî-
íåíòû âûäåëåííûå â ξ è, êðîìå òîãî, ïàðó (1, ξ2i−1 − ∆1 − 1), à ïðè i = 1 âûäåëèì òðîéêó
(1, ξ2i−1 − ∆1 − 1, ξ2i). Òàê êàê µ′ ÿâëÿåòñÿ òèïîì èç Ak, òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ íåãî ñóùå-
ñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå. Â òèïå ν ′ = (∆1, ξ2i+1, . . . , ξs) âûäåëèì êîìïîíåíòó
∆1, êîòîðàÿ íå÷åòíà è ≥ 3. Òàê êàê äëèíà ν ′ íå÷åòíà, òî, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ, äëÿ ν ′ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå. Âû÷èñëèì òàêóþ Λ�êîìïîçèöèþ
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ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé, ÷òîáû öèêë äëèíû ∆1 èç âòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñêëåèâàëñÿ ñ öèêëàìè
äëèíû ξ2i−1−∆1− 1 è 1 èç ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ. Åñëè æå µ2i−1 = 1, òî êîìïîíåíòà ξ2i−1 = µ2i−1 +ν2i−1 = ∆1 +1 ÷åòíà
è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ2i òàêæå ÷åòíà è, êàê ëåãêî çàìåòèòü, ðàâíà 2. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ïîäòèïû µ è ν óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 5) (ïî ïðåäïîëîæåíèþ (ξ2i−1, ξ2i) 6= (4, 2)). Â òèïàõ
µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ξ2i−1 − 3, 1, 1) è ν ′ = (1, 1, 1, ξ2i+1, . . . , ξs) âûäåëèì ñîîòâåòñòâåííî òðîéêó
(1, ξ2i−1 − 3, 1) è (1, 1, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè æå i > 1, òî â µ′ âûäåëèì åùå è êîìïîíåí-
òû âûäåëåííûå â ξ. ßñíî, ÷òî äëÿ µ′ è ν ′ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ, à
çíà÷èò � ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è äëÿ ξ.

Ðàçáåðåì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè÷íàÿ ïàðà ðàâíà (4, 2). Òàê êàê ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
∆1 ≥ 3 è ∆2 ≥ 3, òî â ýòîì ñëó÷àå ∆1 = ∆2 = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íàÿ ïàðà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íè ïåðâîé, íè ïîñëåäíåé ïàðîé òèïà ξ è ïîýòîìó íè îäíà èç åå êîìïîíåíò íå ìîæåò
áûòü âûäåëåííîé â ξ. Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû ñëåäóþùèå çà ãðàíè÷íîé ïàðîé. Äîïóñòèì,
÷òî ñðåäè íèõ íàéäåòñÿ ïàðà êîìïîíåíò îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, îòëè÷íàÿ îò ïàðû (4, 2), ñóììà
êîìïîíåíò êîòîðîé ≥ 6. Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ýòó ïàðó c ãðàíè÷íîé ïàðîé, ïîëó÷èì óæå ðàçî-
áðàííûé ñëó÷àé. Åñëè æå ñðåäè êîìïîíåíò, ñëåäóþùèõ çà ãðàíè÷íîé ïàðîé, òàêîé ïàðû íå
ñóùåñòâóåò, íî ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ξj = 4, òî ïîìåíÿâ åå ñ êîìïîíåíòîé ξ2i = 2 ãðàíè÷-
íîé ïàðû, îïÿòü ïîëó÷èì ðàçîáðàííûé ñëó÷àé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè
ñðåäè êîìïîíåíò òèïà ξ, ñëåäóþùèõ çà ãðàíè÷íîé ïàðîé, èìåþòñÿ íå÷åòíûå, òî òîëüêî îäíà
èç íèõ îòëè÷íà îò 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ ξj ïðè j > 2i ðàâíà 1 (ó÷åñòü, ÷òî íå÷åòíûõ
êîìïîíåíò, ñëåäóþùèõ çà ãðàíè÷íîé ïàðîé, ÷åòíîå ÷èñëî). Ïîìåñòèì ξj ïåðåä êîìïîíåíòàìè
ãðàíè÷íîé ïàðû. Ïîëó÷åííûé òèï k�ðàçëîæèì ñòåïåíè 2 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

(ξ1, . . . , ξ2i−2, ξj, 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−(2i−1)

) è (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−1

, ξ2i−1 − 1, ξ2i − 1, ξ2i+1, . . . , ξs),

êîòîðûå, êàê ëåãêî çàìåòèòü, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òè-
ïà. Ïî ýòèì ïîäòèïàì ïîñòðîèì òèïû µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ξj, 1, 1) è ν ′ = (ξ2i−1 − 1, ξ2i −
1, ξ2i+1, . . . , ξs), è âûäåëèì â µ′ êîìïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ è, êðîìå òîãî, ïàðó (1, 1), à â
ν ′ � ïàðó (ξ2i−1 − 1, ξ2i − 1). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòèõ òèïîâ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå k�
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è äëÿ ξ. Ïóñòü,
íàêîíåö, âñå êîìïîíåíòû, ñëåäóþùèå çà ãðàíè÷íîé ïàðîé, ðàâíû 2. Òîãäà äëÿ ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, 3, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i+1

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
s−2i+1

)

âûïîëíåíî óñëîâèå 6). Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïîäòèïîâ ξ � k�ðàçëîæèì. Ïîñòðî-
èì ïî íèì òèïû

µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, 1, 1, 1) è ν ′ = (1, 1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
s−2i

)

è âûäåëèì â µ′ ïàðó (ξ1, ξ2) èëè êîìïîíåíòó ξ1 (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå êîìïîíåíòû
áûëè âûäåëåíû â ξ) è, êðîìå òîãî, òðîéêó (1, 1, 1), à âî âòîðîì òèïå � ïàðû (1, 1) è (2, 1).
Òîãäà äëÿ µ′ ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò èç � 2, à äëÿ ν ′

� èç ëåììû 3. Íàéäåì Λ�êîìïîçèöèþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîñòðîåííóþ â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû, � ïîëó÷èì k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé 1
ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí.
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Ñëó÷àé 2. Çíà÷åíèå ∆2 ðàâíî 1. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íàÿ ïàðà (ξ2i−1, ξ2i) íå
ìîæåò áûòü ïåðâîé ïàðîé òèïà ξ. Åñëè ñðåäè êîìïîíåíò ξ2i−1, ξ2i, . . . , ξs íàéäåòñÿ åäèíè÷íàÿ,
òî ïåðåñòàâèâ åå ñ êîìïîíåíòîé ξ2i−1, ïîëó÷èì òèï, ÿâëÿþùèéñÿ k�ðàçëîæèìûì ñòåïåíè 0.
Ñëåäîâàòåëüíî òèï ξ òàêæå k�ðàçëîæèì è ïîñòðîåíèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
òèïó ξ î÷åâèäíî. Ïîýòîìó, äàëåå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ãðàíè÷íîé ïàðû è
ñëåäóþùèå çà íåé îòëè÷íû îò 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè êîìïîíåíò ξ2i−1, ξ2i, . . . , ξs íàéäåòñÿ êîìïîíåíòà ≥ 3. Ïåðåñòàâèâ
åå ñ ξ2i−1, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ2i−1 ≥ 3. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè êîìïîíåíò
ïðåäøåñòâóþùèõ ãðàíè÷íîé ïàðå, íàéäåòñÿ ïàðà (ξ2j−1, ξ2j) áëèæàéøàÿ ê ãðàíè÷íîé ïàðå è
òàêàÿ, ÷òî ëèáî îáå åå êîìïîíåíòû âûäåëåíû, ëèáî îáå íå âûäåëåíû è îäíà èç êîìïîíåíò
≥ 2 (èñïîëüçóÿ, åñëè íàäî, ïåðåñòàíîâêó êîìïîíåíò, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ2j ≥ 2; ëèáî â ýòîé
ïàðå îäíà èç êîìïîíåíò âûäåëåíà è ≥ 4, à âòîðàÿ ðàâíà 1 (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ2j−1 = 1,
ξ2j ≥ 4). Èñïîëüçóÿ, åñëè íàäî, ïåðåñòàíîâêó ïàð â òèïå ξ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (ξ2j−1, ξ2j) =
(ξ2i−3, ξ2i−2), ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ïðåäøåñòâóþùåé ãðàíè÷íîé. Òîãäà òèï ξ � k�ðàçëîæèì
ñòåïåíè 2 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−3, ξ2i−2 − 1, 2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i+1

) è ν(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−3

, 1, ξ2i−1 − 2, ξ2i, . . . , ξs)

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Â òèïàõ µ′ = (ξ1, . . . ,
ξ2i−3, ξ2i−2 − 1, 2), ν ′ = (1, ξ2i−1 − 2, ξ2i, . . . , ξs) âûäåëèì ñîîòâåòñòâåííî ïàðû êîìïîíåíò
(ξ2i−2 − 1, 2) è (1, ξ2i−1 − 2), à â µ′ åùå è êîìïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ, åñëè ïàðà (ξ2j−1, ξ2j)
íå áûëà âûäåëåííîé. Åñëè æå ïàðà (ξ2j−1, ξ2j) áûëà âûäåëåíà â ξ, òî â µ′ âûäåëèì òðîéêó
(ξ2i−3, ξ2i−2 − 1, 2). Äëÿ òèïà µ′ ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò
èç � 2. Äëÿ òèïà ν ′ èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè â ν ′ âûäåëåíà òðîéêà (1, ξ2i−1 − 2, ξ2i), òåì
áîëåå ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò â íàøåì ñëó÷àå. Ïî ïîñòðîåííûì k�
ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ µ′ è ν ′ óæå ëåãêî ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñðåäè êîìïîíåíò, ïðåäøåñòâóþùèõ ãðàíè÷íîé ïàðå, ëèøü ïàðà
(ξ1, ξ2) = (3, 1) ñîäåðæèò íååäèíè÷íóþ êîìïîíåíòó è ïðè ýòîì ξ1 � åäèíñòâåííàÿ âûäåëåííàÿ
êîìïîíåíòà òèïà ξ. Ïîìåñòèì êîìïîíåíòó ξ2 = 1 íà ïîñëåäíåå ìåñòî â ξ. Ïîëó÷èì òèï ξ̃ =
(3, ξ3, . . . , ξs, ξ2), êîòîðûé k�ðàçëîæèì ñòåïåíè 2 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

(3, ξ3, ξ4, . . . , ξ2i−2, 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i+1

) è (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−3

, ξ2i−1 − 1, ξ2i − 1, ξ2i+1, . . . , ξs, ξ2),

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, òèï ξ
òàêæå k�ðàçëîæèì. Â òèïàõ µ′ = (3, ξ3, ξ4, . . . , ξ2i−2, 1, 1), ν ′ = (ξ2i−1−1, ξ2i−1, ξ2i+1, . . . , ξs, ξ2)
âûäåëèì ñîîòâåòñòâåííî ïàðó (1, 1) è òðîéêó (ξ2, ξ2i−1−1, ξ2i−1). Òàê êàê äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò
ñîîòâåòñòâóþùèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è äëÿ
ξ.

Ïóñòü òåïåðü âñå êîìïîíåíòû ξ2i−1, ξ2i, . . . , ξs ðàâíû 2. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà çà ãðàíè÷íîé
ïàðîé ñëåäóåò ïàðà (2, 2). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ � íåèíâîëþòèâíûé òèï, íàéäåì ïàðó (ξ2j−1, ξ2j),
ïðåäøåñòâóþùóþ ãðàíè÷íîé, ó êîòîðîé õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ≥ 3. Íå óìåíüøàÿ îáù-
íîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîé ïàðîé ÿâëÿåòñÿ (ξ2i−3, ξ2i−2), ò. å. ïàðà ïðåäøåñòâóþùàÿ ãðà-
íè÷íîé, è ó íåå ξ2i−2 ≥ 3. Åñëè êîìïîíåíòà ξ2i−2 íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âûäåëåííîé êîì-
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ïîíåíòîé òèïà ξ, èëè æå ξ2i−2 ≥ 5, òî ξ � k�ðàçëîæèì ñòåïåíè 4 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−3, ξ2i−2 − 2, 1, 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i−1

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−3

, 2, 1, 1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
s−2i−1

).

Åñëè â ξ ïàðà (ξ2i−3, ξ2i−2) íå áûëà âûäåëåííîé, òî â µ′ âûäåëèì òå æå êîìïîíåíòû, ÷òî
áûëè âûäåëåíû â ξ è, êðîìå òîãî, âûäåëèì ïàðó (ξ2i−2 − 2, 1) è ïàðó (1, 1). Åñëè æå â ξ ïà-
ðà (ξ2i−3, ξ2i−2) áûëà âûäåëåíà, òî â µ′ âûäåëèì òðîéêó (ξ2i−3, ξ2i−2 − 2, 1) è ïàðó (1, 1). Èç
ðåçóëüòàòîâ � 2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïó µ′. Â òèïå
ν ′ = (2, 1, 1, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

s−2i−1

âûäåëèì ïàðû (2, 1), (1, 1). Ââèäó ëåììû 3 äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîîòâåò-

ñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå. Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùóþ Λ�êîìïîçèöèþ, ïî ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì
ïîñòðîèì k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ. Åñëè æå â ïàðå (ξ2i−3, ξ2i−2) êîìïîíåí-
òà ξ2i−2 ðàâíà 3 è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âûäåëåííîé êîìïîíåíòîé òèïà ξ, òî ξ2i−3 = 1 è
ïåðåíîñÿ ξ2i−3 íà ïîñëåäíåå ìåñòî â òèïå ξ, ïîëó÷èì óæå ðàçîáðàííûé ñëó÷àé.

Íàì îñòàëîñü ðàçîáðàòü

Ñëó÷àé 3. Çíà÷åíèå ∆1 = 1. Åñëè ïðè ýòîì è ∆2 = 1, òî îáå êîìïîíåíòû ãðàíè÷íîé ïàðû
ðàâíû 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ � k�ðàçëîæèì ñòåïåíè 0 îòíîñèòåëüíî ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ξ2i−1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i+1

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−1

, ξ2i, ξ2i+1, . . . , ξs).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ïàðà, â íàøåì ñëó÷àå, íå ìîæåò áûòü ïåðâîé ïàðîé òèïà ξ è ïîýòî-
ìó íå ñîäåðæèò âûäåëåííûõ êîìïîíåíò, ëåãêî ïîñòðîèòü k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå
òèïó ξ.

Ïîýòîìó, ââèäó òîãî, ÷òî ∆2 íå÷åòíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆2 ≥ 3 è ñóììà êîìïîíåíò
ãðàíè÷íîé ïàðû ≥ 4.

Äîïóñòèì, ÷òî êîìïîíåíòà ξ2i = 1 è, ïðè ýòîì, ãðàíè÷íàÿ ïàðà íå ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííîé
ïàðîé òèïà ξ. Òîãäà, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ξ � k�ðàçëîæèì ñòåïåíè 0 îòíîñèòåëüíî

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i+1

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−1

, ξ2i, ξ2i+1, . . . , ξs)

è ïîñòðîåíèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïó ξ î÷åâèäíî. Åñëè æå ãðàíè÷íàÿ ïàðà
òèïà ξ âûäåëåíà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ïàðîé è ðàâíà (k, 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ3 ÷åòíà.
Òîãäà äëÿ ïîäòèïîâ

µ = (k − 2, 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−3

) è ν = (2, 0, ξ3 − 1, ξ4, . . . , ξs)

âûïîëíåíî óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ � k�ðàçëîæèì.
Âûäåëèì â òèïå µ′ = (k − 2, 1, 1) òðîéêó (1, k − 2, 1), à â òèïå ν ′ = (ξ3 − 1, 2, ξ4, . . . , ξs) ïàðó
(ξ3 − 1, 2). Äëÿ µ′ ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò èç � 1, à äëÿ
ν ′ èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (ó÷åñòü, ÷òî ν ′ èìååò íå÷åòíóþ äëèíó è ξ3 − 1 íå÷åòíî).
Ïîäõîäÿùàÿ Λ�êîìïîçèöèÿ äàåò òðåáóåìîå k� ïðåäñòàâëåíèå. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ξ3

íå÷åòíî è ≥ 3. Òîãäà òèï ξ � k�ðàçëîæèì ñòåïåíè 2 îòíîñèòåëüíî

µ = (k − 3, 1, 2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−3

) è ν = (3, 0, ξ3 − 2, ξ4, . . . , ξs),
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òàê êàê äëÿ íèõ îïÿòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2). Â òèïå µ′ = (k − 3, 1, 2) âûäåëèì òðîéêó
(2, k − 3, 1) è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå. Â òèïå ν ′ = (3, ξ3 − 2, ξ4, . . . , ξs)
âûäåëèì ïàðó (3, ξ3 − 2). Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ν ′ ñóùå-
ñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå Pν′ = A2 · B2. Ðàññìîòðèì k�ïðåäñòàâëåíèå Pν′ =
B2 · (B−1

2 A2B2) ÿâëÿþùååñÿ k�ïðåäñòàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèì òèïó ν ′ â êîòîðîì âûäåëåíà
ïàðà (ξ3 − 2, 3). Ïîäõîäÿùàÿ Λ� êîìïîçèöèÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ k�ïðåäñòàâëåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùèì òèïó µ′ äàåò k�ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ξ. Ïóñòü, íàêîíåö, ξ3 = 1
è ïàðà (ξ1, ξ2) = (k, 1) ïî�ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííîé ïàðîé òèïà ξ. Òîãäà äëÿ

µ = (k − 2, 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−3

) è ν = (2, 0, 0, ξ4, ξ5, . . . , ξs)

âûïîëíåíî óñëîâèå 3) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Ïîñòðîèì ïî íèì òèïû µ′ = (k −
2, 1, 1) è ν ′ = (1, 1, ξ4, . . . , ξs) è âûäåëèì ïàðó (k− 2, 1) è ïàðó (1, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýòèõ
òèïîâ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ òèïà µ′ ýòî ñëåäóåò èç � 2, à äëÿ
òèïà ν ′ � èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (ó÷åñòü, ÷òî åñëè â ν ′ âûäåëåíà òðîéêà (1, 1, ξj), ãäå
ξj íå÷åòíî è äëÿ ν ′ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå, òî òåì áîëåå, äëÿ ν ′ ñó-
ùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå åñëè â íåì âûäåëåíà ïàðà (1, 1). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîîòâåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è äëÿ ξ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáå êîìïîíåíòû ãðàíè÷íîé ïàðû îòëè÷íû îò 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà ξj, ñëåäóþùàÿ çà ãðàíè÷íîé ïàðîé, ðàâíà 1. Òîãäà
äëÿ ïîäòèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ξ2i−1 − 1, ξ2i − 1, 0, . . . , 0, ξj, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i

)

è
ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s−2i

, 1, 1, ξ2i+1, . . . , ξj−1, 0, ξj+1, . . . , ξs)

âûïîëíåíî óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà. Â òèïàõ µ′ è ν ′, ïîëó÷åííûõ èç µ
è ν óäàëåíèåì íóëåâûõ êîìïîíåíò, âûäåëèì ñîîòâåòñòâåííî ïàðû (ξ2i−1 − 1, ξ2i − 1) è (1, 1),
à â µ′ åùå è êîìïîíåíòû âûäåëåííûå â ξ. Òàê êàê äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå
k�ïðåäñòàâëåíèÿ, òî òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è äëÿ ξ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ξ2i−1, . . . , ξs îòëè÷íû îò 1, à ξ2i−1 ≥ 3. Òîãäà
ãðàíè÷íàÿ ïàðà íå ìîæåò ñîäåðæàòü îäíó âûäåëåííóþ êîìïîíåíòó òèïà ξ. Òàê êàê äëÿ ïîä-
òèïîâ

µ = (ξ1, . . . , ξ2i−1 − 2, ξ2i, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−2i−1

) è ν = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

, 2, 0, ξ2i+1 − 1, ξ2i+2, . . . , ξs)

âûïîëíåíî óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ k�ðàçëîæèìîãî òèïà, òî îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïîäòèïîâ òèï
ξ � k�ðàçëîæèì. Âûäåëèì â µ′ = (ξ1, . . . , ξ2i−2, ξ2i−1 − 2, ξ2i, 1) ïðè i > 1 êîìïîíåíòû âûäå-
ëåííûå â ξ è ïàðó êîìïîíåíò (1, ξ2i−1 − 2), à ïðè i = 1, � òðîéêó (1, ξ2i−1 − 2, ξ2i). Òàê êàê
òèï ν ′ = (2, ξ2i+1 − 1, ξ2i+2, . . . , ξs) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì è èìååò íå÷åòíóþ äëèíó, òî îí ñîäåðæèò
íå÷åòíûå êîìïîíåíòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòà ξ2i+1 − 1 íå÷åòíà. Âûäåëèì â ν ′ ïàðó
(ξ2i+1 − 1, 2). Òàê êàê äëÿ µ′ è ν ′ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå k�ïðåäñòàâëåíèÿ, òî ñîîò-
âåòñòâóþùåå k�ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è äëÿ ξ. Ïóñòü òåïåðü îáå êîìïîíåíòû ãðàíè÷íîé
ïàðû ðàâíû 2. Åñëè ñðåäè êîìïîíåíò ïðåäøåñòâóþùèõ ãðàíè÷íîé ïàðå, íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ
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ïàðà (ξ2j−1, ξ2j) ó êîòîðîé ξ2j−1 ≥ 3, òî ïîìåíÿâ åå ñ ãðàíè÷íîé ïàðîé, ïîëó÷èì óæå ðàçîáðàí-
íûé ñëó÷àé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîìïîíåíòû, ïðåäøåñòâóþùèå ãðàíè÷íîé
ïàðå, íå ïðåâîñõîäÿò 2. Åñëè ïðè ýòîì ñðåäè êîìïîíåíò, ñëåäóþùèõ çà ãðàíè÷íîé ïàðîé,
íàéäåòñÿ ïàðà (ξ2j−1, ξ2j), ñóììà êîìïîíåíò êîòîðîé ≥ 6, òî ïåðåñòàâèâ ýòó ïàðó ñ ãðàíè÷íîé
ïàðîé, ïîëó÷èì íåêîòîðûé òèï ξ̃ äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå ∆1 ≥ 3, à ýòîò ñëó÷àé óæå áûë ðàçî-
áðàí ðàíåå. Åñëè æå âñå êîìïîíåíòû ξ2i−1, ξ2i, . . . , ξs ðàâíà 2, òî ξ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì
òèïîì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû 4, à ïîòîìó ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4, à âìåñòå ñ íèì è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
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