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Â. Ã. Áàðäàêîâ

Î êëàññèôèêàöèè ïî ñòàðøåé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè 1

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà òðàäèöèîííî èçó÷àåò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Â êëàññå êâàçèëèíåéíûõ (ò. å. ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî âñåõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ)
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè, ò. å. â êàæäîé òî÷êå, â êîòî-
ðîé îïðåäåëåíî äàííîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ åãî òèï, à òàêæå óêàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåí-
íàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùàÿ â ýòîé òî÷êå óðàâíåíèå ê íåêîòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó
âèäó. Áîëåå òîãî, åñëè óðàâíåíèå ñîäåðæèò òîëüêî äâå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, òî ìîæíî
òàê âûáðàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ, ÷òî óðàâíåíèå ïðèâåä¼òñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè.

Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî èçó÷àòü äàëåå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïî-
ðÿäêà. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàþùàÿ çäåñü � ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè. Äâèãàÿñü â ýòîì
íàïðàâëåíèè, Ò. Ä. Äæóðàåâ è ß. Ïîï¼ëåê [2] íàøëè êëàññèôèêàöèþ êâàçèëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, à òàêæå
óêàçàëè çàìåíû, ïðèâîäÿùèå ýòè óðàâíåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Èõ ïîäõîä áàçèðîâàëñÿ
íà ñâîéñòâàõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ êâàçèëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïî-
ðÿäêà n (n ≥ 1) ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè è äà¼òñÿ èõ êëàññèôèêàöèÿ ïî ñòàðøåé
÷àñòè â êàæäîé òî÷êå, ãäå îïðåäåëåíû âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, óêàçûâàþò-
ñÿ çàìåíû, ïîçâîëÿþùèå ïðèâåñòè èñõîäíîå óðàâíåíèå ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó â îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè.

Àâòîð áëàãîäàðèò Ì. Â. Íåùàäèìà, ïðî÷èòàâøåãî ðóêîïèñü è âí¼ñøåãî ðÿä ïîëåçíûõ
ïðåäëîæåíèé.

� 1. Çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n�ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåí-
íûìè ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ

a0
∂nu

∂xn
+ a1

∂nu

∂xn−1∂y
+ . . . + an

∂nu

∂yn
= F, (1)

ãäå ai = ai(x, y), i = 0, 1, . . . n, � íåïðåðûâíûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, F � ôóíêöèÿ, çà-
âèñÿùàÿ îò x, y, u, à òàêæå îò ïðîèçâîäíûõ èñêîìîé ôóíêöèè u, ïîðÿäêè êîòîðûõ ìåíüøå
n.

Ïðèìåíÿÿ íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ, ïîëó÷èì íîâîå óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîìó

a0
∂nu

∂ξn
+ a1

∂nu

∂ξn−1∂η
+ . . . + an

∂nu

∂ηn
= F, (2)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðî-
åêò �96�01�01558).
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ãäå ai = ai(ξ, η), i = 0, 1, . . . n, � êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò íîâûõ ïåðåìåííûõ ξ è η, à F
� íîâîå âûðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòè, çàâèñÿùåå îò ξ è η.

×òîáû âûïèñàòü âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ai ÷åðåç ñòàðûå êîýôôèöèåíòû aj, ââåä¼ì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

u
(i)
ξ =

∂iu

∂ξi
, u(i)

η =
∂iu

∂ηi
, u

(i,j)
ξη =

∂i+ju

∂ξi∂ηj
, i, j = 0, 1, . . .

Òîãäà n�å ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííûì x, y áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç n�å ïðîèç-
âîäíûå ïî ïåðåìåííûì ξ, η ñëåäóþùèì îáðàçîì
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x ξk
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x ηj−k

y

)
u

(n−i,i)
ξη + . . . , j = 1, . . . , n− 1,

u(n)
y =

n∑
i=0

Ci
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(n−i,i)
ξη ηn−i

y ξi
y + . . . ,

ãäå ξx = ∂ξ
∂x
, ξy = ∂ξ

∂y
, ηx = ∂η

∂x
, ηy = ∂η

∂y
, ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå

ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ ìåíüøèõ n, à êîýôôèöèåíòû Cm
l îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Cm
l =





l!
(m−l)!m!

ïðè öåëûõ l ≥ m ≥ 0,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (1), íàéä¼ì âûðàæåíèÿ äëÿ íîâûõ êîýôôè-
öèåíòîâ:

a0(ξ, η) =
n∑

j=0

ajξ
n−j
x ξj

y,

ai(ξ, η) =
n∑

j=0

aj

(
j∑

k=0

Ck
j Ci+k−j

n−j ξn−i−k
x ξk

yηi+k−j
x ηj−k

y

)
, i = 1, . . . , n− 1, (3)

an(ξ, η) =
n∑

j=0

ajη
n−j
x ηj

y.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ôîðìóëû, âûðàæàþùèå êîýôôèöèåíò ai ÷åðåç ai−1, à
òàêæå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ai ÷åðåç ai+1. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîé ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå.

Ëåììà 1. Ïóñòü ai = ai(ξ, η) � êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2), çàäàííûå ôîðìóëàìè (3).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

ai+1 =
1

i + 1

[
∂ai

∂ξx

ηx +
∂ai

∂ξy

ηy

]
, an−i−1 =

1

i + 1

[
∂an−i

∂ηx

ξx +
∂an−i

∂ηy

ξy

]
, i = 0, . . . , n− 1.

Â äàëüíåéøåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a0 6≡ 0. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè a0 ≡ 0, íî an 6≡ 0, òî ïåðåñòàíîâêà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó
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ñëó÷àþ. Åñëè îäíîâðåìåííî a0 ≡ 0 è an ≡ 0, òî âûïîëíèì çàìåíó ξ = Cx+ y, η = Dx+ y, ãäå
êîíñòàíòû C è D âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââèäó ôîðìóë (3), êîýôôèöèåíò a0 èìååò
âèä

a0 = a1C
n−1 + a2C

n−2 + . . . + an−1C.

Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû ai, i = 1, . . . , n− 1 íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ, òî ëåãêî ïîäî-
áðàòü òàêîå çíà÷åíèå C, ïðè êîòîðîì a0 6≡ 0. Äàëåå, ÿêîáèàí ýòîé çàìåíû ðàâåí

J =

∣∣∣∣
ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣ = C −D.

Â êà÷åñòâå D âîçüì¼ì òàêîå çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì J 6= 0.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 13]).
Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ z = φ(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

a0z
n
x + a1z

n−1
x zy + . . . + an−1zxz

n−1
y + anzn

y = 0 (4)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòíîøåíèå φ(x, y) = const ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùèé èíòå-
ãðàë îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

a0(dy)n − a1(dy)n−1dx + . . . + (−1)n−1an−1(dy)(dx)n−1 + (−1)nan(dx)n = 0. (5)

Óðàâíåíèå (5) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
Ñîïîñòàâèì èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (1) ìíîãî÷ëåí

f(λ) = a0λ
n − a1λ

n−1 + . . . + (−1)n−1an−1λ + (−1)nan, λ =
dy

dx
. (6)

Â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå P = (x, y), â êîòîðîé îïðåäåëåíû âñå êîýôôèöèåíòû ai, i =
0, . . . , n, îí ïðåâðàùàåòñÿ â ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, f(λ) èìååò n êîðíåé â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü ñðåäè
ýòèõ êîðíåé èìååòñÿ r ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé α1, . . . , αr êðàòíîñòåé n1, . . . , nr, ñîîò-
âåòñòâåííî, è s ðàçëè÷íûõ ïàð êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé (β1, β

∗
1), . . . , (βs, β

∗
s ) êðàòíî-

ñòåé m1, . . . ,ms, ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ∗ îçíà÷àåò âçÿòèå êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííîãî. Î÷åâèäíî,
÷òî ñóììà n1+. . .+nr+2(m1+. . .+ms) ðàâíà n. Ñèãíàòóðîé óðàâíåíèÿ (1) â òî÷êå P íàçîâ¼ì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

σ(P ) = (n1, . . . , nr|m1, . . . , ms), (7)

ãäå n1 ≥ . . . ≥ nr ≥ 0, m1 ≥ . . . ≥ ms ≥ 0.
Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè (1), ìû ïîëó÷èì íîâîå óðàâíåíèå (2), õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîå óðàâíåíèå êîòîðîãî îòëè÷íî îò èñõîäíîãî. Ïîêàæåì, ÷òî ñèãíàòóðà óðàâíåíèÿ ïðè
ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f(λ) â òî÷êå P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(λ) = a0(λ− α1)
n1 . . . (λ− αr)

nr [(λ− β1)(λ− β∗1)]
m1 . . . [(λ− βs)(λ− β∗s )]

ms .

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ íåâûðîæäåííîé çàìåíû ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), ïîëó÷èì óðàâíåíèå (2),
ïî êîòîðîìó, òàê æå êàê è âûøå, íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìíîãî÷ëåí f(µ),

f(µ) = a0µ
n − a1µ

n−1 + . . . + (−1)n−1an−1µ + (−1)nan, µ =
dη

dξ
, (8)
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ãäå ai = ai(ξ, η), i = 0, . . . , n. Ïîêàæåì, ÷òî â òî÷êå P , ñîîòâåòñòâóþùåé P ïðè óêàçàííîé
çàìåíå, ñèãíàòóðà σ(P ) íîâîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ñèãíàòóðîé σ(P ) èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a0 6≡ 0. Òîãäà, ïðè âûïîëíåíèè çàìåíû, êàæäûé
êîðåíü λ0 ìíîãî÷ëåíà f(λ) ïåðåõîäèò â íåêîòîðûé êîðåíü µ0 ìíîãî÷ëåíà f(µ) êðàòíîñòü êî-
òîðîãî íå íèæå êðàòíîñòè êîðíÿ λ0, ò. å. ìíîãî÷ëåí (8) íå èìååò íèêàêèõ äðóãèõ êîðíåé,
êðîìå êîðíåé, ïîëó÷åííûõ ïðè âûïîëíåíèè çàìåíû, èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(λ). Ñëåäîâà-
òåëüíî, íàì îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíûå êîðíè ïåðåõîäÿò â ðàçíûå. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå,
ðàçíûå âåùåñòâåííûå êîðíè α1 è α2 óðàâíåíèÿ (6) ïåðåõîäÿò â îäèí êîðåíü α óðàâíåíèÿ (8).
Ðàññìîòðèì òîãäà àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

f0(λ) = (λ− α1)(λ− α2)

è ñîïîñòàâèì åìó äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2�ãî ïîðÿäêà

uxx + (α1 + α2)uxy + α1α2uyy = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â òî÷êå (x, y). Îäíàêî, ïðè âûïîëíåíèè
íåâûðîæäåííîé çàìåíû ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, îíî ïåðåéä¼ò â
óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ÷òî íåâîçìîæíî [1, ñ. 15].

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ðàçíûå êîìïëåêñíûå êîðíè β1 è β2 óðàâíåíèÿ (6) ïåðåõîäÿò
â îäèí è òîò æå êîìïëåêñíûé êîðåíü β óðàâíåíèÿ (8). Îïÿòü ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêîå
óðàâíåíèå

f0(λ) = (λ− β1)(λ− β2)

è ñîïîñòàâèì åìó äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2�ãî ïîðÿäêà

uxx + (β1 + β2)uxy + β1β2uyy = 0.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ � êîìïëåêñíîçíà÷íûå
ôóíêöèè. Òåì íå ìåíåå, ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ âåùåñòâåííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), íå
èçìåíèò ñèãíàòóðó ýòîãî óðàâíåíèÿ, âîïðåêè íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, è â
ñëó÷àå óðàâíåíèÿ n�ãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðà óðàâíåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåâûðîæ-
äåííîé çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

� 2. Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ââåëè ïîíÿòèå ñèãíàòóðû è ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
íåâûðîæäåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñèãíàòóðà íå ìåíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì òî÷êó P , â êîòîðîé
îïðåäåëåíî óðàâíåíèå (1). Äàëåå, äî êîíöà ðàáîòû, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ íåêî-
òîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P òàêàÿ, ÷òî ñèãíàòóðà â ëþáîé òî÷êå ýòîé îêðåñòíîñòè ñîâïàäàåò
ñ ñèãíàòóðîé σ(P ) â ñàìîé òî÷êå P . Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ìû óêàæåì íåâûðîæäåííóþ
çàìåíó ïåðåìåííûõ ïðè êîòîðîé èñõîäíîå óðàâíåíèå ïåðåéä¼ò â óðàâíåíèå áîëåå ïðîñòîãî
âèäà â ýòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P .

Íà÷í¼ì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ
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Ëåììà 3. à) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(λ), ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèþ (1), èìååò â òî÷êå
P âåùåñòâåííûé êîðåíü α êðàòíîñòè k, k = 1, . . . , n. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P
êîýôôèöèåíòû a0, a1, . . . , ak−1 íîâîãî óðàâíåíèÿ (2) îáðàùàþòñÿ â íóëü.

á) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(λ) èìååò â òî÷êå P äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ α è β êðàòíîñòåé
k è m, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ξ =
ξ(x, y), η = η(x, y), ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P êîýôôèöèåíòû íîâîãî óðàâíåíèÿ
a0, a1, . . . , ak−1 è an, an−1, . . . , an−m+1 îáðàùàþòñÿ â íóëü.

â) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(λ) èìååò â òî÷êå P äâà êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ êðàòíî-
ñòè m. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y),
÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P íîâûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé
ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.





a0 + ia1 + i2a2 + . . . + inan = 0,
a1 + 2ia2 + . . . + nin−1an = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)

(m− 1)!am−1 + m!iam + (m+1)!
2!

i2am+1 + . . . + n!
(n−m+1)!

in−m+1an = 0,

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, ò. å. i2 = −1.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü ϕ(x, y) = const � âåùåñòâåííûé îáùèé èíòåãðàë êðàòíîñòè

k õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5), îïðåäåë¼ííûé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P . Â
äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàáîòàòü â ýòîé îêðåñòíîñòè, íå îãîâàðèâàÿ ýòî êàæäûé ðàç. Ïî-
ëîæèì ξ = ϕ(x, y) è η = η(x, y), ãäå ôóíêöèÿ η(x, y) âûáðàíà òàê, ÷òî óêàçàííàÿ çàìåíà
íåâûðîæäåíà. Òîãäà, ââèäó ëåììû 2, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

a0ξ
n
x + a1ξ

n−1
x ξy + . . . an−1ξxξ

n−1
y + anξn

y = 0.

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (3), îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî a0 ≡ 0. Åñëè ïðè ýòîì k = 1, òî òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè k > 1, òî ïî èçâåñòíîé òåîðåìå èç êóðñà àëãåáðû (ñì., íàïðèìåð,
[3, ñ. 146]), α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k − 1 ïðîèçâîäíîé

f ′(λ) = na0λ− (n− 1)a1λ
n−2 + . . . + (−1)n−1an−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ(x, y) = const ÿâëÿåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì êðàòíîñòè k − 1 îáûê-
íîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

na0(dy)n−1 − (n− 1)a1(dy)n−2dx + . . . + (−1)n−1an−1(dx)n−1 = 0.

Îïÿòü, ââèäó ëåììû 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ ξ = ϕ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

na0ξ
n−1
x + (n− 1)a1ξ

n−2
x ξy + . . . + an−1ξ

n−1
y = 0.

êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∂a0

∂ξx

= 0.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α îòëè÷íî îò íóëÿ. Òîãäà 1/α ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà

g(µ) = a0 − a1µ + . . . + (−1)n−1an−1µ
n−1 + (−1)nanµ

n, µ =
1

µ
,
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ïîëó÷åííîãî èç ìíîãî÷ëåíà f(λ) äåëåíèåì íà λn. Êðîìå òîãî, 1/α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè
k − 1 ïðîèçâîäíîé

g′(µ) = −a1 + . . . + (−1)n−1(n− 1)an−1µ
n−2 + (−1)nnanµ

n−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(x, y) = const ÿâëÿåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì êðàòíîñòè k − 1
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

−a1(dx)n−1 + . . . + (−1)n−1(n− 1)an−1dx(dy)n−2 + (−1)nnan(dy)n−1 = 0.

Îïÿòü, ââèäó ëåììû 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ ξ = ϕ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

a1ξ
n−1
y + . . . + (n− 1)an−1ξyξ

n−2
x + nanξ(n−1)

x = 0,

ò. å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∂a0

∂ξy

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ëåììû 1,

a1 =
∂a0

∂ξx

ηx +
∂a0

∂ξy

ηy = 0.

Åñëè k = 2, òî äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî, åñëè æå k > 2, òî ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî
è âûøå, ïîêàæåì, ÷òî a2 = 0 è ò. ä.

á) Ïóñòü ϕ(x, y) = const è ψ(x, y) = const � âåùåñòâåííûå îáùèå èíòåãðàëû êðàòíîñòåé
k è m ñîîòâåòñòâåííî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

a0(dy)n − a1(dy)n−1dx + . . . + (−1)n−1an−1dy(dx)n−1 + (−1)nan(dx)n = 0,

ñîîòâåòñòâóþùåãî èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (1). Ïîëîæèì ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y). Òàê êàê
îáùèå èíòåãðàëû ϕ(x, y) = const è ψ(x, y) = const íåçàâèñèìû, òî óêàçàííàÿ ïîäñòàíîâêà
áóäåò íåâûðîæäåííîé. Ïî ëåììå 2, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a0 = a0ξ
n
x + a1ξ

n−1
x ξy + . . . + an−1ξxξ

n−1
y + anξ

n
y = 0,

an = a0η
n
x + a1η

n−1
x ηy + . . . + an−1ηxη

n−1
y + anη

n
y = 0.

Äàëåå, ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïóíêòå à), äîêàæåì ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôè-
öèåíòîâ a1, . . . , ak−1. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû an−1, . . . , an−m+1 îáðàùàþòñÿ
â íóëü ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü
âòîðîå ðàâåíñòâî èç ëåììû 1.

â) Ïî óñëîâèþ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûõ îáùèõ
èíòåãðàëà ϕ(x, y) = α(x, y) + iβ(x, y) = const, ϕ∗(x, y) = α(x, y) − iβ(x, y) = const êðàòíîñòè
k. Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ξ = α(x, y), η = β(x, y). Ïî ëåììå 2, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

a0ϕ
n
x + a1ϕ

n−1
x ϕy + . . . + an−1ϕxϕ

n−1
y + anϕn

y = 0. (10)

Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ϕ, ðàñêðîåì ñêîáêè è, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (3), ïîëó÷èì

a0 + ia1 + i2a2 + . . . + inan = 0,
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Òàê êàê ϕ ÿâëÿåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì êðàòíîñòè k èñõîäíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ, òî ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïóíêòå à), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ
îáùèì èíòåãðàëîì êðàòíîñòè k − 1 ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

na0(dy)n−1 − (n− 1)a1(dy)n−2dx + . . . + (−1)n−1an−1(dx)n−1 = 0,

a1(dy)n−1 − 2a2(dy)n−2dx + . . . + (−1)n−1(n− 1)an−1(dx)n−2dy + (−1)nnan(dx)n−1 = 0,

Îïÿòü ïî ëåììå 2, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

na0ϕ
n−1
x + (n− 1)a1ϕ

n−2
x ϕy + . . . + an−1ϕ

n−1
y = 0,

(11)

a1ϕ
n−1
x + . . . + (n− 1)an−1ϕ

n−2
y ϕx + nanϕ

n−1
y = 0.

Êîýôôèöèåíòû ai = ai(ξ, η), i = 0, . . . , n íîâîãî óðàâíåíèÿ (2) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(3). Ñèìâîëîì ai(ϕ) áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ ai(ϕ, η), i = 0, . . . , n. Ñðàâíèâàÿ ðàâåí-
ñòâà (11) ñ èñõîäíûì ðàâåíñòâîì (10), çàìå÷àåì, ÷òî îíè ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
ðàâåíñòâà (10) ïî ϕx è ϕy, ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂a0(ϕ)

∂ϕx

ηx +
∂a0(ϕ)

∂ϕy

ηy = 0.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà, ââèäó ëåììû 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî a1(ϕ) = 0. Ïîäñòàâèì â a1(ϕ) âûðàæå-
íèå ϕ = α + iβ, ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (3),
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

a1 + 2ia2 + . . . + nin−1an = 0.

Åñëè k = 2, òî äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. Åñëè æå k > 2, òî èç ðàâåíñòâà a1(ϕ), òàê æå êàê è
âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî ∂a1(ϕ)

∂ϕx
= 0 è ∂a1(ϕ)

∂ϕy
= 0. Ââèäó ëåììû 1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a2(ϕ) = 0

è ò. ä. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó, ââåä¼ì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü
óðàâíåíèå (1) èìååò â òî÷êå P ñèãíàòóðó

σ(P ) = (n1, . . . , nr|m1, . . . , ms), n1 ≥ . . . ≥ nr ≥ 0, m1 ≥ . . . ≥ ms ≥ 0.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≥ 2 è s ≥ 1. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïîëîæèì
ðàâíûìè íóëþ íåäîñòàþùèå êîìïîíåíòû. Ãëàâíîé ÷àñòüþ ñèãíàòóðû σ(P ) íàçîâ¼ì ïàðó
ν(P ) = (n1, n2), åñëè n1 + n2 ≥ 2m1 è ïàðó ν∗(P ) = (m1,m1), åñëè n1 + n2 < 2m1. Â ïåðâîì
ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèãíàòóðà σ(P ) èìååò âåùåñòâåííóþ ãëàâíóþ ÷àñòü, à âî âòî-
ðîì, ÷òî ñèãíàòóðà σ(P ) èìååò êîìïëåêñíóþ ãëàâíóþ ÷àñòü. Ðàçíîñòü ìåæäó n è ñóììîé
êîìïîíåíò ãëàâíîé ÷àñòè íàçîâ¼ì äåôåêòîì ñèãíàòóðû σ(P ). Áóäåì îáîçíà÷àòü äåôåêò ñèì-
âîëîì d(P ). Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ÷åì ìåíüøå äåôåêò d(P ), òåì ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó
ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå (1), èñïîëüçóÿ íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ. Áîëåå òîãî,
åñëè äåôåêò íå ïðåâîñõîäèò 1, òî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå íàñòîÿùåé ðàáîòû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P ñèãíàòóðà σ(P ) óðàâíåíèÿ (1) íå

ìåíÿåòñÿ.
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à) Åñëè ñèãíàòóðà σ(P ) èìååò âåùåñòâåííóþ ãëàâíóþ ÷àñòü ν(P ) = (k, l), k ≥ l ≥ 0,
òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), òàêàÿ, ÷òî â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

aku
(n−k,k)
ξη + ak+1u

(n−k−1,k+1)
ξη + . . . + an−lu

(l,n−l)
ξη = F , (12)

ãäå ai = ai(ξ, η), F çàâèñèò îò ξ, η, u è ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííûì ξ è η ïîðÿäêè
êîòîðûõ ìåíüøå n.

Åñëè ïðè ýòîì äåôåêò d(P ) ðàâåí 0, òî óðàâíåíèå (12) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u
(n−k,k)
ξη = F1, F1 = F/ak.

Åñëè äåôåêò d(P ) = 1, òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ s = s(ξ, η),
t = t(ξ, η) òàêàÿ, ÷òî óðàâíåíèå (12) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

k∑
j=0

Cj
ku

(n−j−1,j+1)
st = Φ, Φ = Φ(s, t, u, . . .)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.
á) Åñëè ñèãíàòóðà σ(P ) èìååò êîìïëåêñíóþ ãëàâíóþ ÷àñòü ν∗(P ) = (m,m), n > m > 0,

òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), òàêàÿ, ÷òî â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ, ó êîòîðîãî âñå
êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç n−2m+1 ïîñëåäíèõ
êîýôôèöèåíòîâ aj, j = 2m, 2m + 1, . . . , n, ò. å.

m−1∑
i=0

(
f2iu

(n−2i,2i)
ξη + g2i+1u

(n−2i−1,2i+1)
ξη

)
+

n∑
j=2m

aju
(n−j,j)
ξη = F , (13)

ãäå êîýôôèöèåíò f2i, i = 0, 1, . . . , m − 1, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîýôôèöèåíòîâ
aj, j = 2m, 2m + 1, . . . , n, ñ ÷¼òíûìè èíäåêñàìè j, à êîýôôèöèåíò g2i+1, i = 0, 1, . . . , m − 1,
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîýôôèöèåíòîâ aj, j = 2m, 2m + 1, . . . , n, ñ íå÷¼òíûìè
èíäåêñàìè j.

Åñëè äåôåêò d(P ) ≤ 1, òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ s = s(ξ, η),
t = t(ξ, η) òàêàÿ, ÷òî óðàâíåíèå (13) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

m∑
i=0

Ci
mu

(n−2i,2i)
st = Φ, Φ = Φ(s, t, u, . . .)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ïî óñëîâèþ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (5), ñîîòâåòñòâóþùåå

óðàâíåíèþ (1), èìååò äâà âåùåñòâåííûõ îáùèõ èíòåãðàëà ϕ(x, y)=const, ψ(x, y)=const êðàò-
íîñòåé k è l, ñîîòâåòñòâåííî, Âûïîëíèì çàìåíó ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), åñëè l > 0 è çàìåíó
ξ = ϕ(x, y), η = η(x, y) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ãäå ôóíêöèÿ η(x, y) òàêîâà, ÷òî ýòà çàìåíà
íåâûðîæäåíà. Ââèäó ëåììû 3, óðàâíåíèå (1) â íîâûõ ïåðåìåííûõ áóäåò èìåòü âèä (12).

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî äåôåêò d(P ) = 0. Òîãäà
óðàâíåíèå (12) ïðèìåò âèä

aku
(n−k,k)
ξη = F.

8



Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ak, ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðåáóåìîãî âèäà.
Ïóñòü òåïåðü äåôåêò d(P ) = 1. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (12),

aku
(n−k,k)
ξη + ak+1u

(n−k−1,k+1)
ξη = F. (14)

Âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

ak(dη)n−k(dξ)k − ak+1(dη)n−k−1(dξ)k+1 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà îáùèõ èíòåãðàëà. Ïåðâûé èíòåãðàë η=const êðàòíîñòè n − 1, à
âòîðîé � íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ akdη − ak+1dξ = 0. Ïóñòü ω(ξ, η) = c, ãäå c � íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà, � îáùèé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, âûðàçèì
η = h(ξ, c). Ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå s = η − h(ξ, c), t = η. Ëåãêî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà uξ = −ushξ, uη = us + ut è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ p è q

u
(p,q)
ξη = (−1)php

ξ

q∑
i=0

Ci
qu

(p+q−i,i)
st + . . . ,

ãäå òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ < p + q. Óðàâíåíèå
(14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîì âèäå

(−1)n−kakh
n−k
ξ

k∑
i=0

Ci
ku

(n−i,i)
st + (−1)n−k−1ak+1h

n−k−1
ξ

k+1∑
i=0

C i
k+1u

(n−i,i)
st = Φ1.

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

(−1)n−khn−k−1
ξ

k∑
i=0

(
akhξC

i
k − ak+1C

i
k+1

)
u

(n−i,i)
st +

‘ + (−1)n−k−1ak+1h
n−k−1
ξ u

(n−k−1,k+1)
st = Φ1.

Òàê êàê akhξ = ak+1, òî

(−1)n−khn−k−1
ξ

k∑
i=0

ak+1

(
Ci

k − Ci
k+1

)
u

(n−i,i)
st +

+(−1)n−k−1ak+1h
n−k−1
ξ u

(n−k−1,k+1)
st = Φ1.

Ââèäó èçâåñòíîãî ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ: Ci
k − Ci

k+1 = −Ci−1
k , ïîëó÷èì

(−1)n−k−1hn−k−1
ξ

k∑
i=1

Ci−1
k ak+1u

(n−i,i)
st + (−1)n−k−1ak+1h

n−k−1
ξ u

(n−k−1,k+1)
st = Φ1.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà (−1)n−k−1hn−k−1
ξ ak+1

k∑
i=1

C i−1
k u

(n−i,i)
st + u

(n−k−1,k+1)
st = Φ, Φ = Φ1/(−1)n−k−1hn−k−1

ξ ak+1.
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Ïîëàãàÿ j = i− 1 è âíîñÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïîä çíàê ñóììû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
k∑

j=0

Cj
ku

(n−j−1,j+1)
st = Φ.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
á) Ïî óñëîâèþ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (5) èìååò äâà êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûõ

îáùèõ èíòåãðàëà ϕ(x, y) ≡ α(x, y) + iβ(x, y) =const, ϕ∗(x, y) ≡ α(x, y) − iβ(x, y)=const êðàò-
íîñòè m. Âûïîëíèì çàìåíó ξ = α(x, y), η = β(x, y). Òîãäà íîâûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ
(2) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (9) èç ëåììû 3. Ïðèðàâíÿâ â êàæäîì èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (9)
ê 0 äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò
÷¼òíîñòè è íå÷¼òíîñòè n è m, ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà n è m ÷¼òíû, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä









a0 − a2 + a4 − . . . + (−1)n/2an = 0,
−2a2 + 4a4 − . . . + (−1)n/2nan = 0,

−2a2 + 3 · 4a4 − . . . + (−1)n/2n(n− 1)an = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(−1)m/2−1(m− 2)!am−2 + (−1)m/2 m!
2!

am+

+(−1)m/2+1 (m+2)!
4!

am+2 + . . . + (−1)n/2 n!
(n−m+2)!

an = 0,

(−1)m/2m!am + (−1)m/2+1 (m+2)!
3!

am+2 + . . . + (−1)n/2 n!
(n−m+1)!

an = 0,



a1 − a3 + a5 − . . .− (−1)n/2an−1 = 0,
a1 − 3a3 + 5a5 − . . .− (−1)n/2(n− 1)an−1 = 0,

−2 · 3a3 + 4 · 5a5 − . . .− (−1)n/2(n− 2)(n− 1)an−1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−(−1)m/2(m− 1)!am−1 − (−1)m/2+1 (m+1)!
3!

am+1 − . . .

. . .− (−1)n/2 (n−1)!
(n−m+1)!

an−1 = 0,

−(−1)m/2(m− 1)!am−1 − (−1)m/2+1 (m+1)!
2!

am+1 − . . . (−1)n/2 (n−1)!
(n−m)!

an−1 = 0,

Âèäíî, ÷òî îíà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò
êîýôôèöèåíòû ai ñ ÷¼òíûìè èíäåêñàìè, à âòîðàÿ � ñ íå÷¼òíûìè. Ïðè÷¼ì, ïåðâàÿ ïîäñèñòåìà
ñîäåðæèò n/2+1 êîýôôèöèåíòîâ a0, a2, . . ., an, à âòîðàÿ � n/2 êîýôôèöèåíòîâ a1, a3, . . . , an−1.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïåðâóþ ïîäñèñòåìó. Îíà ñîñòîèò èç m óðàâíåíèé. Â êàæäîì èç
óðàâíåíèé îñòàâèì ñëàãàåìûå ñîäåðæàùèå êîýôôèöèåíòû a0, a2, . . . , a2(m−1) â ëåâîé ÷àñòè,
à îñòàëüíûå � ïåðåíåñ¼ì â ïðàâóþ. Ïîëó÷åííóþ ïîäñèñòåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòå-
ìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî m íåèçâåñòíûõ a0, a2, . . . , a2(m−1). Ïåðåéä¼ì îò ýòîé
ñèñòåìû ê ðàâíîñèëüíîé. Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà -1 è ïðèáàâèì ê òðåòüåìó óðàâíå-
íèþ. Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå òðåòüå óðàâíåíèå óìíîæèì íà -3 è ïðèáàâèì ê ÷åòâ¼ðòîìó è ò.
ä. Íàêîíåö, m−1�å óðàâíåíèå óìíîæèì íà −2m+5 è ïðèáàâèì ê m�ó óðàâíåíèþ. Ïðè ýòîì
ìû ñ÷èòàåì, ÷òî m > 2, òàê êàê ïðè m = 2 ìû óæå èìååì ñèñòåìó òðåóãîëüíîãî âèäà. Â
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ðåçóëüòàòå âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåóãîëüíîãî âèäà




a0 − a2 + a4 − . . .− a2(m−1) = −a2m + . . .− (−1)n/2an,
−2a2 + 4a4 − . . .− 2(m− 1)a2(m−1) = −2ma2m + . . .− (−1)n/2nan,
−2 · 4a4 − . . .− 2(m− 1)2(m− 2)a2(m−1) =

= −2m2(m− 1)a2m + . . .− (−1)n/2n(n− 2)an,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15)
2 · 4 · 6 . . . (2m− 4)a2(m−2) − 4 · 6 · 8 . . . (2m− 2)a2(m−1) =

= −6 · 8 · 10 . . . 2ma2m + . . .− (−1)n/2(n− 2m + 6)×
×(n− 2m + 8) . . . nan,

−2 · 4 · 6 . . . (2m− 2)a2(m−1) =
= −4 · 6 · 8 . . . 2ma2m + . . .− (−1)n/2(n− 2m + 4)(n− 2m + 6) . . . nan.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ, òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
a2i =

∑n/2
q=m c2i,2qa2q, i = 0, . . . , m− 1, ãäå c2i,2q � íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî n = 2m, ò. å. äåôåêò óðàâíåíèÿ (1) â òî÷êå P ðàâåí 0. Òîãäà â
ñèñòåìå (15) ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò îò îäíîãî êîýôôèöèåíòà an. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì:
a2i = Ci

man, i = 0, . . . , m− 1.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ êîýôôèöèåíòû aj ñ íå÷¼òíûìè èí-

äåêñàìè j. Îñòàâèì â êàæäîì óðàâíåíèè ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå êîýôôèöèåíòû a1, a3, . . . , a2m−1

â ëåâîé ÷àñòè, à îñòàëüíûå � ïåðåíåñ¼ì â ïðàâóþ. Ïîëó÷èì êâàäðàòíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ a1, a3, . . . , a2m−1. Âû÷èñëèâ îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû,
çàìåòèì, ÷òî îí îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå: a2i+1 =

∑n/2−1
q=m c2i+1,2q+1a2q+1, i = 0, . . . , m− 1, ïðè íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñ-

ëàõ c2i+1,2q+1. Åñëè æå n = 2m, ò. å. äåôåêò d(P ) = 0, òî ïîäñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé
è a1 = a3 = . . . = an−1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äåôåêò ðàâåí íóëþ, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ
ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∑m
i=0 Ci

mu
(n−2i,2i)
xy = Φ.

Ñëó÷àé, êîãäà n � ÷¼òíî, à m � íå÷¼òíî ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü äàëåå n �íå÷¼òíî, à m � ÷¼òíî. Òîãäà èç ñèñòåìû (9) ïîëó÷èì ñèñòåìó
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







a0 − a2 + a4 − . . . + (−1)(n−1)/2an−1 = 0,

−2a2 + 4a4 − . . . + (−1)(n−1)/2(n− 1)an−1 = 0,

−2a2 + 3 · 4a4 − . . . + (−1)(n−1)/2(n− 2)(n− 3)an−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(−1)m/2−1(m− 2)!am−2 + (−1)m/2 m!
2!

am+

+(−1)m/2+1 (m+2)!
4!

am+2 + . . . + (−1)(n−1)/2 (n−1)!
(n−m+1)!

an = 0,

(−1)m/2m!am + (−1)m/2+1 (m+2)!
3!

am+2 + . . .

. . . + (−1)(n−1)/2 (n−1)!
(n−m)!

an−1 = 0,





a1 − a3 + a5 − . . .− (−1)(n+1)/2an = 0,

a1 − 3a3 + 5a5 − . . .− (−1)(n+1)/2nan = 0,

−2 · 3a3 + 4 · 5a5 − . . .− (−1)(n+1)/2n(n− 1)an = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−(−1)m/2(m− 1)!am−1 − (−1)m/2+1 (m+1)!
3!

am+1 − . . .
. . .− (−1)(n+1)/2 n!

(n−m+2)!
an = 0,

−(−1)m/2(m− 1)!am−1 − (−1)m/2+1 (m+1)!
2!

am+1 − . . .
. . .− (−1)(n+1)/2 n!

(n−m+1)!
an = 0,

êîòîðàÿ, êàê ëåãêî çàìåòèòü, ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû, ïåðâàÿ èç êîòî-
ðûõ ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû ai ñ ÷¼òíûìè èíäåêñàìè i, à âòîðàÿ � ñ íå÷¼òíûìè. Ïðè÷¼ì,
êàæäàÿ èç ïîäñèñòåì ñîäåðæèò ïî (n + 1)/2 êîýôôèöèåíòîâ. Â ïåðâîé ïîäñèñòåìå îñòàâèì
m êîýôôèöèåíòîâ a0, a2, . . . , a2(m−1) â ëåâîé ÷àñòè, à îñòàëüíûå � ïåðåíåñ¼ì â ïðàâóþ ÷àñòü.
Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé ïîäñèñòåìû, êîýôôèöèåíòû a1, a3, . . . , a2m−1 îñòàâèì â ëåâîé ÷àñòè,
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à îñòàëüíûå ïåðåíåñ¼ì â ïðàâóþ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó








a0 − a2 + a4 − . . .− a2(m−1) =
= −a2m + . . .− (−1)(n−1)/2an−1,

−2a2 + 4a4 − . . .− 2(m− 1)a2(m−1) =
= −2ma2m + . . .− (−1)(n−1)/2(n− 1)an−1,

−2a2 + 3 · 4a4 − . . .− (2m− 2)(2m− 3)a2(m−1) =
= −2m(2m− 1)a2m + . . .− (−1)(n−1)/2(n− 2)(n− 1)an−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(−1)m/2−1(m− 2)!am−2 + (−1)m/2 m!
2!

am+

+(−1)m/2+1 (m+2)!
4!

am+2 + . . . + (−1)m−1 (2m−2)!
m!

a2(m−1) =

= − (2m)!
(m+2)!

a2m + . . .− (−1)(n−1)/2 (n−1)!
(n−m+1)!

an−1,

(−1)m/2m!am + (−1)m/2+1 (m+2)!
3!

am+2 + . . . + (−1)m−1 (2m−2)!
(m−1)!

a2(m−1) =

= − (2m)!
(m+1)!

a2m − . . .− (−1)(n−1)/2 (n−1)!
(n−m)!

an−1,





a1 − a3 + a5 − . . .− a2m−1 =
= −a2m+1 + . . . + (−1)(n+1)/2an,

a1 − 3a3 + 5a5 − . . .− (2m− 1)a2m−1 =
= −(2m + 1)a2m+1 + . . . + (−1)(n+1)/2nan,

−2 · 3a3 + 4 · 5a5 − . . .− (2m− 2)(2m− 1)a2m−1 =
= −2m(2m + 1)a2m+1 + . . . + (−1)(n+1)/2n(n− 1)an,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−(−1)m/2(m− 1)!am−1 − (−1)m/2+1 (m+1)!
3!

am+1 − . . .− (2m−1)!
(m+1)!

a2m−1 =

= − (2m+1)!
(m+3)!

a2m+1 + . . . + (−1)(n+1)/2 n!
(n−m+2)!

an,

−(−1)m/2(m− 1)!am−1 − (−1)m/2+1 (m+1)!
2!

am+1 − . . .− (2m−1)!
m!

a2m−1 =

= − (2m+1)!
(m+2)!

a2m+1 + . . . + (−1)(n+1)/2 n!
(n−m+1)!

an.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ ïîäñèñòåìó. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà -1 è ïðèáàâèì êî âòîðîìó
óðàâíåíèþ. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå óìíîæèì íà -2 è ïðèáàâèì ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ è ò. ä.
Íàêîíåö, m − 1�å óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óìíîæèì íà −m + 1 è ïðèáàâèì ê m�
ó óðàâíåíèþ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé. Áîëåå òîãî, åñëè â ýòîé ñèñòåìå
êîýôôèöèåíòû a1, a3, , . . . , an çàìåíèòü íà êîýôôèöèåíòû a0, a2, . . . , an−1, ñîîòâåòñòâåííî, òî
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ïîëó÷èòñÿ ïåðâàÿ ïîäñèñòåìà. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïåðâóþ ïîäñèñòåìó.
Âòîðîå óðàâíåíèå ïåðâîé ïîäñèñòåìû óìíîæèì íà -1 è ïðèáàâèì ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ.

Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå óìíîæèì òðåòüå óðàâíåíèå íà -2 è ïðèáàâèì ê ÷åòâ¼ðòîìó, è ò. ä., è
íàêîíåö m − 1�å óðàâíåíèå óìíîæèì íà −m + 2 è ïðèáàâèì ê m�ìó óðàâíåíèþ. Ïîëó÷èì
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ a0, a2, . . . , a2(m−1). Ìàòðèöà ýòîé ñè-
ñòåìû èìååò òðåóãîëüíûé âèä, ïðè÷¼ì, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè âñå ýëåìåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: a2i =

∑(n−1)/2
q=m e2i,2qa2q, i =

0, . . . , m − 1, è, àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîé ñèñòåìû: a2i+1 =
∑(n−1)/2

q=m e2i+1,2q+1a2q+1, i =
0, . . . , m− 1, ãäå eα,β � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Åñëè n = 2m + 1, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äâà ïîñëåäíèõ êîýôôèöèåíòà ïî ôîðìóëàì

a2i = Ci
man−1, a2i+1 = Ci

man, i = 0, . . . , m− 1, (16)

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé, êîãäà n è m íå÷¼òíû ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà äåôåêò

óðàâíåíèÿ ðàâåí 1. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà n � íå÷¼òíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå èìååò ïàðó êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûõ îáùèõ èíòåãðàëîâ êðàòíîñòè (n−1)/2 è îäèí
âåùåñòâåííûé îáùèé èíòåãðàë êðàòíîñòè 1. Ââèäó ðàçîáðàííîãî âûøå ñëó÷àÿ è ôîðìóëû
(16), ìîæíî òàê âûáðàòü íîâûå ïåðåìåííûå ξ è η, ÷òî óðàâíåíèå (2) çàïèøåòñÿ â òàêîì âèäå

an−1

m∑
i=0

Ci
mu

(n−2i,2i)
ξη + an

m∑
i=0

Ci
mu

(n−2i−1,2i+1)
ξη = F . (17)

Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò îáùèå èíòåãðàëû: η+iξ = const, η−
iξ = const, f(ξ, η) = const, ïðè÷¼ì, ïåðâûå äâà èìåþò êðàòíîñòè m, à ïîñëåäíèé � êðàòíîñòü
1. Ïðåäñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (17) â òàêîì âèäå

(an−1λ− an)
m∑

i=0

Ci
mλn−2i−1 = 0, λ =

dη

dξ
.

Òîãäà îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ
dη

dξ
=

an

an−1

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f(ξ, η) =const. Ïóñòü g(ξ, η) =const � îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

dη

dξ
= − an

an−1

.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ f(ξ, η) = c, g(ξ, η) = c, c=const, â
òàêîì âèäå: η = h(ξ, c) è ξ = k(η, c). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

an−1(ξ, η)
dh(ξ, c)

dξ
= an(ξ, η), −an−1(ξ, η)

dk(η, c)

dη
= an(ξ, η).

Ïîëîæèì s = ξ−k(η, c), t = η−h(ξ, c). Â ýòèõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (17) áóäåò èìåòü íîâûå
êîýôôèöèåíòû

â0 =
m∑

j=0

Cj
m

(
an−1k

2j
η − ank

2j+1
η

)
,
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âi =
m∑

j=0

Cj
m

[
an−1

2j∑
q=0

Cq
2jC

i+q−2j
n−2j (−kη)

q (−hξ)
i+q−2j +

+an

2j+1∑
q=0

Cq
2j+1C

i+q−2j−1
n−2j−1 (−kη)

q (−hξ)
i+q−2j−1

]
, i = 1, . . . , n− 1,

ân =
m∑

j=0

Cj
m

(
an−1 (−hξ)

n−2j + an (−hξ)
n−2j−1

)
.

Òàê êàê kη = −hξ, òî ýòè êîýôôèöèåíòû ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîì âèäå

â0 =
m∑

j=0

Cj
m

(
an−1h

2j
ξ + anh2j+1

ξ

)
,

âi =
m∑

j=0

Cj
m

[
an−1

2j∑
q=0

Cq
2jC

i+q−2j
n−2j hq

ξ (−hξ)
i+q−2j +

+an

2j+1∑
q=0

Cq
2j+1C

i+q−2j−1
n−2j−1 hq

ξ (−hξ)
i+q−2j−1

]
, i = 1, . . . , n− 1,

ân =
m∑

j=0

Cj
m

(
an−1 (−hξ)

n−2j + an (−hξ)
n−2j−1

)
.

Ââèäó ðàâåíñòâà −an−1hξ + an = 0, êîýôôèöèåíò ân ðàâåí 0. Ïåðåïèøåì êîýôôèöèåíò âi,
i = 1, . . . , n− 1, êàê ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé hξ, ïîëó÷èì

âi =
n∑

p=0

hp
ξ




(i+p)/2∑

j=(i−p)/2

Cj
man−1C

j+(p−i)/2
2j C

−j+(i+p)/2
n−2j (−1)j+(p+i)/2 +

+

(i+p−1)/2∑

j=(i−p−1)/2

Cj
manC

j+(p−i+1)/2
2j+1 C

−j+(i+p−1)/2
n−2j−1 (−1)j+(p+i−1)/2


 . (18)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ i è p òîëüêî îäíà ñóììà, ñòîÿùàÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ,
áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ, òàê êàê âûðàæåíèÿ (i+p)/2 è (i+p−1)/2 íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî
öåëûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó ôîðìóëó (18) óäîáíî ðàñïèñàòü îòäåëüíî äëÿ ÷¼òíûõ çíà÷åíèé i
è îòäåëüíî � äëÿ íå÷¼òíûõ. Ïðè i = 2q, èìååì

â2q =
m∑

p=0

(
h2p

ξ

q+p∑
j=q−p

(−1)j+p+q Cj
man−1C

j+p−q
2j C−j+p+q

n−2j +

+h2p+1
ξ

q+p∑
j=q−p−1

(−1)j+p+q Cj
manC

j+p−q+1
2j+1 C−j+p+q

n−2j−1

)
, q = 1, 2, . . . , m.
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Ïðè i = 2q − 1, èìååì àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî

â2q−1 =
m∑

p=0

(
h2p

ξ

q+p−1∑
j=q−p−1

(−1)j+p+q−1 Cj
manCj+p−q+1

2j+1 C−j+p+q−1
n−2j−1 +

+h2p+1
ξ

q+p∑
j=q−p−1

(−1)j+p+q Cj
man−1C

j+p−q+1
2j C−j+p+q

n−2j

)
, q = 1, 2, . . . , m.

Èñïîëüçóÿ äâîéíóþ èíäóêöèþ (ïî q è ïî p), ìîæíî ïðîâåðèòü ôîðìóëû:

â2q =
m∑

p=0

(
an−1C

q
mCp

mh2p
ξ + anC

q
mCp

mh2p+1
ξ

)
= Cq

mâ0,

â2q−1 =
m∑

p=0

(
anCq−1

m Cp
mh2p

ξ − an−1C
q−1
m Cp

mh2p+1
ξ

)
= Cq−1

m ân, q = 1, 2, . . . , m.

Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâûõ ïåðåìåííûõ s è t óðàâíåíèå (17) ïåðåïèøåòñÿ â òàêîì âèäå

â0

m∑
j=0

Cj
mu

(n−2j,2j)
st = F̂ .

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà â0, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óðàâíåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ýòîé òåîðåìû, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷åò-

â¼ðòîãî ïîðÿäêà.

� 3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 4�ãî ïîðÿäêà

Âàæíîñòü ýòîãî ñëó÷àÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè n < 4 èçâåñòíà êëàññè-
ôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n�ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè,
à ñ äðóãîé, çíà÷åíèå n = 4 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ÿâíûå ôîðìó-
ëû, âûðàæàþùèå êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç åãî êîýôôèöèåíòû è äëÿ êîòîðîãî
ìîæíî ÿâíî óêàçàòü îáëàñòè, â êîòîðûõ òèï óðàâíåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Êàê õîðîøî èçâåñòíî
èç îáùåãî êóðñà àëãåáðû, ïðè n > 4 òàêèõ ôîðìóë óæå íå ñóùåñòâóåò ò. å. îáùåå óðàâíåíèå
n�ãî ïîðÿäêà ïðè n > 4 íå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ.

Ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå 4�ãî ïîðÿäêà

a0u
(4)
x + a1u

(3,1)
xy + a2u

(2,2)
xy + a3u

(1,3)
xy + a4u

(4)
y = F, (19)

ñ íåïðåðûâíûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai = ai(x, y), i = 0, . . . , 4, è ïðàâîé ÷àñòüþ
F , çàâèñÿùåé îò x, y, u, à òàêæå îò ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u ïîðÿäêîâ íå ïðåâîñõîäÿùèõ 3.

Âûïîëíÿÿ íåâûðîæäåííóþ çàìåíó íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), ïî-
ëó÷èì íîâîå óðàâíåíèå

a0u
(4)
ξ + a1u

(3,1)
ξη + a2u

(2,2)
ξη + a3u

(1,3)
ξη + a4u

(4)
η = F, (20)
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êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èìåþò ñëåäóþùèé âèä

a0 = a0ξ
4
x + a1ξ

3
xξy + a2ξ

2
xξ

2
y + a3ξxξ

3
y + a4ξ

4
y ,

a1 = 4a0ξ
3
xηx + a1

(
ξ3
xηy + 3ξ2

xξyηx

)
+ 2a2

(
ξ2
xξyηy + ξxξ

2
yηx

)
+ a3

(
ξ3
yηx + 3ξxξ

2
yηy

)
+ 4a4ξ

3
yηy,

a2 = 6a0ξ
2
xη

2
x + 3a1

(
ξ2
xηxηy + ξxξyη

2
x

)
+ a2

(
ξ2
xη

2
y + 4ξxξyηxηy + ξ2

yη
2
x

)
+

+3a3

(
ξ2
yηxηy + ξxξyη

2
y

)
+ 6a4ξ

2
yη

2
y,

a3 = 4a0ξxη
3
x + a1

(
3ξ2

xηy + ξyη
3
x

)
+ 2a2

(
ξyη

2
xηy + ξxηxη

2
y

)
+ a3

(
ξxη

3
y + 3ξyηxη

2
y

)
+ 4a4ξyη

3
y,

a4 = a0η
4
x + a1η

3
xηy + a2η

2
xη

2
y + a3ηxη

3
y + a4η

4
y.

Âûáåðåì ïåðåìåííûå ξ è η òàê, ÷òîáû óðàâíåíèå (20) èìåëî íàèáîëåå ïðîñòîé âèä.
Ñîïîñòàâèì óðàâíåíèþ (19) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

a0(dy)4 − a1(dy)3dx + a2(dy)2(dx)2 − a3dy(dx)3 + a4(dx)4 = 0, (21)

ïî êîòîðîìó ïîñòðîèì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

a0λ
4 − a1λ

3 + a2λ
2 − a3λ + a4 = 0. (22)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó P = (x, y), â êîòîðîé îïðåäåëåíî èñõîäíîå óðàâíåíèå (19). Â
ýòîé òî÷êå óðàâíåíèå (22) èìååò 4 êîðíÿ (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé
òî÷êå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P ñèãíàòóðà ñîâïàäàåò ñ ñèãíàòóðîé â ñàìîé òî÷êå P .
Â ýòîé îêðåñòíîñòè ìîæíî òàê îïðåäåëèòü ôóíêöèè ξ è η, ÷òî íîâîå óðàâíåíèå (20) áóäåò
èìåòü áîëåå ïðîñòîé âèä.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî â òî÷êå P óðàâíåíèå (22) èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü
êðàòíîñòè 4. Òîãäà èç îñíîâíîé òåîðåìû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè P óðàâíåíèå (19) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

u(4)
η = Φ.

Ïóñòü äàëåå â òî÷êå P óðàâíåíèå (22) èìååò ïàðó ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Åñëè ýòè êîðíè
âåùåñòâåííûå è èìåþò êðàòíîñòè 3 è 1, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u
(1,3)
ξη = Φ,

åñëè æå îíè îáà êðàòíîñòè 2, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u
(2,2)
ξη = Φ.

Åñëè â òî÷êå P àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé êðàò-
íîñòè 2, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u
(4)
ξ + 2u

(2,2)
ξη + u(4)

η = Φ.

Ïóñòü äàëåå â òî÷êå P óðàâíåíèå èìååò òðè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Òîãäà îäèí
èç íèõ èìååò êðàòíîñòü 2 è óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u
(3,1)
st + 2u

(2,2)
st + u

(1,3)
st = Φ̂.
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Åñëè â òî÷êå P èìååòñÿ ïàðà êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé è îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü
êðàòíîñòè 2, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

a2u
(2,2)
ξη + a3u

(1,3)
ξη + a4u

(4)
η = Φ.

Ïóñòü íàêîíåö â òî÷êå P èìååòñÿ 4 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Åñëè ñðåäè íèõ åñòü äâà âåùåñòâåí-
íûõ, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

a1u
(3,1)
ξη + a2u

(2,2)
ξη + a3u

(1,3)
ξη = Φ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå P èìååòñÿ 4 ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ êîðíÿ. Êàê áûëî óñòàíîâëå-
íî â îñíîâíîé òåîðåìå, ìîæíî òàê ïîäîáðàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ, ÷òî íîâûå êîýôôèöèåíòû
áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì {

a0 − a2 + a4 = 0,
a1 − a3 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, a0 = a2 − a4, a1 = a3, è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

(a2 − a4)u
(4)
ξ + a3u

(3,1)
ξη + a2u

(2,2)
ξη + a3u

(1,3)
ξη + a4u

(4)
η = Φ.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíà
Òåîðåìà 2. Ïóñòü â òî÷êå P îïðåäåëåíî óðàâíåíèå (19) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó àëãåá-

ðàè÷åñêîå óðàâíåíèå (22). Òîãäà
à) åñëè â òî÷êå P è íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè óðàâíåíèå (22) èìååò îäèí âåùåñòâåííûé

êîðåíü êðàòíîñòè 4, òî â ýòîé îêðåñòíîñòè óðàâíåíèå (19) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u(4)
η = Φ.

á) åñëè â òî÷êå P è íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè óðàâíåíèå (22) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ, òî â ýòîé îêðåñòíîñòè óðàâíåíèå (19) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u
(1,3)
ξη = Φ,

â ñëó÷àå, åñëè êîðíè âåùåñòâåííûå è èìåþò êðàòíîñòè 3 è 1; è ê âèäó

u
(2,2)
ξη = Φ,

â ñëó÷àå, åñëè îáà êîðíÿ âåùåñòâåííûå è èìåþò êðàòíîñòè 2; ê âèäó

u
(4)
ξ + 2u

(2,2)
ξη + u(4)

η = Φ,

â ñëó÷àå, åñëè êîðíè êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûå è èìåþò êðàòíîñòè 2.
â) åñëè â òî÷êå P è íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè óðàâíåíèå (22) èìååò òðè ðàçëè÷íûõ

êîðíÿ, òî â ýòîé îêðåñòíîñòè óðàâíåíèå (19) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u
(3,1)
ξη + 2u

(2,2)
ξη + u

(1,3)
ξη = Φ,

â ñëó÷àå, åñëè âñå êîðíè âåùåñòâåííûå; óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

a2u
(2,2)
ξη + a3u

(1,3)
ξη + a4u

(4)
η = Φ,
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â ñëó÷àå, åñëè äâà êîðíÿ êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûå è îäèí � âåùåñòâåííûé êðàòíîñòè 2.
ã) åñëè â òî÷êå P è íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè óðàâíåíèå (22) èìååò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ

êîðíÿ, òî â ýòîé îêðåñòíîñòè óðàâíåíèå (19) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

a1u
(3,1)
ξη + a2u

(2,2)
ξη + a3u

(1,3)
ξη = Φ,

â ñëó÷àå, åñëè ñðåäè êîðíåé ñîäåðæàòñÿ äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ; óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó

(a2 − a4)u
(4)
ξ + a3u

(3,1)
ξη + a2u

(2,2)
ξη + a3u

(1,3)
ξη + a4u

(4)
η = Φ.

â ñëó÷àå, åñëè âñå êîðíè êîìïëåêñíûå.
Âî âñåõ ïóíêòàõ Φ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ξ, η, u è ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè

u ïî ξ è η ïîðÿäêîâ íå ïðåâîñõîäÿùèõ 3.

ß íå çíàþ, ìîæíî ëè óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûå â ïóíêòàõ ã), ä) ïðèâåñòè ê áîëåå ïðîñòîìó
âèäó (èñêëþ÷àÿ, ðàçóìååòñÿ òðèâèàëüíîå óïðîùåíèå � ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò).
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