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Àííîòàöèÿ

Äëÿ êàæäîãî ãåíåòè÷åñêîãî êîäà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîðîæäàþùèõ è íå áîëåå ÷åì
îäíèì ñîîòíîøåíèåì ââîäèòñÿ ãðóïïó êîñ ýòîãî ãåíåòè÷åñêîãî êîäà. Ïðåäëîæåííàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ âêëþ÷àåò ãðóïïó êîñ ïëîñêîñòè, ãðóïïû êîñ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ïî-
âåðõíîñòåé, ãðóïïû êîñ Àðòèíà-Áðèñêîðíà ñåðèè B è ïîçâîëÿåò èçó÷àòü âñå ýòè ãðóïïû
ñ åäèíûõ ïîçèöèé. Äàëåå âûÿñíÿåòñÿ ñòðîåíèå ãðóïïû êîñ ãåíåòè÷åñêîãî êîäà, ñòðîèòñÿ
íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñëîâ, èññëåäóåòñÿ êðó÷åíèå, âû÷èñëÿåòñÿ øèðèíà âåðáàëüíûõ ïîä-
ãðóïï è óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå ñâîéñòâà. Òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû êîñ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿ, íàéäåííàÿ â ðàáîòå
Ñêîòòà, ïðîòèâîðå÷èâà.

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ãðóïïàì êîñ è ðàçëè÷íûì èõ
îáîáùåíèÿì [1]�[9]. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåñíîé ñâÿçüþ òåîðèè ãðóïï êîñ ñ òåîðèåé óçëîâ. Òåî-
ðèÿ óçëîâ ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ ìåòîäîâ
è íàïðàâëåíèé, âîçíèêøèõ â ýòîé òåîðèè. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü î ðåçóëüòàòàõ Äæîíñà [10],
ïîñòðîèâøåãî íîâûé ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò óçëîâ, î ðåçóëüòàòàõ Â. À. Âàñèëüåâà [3],
ïîñòðîèâøåãî èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, î ðåçóëüòàòàõ Áèãåëîó è Êðàìåðà [11, 12], äî-
êàçàâøèõ ëèíåéíîñòü ãðóïï êîñ, à òàêæå î ðåçóëüòàòå Äåîðíóà [13], äîêàçàâøåãî, ÷òî ãðóïïà
êîñ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîóïîðÿäî÷åííîé. Êðîìå òîãî, òåîðèÿ óçëîâ òåñíî ñâÿçàíà ñ äðóãèìè îáëà-
ñòÿìè ìàòåìàòèêè è ôèçèêè [14, 15].

Îäíèì èç ïåðâûõ îáîáùåíèé ãðóïïû êîñ ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû êîñ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóå-
ìûõ ïîâåðõíîñòåé, ââåäåííûå Çàðèññêèì [16]. Çàòåì â ðàáîòå Ñêîòòà [17] ðàññìàòðèâàëèñü
ãðóïïû êîñ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé è íàéäåíû ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
ýòèõ ãðóïï, à òàêæå ãðóïï êðàøåíûõ êîñ äëÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé (ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ è
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íàçûâàþò ãåíåòè÷åñêèì êîäîì äàííîé ãðóïïû). Ê ñîæàëåíèþ,
ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé, âûïèñàííàÿ â ýòîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé (ñì. � 2 íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòû). Ãðóïïû êîñ ñôåðû è ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè îòëè÷àþòñÿ îò ãðóïï êîñ äðóãèõ
ïîâåðõíîñòåé è, êàê ïðàâèëî, èçó÷àþòñÿ îòäåëüíî (ñì. [18, 19, 20] ).

Ãîíçàëåñ-Ìåíåñèñ [21] íàøåë íîâîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïï êîñ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé â
âèäå ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Çàòåì Áåëèíäæåðè [22] óïðîñòèë
ýòî ïðåäñòàâëåíèå, à òàêæå íàøåë ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû êîñ
ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì. Â ïðåïðèíòå [23] íàéäåíî ïîëîæèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñ
îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ [21, 22] ðåøåíà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï êîñ, à â ïðåïðèíòå [23] ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ãðóïïû
êîñ B2(T

2) íà äâóõ íèòÿõ òîðà T 2. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ãðóïï êîñ
ïîâåðõíîñòåé îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå íàïîìèíàåòñÿ îïðåäåëåíèå ãðóïïû êîñ ìíîãîîáðàçèÿ (ñì. � 1), ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Ñêîòòà ïðîòèâîðå÷èâî (ñì. � 2). Êàê ñîîáùèë àâòîðó Áåëèíäæåðè,
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ïîñëåäíèé ôàêò òàêæå çàìåòèëè Â. Ñ. Êóëèêîâ èØèìàäà. Äàëåå, â � 3 äëÿ êàæäîãî ãåíåòè÷å-
ñêîãî êîäà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîðîæäàþùèõ è íå áîëåå ÷åì îäíèì ñîîòíîøåíèåì ìû ââåäåì
ãðóïïó êîñ ýòîãî ãåíåòè÷åñêîãî êîäà. Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ âêëþ÷àåò ãðóïïó êîñ ïëîñ-
êîñòè, ãðóïïû êîñ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé, ãðóïïû êîñ Àðòèíà-Áðèñêîðíà
ñåðèè B è ïîçâîëÿåò èçó÷àòü âñå ýòè ãðóïïû ñ åäèíûõ ïîçèöèé. Â � 4 âûÿñíÿåòñÿ ñòðîåíèå
ãðóïïû êîñ ãåíåòè÷åñêîãî êîäà, ñòðîèòñÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñëîâ, èññëåäóåòñÿ êðó÷åíèå,
âû÷èñëÿåòñÿ øèðèíà âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï è óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå ñâîéñòâà.

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû áûëè àíîíñèðîâàíû åùå â 2000 ã. (ñì. [24]), íî ïî ðÿäó
ïðè÷èí íå áûëè ñâîåâðåìåííî îïóáëèêîâàíû.

Áëàãîäàðþ âñåõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà �Ýâàðèñò Ãàëóà�, ïðîñëóøàâøèõ äîêàçàòåëüñòâà è
âíåñøèõ ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé è ïðåäëîæåíèé. Îòäåëüíî áëàãîäàðþ Ì. Â. Íåùàäèìà
çà ïëîäîòâîðíûå äèñêóññèè è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Òàêæå áëàãîäàðþ Â. Â. Âåðøèíèíà,
óêàçàâøåãî ðàáîòó Çàðèññêîãî.

� 1. Ãðóïïû êîñ ìíîãîîáðàçèé

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôàêòû î ãðóïïàõ êîñ ìíîãîîáðàçèé (ñì. [25, � 1.1], [2]).
Ïóñòü M � ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè ≥ 2. Êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì
FnM , n ∈ N, ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå

FnM = {(z1, z2, . . . , zn) ∈
n∏

i=1

M | zi 6= zj ïðè i 6= j}

óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ n ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç M . Åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(FnM)
íàçûâàåòñÿ n�íèòèåâîé ãðóïïîé êðàøåíûõ êîñ ìíîãîîáðàçèÿ M è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
Pn(M). Íà ìíîæåñòâå FnM îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëàãàÿ z ∼ z′, åñëè âåê-
òîð z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ FnM îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðà z′ = (z′1, z

′
2, . . . , z

′
n) ∈ FnM ïåðåñòàíîâêîé

êîìïîíåíò. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(FnM/∼) ôàêòîð�ìíîãîîáðàçèÿ FnM/∼ íàçûâàåòñÿ
n�íèòèåâîé ãðóïïîé êîñ ìíîãîîáðàçèÿ M è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Bn(M). Åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ p : FnM −→ FnM/∼ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé íàêðûâàþùåé ïðîåêöèåé. Ãðóïïà íà-
êðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êàíî-
íè÷åñêèé èçîìîðôèçì

π1(FnM/∼)/π1(FnM) ' Bn(M)/Pn(M) ' Sn.

Åñëè M � çàìêíóòîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, òî îòîáðàæåíèå FnM −→
∏n

i=1 M èíäóöèðóåò
ýïèìîðôèçì Pn(M) −→ π1(M)×. . .×π1(M) ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ Pn(M) íà ïðÿìîå ïðîèçâå-
äåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(M). Áîëåå òîãî, åñëè ðàçìåðíîñòü ìíîãî-
îáðàçèÿ M áîëüøå äâóõ, òî ýòîò ýïèìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ïîýòîìó íàèáîëüøèé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ãðóïïû êîñ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
M ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ãðóïïà êîñBn = Bn(E2) åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2 çàäàåòñÿ ïîðîæäàþùèìè σ1, σ2, . . . , σn−1

è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ïðè i = 1, 2, ..., n− 2,

σiσj = σjσi ïðè |i− j| ≥ 2.

2



Ãðóïïà Pn = Pn(E2) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè aij, 1 ≤ i < j ≤ n, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ïîðîæäàþùèå ãðóïïû Bn ñëåäóþùèì îáðàçîì

ai,i+1 = σ2
i ,

aij = σj−1σj−2 . . . σi+1σ
2
i σ

−1
i+1 . . . σ−1

j−2σ
−1
j−1, i + 1 < j ≤ n.

Äëÿ ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ Pn ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì η : Pn −→ Pn−1 ÿäðî êîòîðîãî
Un = ker(η) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n − 1. Ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn ðàñïàäàåòñÿ â ïî-
ëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû Un, êîòîðàÿ ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòà-
ìè a1n, a2n, . . . , an−1,n è ãðóïïû Pn−1. Àíàëîãè÷íî, Pn−1 ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ñâîáîäíîé ãðóïïû Un−1 ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè a1,n−1, a2,n−1, . . . , an−2,n−1 è ïîäãðóïïû
Pn−2 è ò. ä. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Pn èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

Pn = Un h (Un−1 h (. . . h (U3 h U2)) . . .), Ui ' Fi−1, i = 2, 3, . . . , n.

Ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ïðè ε = ±1)

1) a−ε
ik akja

ε
ik = (aijakj)

ε akj (aijakj)
−ε ,

2) a−ε
kmakja

ε
km = (akjamj)

ε akj (akjamj)
−ε , m < j,

3) a−ε
imakja

ε
im =

[
a−ε

ij , a−ε
mj

]ε
akj

[
a−ε

ij , a−ε
mj

]−ε
, i < k < m,

4) a−ε
imakja

ε
im = akj, k < i; m < j èëè m < k,

ãäå [a, b] = a−1b−1ab.
Ïðè ýòîì ïîðîæäàþùèå ãðóïïû êîñ äåéñòâóþò íà ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ

ïî ôîðìóëàì

1) σ−ε
k aijσ

ε
k = aij, k 6= i− 1, i, j − 1, j,

2) σ−ε
i ai,i+1σ

ε
i = ai,i+1,

3) σ−1
i−1aijσi−1 = ai−1,j,

4) σi−1aijσ
−1
i−1 = ai−1,iai−1,ja

−1
i−1,i,

5) σ−1
i aijσi = ai+1,j[a

−1
i,i+1, a

−1
ij ], j 6= i + 1,

6) σiaijσ
−1
i = ai+1,j, j 6= i + 1,

7) σ−1
j−1aijσj−1 = ai,j−1,

8) σj−1aijσ
−1
j−1 = a−1

ij ai,j−1aij,

9) σ−1
j aijσj = aijai,j+1a

−1
ij ,

10) σjaijσ
−1
j = ai,j+1, 1 ≤ i < j ≤ n− 1,
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(ñì. [26]).
Åñëè n ≥ 3, òî öåíòð ãðóïïû Bn � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëå-

ìåíòîì
(σ1σ2 . . . σn−1)

n = a12(a13a23) . . . (a1na2n . . . an−1,n).

Åñëè M � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, îòëè÷íîå îò ñôåðû S2 è ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè P 2, òî ãðóïïà êîñ Bn(E2) åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2 âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó êîñ
Bn(M) ìíîãîîáðàçèÿ M ïðè âñåõ n ≥ 1.

Ôàäåëü è Íîéâèðò äîêàçàëè, ÷òî åñëèM � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, îòëè÷íîå
îò S2 è P 2, òî â ãðóïïå êîñ Bn(M) íåò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ãðóïïà êîñ Bn(S2) ñôåðû S2 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè δ1, δ2, . . . , δn−1 è îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿìè

δiδi+1δi = δi+1δiδi+1 ïðè i = 1, 2, ..., n− 2,

δiδj = δjδi ïðè |i− j| ≥ 2,

δ1δ2 . . . δn−2δ
2
n−1δn−2 . . . δ2δ1 = 1.

Ïðè ýòîì P2(S
2) = 1, P3(S

2) = B2(S
2) ' Z2, B3(S

2) � ìåòàöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿä-
êà 12. Ïðè n ≥ 3 öåíòð ãðóïïû Bn(S2) � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 2, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì
(δ1δ2 . . . δn−1)

n. Ãðóïïà Bn−1(S
2) íå âëîæèìà â ãðóïïó Bn(S2) ïðè n ≥ 3.

� 2. Î ïðåäñòàâëåíèè Ñêîòòà

Åñëè Tg � êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥ 1, òî ïîðîæäàþùèå è ñî-
îòíîøåíèÿ ãðóïïû êîñ Bn(Tg), n ≥ 1, íàéäåíû â ðàáîòå [17]. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ñèñòåìà
ñîîòíîøåíèé ïðîòèâîðå÷èâà.

Ïîëîæèì T = T1 � êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà 1 (òîð). Ðàññìîòðèì
ãðóïïó êîñ B2(T ) íà äâóõ íèòÿõ è åå ïîäãðóïïó êðàøåíûõ êîñ P2(T ). Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû
1.3 ðàáîòû Ñêîòòà, ãðóïïà P2(T ) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

a12, ρ11, ρ12, ρ21, ρ22
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è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

[ρi2, ρi1] = a12, i = 1, 2, (1.1)

ρ−1
2i ρ1iρ2i = a−1

12 ρ1ia12, i = 1, 2, (2.1)

ρ2iρ1iρ
−1
2i = ρ−1

1i a12ρ1ia
−1
12 ρ1i, i = 1, 2, (2.2)

ρ−1
1i ρ2iρ1i = ρ2ia

−1
12 ρ2ia12ρ

−1
2i , i = 1, 2, (2.3)

ρ1iρ2iρ
−1
1i = a12ρ2ia

−1
12 , i = 1, 2, (2.4)

ρ−1
21 ρ12ρ21 = a−1

12 ρ11a12ρ
−1
11 ρ12a12, (3.1)

ρ21ρ12ρ
−1
21 = ρ−1

11 a12ρ11a
−1
12 ρ12ρ

−1
11 a−1

12 ρ11, (3.2)

ρ−1
11 ρ22ρ11 = ρ22ρ21a12ρ

−1
21 , (3.3)

ρ11ρ22ρ
−1
11 = ρ22a

−1
12 , (3.4)

ρ−1
22 ρ11ρ22 = a−1

12 ρ11, (4.1)

ρ22ρ11ρ
−1
22 = ρ−1

12 a12ρ12ρ11, (4.2)

ρ−1
12 ρ21ρ12 = ρ22a

−1
12 ρ−1

22 ρ21a
−1
12 ρ22a12ρ

−1
22 , (4.3)

ρ12ρ21ρ
−1
12 = a12ρ21ρ

−1
22 a12ρ22a

−1
12 . (4.4)

Èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà B2(T ) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

σ1, ρ11, ρ12,

êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïîðîæäàþùèìè ãðóïïû P2(T ) ðàâåíñòâàìè

a12 = σ2
1, ρ21 = σ−1

1 ρ11σ1, ρ22 = σ−1
1 ρ12σ1.

ÃðóïïàA1 = 〈a12, ρ11, ρ12〉 èçîìîðôíà ñâîáîäíîé ãðóïïå ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè ρ11, ρ12,
êîòîðàÿ íîðìàëüíà â ãðóïïå P2(T ).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.1) ñëåäóåò, ÷òî â ãðóïïå A1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

[ρ12, ρ11] = a12. (5)

Ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîì ρ22. Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè, èñïîëüçóÿ ñîîò-
íîøåíèÿ (2.1) è (4.1), ïîëó÷èì âûðàæåíèå

[ρ12, ρ11]
ρ22 = [a−1

12 ρ12a12, a
−1
12 ρ11] = a−1

12 ρ−1
12 a12ρ

−1
11 ρ12ρ11.
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Â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì âûðàæåíèå

ρ−1
22 a12ρ22 = a−1

12 ρ12a12ρ
−1
12 a12. (6)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (2.4) èìååì ðàâåíñòâî

ρ−1
22 a12ρ22 = (ρ−1

22 ρ12ρ22)ρ
−1
12 a12.

Ïðèìåíÿÿ ê âûðàæåíèþ, ñòîÿùåìó â ñêîáêàõ, ñîîòíîøåíèå (2.1) ïðè i = 2, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
(6). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñâîáîäíîé ãðóïïå A1 ìû èìååì ðàâåíñòâî

a−1
12 ρ−1

12 a12ρ
−1
11 ρ12ρ11 = a−1

12 ρ12a12ρ
−1
12 a12,

èëè, ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà íà a12:

ρ−1
12 a12ρ

−1
11 ρ12ρ11 = ρ12a12ρ

−1
12 a12. (7)

Ãðóïïà A1 ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ρ11, ρ12, à ýëåìåíò a12 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ
ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà (5). Èçáàâèâøèñü â ðàâåíñòâå (7) îò ïîðîæäàþùåãî a12, ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

ρ−2
12 ρ−1

11 ρ12 = ρ−1
11 ρ12ρ11ρ

−2
12 ρ−1

11 .

Íî â ñâîáîäíîé ãðóïïå ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè ρ11 è ρ12 òàêîå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé Ñêîòòà äëÿ ãðóïï êîñ äâóìåðíûõ êîì-
ïàêòíûõ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîòèâîðå÷èâà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî è ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïîñòðîåííàÿ â òåîðåìàõ 1.1 è 1.2, äëÿ ãðóïï
êîñ íåîðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé òàêæå ïðîòèâîðå÷èâà.

� 3. Ãðóïïà êîñ ãåíåòè÷åñêîãî êîäà

Ðàññìîòðèì ãåíåòè÷åñêèé êîä
G = 〈X ‖ R〉, (1)

ãäå X = {x1, . . . , xl} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî áóêâ, à R � ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùåå îäíî ñëîâî â àëôàâèòå X± = {x±1 , . . . , x±l }. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ðàçëè÷àòü
ñëó÷àè, êîãäà R = ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî è R = {e} � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òðèâè-
àëüíîå ñëîâî. Ãðóïïó, îïðåäåëåííóþ ãåíåòè÷åñêèì êîäîì (1), áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
G(G). Ãåíåòè÷åñêîìó êîäó (1) è íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ñîïîñòàâèì ãðóïïó Bn(G), êîòîðóþ
áóäåì íàçûâàòü n�íèòèåâîé ãðóïïîé êîñ ãåíåòè÷åñêîãî êîäà G. Åñëè n = 1, òî ïîëîæèì
B1(G) = G(G). Åñëè n > 1, R = {r}, òî ãðóïïà Bn(G) çàäàåòñÿ ïîðîæäàþùèìè σ1, σ2, ..., σn−1,
x1, . . . , xl è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, 2, ..., n− 2, (2)

σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2, (3)

σixj = xjσi, i = 2, 3, ..., n− 1, j = 1, 2, ..., l, (4)

xj(σ
−1
1 xjσ

−1
1 ) = (σ−1

1 xjσ
−1
1 )xj, j = 1, 2, ..., l, (5)

xj(σ
−1
1 x−1

i σ1)x
−1
j (σ−1

1 xiσ1) = σ2
1, 1 ≤ i < j ≤ l, (6)
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r = σ1σ2 . . . σn−2σ
2
n−1σn−2 . . . σ2σ1. (7)

Òàê îïðåäåëåííûé êëàññ ãðóïï Bn(G) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîãèå èçâåñòíûå ãðóïïû. Ïðèâå-
äåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Åñëè G∅
∅ = 〈∅ ‖ ∅〉 � ïóñòîé ãåíåòè÷åñêèé êîä, òî ñîîòíîøåíèÿ (4)�(7) îòñóòñòâóþò è

Bn(G∅
∅) = Bn(E2)� ãðóïïà êîñ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Åñëè G∅

0 = 〈∅ ‖ e = e〉, òî ñîîòíîøåíèÿ
(4)�(6) îòñóòñòâóþò è Bn(G∅

0 ) = Bn(S2) � ãðóïïà êîñ äâóìåðíîé ñôåðû.
Ðàññìîòðèì ãåíåòè÷åñêèå êîäû

Gl
∅ = 〈x1, x2, . . . , xl | ∅〉, Gl

0 = 〈x1, x2, . . . , xl | e = e〉, Gl
1 = 〈x1, x2, . . . , xl | r = e〉, l ≥ 1,

ãäå r � íåòðèâèàëüíîå ñëîâî. Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ãðóïïà G(Gl
1) íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîä-

íîé òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åå ìîæíî çàäàòü ãåíåòè÷åñêèì êîäîì ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì
ñîîòíîøåíèé. Î÷åâèäíî, G(Gl

∅) ' G(Gl
0) ' Fl � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþ-

ùèìè x1, x2, . . . , xl; G(Gl
1) � ãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïï G(Gl
∅) è G(Gl

0).
Åñëè

G2p
1 = 〈x1, . . . , x2p ‖ x1x

−1
2 x3 . . . x−1

2p x−1
1 x2x

−1
3 . . . x2p〉, p ≥ 1,

� ãåíåòè÷åñêèé êîä ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà
p, òî Bn(G2p

1 ) � ãðóïïà êîñ ýòîé ïîâåðõíîñòè, ââåäåííàÿ Çàðèññêèì [16]. Åñëè G = 〈x ‖ ∅〉,
òî Bn(G) � ãðóïïà Àðòèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå Êîêñòåðà òèïà Bn [31]. Äåéñòâèòåëüíî,
ãðóïïå Êîêñåòåðà òèïà B ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïà Àðòèíà ñ ïîðîæäàþùèìè σ1, σ2, ..., σn−1, τ ,
ãäå ïîðîæäàþùèå σ1, σ2, ..., σn−1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (2)�(3), à ñîîòíîøåíèÿ, ñîäåð-
æàùèå τ èìåþò âèä

σiτ = τσi, i = 2, 3, ..., n− 1, (8)

τσ1τσ1 = σ1τσ1τ, (9)

ò. å. ñîîòíîøåíèÿ (8) ñîîòâåòñòâóþò ñîîòíîøåíèÿì (4), à ïåðåïèñàâ ñîîòíîøåíèÿ (9) â âèäå

τ−1σ−1
1 τ−1σ−1

1 = σ−1
1 τ−1σ−1

1 τ−1,

è ïîëàãàÿ τ−1 = x, ïîëó÷èì ãðóïïó êîñ Bn(〈x ‖ ∅〉). Îòìåòèì, ÷òî ýòà ãðóïïà ñâÿçàíà ñ
çàöåïëåíèÿìè â ïîëíîòîðèè ïîäîáíî òîìó, êàê ãðóïïà êîñ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñâÿçàíà ñ
çàöåïëåíèÿìè â òðåõìåðíîé ñôåðå S3 (ñì. [7]).

Ãðóïïà êîñ Bn(G) âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ãåíåòè÷åñêîãî êîäà G, à íå îò îïðåäåëÿåìîé
èì ãðóïïûG(G). Òàê, íàïðèìåð, Gl

∅ è Gl
0 îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå ãðóïïû, à ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ãðóïïû êîñ Bn(Gl
∅) è Bn(Gl

0) íå èçîìîðôíû ïðè n > 1.
Ïîïðîáóåì âûÿñíèòü, êàê ñâÿçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû êîñ Bn(Gl

∅), Bn(Gl
0) è Bn(Gl

1)
ïðè n ≥ 2.

Ñèìâîëîì G∅ äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ëèáî ãåíåòè÷åñêèé êîä G∅
∅ , ëèáî ãåíåòè÷åñêèé êîä

Gl
∅. Ñèìâîëîì G0 � ëèáî ãåíåòè÷åñêèé êîä G∅

0 , ëèáî ãåíåòè÷åñêèé êîä Gl
0. Ñèìâîëîì G1 áóäåì

îáîçíà÷àòü ëþáîé ãåíåòè÷åñêèé êîä Gl
1, ñîäåðæàùèé îäíî íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå. ×òîáû

óêàçàòü ÿâíûé âèä ñîîòíîøåíèÿ r ãåíåòè÷åñêîãî êîäà Gl
1 áóäåì ïèñàòü Gl

1(r).
Çàìåòèì, ÷òî â ãðóïïå Bn(G∅) îòñóòñòâóåò ñîîòíîøåíèå (7). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò

ãîìîìîðôèçìû µ1 : Bn(G∅) −→ Bn(G0), µ2 : Bn(G∅) −→ Bn(G1). Ïðè ýòîì ÿäðî ïåðâîãî ãîìî-
ìîðôèçìà ker(µ1) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì çàìûêàíèåì ýëåìåíòà σ1σ2 . . . σn−2σ

2
n−1σn−2 . . . σ2σ1

â ãðóïïå Bn(G∅), à ÿäðî âòîðîãî ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì çàìûêàíèåì ýëåìåíòà
r−1σ1σ2 . . . σn−2σ

2
n−1σn−2 . . . σ2σ1.
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Äëÿ ãðóïïû Bn(G), n > 1, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ν íà ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sn,
çàäàííûé íà ïîðîæäàþùèõ ðàâåíñòâàìè:

ν(σi) = (i, i + 1), i = 1, 2, . . . , n− 1; ν(xj) = 1, j = 1, 2, . . . , l.

ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ker(ν) áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé êðàøåíûõ êîñ íà n íèòÿõ è îáî-
çíà÷àòü ñèìâîëîì Pn(G).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü ñòðîåíèå ãðóïïû Bn(G), îïðåäåëèì åå ïîäãðóïïó Dn = Dn(G),
ñîñòîÿùóþ èç òàêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîðôèçìà ν ïåðåõîäÿò â ïîäñòà-
íîâêè, îñòàâëÿþùèå ñèìâîë 1 íà ìåñòå.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

x1i = xi, xk+1,i = σ−1
k xkiσk, i = 1, 2, . . . , l, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà, ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëîãîì ñîîòâåòñòâó-
þùåé ëåììû èç ðàáîòû Çàðèññêîãî.

Ëåììà 1. Â ãðóïïå Dn ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû ñîïðÿæåíèÿ

1) σε
kx1iσ

−ε
k = x1i, ε = ±1, k = 2, 3, . . . , n− 1; i = 1, 2, . . . , l

2) x2ia12x
−1
2i = x−1

1i a12x1i,

3) x−1
2i a12x2i = a−1

12 x1ia12x
−1
1i a12,

4) x−ε
2i a1jx

ε
2i = a1j, j > 2,

5) x−1
2i x1ix2i = a−1

12 x1ia12,

6) x2ix1ix
−1
2i = x−1

1i a12x1ia
−1
12 x1i,

7) x−1
2i x1jx2i = a−1

12 x1j, i < j,

8) x2ix1jx
−1
2i = (x−1

1i a12x1i)x1j, i < j,

9) x2jx1ix
−1
2j = (x−1

1j a12x1j)a
−1
12 x1i(x

−1
1j a−1

12 x1j), i < j,

10) x−1
2j x1ix2j = (a−1

12 x1ja12x
−1
1j )x1ia12, i < j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà 1) ñëåäóåò èç îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (4).
Èç ñîîòíîøåíèÿ (5) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

x1i(σ
−1
1 x1iσ

−1
1 ) = (σ−1

1 x1iσ
−1
1 )x1i, i = 1, 2, . . . , l. (10)

Îòñþäà
(σ1x

−1
1i σ1)x1i(σ

−1
1 x1iσ

−1
1 ) = x1i, i = 1, 2, . . . , l.

Ñîïðÿãàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ýëåìåíòîì a12 = σ2
1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 5). Ñîïðÿãàÿ

äàëåå ðàâåíñòâî 5) ýëåìåíòîì x−1
2i , ïîëó÷èì

x1i = x2ia
−1
12 x1ia12x

−1
2i . (11)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (10) ñëåäóåò, ÷òî

σ−1
1 x1iσ

−1
1 x1i = a−1

12 x1iσ
−1
1 x1iσ1,

ò. å.
(σ−1

1 x1iσ1)a
−1
12 x1i = a−1

12 x1i(σ
−1
1 x1iσ1).

Âñïîìèíàÿ, ÷òî σ−1
1 x1iσ1 = x2i âèäèì, ÷òî ýëåìåíòû x2i è a−1

12 x1i ïåðåñòàíîâî÷íû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x1i = a−1
12 x1ix2ia12x

−1
2i ,

ò. å.
x−1

1i a12x1i = x2ia12x
−1
2i , (12)

à ýòî â òî÷íîñòè ðàâåíñòâî 2).
Ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (12) ýëåìåíòîì σ1, ïîëó÷èì

(σ−1
1 x−1

1i σ1)a12(σ
−1
1 x1iσ1) = a−1

12 x1ia12x
−1
1i a12

è ðàâåíñòâî 3) óñòàíîâëåíî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 4) âñïîìíèì, ÷òî a1j = σ−1

1 . . . σ−1
j−2σ

2
j−1σj−2 . . . σ1, à ïîòîìó

xε
2ia1jx

−ε
2i = (σ−1

1 xε
1iσ1)a1j(σ

−1
1 x−ε

1i σ1) = σ−1
1 xε

1ia2jx
−ε
1i σ1 = σ−1

1 a2jσ1 = a1j,

ò. å. ðàâåíñòâî 4) ñïðàâåäëèâî.
Ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà 5) ýëåìåíòîì a−1

12 x1i. Ïîëó÷èì

x−1
1i a12x

−1
2i x1ix2ia

−1
12 x1i = x1i.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ýëåìåíò x2i ïåðåñòàíîâî÷åí ñ a−1
12 x1i, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåí-

ñòâî â âèäå
x−1

2i x−1
1i a12x1ia

−1
12 x1ix2i = x1i.

Ñîïðÿãàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ýëåìåíòîì x−1
2i , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå 6).

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (6) ãðóïïû Bn(G) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x1jx
−1
2i x−1

1j x2i = a12, j > i.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò 7).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 8) ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà 7) ýëåìåíòîì x−1

2i , ïîëó÷èì

x1j = x2ia
−1
12 x1jx

−1
2i , j > i.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà x2ia12x
−1
2i è âîñïîëüçîâàâøèñü 2), ïîëó÷èì òðå-

áóåìîå ðàâåíñòâî.
Ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ

x1jx
−1
2i x−1

1j x2i = a12, j > i,

ñïðàâåäëèâîãî â ãðóïïå Bn(G) (ñì. ñîîòíîøåíèå (6)), ïîðîæäàþùèì σ1. Ïîëó÷èì

x2ja
−1
12 x−1

1i a12x
−1
2j a−1

12 x1ia12 = a12.
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Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íà a−1
12 x−1

1i a12 è ïåðåõîäÿ ê îáðàòíûì ýëåìåíòàì,
ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

(x2ja
−1
12 x−1

2j )(x2jx1ix
−1
2j )(x2ja12x

−1
2j ) = a−1

12 x1i.

Îòñþäà,
x2jx1ix

−1
2j = (x2ja12x

−1
2j )a−1

12 x1i(x2ja
−1
12 x−1

2j ).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì 2), ïîëó÷èì 9).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 10) ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà 9) ýëåìåíòîì x2j:

x1i = (x−1
2j x−1

1j x2j)(x
−1
2j a12x2j)(x

−1
2j x1jx2j)(x

−1
2j a−1

12 x2j)(x
−1
2j x1ix2j)(x

−1
2j x−1

1j x2j)(x
−1
2j a−1

12 x2j)(x
−1
2j x1jx2j).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâàìè 3) è 5), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

x1i = x1ja
−1
12 x−1

1j a12(x
−1
2j x1ix2j)a

−1
12 .

Îòñþäà,
x−1

2j x1ix2j = (a−1
12 x1ja12x

−1
1j )x1ia12,

à ýòî è åñòü ðàâåíñòâî 10). Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. 1) Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû

Bn(G) ïî ïîäãðóïïå Dn ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî Mn = {1, σ1, σ2σ1, . . . , σn−1σn−2 . . . σ2σ1}.
2) Ãðóïïà Dn ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a12, a13, . . . , a1n, σ2, σ3, . . . , σn−1, x1k, x2k, k = 1, 2, . . . , l.
3) Ïîäãðóïïà Un = 〈a12, a13, . . . , a1n, x11, x12, . . . , x1l〉 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â Dn.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Îáîçíà÷èì m0 = 1, mi = σiσi−1 . . . σ2σ1, i = 1, 2, . . . , n− 1. Çàìåòèì,
÷òî îáðàç ýëåìåíòà mi â ãðóïïå Sn ïåðåâîäèò ñèìâîë 1 â ñèìâîë i + 1 (ìû ðàññìàòðèâàåì
ïðîèçâåäåíèå ïîäñòàíîâîê ñïðàâà íàëåâî). Ñëåäîâàòåëüíî, Mn ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðåäñòà-
âèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû Bn(G) ïî ïîäãðóïïå Dn. Áîëåå òîãî, Mn îáðàçóåò
øðàéåðîâó ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ðåéäåìåéñòåðà�Øðàéåðà. Ïóñòü
u 7−→ u � ôóíêöèÿ, âûáèðàþùàÿ ïðàâûå ïðåäñòàâèòåëè ãðóïïû Bn(G) ïî ïîäãðóïïå Dn.
Òîãäà

Dn = 〈dx,m = (xm)−1xm | m ∈ Mn, x ∈ {σ1, σ2, . . . , σn−1, x1, x2, . . . , xl}〉.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè x = σi äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, 2, . . . , n− 1, òî

dσi,mj
=


σi ïðè i > j + 1,
1 ïðè i = j + 1,
a1,i+1 ïðè i = j,
σi+1 ïðè i < j.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè i > j + 1 èìååì

dσi,mj
= (σimj)

−1σimj = m−1
j σimj = σi.

Ïðè i = j + 1
dσi,mi−1

= (σimi−1)
−1σimi−1 = m−1

i σimi−1 = m−1
i mi = 1.

Ïðè i = j
dσi,mi

= (σiσimi−1)
−1σ2

i mi−1 = m−1
i−1σ

2
i mi−1 = m−1

i−2σiσ
2
i−1σ

−1
i mi−2 =
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= σim
−1
i−3(σ

−1
i−2σ

2
i−1σi−2)mi−3σ

−1
i = σim

−1
i−3σi−1σ

2
i−2σ

−1
i−1mi−3σ

−1
i = σiσi−1m

−1
i−3σ

2
i−2mi−3σ

−1
i−1σi =

= . . . = σiσi−1 . . . σ2σ
2
1σ

−1
2 . . . σ−1

i−1σ
−1
i = a1i.

Íàêîíåö, ïðè i < j òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè:

dσi,mj
= (σimj)

−1σimj = m−1
j σimj =

= σ−1
1 σ−1

2 . . . σ−1
i+1(σ

−1
i+2 . . . σ−1

j σiσj . . . σi+2)σi+1 . . . σ2σ1 = m−1
i+1σimi+1 = m−1

i σ−1
i+1(σiσi+1σi)mi−1 =

= m−1
i σ−1

i+1σi+1σiσi+1mi−1 = m−1
i σimi−1σi+1 = m−1

i miσi+1 = σi+1.

Äàëåå, åñëè x = xi, i = 1, 2, . . . , l, òî

dxi,mj
=

{
xi ïðè j = 0,
x2i ïðè j = 1, 2, . . . , n− 1.

Äåéñòâèòåëüíî,

dxi,1 = (xi)
−1xi = xi, dxi,mj

= mj
−1ximj = σ−1

1 xiσ1 = x2i, i = 1, 2, . . . , l, j = 1, 2, . . . , n− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïóíêò 2) ëåììû óñòàíîâëåí.
Óòâåðæäåíèå 3) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç óñòàíîâëåííîãî ïóíêòà 2), ôîðìóë ñîïðÿ-

æåíèÿ â ãðóïïå Bn è ëåììû 1.

Èñïîëüçóÿ ýòó ëåììó, ìû ìîæåì âñÿêèé ýëåìåíò w ∈ Bn(G) ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ

w = w1mn,i1 , w1 ∈ Dn, mn,i1 = mi1 = σi1σi1−1 . . . σ1 ∈ Mn,

à ýëåìåíò w1, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâèòü â âèäå

w1 = w2un,

ãäå w2 ∈ 〈σ2, σ3, . . . , σn−1, x21, x22, . . . , x2l〉, un ∈ Un. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Bn−1 ïîäãðóïïó
ãðóïïû Bn(G) ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè σ2, σ3, . . . , σn−1, x21, x22, . . . , x2l. Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3. Â ãðóïïå Bn−1 = 〈σ2, σ3, . . . , σn−1, x21, x22, . . . , x2l〉 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 2, 3, ..., n− 2, (13)

σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2, (14)

σix2k = x2kσi, i = 3, 4, ..., n− 1, k = 1, 2, ..., l, (15)

x2k(σ
−1
2 x2kσ

−1
2 ) = (σ−1

2 x2kσ
−1
2 )x2k, k = 1, 2, ..., l, (16)

x2j(σ
−1
2 x−1

2i σ2)x
−1
2j (σ−1

2 x2iσ2) = σ2
2, 1 ≤ i < j ≤ l, (17)

r2 = σ2σ3 . . . σn−2σ
2
n−1σn−2 . . . σ3σ2a12. (18)

ãäå ñëîâî r2 ïîëó÷àåòñÿ èç r1 = r ïðè ñîïðÿæåíèè ýëåìåíòîì σ1, ò. å. ïðè çàìåíå âñåõ
ýëåìåíòîâ x1k = xk, âõîäÿùèõ â r, ýëåìåíòàìè x2k, k = 1, 2, . . . , l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (13)�(14) î÷åâèäíà. Ñîîòíîøåíèå (15)
ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ïðè i = 3, 4, . . . , n − 1, ñîïðÿæåíèåì ïîðîæäàþùèì σ1. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (16) ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (5):

x1k(σ
−1
1 x1kσ

−1
1 ) = (σ−1

1 x1kσ
−1
1 )x1k, k = 1, 2, ..., l,
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ãðóïïû Bn(G). Ñîïðÿæåì îáå åãî ÷àñòè ýëåìåíòîì σ2 è âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðåñòàíîâî÷íî-
ñòüþ σ2 è x1k, ïîëó÷èì

x1k(σ
−1
2 σ−1

1 σ2x1kσ
−1
2 σ−1

1 σ2) = (σ−1
2 σ−1

1 σ2x1kσ
−1
2 σ−1

1 σ2)x1k.

Ïðèìåíÿÿ äàëåå ñîîòíîøåíèå σ−1
2 σ−1

1 σ2 = σ1σ
−1
2 σ−1

1 , ïîëó÷èì

x1k(σ1σ
−1
2 σ−1

1 x1kσ1σ
−1
2 σ−1

1 ) = (σ1σ
−1
2 σ−1

1 x1kσ1σ
−1
2 σ−1

1 )x1k.

Ñîïðÿãàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ýëåìåíòîì σ1, èìååì

(σ−1
1 x1kσ1)σ

−1
2 (σ−1

1 x1kσ1)σ
−1
2 = σ−1

2 (σ−1
1 x1kσ1)σ

−1
2 (σ−1

1 x1kσ1).

Òàê êàê σ−1
1 x1kσ1 = x2k, òî îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (16).

Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå (17). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå

x1j(σ
−1
1 x−1

1i σ1)x
−1
1j (σ−1

1 x1iσ1) = σ2
1, j > i,

âûïîëíåííîå â ãðóïïå Bn(G) (ñì. ñîîòíîøåíèå (6)), è ñîïðÿæåì îáå åãî ÷àñòè ýëåìåíòîì σ2.
Ïîëó÷èì

σ−1
2 x1j(σ

−1
1 x−1

1i σ1)x
−1
1j (σ−1

1 x1iσ1)σ2 = σ−1
2 σ2

1σ2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî σ2 ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ïîðîæäàþùèì x1k, ïåðåïèøåì ïî-
ñëåäíåå ðàâåíñòâî â òàêîì âèäå

x1j(σ
−1
2 σ−1

1 σ2)x
−1
1i (σ−1

2 σ1σ2)x
−1
1j (σ−1

2 σ−1
1 σ2)x1i(σ

−1
2 σ1σ2) = σ−1

2 σ2
1σ2.

Ïðèìåíÿÿ äàëåå ðàâåíñòâà

σ−1
2 σ−1

1 σ2 = σ1σ
−1
2 σ−1

1 , σ−1
2 σ1σ2 = σ1σ2σ

−1
1 ,

ïîëó÷èì
x1j(σ1σ

−1
2 σ−1

1 )x−1
1i (σ1σ2σ

−1
1 )x−1

1j (σ1σ
−1
2 σ−1

1 )x1i(σ1σ2σ
−1
1 ) = σ1σ

2
2σ

−1
1 .

Ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ýëåìåíòîì σ1 è âñïîìèíàÿ, ÷òî x2k = σ−1
1 x1kσ1, k =

1, 2, . . . , l ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (17).
Ñîîòíîøåíèå (18) ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (7) ñîïðÿæåíèåì ýëåìåíòîì σ1. Ëåììà äî-

êàçàíà.
Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà Bn−1 èçîìîðôíà ãðóïïå êîñ Bn−1(G) â ñëó÷àå, åñëè

ñîîòíîøåíèå (7) îòñóòñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 4. Äëÿ ãåíåòè÷åñêîãî êîäà G = G∅ (íå ñîäåðæàùåãî ñîîòíîøåíèé) ãðóïïà Dn

ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ Bn−1(G), à ïîòîìó Dn ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäå-
íèåì: Dn = Un h Bn−1(G).

Â ñëó÷àå, êîãäà G = G1 (ñîäåðæèò îäíî íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
ôàêòîð�ãðóïïà Dn/Un èçîìîðôíà Bn−1(G), íî â ýòîì ñëó÷àå ìû óæå íå ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî ãðóïïà Bn−1(G) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Bn(G).

Äàëåå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó Bn−1(G) = 〈σ2, . . . , σn−1, x21, . . . , x2l〉, åå ãîìîìîð-
ôèçì â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sn, èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçìîì ν : Bn(G) −→ Sn,
âûáðàòü ïîäãðóïïó Dn−1 ≤ Bn−1(G), ñîñòîÿùóþ èç òàêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïîä äåéñòâèåì
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ν ïåðåõîäÿò â ïîäñòàíîâêè, îñòàâëÿþùèå ñèìâîë 2 íà ìåñòå. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïðåäñòà-
âèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû Bn−1(G) ïî ïîäãðóïïå Dn−1 ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî

Mn−1 = {1, σ2, σ3σ2, . . . , σn−1σn−2 . . . σ2}.

Òàê æå, êàê è âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Dn−1 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a23, a24, . . . , a2n,
σ3, σ4, . . . , σn−1, x2k, x3k, k = 1, 2, . . . , l, à ïîäãðóïïà Un−1 = 〈a23, a24, . . . , a2n, x21, x22, . . . , x2l〉
íîðìàëüíà â Dn−1. Ïðè ýòîì ôàêòîð�ãðóïïà Dn−1/Un−1 èçîìîðôíà Bn−2(G).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, íà ïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷èì ãðóïïó B1(G), êîòîðàÿ èçîìîðôíà
ãðóïïå G(G). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, . . . , n− 2 ìû ïîñòðîèì ìàòðåøêó

Bn−i(G) ≥ Dn−i D Un−i,

ãäå
Bn−i(G) = 〈σi+1, σi+2, . . . , σn−1, xi+1,1, . . . , xi+1,l〉,

Dn−i = 〈ai+1,i+2, ai+1,i+3, . . . , ai+1,n, σi+2, σi+3, . . . , σn−1, xi+1,1, . . . , xi+1,l, xi+2,1, . . . , xi+2,l〉,
Un−i = 〈ai+1,i+2, ai+1,i+3, . . . , ai+1,n, xi+1,1, xi+1,2, . . . , xi+1,l〉.

Ïðè ýòîì ôàêòîð�ãðóïïà Dn−i/Un−i èçîìîðôíà ãðóïïå Bn−i−1(G).
Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn(G) íà n íèòÿõ îïðåäåëÿëàñü êàê ÿäðî ãîìîìîð-

ôèçìà ν : Bn(G) −→ Sn. Èç äîêàçàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé ëåãêî ñëåäóåò
Ëåììà 5. 1) Ïîäãðóïïà Pn(G) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé èíäåêñà n! â ãðóïïå

Bn(G). 2) Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû Bn(G)
ïî ïîäãðóïïå Pn(G) ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî M = M2M3...Mn.

3) Ãðóïïà Pn(G) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

aij, 1 ≤ i < j ≤ n; xik, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ l.

Â ãðóïïå Bn(G) âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì (7) ñîäåðæàòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç íåãî
ïðè ïîìîùè ñîïðÿæåíèÿ. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 6. Â ãðóïïå Bn(G) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

r1 = a12a13 . . . a1n,
r2 = a23a24 . . . a2na12,
r3 = a34a35 . . . a3na13a23,
................................................
rn−1 = an−1,na1,n−1a2,n−1 . . . an−2,n−1,
rn = a1na2n . . . an−1,n,

ãäå ñëîâî ri ïîëó÷àåòñÿ èç ñëîâà r çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé ïîðîæäàþùèõ xj ïîðîæäàþ-
ùèìè xij, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , l. Êàæäîå ñîîòíîøåíèå

ri = ai,i+1ai,i+2 . . . ai,n

âûïîëíåíî â ãðóïïå Un−i+1, i = 1, 2, . . . , n− 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê xk = x1k, k = 1, 2, . . . , l à σ1σ2 . . . σn−2σ

2
n−1σn−2 . . . σ2σ1 =

a12a13 . . . a1n, òî ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì (7) ãðóïïû Bn(G). Ñîîòíî-
øåíèå

ri = ai,i+1ai,i+2 . . . aina1ia2i . . . ai−1,i

13



ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñîïðÿæåíèåì ýëåìåíòîì σ1σ2 . . . σi−1. Äàëåå ìû èñïîëü-
çóåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû ñîïðÿæåíèÿ:

(σ1σ2 . . . σi−1)
−1x1k(σ1σ2 . . . σi−1) = xik, k = 1, 2, . . . , l,

à òàêæå ðàâåíñòâà

(a12a13 . . . a1n)σ1σ2...σi−1 = (σiσi+1 . . . σ2
n−1 . . . σi+1σi)(σi−1σi−2 . . . σ2σ

2
1σ2 . . . σi−2σi−1) =

= (ai,i+1ai,i+2 . . . ai,n)(a1ia2i . . . ai−1,i).

Çàìåòèì, ÷òî â ãðóïïå

Un = 〈a12, a13, . . . , a1n, x11, x12, . . . , x1l〉

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå r1 = a12a13 . . . a1n. Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî i, è, âûøåïðèâåäåííûå
ôîðìóëû, çàìå÷àåì, ÷òî â ãðóïïå

Un−i+1 = 〈ai,i+1, ai,i+2, . . . , ai,n, xi1, xi,2, . . . , xil〉

âûïîëíåíî åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå

ri = ai,i+1ai,i+2 . . . ai,n, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ëåììà äîêàçàíà.

� 4. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãðóïïû Bn(G)

Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà Bn(G0) ïðè n ≥ 2 èìååò êðó÷åíèå. Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Ãðóïïà Bn(G0) èìååò êðó÷åíèå ïðè âñåõ n ≥ 2. Ïîäãðóïïà U3(G0) èìååò

ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2. Ïîäãðóïïû Un(G0) ïðè n 6= 3 ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 2 â ãðóïïå Bn(G0) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

a12 = 1, ò. å. σ2
1 = 1. Åñëè G0 = G∅

0 , òî B2(G0) ' Z2. Åñëè G0 = Gl
0, òî ãðóïïà B2(G0)

ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x1, x2, . . . , xl, σ1. Ïîëîæèì x1k = xk, x2k = σ−1
1 x1kσ1 = σ1x1kσ1,

k = 1, 2, . . . , l. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (5)�(7) ïðèìóò òàêîé âèä:

x1jx2j = x2jx1j, j = 1, 2, . . . , l,

x1jx
−1
2i = x−1

2i x1j, j > i,

σ2
1 = 1.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ P2(Gl
0) ' Fl × Fl � ïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû Fl. Ãðóïïà U2 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x1k,
k = 1, 2, . . . , l, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, à U1 = 〈x21, x22, . . . , x2l〉 � òîæå ñâîáîäíàÿ ãðóï-
ïà.

Ïî ëåììå 6 â ãðóïïå Bn(G0), ïðè n = 3, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

a12a13 = 1, a23a12 = 1, a13a23 = 1.
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Âûðàæàÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ a12 è ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå, ïîëó÷èì a23a
−1
13 = 1, ò. å. a23 =

a13. Òîãäà èç òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ a2
23 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, a13 = a23, a12 = a−1

13 = a−1
23 = a23.

Ïîýòîìó
U3 = 〈a13, x11, x12, . . . , x1l〉 ' Z2 ∗ Fl,

U2 = 〈x21, x22, . . . , x2l〉 ' Fl,

U1 = 〈x31, x32, . . . , x3l〉 ' Fl ' G(G0).

Ïðè n = 4 â ãðóïïå Bn(G0) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

a12a13a14 = 1, a23a24a12 = 1, a34a13a23 = 1, a14a24a34 = 1.

Âûðàçèì èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ a14, èç âòîðîãî � a24, èç òðåòüåãî � a34 è, ïîäñòàâëÿÿ ýòè
âûðàæåíèÿ â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì

a14a24a34 = (a−1
12 a−1

23 a−1
13 )2 = 1,

ò. å.
(a13a23a12)

2 = (a12a13a23)
2 = 1.

Òàê êàê a12a13a23 = (σ1σ2)
3 è îáðàç ýëåìåíòà σ1σ2 â ãðóïïå S4 îòëè÷åí îò 1, òî ãðóïïà B4(G0)

ñîäåðæèò ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó

U4 = 〈a12, a13, a14, x11, x12, . . . , x1l〉.

Â íåé âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå a12a13a14 = 1. Èñêëþ÷àÿ èç íåãî a12, âèäèì, ÷òî

U4 = 〈a13, a14, x11, x12, . . . , x1l〉

� ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Äàëåå,

U3 = 〈a23, a24, x21, x22, . . . , x2l || a23a24 = 1〉 = 〈a24, x21, x22, . . . , x2l〉,

íî òàê êàê (a12a13a23)
2 = 1, òî â ãðóïïå U3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a2

23 = a−2
24 = 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, U3 ' Z2 ∗ Fl.
Ðàññìîòðèì

U2 = 〈a34, x31, x32, . . . , x3l||a34 = 1〉 = 〈x31, x32, . . . , x3l〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, U2 òàê æå, êàê è ãðóïïà U1 = G(G0) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé.
Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ≥ 4, ââèäó ëåììû 6 â ãðóïïå Bn(G0) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a12a13 . . . a1n = 1,
a23a24 . . . a2na12 = 1,
a34a35 . . . a3na13a23 = 1,
.......................................
an−1,na1,n−1a2,n−1 . . . an−2,n−1 = 1,
a1na2n . . . an−1,n = 1.
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Âûðàçèì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà a1n, èç âòîðîãî � a2n, èç òðåòüåãî � a3n, è ò. ä., íàêîíåö, èç
n−1�ãî âûðàçèì an−1,n. Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è, âîñïîëüçîâàâøèñü
îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ãðóïïû Pn, ïîëó÷èì[

a−1
12 (a−1

23 a−1
13 )(a−1

34 a−1
24 a−1

14 ) . . . (a−1
n−2,n−1a

−1
n−3,n−1 . . . a−1

1,n−1)
]2

= 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíò îáðàòíûé ê ýëåìåíòó, ñòîÿùåìó â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
ðàâåí

a12(a13a23)(a14a24a34) . . . (a1,n−1a2,n−1 . . . an−2,n−1),

êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâåí
(σ1σ2 . . . σn−2)

n−1

(ñì. [25, c. 28]). Ñëåäîâàòåëüíî, (σ1σ2 . . . σn−2)
2n−2 = 1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îáðàç ýëåìåíòà

σ1σ2 . . . σn−2 â ãðóïïå Sn îòëè÷åí îò 1, à ïîòîìó ãðóïïà Bn(G0) èìååò ýëåìåíòû êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäãðóïïû Un−i+1, èìåþùèå ãåíåòè÷åñêèé êîä

Un−i+1 = 〈ai,i+1, ai,i+2, . . . , ai,nxi1, xi2, . . . , xil || ai,i+1ai,i+2 . . . ai,n = 1〉.

Èñêëþ÷àÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ïîðîæäàþùèé ai,i+1, âèäèì, ÷òî

Un−i+1 = 〈ai,i+2, ai,i+3, . . . , ai,n, xi1, xi2, . . . , xil〉, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïðè âñåõ i 6= n− 2 ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, à ïðè i = n− 2 èìååì

U3 = 〈an−2,n−1, an−2,n, xn−2,1, xn−2,2, . . . , xn−2,l || an−2,n−1an−2,n = 1, a2
n−2 = 1〉 ' Z2 ∗ Fl.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.
Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàò èç ðàáîòû [18] î òîì, ÷òî ãðóïïà êîñ ñôåðû Bn(S2) èìååò

êðó÷åíèå.
Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ òàêîå
Ñëåäñòâèå. Ïîäãðóïïà Un(G1), ãðóïïû êîñ Bn(G1), n ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé.

Òàê æå, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï êîñ ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2. Â ãðóïïå êîñ Bn(G) ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñëîâî w çàïèñàíî â ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû Bn(G). Êàê áûëî

óñòàíîâëåíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ñóùåñòâóåò êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 −→ Pn(G) −→ Bn(G) −→ Sn −→ 1.

Åñëè îáðàç ñëîâà w â ãðóïïå Sn íåòðèâèàëåí, òî è w 6= 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, w ∈ Pn(G).
Ïåðåïèøåì ýòî ñëîâî â ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû Pn(G). Äàëåå ïðåäñòàâèì w â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ w = w1w

′, ãäå w1 ∈ Un è ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì îò ïîðîæäàþùèõ a1j, j = 2, 3, . . . , n, x1k,
k = 1, 2, . . . , l, à ñëîâî w′ íå ñîäåðæèò ýòèõ ïîðîæäàþùèõ. Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 −→ Un −→ Pn(G) −→ Pn−1(G) −→ 1.

Ñëîâî w1 ∈ Un, à Un � ëèáî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ñ
îáúåäèíåíèåì, à ïîòîìó ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü: ïðåäñòàâëÿåò ëè w1 åäèíè÷íûé
ýëåìåíò. Åñëè w1 6= 1, òî è w 6= 1. Åñëè w1 = 1, òî íàéäåì îáðàç ýëåìåíòà w′ â ãðóïïå Pn−1(G)
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è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ w2w
′′, ãäå w2 � ñëîâî îò ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû Un−1,

à w′′ íå ñîäåðæèò ýòèõ ïîðîæäàþùèõ. Åñëè w2 6= 1, òî è w 6= 1. Åñëè w2 = 1, òî íàéäåì îáðàç
ýëåìåíòà w′′ â ãðóïïå Pn−2(G). Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ëèáî óñòàíîâèì, ÷òî w 6= 1, ëèáî
íà n�øàãå ïîñòðîèì ýëåìåíò wn ∈ U1. Òàê êàê U1 ' G(G) è â G(G) ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìà
ïðîáëåìà ðàâåíñòâà, òî ìû ñìîæåì ïðîâåðèòü: áóäåò ëè wn = 1 èëè íåò. Åñëè wn = 1, òî è
èñõîäíûé ýëåìåíò w = 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå w 6= 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàíãîì rk(G) êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïû G [27, ñ. 29] íàçûâàåòñÿ íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G. Äëÿ òðèâèàëüíîé ãðóïïû G ïîëàãàåì rk(G) = 0.
Ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ãðóïïû êîñ Bn(G) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

rk(B1(G)) = rk(G(G)),

rk(B2(G)) ≤ rk(G(G)) + 1,

rk(Bn(G)) ≤ rk(G(G)) + 2, ïðè n ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå B1(G) = G(G). Ïðè n = 2 ãðóïïà B2(G) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì σ1 è ïîðîæäàþ-
ùèìè ãðóïïû G(G), à ïîòîìó îòñþäà ñëåäóåò âòîðàÿ îöåíêà. Òðåòüÿ îöåíêà ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ïîäãðóïïà ãðóïïû Bn(G), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−1 ìîæåò áûòü ïîðîæ-
äåíà äâóìÿ ýëåìåíòàìè [28, ãë. 6]. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Â ðàáîòå [29] èçó÷àëñÿ âîïðîñ î øèðèíå âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû êîñ Bn(E2) åâêëè-
äîâîé ïëîñêîñòè E2, à â ðàáîòå [30] ýòîò æå âîïðîñ èññëåäîâàëñÿ äëÿ äðóãèõ ãðóïï Àðòèíà.
Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç ýòèõ ðàáîò.

Ïîä øèðèíîé wid(G, V ) âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû V (G), îïðåäåëåííîé â ãðóïïå G ìíîæå-
ñòâîì ñëîâ V , îòíîñèòåëüíî ýòîãî V ïîíèìàåòñÿ íàèìåíüøåå m ∈ N

⋃
{+∞} òàêîå, ÷òî âñÿêèé

ýëåìåíò ïîäãðóïïû V (G) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ m çíà÷åíèé ñëîâ èç V
⋃

V −1.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñëîâ V , òàê êàê äëÿ âñÿêîé âåðáàëüíîé
ïîäãðóïïû V (G) ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå ìíîæåñòâî ñëîâ W (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå),
÷òî W (G) = V (G) è wid(G, W ) = 1.

Ãîâîðèì, ÷òî ãðóïïà G áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, åñëè âñÿêîå ìíîæåñòâî ñëîâ V ,
îïðåäåëÿþùåå ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó ñâîáîäíîé ãðóïïû F2 ðàíãà äâà, îïðåäåëÿ-
åò ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû G (ïîä ñîáñòâåííîé ìû ïîíèìàåì ïîäãðóïïó,
îòëè÷íóþ îò åäèíè÷íîé è âñåé ãðóïïû). Â ÷àñòíîñòè, åñëè G ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó
ãðóïïó, òî G áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè.

Ãîâîðèì, ÷òî ãðóïïà G íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû, åñ-
ëè äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V , îïðåäåëÿþùåãî ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó
V (G) ãðóïïû G, øèðèíà wid(G, V ) áåñêîíå÷íà.

Ñïðàâåäëèâû
Ëåììà 7. ([30, ëåììà 1]) Ïóñòü G = G1×G2× . . .×Gk � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî

÷èñëà ïîäãðóïï Gi. Òîãäà øèðèíà wid(G, V ) ðàâíà ìàêñèìàëüíîé øèðèíå ñîìíîæèòåëåé
wid(Gi, V ) ïî âñåì i = 1, 2, . . . , k.

Ëåììà 8. ([30, ëåììà 3]) Åñëè ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì ãðóïïû G íà ãðóïïó, íå èìåþ-
ùóþ ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû è áîãàòóþ âåðáàëüíûìè ïîäãðóï-
ïàìè, òî è ñàìà G íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.
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Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà êîñ Bn(G1
∅) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Àðòèíà òèïà B. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò

[29, 30] ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà êîñ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè Bn(E2) = Bn(G∅
∅), ãðóïïû êîñ Bn(G1

∅),
à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ Pn(E2) è Pn(G1

∅) ïðè n ≥ 3 íå èìåþò
ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Ãèïîòåçà. Äëÿ âñÿêîãî ãåíåòè÷åñêîãî êîäà G íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N =

N(G), ÷òî ïðè âñåõ n ≥ N ãðóïïà êîñ Bn(G) íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï
êîíå÷íîé øèðèíû.

Äëÿ ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ ñïðàâåäëèâà
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü G = Gl

∅,Gl
0 ïðè l ≥ 2 èëè G = Gl

1 ïðè l ≥ 3. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî
n ≥ 1 ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn(G) íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé
øèðèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � êîíå÷íîå ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn(G) îáëàäàåò ýïèìîðôèçìîì íà n-þ ïðÿìóþ ñòåïåíü H = G(G) ×
G(G) × . . . × G(G). Ââèäó ëåììû 7 wid(H, V ) = wid(G(G), V ). Ãðóïïà G(G) ëèáî ñâîáîäíàÿ
íåàáåëåâà, ëèáî ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì è ≥ 3 ïîðîæäàþùèìè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ G(G)
áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè. Òî, ÷òî G(G) íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï
êîíå÷íîé øèðèíû ñëåäóåò èç [32, òåîðåìà 2]. Ïîýòîìó ââèäó ëåììû 8 ãðóïïà Pn(G) òàêæå íå
èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Â ñâÿçè ñ ââåäåííîé êîíñòðóêöèåé ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå âîïðîñû.
Âîïðîñ 1 (È. À. Äûííèêîâ). Ïóñòü G � ãåíåòè÷åñêèé êîä ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñî-

îòíîøåíèåì, KG � îäíîêëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé êîäó KG, Bn(KG) � ãðóïïà
êîñ íà n íèòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïëåêñó KG (êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîäîáíî òîìó, êàê
îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà êîñ ìíîãîîáðàçèÿ). Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà êîñ Bn(G) ãåíåòè÷åñêîãî
êîäà G ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé êîñ Bn(KG) êîìïëåêñà KG?

Âîïðîñ 2. Ïóñòü M � äâóìåðíîå, êîìïàêòíîå íåîðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ðîäà g,
G = 〈x1, x2, . . . , xg || x2

1x
2
2 . . . x2

g = 1) � ãåíåòè÷åñêèé êîä, îïðåäåëÿþùèé ôóíäàìåíòàëüíóþ
ãðóïïó π1(M). Êàê ñâÿçàíû ãðóïïû Bn(M) è Bn(G) ïðè n ≥ 2?

Âîïðîñ 3. Êàêèå èç ãðóïï Bn(G) ðàçëàãàþòñÿ íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì â ñâîáîäíîå ïðî-
èçâåäåíèå ñ îáúåäèíåíèåì?
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