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×¼òíûå ïîäñòàíîâêè, íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ïîäñòàíîâîê çàäàííîãî ïîðÿäêà

Â. Ã. Áàðäàêîâ

Â ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ ïîäñòàíîâêè èç çíàêîïåðåìåííîé ãðóï-
ïû An, êîòîðûå äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 4 íå ïðåäñòàâè-
ìû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
â ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû ñîäåðæèò òîëüêî öèêëû
äëèíû k è 1. Ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Qk òàêîå,
÷òî äëÿ âñÿêîãî n èç Qk â ãðóïïå An íàéäóòñÿ ïîäñòàíîâêè, íå
ïðåäñòàâèìûå â óêàçàííîì âèäå.
Äàþòñÿ îòâåòû íà äâà âîïðîñà Áðåííåðà è Ýâàíñà î ïðåäñòà-

âèìîñòè ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòà-
íîâîê çàäàííîãî ïîðÿäêà k.
Áèáëèîãðàôèÿ: 5 íàçâàíèé.

Ââåäåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G, ñîäåðæàùåé ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà k, ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îïèñàíèè ýëåìåíòîâ èç G ïðåäñòàâèìûõ â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà k. Â ÷àñòíîñòè, åñëè l � íåêîòîðîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, òî âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè ýëåìåíòîâ èç G ïðåäñòàâèìûõ
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ l ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà k. Ýòîò âîïðîñ áûë ñôîðìóëèðîâàí
Áðåííåðîì�Ýâàíñîì [1] äëÿ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê Sn ïðè l = 2. Â ÷àñòíîñòè, îíè
ïðîñèëè óêàçàòü äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k òàêóþ êîíñòàíòó N(k) (åñëè îíà
ñóùåñòâóåò), ÷òî ïðè âñåõ n ≥ N(k) âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà èç çíàêîïåðåìåííîé ãðóï-
ïû An ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê êàæäàÿ èç êîòîðûõ â
ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû ñîäåðæèò òîëüêî öèêëû äëèíû k è 1. Òàì æå
îíè ñôîðìóëèðîâàëè ãèïîòåçó: ïðè ëþáûõ öåëûõ k ≥ 4 è m ≥ 1 âñÿêèé ýëåìåíò
ãðóïïû Akm ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ â ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû ñîñòîèò èç m öèêëîâ äëèíû k. Ïîëíîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2].

Äàëåå, åñòåñòâåííî èçó÷àòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäñòàíîâîê èç An, ãäå n íå äåëèòñÿ
íà k.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 4 ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Qk òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ Qk â ãðóïïå An íàéäóòñÿ ïîäñòàíîâ-
êè, íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê êàæäàÿ èç êîòîðûõ â
ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû ñîäåðæèò òîëüêî öèêëû äëèíû k è 1. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè k = 4 ìíîæåñòâî Q4 áåñêîíå÷íî, à ïîòîìó � êîíñòàíòû
N(4) íå ñóùåñòâóåò.

Áðåííåð è Ýâàíñ [1] ñôîðìóëèðîâàëè ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:
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Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü k � ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ 1 ïî ìîäóëþ
4. Òîãäà íèêàêàÿ ïîäñòàíîâêà, èìåþùàÿ öèêëè÷åñêèé òèï 412(3k−5)/2 íå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â ãðóïïå A3k−1 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê ïîðÿäêà
k.

Ãèïîòåçà 2. Ïóñòü k � ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≥ 7. Òîãäà íèêàêàÿ
ïîäñòàíîâêà, èìåþùàÿ öèêëè÷åñêèé òèï 3122k−2 íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â ãðóïïå A4k−1 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê ïîðÿäêà k.

Ðàíåå ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ãèïîòåçû áûëà óñòàíîâëåíà òîëüêî ïðè k = 5 â
ðàáîòå [1]. Òàì æå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïðè k = 7 ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîé ãèïîòåçû
áûëà ïðîâåðåíà Ëèñòîì, êîòîðûé èñïîëüçîâàë òàáëèöó õàðàêòåðîâ è êîìïüþòåð-
íûå âû÷èñëåíèÿ.

Èç òåîðåìû, äîêàçàííîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ áóäåò óñòà-
íîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ãèïîòåçû äëÿ âñåõ óêàçàííûõ çíà÷åíèé k. Êðîìå
òîãî, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî âòîðàÿ ãèïîòåçà íåâåðíà óæå ïðè k = 11, íî òåì íå ìåíåå,
åñëè k � ïðîñòîå è ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ 3, òî âòîðàÿ ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà.

Àâòîð áëàãîäàðèò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà �Ýâàðèñò Ãàëóà�, ïðîñëóøàâøèõ äîêà-
çàòåëüñòâà è âí¼ñøèõ ðÿä ïîëåçíûõ ïðåäëîæåíèé.

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Íàïîìíèì âíà÷àëå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ñèìâîëîì Sn áóäåì îáîçíà÷àòü
ãðóïïó ïîäñòàíîâîê n�ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà M = {1, 2, . . . , n}. Åñëè P � íåêîòî-
ðàÿ ïîäñòàíîâêà èç Sn, òî ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ãð(P) ìíîæåñòâî M ðàçáèâàåòñÿ
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû M1, . . . ,Ml. Äåéñòâèå ïîäñòàíîâêè P íà ìíîæåñòâå
M èíäóöèðóåò å¼ äåéñòâèå íà êàæäîé îðáèòå Mi. Áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷åíèå
Pi = P |Mi

öèêëîì ïîäñòàíîâêè P .
Ïðåäñòàâèâ P â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ P = P1 . . . Pl, îïðåäå-

ëèì óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë τ(P ) = (τ1, . . . τl), ãäå τi � äëèíà
öèêëà Pi, êîòîðóþ íàçîâ¼ì öèêëè÷åñêèì òèïîì (èëè ïðîñòî òèïîì) ïîäñòàíîâêè
P . Ïîíÿòíî, ÷òî öèêëè÷åñêèé òèï îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, à çàâèñèò îò ïîðÿä-
êà ñëåäîâàíèÿ öèêëîâ Pi â ðàçëîæåíèè P = P1 . . . Pl . Ñðåäè âñåõ òèïîâ ïîäñòàíîâ-
êè P áóäåì âûäåëÿòü òàêîé òèï, ÷òî åãî êîìïîíåíòû ðàñïîëîæåíû â íåâîçðàñòàþ-
ùåì ïîðÿäêå. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè, òèï τ(P ) = (τ1, . . . , τ1︸ ︷︷ ︸

α1

, τ2, . . . , τ2︸ ︷︷ ︸
α2

, . . . , τs, . . . , τs︸ ︷︷ ︸
αs

)

áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå τ(P ) = τα1
1 τα2

2 . . . ταs
s .

Ïîäñòàíîâêó, èìåþùóþ öèêëè÷åñêèé òèï kα1β ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ α
è β áóäåì íàçûâàòü k�ïîäñòàíîâêîé. Ìíîæåñòâî âñåõ k�ïîäñòàíîâîê ãðóïïû Sn

îáîçíà÷èì ñèìâîëîì S(k)
n . Åñëè ïîäñòàíîâêà P èç Sn ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâå-

äåíèÿ P = A·B, ãäå A è B � k�ïîäñòàíîâêè, òî P áóäåì íàçûâàòü k�ïðåäñòàâèìîé
ïîäñòàíîâêîé, à ïðåäñòàâëåíèå P = A ·B � k�ïðåäñòàâëåíèåì.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå P = A · B ïîäñòàíîâêè P â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê A è B èç Sn. Íàçîâ¼ì ýòî ïðåäñòàâëåíèå ðàñùåïëÿåìûì,
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åñëè ìíîæåñòâî M , íà êîòîðîì äåéñòâóþò ïîäñòàíîâêè A è B, ìîæíî òàê ðàçáèòü
íà äâà íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà M ′, M ′′, ÷òî A è B äåéñòâóþò
íà íèõ èíâàðèàíòíî. Åñëè òàêîãî ðàçáèåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, òî íàçîâ¼ì ýòî ïðåä-
ñòàâëåíèå íåðàñùåïëÿåìûì.

Åñëè P = A · B � ðàñùåïëÿåìîå ïðåäñòàâëåíèå, òî ïîëîæèì A′ = A|M ′ , A′′ =
A|M ′′ è àíàëîãè÷íî, B′ = B|M ′ , B′′ = B|M ′′ . Òîãäà íàøå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

P = A ·B = A′A′′ ·B′B′′ = A′B′ · A′′B′′.

Åñëè ïðè ýòîì ïðåäñòàâëåíèå P = A · B ÿâëÿëîñü k�ïðåäñòàâëåíèåì è êàæäîå èç
ïðåäñòàâëåíèé P ′ = A′ · B′ è P ′′ = A′′ · B′′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâëåíèåì, òî
èñõîäíîå ïðåäñòàâëåíèå íàçîâ¼ì ðàñùåïëÿåìûì k�ïðåäñòàâëåíèåì.

Â ðàáîòå Ãîëäñòåéíà è Ò¼ðíåðà [4] êàæäîìó ïðåäñòàâëåíèþ P = A · B ïîä-
ñòàíîâêè P èç Sn ñîïîñòàâëÿëàñü êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü SA,B.
Íàïîìíèì ýòó êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü A = A1A2 . . . Aq è B = B1B2 . . . Br � ðàçëî-
æåíèÿ ïîäñòàíîâîê A è B â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Êàæäîìó öèêëó
Ai, i = 1, . . . , q, ñîïîñòàâèì äèñê DAi

, ãðàíèöà êîòîðîãî ðàçáèòà íà ñòîëüêî ð¼áåð,
ñêîëüêî ñèìâîëîâ ñîäåðæèò öèêë Ai. Ýòè ð¼áðà îðèåíòèðîâàíû ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå è ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè èç öèêëà Ai òàê, ÷òî ïðè îáõîäå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
ãðàíèöû äèñêà DAi

, ïîëó÷èì öèêë Ai. Àíàëîãè÷íî, ñîïîñòàâèì êàæäîìó öèêëó
Bj, j = 1, . . . , r, äèñê DBj

òàê, ÷òî îáõîäÿ ãðàíèöó ýòîãî äèñêà ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå, ïîëó÷èì öèêë Bj, íî ð¼áðà îðèåíòèðóåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òîãäà SA,B

� îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ îòîæäåñòâëåíèåì äëÿ êàæäîãî ñèì-
âîëà i ∈ M äâóõ ð¼áåð (â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé) ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì i.
Î÷åâèäíî, åñëè P = A · B � íåðàñùåïëÿåìîå ïðåäñòàâëåíèå, òî ïîâåðõíîñòü SA,B

îêàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îíà ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî SA,B áóäåò èìåòü ñòîëüêî âåðøèí, ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ èìååò ïîäñòàíîâêà P = A · B. Êðîìå òîãî, SA,B ñîäåðæèò n ð¼áåð è
|A| + |B| = q + r ãðàíåé, ãäå |X| � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ïîäñòàíîâêè X.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîâåðõíîñòü SA,B ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, òî äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà Ýéëåðà�Ïóàíêàðå

|A ·B| − n + (|A|+ |B|) = 2− 2g,

ãäå g � ðîä îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè SA,B. Ââèäó òîãî, ÷òî g ≥ 0, èç ýòîãî
ðàâåíñòâà ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó

|A ·B| ≤ n + 2− (|A|+ |B|). (1)

Ýòó îöåíêó ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè îïèñàíèè ïîäñòàíîâîê íå ÿâëÿþùèõñÿ
k�ïðåäñòàâèìûìè. Äëÿ k�ïîäñòàíîâîê A è B èç S(k)

n ëåãêî íàéòè ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1). Åñëè, ïðè ýòîì, â ãðóïïå An íàéä¼òñÿ ïîä-
ñòàíîâêà, ÷èñëî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ êîòîðîé áîëüøå íàéäåííîãî ìàêñèìóìà, òî
òàêàÿ ïîäñòàíîâêà íå èìååò íåðàñùåïëÿåìûõ k�ïðåäñòàâëåíèé â ãðóïïå Sn. Äîêà-
çàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ ðàñùåïëÿåìûõ k�ïðåäñòàâëåíèé ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
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íèåì èíäóêòèâíûõ ðàññóæäåíèé. Â ýòîì è ñîñòîèò èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé
òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííîé â � 2.

Áåðòðàì [5] èçó÷àë ïîäñòàíîâêè, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öèê-
ëîâ äëèíû k, k ≥ 4, è äîêàçàë, ÷òî åñëè k è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì, k ≥ 4
è k ≤ n ≤ [4k/3] + 1, ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò âçÿòèå öåëîé ÷àñòè, òî âñÿ-
êàÿ ÷¼òíàÿ ïîäñòàíîâêà èç An ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé. Åñëè æå n > [4k/3] + 1,
òî â ãðóïïå An íàéä¼òñÿ ïîäñòàíîâêà P äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî k�
ïðåäñòàâëåíèÿ P = A ·B ïðè óñëîâèè, ÷òî A è B ñîäåðæàò íå áîëåå îäíîãî öèêëà
äëèíû k. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 4, áûë
óêàçàí êëàññ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû An òàêîé, ÷òî âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà èç
ýòîãî êëàññà èìååò â ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû íàèáîëüøåå ÷èñëî íååäè-
íè÷íûõ öèêëîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäñòàíîâêàìè èç äðóãèõ êëàññîâ ãðóïïû An.

Ïðèâåä¼ì ýòîò ñïèñîê:
ïðè n ≡ 0 (mod 4) òàêîé êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì 2n/2,
ïðè n ≡ 1 (mod 4) � òèïîì 512(n−5)/2,
ïðè n ≡ 2 (mod 4) � òèïîì 412(n−4)/2,
ïðè n ≡ 3 (mod 4) � òèïîì 312(n−3)/2,
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïèñàíèåì, ââåä¼ì ôóíêöèþ ν : N −→ N, êîòîðàÿ êàæ-

äîìó íàòóðàëüíîìó x ≥ 4 ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ ïîñòðîåííîãî
âûøå êëàññà â ãðóïïå Ax. Òîãäà ν(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ν(x) =





2x1, ïðè x = 4x1,
2x1 − 1, ïðè x = 4x1 + 1,
2x1, ïðè x = 4x1 + 2,
2x1 + 1, ïðè x = 4x1 + 3.

Ââèäó òîãî, ÷òî ïðè ñîïðÿæåíèè ïîäñòàíîâêè å¼ öèêëè÷åñêèé òèï íå ìåíÿåòñÿ
(ñì. [3, ñ.35]), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà k�ïðåäñòàâèìîñòè ïîäñòàíîâêè P ∈ An, äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü k�ïðåäñòàâèìîñòü ëþáîé ïîäñòàíîâêè ëåæàùåé â òîì æå êëàññå
ñîïðÿæ¼ííûõ (â Sn) ýëåìåíòîâ, ÷òî è P .

� 2. Îïèñàíèå ïîäñòàíîâîê, íå ÿâëÿþùèõñÿ k�ïðåäñòàâèìûìè

Ïóñòü p è q � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñèìâîëîì [p, q] áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x , ÷òî p ≤ x ≤ q ïðè p ≤ q è ïîëàãàåì [p, q] = ∅ ïðè
p > q. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 4 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Qk=





4l + 3, l = 1, 2, . . ., ïðè k = 4,
[2(k − k1) + 2, 2k − 1]

⋃
[3k − k1 + 2, 3k − 1], ïðè k = 3k1,

[2(k − k1) + 1, 2k − 1]
⋃

[3k − k1, 3k − 1]
⋃

[4k − 1, 4k − 1], ïðè k = 3k1 + 1,
[2(k − k1), 2k − 1]

⋃
[3k − k1, 3k − 1], ïðè k = 3k1 + 2.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà. Ïóñòü k ≥ 4 è n ∈ Qk. Òîãäà â ãðóïïå An íàéä¼òñÿ ïîäñòàíîâêà,
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 4 îïðåäåëèì ôóíêöèþ µk :
N −→ N íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà x ≥ k ïî ïðàâèëó

µk(x) = max
A,B∈S

(k)
x

(x + 2− |A| − |B|). (2)

Ââèäó îöåíêè (1) èç � 1, µk(x) ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó íåçàâèñèìûõ öèêëîâ
ïîäñòàíîâêè A · B ïî âñåì k�ïîäñòàíîâêàì A è B èç ãðóïïû Sx. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) äîñòèãàåòñÿ íà òàêèõ ïîäñòàíîâêàõ A è
B, êîòîðûå ñîäåðæàò íàèáîëüøåå ÷èñëî k�öèêëîâ ïðè äàííîì x. ßñíî, ÷òî òàêèå
ïîäñòàíîâêè ñîäåðæàò [x/k] öèêëîâ äëèíû k è x− k[x/k] öèêëîâ äëèíû 1. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

µk(x) = 2(1 + [x/k](k − 1))− x.

Àíàëîãè÷íî, ïðè k = 4, îïðåäåëèì ôóíêöèþ

µ+
4 (x) = max

A,B∈S
(4)
x , A·B 6∈Ax

(x + 2− |A| − |B|).

ßñíî, ÷òî ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ íà òàêèõ ïîäñòà-
íîâêàõ A è B, îäíà èç êîòîðûõ èìååò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî 4�öèêëîâ â ãðóïïå Sn,
à äðóãàÿ � íà îäèí 4�öèêë ìåíüøå, îñòàëüíûå æå öèêëû, âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèÿ
A è B, ÿâëÿþòñÿ 1�öèêëàìè.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè µk(x). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ti = [ik, (i+
1)k−1], i = 1, 2, . . .. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ µk(x) ìîíîòîííî óáûâàåò. Åñëè x0

è x0+1 ïðèíàäëåæàò Ti, òî çíà÷åíèå µk(x0) íà åäèíèöó áîëüøå çíà÷åíèÿ µk(x0+1).
Ñðàâíèâàÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè µk(x) ñ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè ν(x), îïðåäåë¼ííîé â
� 1, çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ Ti ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ν(x0) > µk(x0),

òî è äëÿ âñÿêîãî x ∈ [x0, (i + 1)k − 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ν(x) > µk(x).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ââèäó îöåíêè (1), îçíà÷àåò, ÷òî â ãðóïïå Ax ïîäñòàíîâêà,
èìåþùàÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ íå èìååò íåðàñùåïëÿåìîãî k�
ïðåäñòàâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ôóíêöèÿ µ+

4 (x).
Ïðèñòóïèì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
Ïóñòü âíà÷àëå k = 4. Åñëè n ∈ Q4, ò. å. n = 4l+3 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî

l, òî ν(n) = 2l + 1. Â òî æå âðåìÿ, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

µ4(n) = 2l − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè n ∈ Q4, òî íèêàêàÿ ïîäñòàíîâêà P ∈ An, èìåþùàÿ öèêëè÷å-
ñêèé òèï τ(P ) = 3122l íå èìååò íåðàñùåïëÿåìîãî 4�ïðåäñòàâëåíèÿ â ãðóïïå Sn.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà íå ìîæåò èìåòü è ðàñùåïëÿåìîãî 4�
ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ l = 1 ýòî î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå çíà÷åíèå l > 1 è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = 4l + 3 ïîäñòàíîâêà P ∈ An, èìåþùàÿ öèêëè÷åñêèé òèï
τ(P ) = 3122l îáëàäàåò ðàñùåïëÿåìûì 4�ïðåäñòàâëåíèåì P = A ·B, ò. å. P = P ′ ·P ′′,
A = A′ ·A′′, B = B′ ·B′′ �òàêèå ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ,
äëÿ êîòîðûõ P ′ = A′ ·B′ è P ′′ = A′′ ·B′′. Íàéä¼ì öèêëè÷åñêèå òèïû ïîäñòàíîâîê P ′

è P ′′. Î÷åâèäíî, ÷òî τ(P ′) = 312α, τ(P ′′) = 2β, ãäå α + β = 2l. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî α ÷¼òíî, òî òîãäà P ′ � ÷¼òíàÿ ïîäñòàíîâêà è P ′ = A′ · B′ � 4�ïðåäñòàâëåíèå,
÷òî íåâîçìîæíî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α � íå÷¼ò-
íî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî ïðåäñòàâëåíèå P ′ = A′ · B′,
ëèáî ïðåäñòàâëåíèå P ′′ = A′′ ·B′′ íå ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿåìûì. Äîïóñòèì, ÷òî òàêèì
ïðåäñòàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå. Íàéä¼ì çíà÷åíèå ôóíêöèè µ+

4 â
òî÷êå n1 = 2α+3. Òàê êàê α íå÷¼òíî, òî α = 2α1−1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
α1. Òîãäà n1 = 4α1 + 1 è

µ+
4 (n1) = 2α1 − 2,

ò. å. â ãðóïïå Sn1 , íå÷¼òíàÿ ïîäñòàíîâêà, îáëàäàþùàÿ 4�ïðåäñòàâëåíèåì, íå ìî-
æåò ñîäåðæàòü > 2α1 − 2 íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, à ó íàñ P ′ èìååò 2α1 íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, P ′ íå èìååò íåðàñùåïëÿåìîãî 4�ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåäïî-
ëîæèì ïîýòîìó, ÷òî íåðàñùåïëÿåìûì ÿâëÿåòñÿ 4�ïðåäñòàâëåíèå P ′′ = A′′ ·B′′. Òàê
êàê β íå÷¼òíî, òî β = 2β1 + 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî β1. Íàéä¼ì çíà÷åíèå
ôóíêöèè µ+

4 â òî÷êå n2 = 2β = 4β1 + 2. Ââèäó òîãî, ÷òî

µ+
4 (n2) = 2β1 − 3,

à P ′′ èìååò 2β1 +1 íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, çàêëþ÷àåì, âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî
è P ′′ íå èìååò íåðàñùåïëÿåìîãî 4�ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè n ∈ Q4, òî
â ãðóïïå An íàéäóòñÿ ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ 4�ïðåäñòàâèìûìè.

Ïóñòü òåïåðü k > 4. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëåâàÿ ãðàíèöà ïåðâîãî èíòåðâàëà
ìíîæåñòâà Qk ðàâíà [4k/3] + 2. Òîãäà, ïî òåîðåìå Áåðòðàìà [4], åñëè n ïðèíàä-
ëåæèò ïåðâîìó èíòåðâàëó, òî â ãðóïïå An íàéäóòñÿ ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ k�ïðåäñòàâèìûìè. Áîëåå òîãî, òàê êàê ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ n ïîäñòàíîâêà
P ∈ An îáëàäàåò ðàñùåïëÿåìûì k�ïðåäñòàâëåíèåì ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà
ñîäåðæèò 1�öèêëû, òî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé ν(x) è µk(x), ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî ïîäñòàíîâêè, ñîäåðæàùèå íàèáîëüøåå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ, íå ÿâëÿþò-
ñÿ k�ïðåäñòàâèìûìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ïðèíàäëåæèò âòîðîìó èíòåðâàëó ìíîæåñòâà Qk. Îáîçíà-
÷èì ëåâóþ ãðàíèöó ýòîãî èíòåðâàëà ÷åðåç α, à ïðàâóþ � ÷åðåç β. Ïîêàæåì, ÷òî
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k ≥ 5 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ν(α) > µk(α). (3)

Òîãäà èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåä¼ííûõ â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ïîñëåäóåò,
÷òî ïðè âñåõ n ∈ [α, β] â ãðóïïå An íàéäóòñÿ ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå íå èìåþò
íåðàñùåïëÿåìûõ k�ïðåäñòàâëåíèé.
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Åñëè k = 3k1, ò. å. äåëèòñÿ íàöåëî íà 3, òî α = 2(4k1 + 1) è µk(α) = 4k1 − 4, à
ν(α) = 4k1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3) ñïðàâåäëèâî.

Åñëè k = 3k1 + 1, òî α = 8k1 + 3 è µk(α) = 4k1 − 1, à ν(α) = 4k1 + 1. Îïÿòü
íåðàâåíñòâî (3) ñïðàâåäëèâî.

Åñëè æå k = 3k1 + 2, òî α = 4(2k1 + 1) + 2 è µk(α) = 4k1, à ν(α) = 4k1 + 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k.

Ïóñòü òåïåðü n ïðèíàäëåæèò òðåòüåìó èíòåðâàëó, ò. å. n = 4k− 1, k = 3k1 + 1.
Îïÿòü íàéä¼ì çíà÷åíèå ν(n) è µk(n). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ν(n) = 6k1 + 1, à
µk(n) = 6k1 − 1, ò. å. îïÿòü ν(n) > µk(n).

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ Qk â ãðóïïå An íàéäóòñÿ
ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå íå èìåþò íåðàñùåïëÿåìûõ k�ïðåäñòàâëåíèé.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè ýòèõ æå çíà÷åíèÿõ n ïîäñòàíîâêè, èìåþùèå â ñâî¼ì
ðàçëîæåíèè íàèáîëüøåå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ â ãðóïïå An, íå îáëàäàþò è
ðàñùåïëÿåìûìè k�ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Ïóñòü âíà÷àëå n ïðèíàäëåæèò âòîðîìó èíòåðâàëó ìíîæåñòâà Qk (äëÿ ïåðâîãî
èíòåðâàëà òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî ðàíåå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñòà-
íîâêà P ∈ An òèïà τ(P ) = c12(n−c)/2, ãäå c = 2, 3, 4, 5, � â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
n, èìååò ðàñùåïëÿåìîå k�ïðåäñòàâëåíèå P ′ ·P ′′ = (A′ ·B′)·(A′′ ·B′′), ò. å. P = P ′ ·P ′′,
P ′ = A′ ·B′, P ′′ = A′′ ·B′′ è ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû ïîäñòàíîâ-
êè ñî øòðèõàìè, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ñèìâîëîâ, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû
ïîäñòàíîâêè ñ äâóìÿ øòðèõàìè. Òàê êàê A′ · A′′ è B′ · B′′ ñîäåðæàò íå áîëåå äâóõ
íååäèíè÷íûõ öèêëîâ, òî îáå ïîäñòàíîâêè P ′ è P ′′ ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè. Íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ(P ′) = c12(n−c)/2−2l, τ(P ′′) = 22l, ãäå l � íåêîòîðîå
ïîëîæèòåëüíîå öåëîå. Ïîëîæèì n2 = 4l, à n1 = n − n2. Èç öèêëîâîãî ñòðîåíèÿ
ïîäñòàíîâîê P ′ è P ′′ âèäíî, ÷òî îíè èìåþò íàèáîëüøåå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèê-
ëîâ â ãðóïïàõ An1 è An2 , ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî îáå îíè íå ìîãóò áûòü
îäíîâðåìåííî k�ïðåäñòàâèìûìè. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ k ðàññìîòðèì òðè
ñëó÷àÿ.

Ïóñòü k = 3k1. Òàê êàê n ëåæèò âî âòîðîì èíòåðâàëå ìíîæåñòâà Qk, òî

8k1 + 2 ≤ n ≤ 9k1 − 1. (4)

Çíà÷åíèå n2 íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ïåðâîìó èíòåðâàëó ìíîæåñòâà Qk (èíà÷å,
ïðåäñòàâëåíèå P ′′ = A′′ ·B′′ íå ÿâëÿëîñü áû k�ïðåäñòàâëåíèåì). Ñëåäîâàòåëüíî,

n2 = 4l < 2(k − k1) + 2 = 4k1 + 2,

Îòñþäà, l ≤ k1. Èç ýòîé îöåíêè, äëÿ n1 = n− 4l èìååì

n− 4k1 ≤ n− 4l = n1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èòàÿ èç âñåõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (4) çíà÷åíèå 4k1, ïîëó÷èì

4k1 + 2 ≤ n− 4k1 ≤ 5k1 − 1,

ò. å. n1 ≥ 4k1 + 2 = 2(k − k1) + 2, à òàê êàê ïîäñòàíîâêà P � ðàñùåïëÿåìà, òî
n1 ≤ 2k − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, n1 ëåæèò â ïåðâîì èíòåðâàëå ìíîæåñòâà Qk, à òàê
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êàê ïîäñòàíîâêà P ′ ñîäåðæèò íàèáîëüøåå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ â ãðóïïå An1 ,
òî, âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ, P ′ íå èìååò k�ïðåäñòàâëåíèÿ â ãðóïïå Sn1 .

Ïóñòü òåïåðü k = 3k1 +1. Òàê êàê n ëåæèò âî âòîðîì èíòåðâàëå ìíîæåñòâà Qk,
òî

8k1 + 3 ≤ n ≤ 9k1 + 2. (5)

Òàê æå êàê è âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî n2 íå ëåæèò â ïåðâîì èíòåðâàëå ìíîæåñòâà
Qk. Ñëåäîâàòåëüíî,

n2 = 4l < 2(k − k1) + 1 = 4k1 + 3.

Òàê êàê l è k � öåëûå, òî îòñþäà

l ≤ k1.

Äëÿ n1 = n− 4l îïÿòü ïîëó÷èì îöåíêó

n− 4k1 ≤ n− 4l = n1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (5),

4k1 + 3 ≤ n− 4k1 ≤ 5k1 + 2,

ò. å. n1 ≥ 4k1 + 3. Îïÿòü çíà÷åíèå n1 ïîïàäàåò â ïåðâûé èíòåðâàë ìíîæåñòâà Qk,
à ïîòîìó � ïîäñòàíîâêà P ′ íå èìååò k�ïðåäñòàâëåíèÿ â ãðóïïå Sn1 .

Ïóñòü, íàêîíåö, k = 3k1 + 2. Ââèäó òîãî, ÷òî n ëåæèò âî âòîðîì èíòåðâàëå
ìíîæåñòâà Qk,

8k1 + 6 ≤ n ≤ 9k1 + 5. (6)

Òàê êàê n2 íå ëåæèò â ïåðâîì èíòåðâàëå ìíîæåñòâà Qk, òî

n2 = 4l < 4k1 + 4.

Ââèäó òîãî, ÷òî l è k � öåëûå,
l ≤ k1.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó:

n− 4k1 ≤ n− 4l = n1.

Âû÷èòàÿ 4k1 èç âñåõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (6) è, ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî,
íàõîäèì,

4k1 + 6 ≤ n1.

À òàê êàê ïîäñòàíîâêà P ðàñùåïëÿåìà, òî n1 ≤ 2k − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, n1 îïÿòü
ïîïàäàåò â ïåðâûé èíòåðâàë è, èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è âûøå, çàêëþ÷àåì,
÷òî P ′ íå èìååò k�ïðåäñòàâëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî, ÷òî åñëè n ëåæèò âî âòîðîì èíòåðâàëå ìíîæå-
ñòâà Qk, òî íèêàêàÿ ïîäñòàíîâêà P ∈ An, èìåþùàÿ â ñâî¼ì ðàçëîæåíèè íà íåçàâè-
ñèìûå öèêëû íàèáîëüøåå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ, íå ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n ïðèíàäëåæèò òðåòüåìó èíòåðâàëó ìíîæåñòâà Qk, ò.
å. n = 4k−1 è k = 3k1 +1. Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó P ∈ An, èìåþùóþ íàèáîëüøåå
÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ, ò. å. τ(P ) = 3122(k−1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P îáëàäàåò
ðàñùåïëÿåìûì k�ïðåäñòàâëåíèåì, ò. å. P = P ′ · P ′′, ãäå P ′ ∈ An1 , P ′′ ∈ An2 è
n = n1 + n2. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n1 < n2. Òàê êàê P �
ðàñùåïëÿåìà, òî P ′ èìååò k�ïðåäñòàâëåíèå P ′ = A′ · B′. Î÷åâèäíî, ÷òî íè A′, íè
B′ íå ìîãóò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîãî k�öèêëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íè îäíà èç íèõ
íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé, òàê êàê k ≥ 5, à P ′ íå ñîäåðæèò
öèêëîâ äëèíû > 4. Ñëåäîâàòåëüíî, A′ è B′ ñîäåðæàò ïî îäíîìó öèêëó äëèíû k è
èõ ïðîèçâåäåíèå � ïîäñòàíîâêà P ′ ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé.

Ïðåäïîëîæèì, âíà÷àëå, ÷òî P ′ ñîäåðæèò öèêë äëèíû 3. Òîãäà τ(P ′) = 3122l

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî l. Ââèäó òîãî, ÷òî P ′ = A′ · B′ � k�ïðåäñòàâëåíèå
è P ′ ñîäåðæèò íàèáîëüøåå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ â ãðóïïå An1 , çàêëþ÷àåì,
÷òî n1 íå ëåæèò â ïåðâîì èíòåðâàëå ìíîæåñòâà Qk, à òàê êàê n1 < 2k − 1, òî

n1 = 4l + 3 < 4k1 + 3.

Òàê êàê n1 íå÷¼òíî, òî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà,

n1 = 4l + 3 ≤ 4k1 + 1,

à òàê êàê l � öåëîå, òî îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

l ≤ k1 − 1.

Èç ýòèõ îöåíîê ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó íà n2:

n2 = n− n1 = n− (4l + 3) ≥ n− (4(k1 − 1) + 3) = 8k1 + 4 = 3k − k1 + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, n2 ëåæèò âî âòîðîì èíòåðâàëå ìíîæåñòâà Qk. Íî P ′′ èìååò íàè-
áîëüøåå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ â ãðóïïå An2 , à ïîòîìó, ïî äîêàçàííîìó ðàíåå,
P ′′ = A′′ ·B′′ íå ìîæåò áûòü k�ïðåäñòàâëåíèåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ′ íå ñîäåðæèò öèêëà äëèíû 3, ò. å. τ(P ′) = 22l. Òàê êàê
n1 = 4l íå ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó èíòåðâàëó ìíîæåñòâà Qk, òî

n1 = 4l < 4k1 + 3.

Îòñþäà, l ≤ k1. Îöåíèì çíà÷åíèå n2:

n2 = n− n1 = 4k − 1− 4l ≥ 8k1 + 3 = 3k − k1.

Ñëåäîâàòåëüíî, n2 ïîïàäàåò âî âòîðîé èíòåðâàë ìíîæåñòâà Qk, à ïîòîìó, âîïðåêè
ïðåäïîëîæåíèþ, P íå èìååò ðàñùåïëÿåìîãî k�ïðåäñòàâëåíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè k � ïðîñòîå, òî î÷åâèäíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà k.
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Ïóñòü k � ïðîñòîå ñðàâíèìîå ñ 1 ïî ìîäóëþ 4, ò. å. k = 4k1 + 1 è n = 3k − 1 =
12k1 + 2 ≡ 2 (mod 4). Òîãäà â ãðóïïå An ïîäñòàíîâêà P , èìåþùàÿ íàèáîëüøåå
÷èñëî íååäèíè÷íûõ öèêëîâ, èìååò öèêëè÷åñêèé òèï τ(P ) = 412(3k−5)/2. Î÷åâèäíî,
÷òî n ∈ Qk, à òîãäà èç òåîðåìû âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî k ≡ 1 (mod 4), íèêàêàÿ ïîäñòàíîâêà
P ∈ A3k−1, èìåþùàÿ öèêëè÷åñêèé òèï τ(P ) = 412(3k−5)/2, íå ïðåäñòàâèìà â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà k â ãðóïïå A3k−1.

Ýòî ñëåäñòâèå äîêàçûâàåò ïåðâóþ ãèïîòåçó Áðåííåðà�Ýâàíñà.
Ïîêàæåì, ÷òî âòîðàÿ ãèïîòåçà íåâåðíà óæå ïðè k = 11. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

P ∈ A43 è èìååò öèêëè÷åñêèé òèï τ(P ) = 31220. Ïîêàæåì, ÷òî P èìååò ðàñùåï-
ëÿåìîå 11�ïðåäñòàâëåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì P â âèäå P = P ′ · P ′′, ãäå
P ′ è P ′′ îïðåäåëåíû íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ ñèìâîëîâ, τ(P ′) = 3126,
τ(P ′′) = 214. Ââèäó óïîìèíàâøèõñÿ ðåçóëüòàòîâ Áåðòðàìà, â ãðóïïå A15 íàéäóòñÿ
ïîäñòàíîâêè A′ è B′ òàêèå, ÷òî τ(A′) = τ(B′) = 11114 è P ′ = A′ · B′. Îïðåäåëèì â
ãðóïïå A28 ïîäñòàíîâêè

A′′=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,a)(b,c,d,e,f,g,k,l,m,n,p)(x)(y)(z)(w)(t)(q),

B′′=(x,2,a,y,0,8,c,z,b,n,3)(d,7,w,6,4,m,k,t,g,q,f)(1)(5)(9)(e)(l)(p).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå A′′·B′′ èìååò öèêëè÷åñêèé òèï 214. Ïîëîæèì
A = A′ · A′′, B = B′ · B′′. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïîäñòàíîâêè èìåþò ïîðÿäîê 11 è èõ
ïðîèçâåäåíèå A·B èìååò öèêëè÷åñêèé òèï 31220. Ñîïðÿãàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-
çîì íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâêè P .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî k âòîðàÿ ãèïîòåçà Áðåííåðà�Ýâàíñà
íå âåðíà. Íî åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû k áûëî ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ 3, òî èç
òåîðåìû ëåãêî âûâîäèòñÿ

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü k � ïðîñòîå, k ≡ 1 (mod 3). Òîãäà íèêàêàÿ ïîäñòàíîâ-
êà, èìåþùàÿ öèêëè÷åñêèé òèï 3122k−2 íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ïîäñòàíîâîê ïîðÿäêà k â ãðóïïå A4k−1.

Àâòîðó íå èçâåñòíî, âñå ëè çíà÷åíèÿ n äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïîäñòàíîâêè
èç An, íå ÿâëÿþùèåñÿ k�ïðåäñòàâèìûìè, ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå Qk. Â ñâÿçè ñ
ýòèì, âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé

Âîïðîñ. Ñóùåñòâóþò ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà k è n, 4 ≤ k ≤ n, òàêèå, ÷òî
n íå ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå Qk, íî òåì íå ìåíåå, â ãðóïïå An ñóùåñòâóþò
ïîäñòàíîâêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ k�ïðåäñòàâèìûìè?

Åñëè áû îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì, òî ýòî äàâàëî áû îòâåò
íà âîïðîñ Áðåííåðà�Ýâàíñà, óïîìèíàâøèéñÿ âî ââåäåíèè, à â êà÷åñòâå êîíñòàíòû
N(k) ìîæíî áûëî áû âçÿòü N(k) = 4k äëÿ âñåõ k ≥ 5.

Àâòîð ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Ãèïîòåçà. Ïóñòü k è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, k ≥ 5, n ≥ 4k. Òîãäà âñÿêàÿ

ïîäñòàíîâêà èç ãðóïïû An ÿâëÿåòñÿ k�ïðåäñòàâèìîé.
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