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ïîñâÿùàåòñÿ

Ñëåäóÿ Þ. È. Ìåðçëÿêîâó [1, ñ.118], ïîä øèðèíîé wid(G, V ) âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû V (G),
îïðåäåëåííîé â ãðóïïå G ìíîæåñòâîì ñëîâ V , îòíîñèòåëüíî ýòîãî V áóäåì ïîíèìàòü íàè-
ìåíüøåå m ∈ N ∪ {+∞} òàêîå, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ïîäãðóïïû V (G) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ≤ m çíà÷åíèé ñëîâ èç V . Ìîæíî ïîêàçàòü [2, ñ.7], ÷òî øèðèíà wid(G, V ), âî-
îáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ìíîæåñòâà V , à íå òîëüêî îò ïîäãðóïïû V (G). Ïîýòîìó, ãîâîðÿ î
íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïïàõ, ìû áóäåì èìåòü â âèäó øèðèíó îòíîñè-
òåëüíî èõ åñòåñòâåííîãî çàäàíèÿ, íàïðèìåð, äëÿ êîììóòàíòà � îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà
[x, y] = x−1y−1xy, à äëÿ s�é ñòåïåíè � îòíîñèòåëüíî ñëîâà xs. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà
V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ, òàê êàê äëÿ ëþáîé âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû V (G) ìîæíî ïîäî-
áðàòü òàêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ W , ÷òî V (G) = W (G), à øèðèíà wid(G,W ) ðàâíà
åäèíèöå. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V � ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ, ò. å. äëÿ ñâî-
áîäíîé ãðóïïû F2 ñòåïåíè ñâîáîäû 2 âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà V (F2) îòëè÷íà îò åäèíè÷íîé è
ñàìîé ãðóïïû F2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàçîâ¼ì V íåñîáñòâåííûì ìíîæåñòâîì ñëîâ. Øèðèíà
âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû îòíîñèòåëüíî íåñîáñòâåííîãî ìíîæåñòâà ñëîâ âñåãäà êîíå÷íà � äëÿ
åäèíè÷íîé âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû, ñîâïàäàþùåé
ñî âñåé ãðóïïîé, îòìå÷àëîñü â ðàáîòå Ðåìòóëëû [3].

Èíòåðåñíî áûëî áû èññëåäîâàòü, êàê ìåíÿåòñÿ øèðèíà âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ãðóïïîâûõ êîíñòðóêöèÿõ, ò. å. åñëè A è B � ãðóïïû, V � ìíîæåñòâî òåîðåòèêî-
ãðóïïîâûõ ñëîâ, G � ãðóïïà, ïîëó÷åííàÿ èç A è B ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ãðóïïîâîé êîí-
ñòðóêöèè (ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñ îáúåäèíåíèåì, HNN�ðàñøèðåíèå, ðàñøèðåíèå, ñïëåòå-
íèå è ò. ä.), òî êàê âûðàæàåòñÿ øèðèíà wid(G, V ) ÷åðåç wid(A, V ) è wid(B, V )?

Â ýòîì íàïðàâëåíèè Ðåìòóëëà ([3], [4]) äîêàçàë, ÷òî 1) â íåòðèâèàëüíîì ñâîáîäíîì ïðîèç-
âåäåíèè A∗B øèðèíà âñÿêîé ñîáñòâåííîé âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû v(A∗B) îòíîñèòåëüíî ñëîâà
v áåñêîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |A|≥3 è |B|≥2; 2) êîììóòàíò ëþáîé êîíå÷íî ïî-
ðîæä¼ííîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû ñòóïåíè ðàçðåøèìîñòè ≤ 3 èìååò êîíå÷íóþ øèðèíó. Âîïðîñ
Ì. È. Êàðãàïîëîâà, ñïðàâåäëèâ ëè ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé
ðàçðåøèìîé ãðóïïû, îñòàåòñÿ îòêðûòûì (ñì. [5, âîïðîñ 4.34]), õîòÿ äîêàçàíî [6], ÷òî øèðèíà
âñÿêîé âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû ïîëèöèêëè÷åñêîé ãðóïïû êîíå÷íà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðî-
åêò �93�01 �01513)
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Âñå èçâåñòíûå àâòîðó êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ãðóïïû, ó êîòîðûõ øèðèíà âñÿêîé âåðáàëü-
íîé ïîäãðóïïû îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî ìíîæåñòâà ñëîâ áåñêîíå÷íà, ñîäåðæàò ñâîáîäíóþ
íåàáåëåâó ïîäãðóïïó.

Âîïðîñ 1. Âñÿêàÿ ëè êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé øèðèíà ëþáîé âåðáàëü-
íîé ïîäãðóïïû îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ áåñêîíå÷íà, ñîäåðæèò
ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó?

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæåòñÿ èíòåðåñíûì
Âîïðîñ 2. Åñëè G � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ íîðìàëüíóþ (êîíå÷íî-

ãî èíäåêñà) ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó, V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ, îïðåäåëÿþùèõ
ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó V (G) ãðóïïû G, òî äîëæíà ëè øèðèíà wid(G, V ) áûòü
áåñêîíå÷íîé?

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ øèðèíà âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï HNN-ðàñøèðåíèé, ñâî-
áîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäèíåíèåì, à òàêæå ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü â HNN�ðàñøèðåíèè

G∗ = (G, t || t−1At = B, ϕ)

ñâÿçàííûå ïîäãðóïïû A, B îòëè÷íû îò áàçîâîé ãðóïïû G. Òîãäà âñÿêàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà V (G∗), îïðåäåë¼ííàÿ êîíå÷íûì ñîáñòâåííûì ìíîæåñòâîì ñëîâ V , èìååò áåñêîíå÷íóþ

øèðèíó îòíîñèòåëüíî V .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ïî ñõåìå èç ðàáîòû [3] (ñì. òàêæå [2]). Èìåííî, äëÿ

êàæäîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V ïîñòðîèì ôóíêöèþ FV : G∗−→Z òàêóþ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà
g ∈ V (G∗), ïðåäñòàâèìîãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ n çíà÷åíèé ñëîâ èç V , íàéäåòñÿ êîíñòàí-
òà c, çàâèñÿùàÿ îò n è íå çàâèñÿùàÿ îò g, òàêàÿ, ÷òî çíà÷åíèå |FV (g)| íå ïðåâîñõîäèò c.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ a1, a2, ... âåð-
áàëüíîé ïîäãðóïïû V (G∗), äëÿ êîòîðûõ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |FV (a1)|, |FV (a2)|, . . .
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Îòñþäà è ïîñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ñâÿçàííûõ ïîäãðóïï A èëè B ñîâïàäàåò ñ áàçîé G, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî òåîðåìà 1 ïåðåñòà¼ò áûòü ñïðàâåäëèâîé. Äëÿ òàêèõ
HNN�ðàñøèðåíèè ìû ïîñòðîèì íåêîòîðóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè ýëåìåíòîâ, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áóäåò ïîëó÷åí äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäèíåíèåì, ïðè
óñëîâèè, ÷òî îáúåäèíÿåìàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëüíà â êàæäîì èç ìíîæèòåëåé.

Èçó÷àÿ ãðóïïû ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, Ä. È. Ìîëäàâàíñêèé [8] óñòàíî-
âèë ñâÿçü ýòèõ ãðóïï ñ HNN-ðàñøèðåíèÿìè (ñì., òàêæå [9, ãë. 5]). Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ä. È.
Ìîëäàâàíñêîãî, áóäåò óñòàíîâëåíà

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, èìåþùàÿ ïî

ìåíüøåé ìåðå òðè ïîðîæäàþùèõ. Òîãäà âñÿêàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà V (G), îïðåäåë¼ííàÿ
êîíå÷íûì ñîáñòâåííûì ìíîæåñòâîì ñëîâ V èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî V .

Ðàñïðîñòðàíèòü ýòó òåîðåìó íà ãðóïïû ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè è îäíèì îïðåäåëÿþùèì
ñîîòíîøåíèåì óæå íåóäà¼òñÿ.

Ïî õîäó èçëîæåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíî íåñêîëüêî âîïðîñîâ, îòâåòû íà êîòîðûå àâòîðó íå
èçâåñòíû.
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� 1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß È ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß

Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç ðàáîòû [2]. Íàïîìíèì èõ.
Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x1, . . . , xn, n ≥ 2, V � ìíî-

æåñòâî ñëîâ èç Fn. Ñëîâî v èç Fn íàçîâåì êîììóòàòîðíûì, åñëè îíî ëåæèò â êîììóòàíòå F ′
n

ãðóïïû Fn . Ìíîæåñòâî V íàçîâåì êîììóòàòîðíûì, à îïðåäåëÿåìóþ èì âåðáàëüíóþ ïîä-
ãðóïïó êîììóòàíòíîé, åñëè V ñîäåðæèò òîëüêî êîììóòàòîðíûå ñëîâà. Ìíîæåñòâî V áóäåì
íàçûâàòü ñîáñòâåííûì, åñëè âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà V (Fn) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé (ò. å. îòëè÷-
íîé îò åäèíèöû è âñåé ãðóïïû) ïîäãðóïïîé ãðóïïû Fn. Îòìåòèì, ÷òî åñëè G íå ñâîáîäíà,
òî ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî V íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóï-
ïó V (G) (â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ïðîñòóþ ãðóïïó G, êîòîðàÿ âîîáùå íå
ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï). Åñëè æå V � íåñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ,
òî, î÷åâèäíî, V (G) � íåñîáñòâåííàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà â ëþáîé ãðóïïå G. Òåì íå ìå-
íåå, åñëè G ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó è V � ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ, òî
ïîäãðóïïà V (G) îòëè÷íà îò åäèíèöû. Åñëè â ãðóïïå G âñÿêîå ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ
îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó, òî áóäåì íàçûâàòü G áîãàòîé âåðáàëüíûìè

ïîäãðóïïàìè.
Â ðàáîòå [2, ëåììà 5] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ íåñîáñòâåííàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû êîñ Bn èìååò êîíå÷íóþ øèðèíó. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ
ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü G � ãðóïïà, V � íåñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ. Òîãäà øèðèíà

wid(G, V ) êîíå÷íà.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V (G) = G (ñëó÷àé V (G) = 1 òðèâèàëåí). Èç-

âåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [10, òåîðåìà 15.1.10]), ÷òî V ýêâèâàëåíòíî (ò. å. îïðåäåëÿåò òó æå
âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó) ìíîæåñòâó ñëîâ âèäà W = {xs

1, uj|j ∈ J, uj ∈ F ′
n}. Òàê êàê V �

íåñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ, V (G) = W (G) = G, òî s = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ìíîæå-
ñòâå V íàéäóòñÿ ñëîâà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî íåñîáñòâåííîìó ñëîâó v = xα1

1 ...x
αn
n v∗,

αi ∈ Z, v∗ ∈ F ′
n, ó êîòîðîãî s = ..(α1, ..., αn) = 1. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ

âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
ËÅÌÌÀ 2 ([3, ñ.574]). Åñëè ñëîâî v = xα1

1 ...x
αn
n v∗, ãäå αi ∈ Z, v∗ ∈ F ′

n, íå ÿâëÿåòñÿ

êîììóòàòîðíûì è s = ..(α1, ..., αn), òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G åãî s�ÿ ñòåïåíü
gs ëåæèò â v(G) è ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ñëîâà v.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà G íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé

øèðèíû, åñëè äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V , îïðåäåëÿþùåãî ñîáñòâåííóþ âåðáàëüíóþ
ïîäãðóïïó V (G), øèðèíà wid(G, V ) áåñêîíå÷íà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà HNN�ðàñøèðåíèé (ñì., íàïðèìåð, [9, ãë.
4, � 2]).

Ïóñòü G � ãðóïïà, A è B � åå ïîäãðóïïû, ϕ : A −→ B � èçîìîðôèçì. HNN�ðàñøèðåíèåì
ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî A, B è ϕ íàçûâàåòñÿ ãðóïïà

G∗ = (G, t || t−1at = ϕ(a), a ∈ A),

ïðè÷¼ì G íàçûâàåòñÿ åãî áàçîé, t � ïðîõîäíîé áóêâîé, A è B � ñâÿçàííûìè ïîäãðóïïàìè.
Ñëîâî w = g0t

ε1g1 . . . t
εngn, gi∈G, εi = ±1, ïðåäñòàâëÿþùåå íåêîòîðûé ýëåìåíò èç G∗,

íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì, åñëè â íåì íå âñòðå÷àþòñÿ ïîäñëîâà t−1git, ãäå gi ∈ A, è tgjt
−1, ãäå

gj ∈ B. Åñëè ñëîâî w ïðèâåäåíî è n ≥ 1, òî îíî ïðåäñòàâëÿåò íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èç G∗, íî
îäèí è òîò æå ýëåìåíò èç G∗ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ðàçëè÷íûìè ïðèâåäåííûìè ñëîâàìè.
Òåì íå ìåíåå, äëÿ ïðèâåäåííûõ ñëîâ ñïðàâåäëèâà
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ËÅÌÌÀ 3 (ñì. [9, ñ.254]). Ïóñòü u = g0t
ε1 . . . tεngn è v = h0t

δ1 . . . tδmhm � ïðèâåäåííûå

ñëîâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u = v â G∗. Òîãäà m = n è εi = δi, i = 1, . . . , n.
Ñèãíàòóðîé ýëåìåíòà g ∈ G∗ íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ sqng = (ε1, . . . , εn), εi =

±1, â ëþáîì ïðèâåäåííîì ïðåäñòàâëåíèè

g = g0t
ε1g1 . . . t

εngn

ýëåìåíòà g (ââèäó ëåììû 3 îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàòóðà íå çàâèñèò). Åäèíèöû è
çàïÿòûå â çàïèñè ñèãíàòóðû óäîáíî îïóñêàòü è ïèñàòü èìåííî çíàêè: sqng = (+ − − + . . .)
è ò. ä.

Åñëè σ = (ε1, . . . , εn), � ñèãíàòóðà, òî ÷èñëî |σ| = n íàçîâåì åå äëèíîé, à σ−1 = (−εn, . . . ,−ε1),
� îáðàòíîé ñèãíàòóðîé. Î÷åâèäíî, sqng−1 = (sqng)−1. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå στ ñèãíàòóð
σ, τ êàê ñèãíàòóðó, ïîëó÷àþùóþñÿ ïðèïèñûâàíèåì τ ïîñëå σ. Åñëè σ = σ1ρ, τ = ρ−1τ1, |ρ| = r,
òî îïðåäåëèì åùå r�ïðîèçâåäåíèå σ[r]τ = σ1τ1. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò

ËÅÌÌÀ 4. Äëÿ âñÿêèõ g, h∈G∗ íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå ÷èñëî r = r(g, h) ≥ 0, ÷òî sqngh =
(sqng)[r](sqnh), ïðè÷åì sqng = σ1ρ, sqnh = ρ−1τ1, |ρ| = r.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñëîâ èç G∗. Ïóñòü w = g0t
ε1g1 . . . t

εngn,
gi∈G, εi = ±1, � ïðèâåäåííàÿ ôîðìà ýëåìåíòà w∈G∗. Íàçîâåì ñëîâî w ïîëîæèòåëüíûì

(îòðèöàòåëüíûì), åñëè âñå ïîêàçàòåëè εi ïîëîæèòåëüíû (ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíû).
Ñëîâî w íàçîâåì îäíîðîäíûì, åñëè îíî ëèáî ïîëîæèòåëüíî, ëèáî îòðèöàòåëüíî. Åñëè w íå
îäíîðîäíî, òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñëîâ ÷åðåäóþùèõñÿ çíàêîâ,
ò. å. åñëè w = g0t

ε1g1 . . . t
εigit

εi+1 . . . tεngn, è âñå ïîêàçàòåëè ε1, . . . , εi îäíîãî çíàêà, à εi+1 èìååò
äðóãîé çíàê, òî ïîëîæèì w = w1w

′, ãäå w1 = g0t
ε1g1 . . . t

εigi � îäíîðîäíîå ïîäñëîâî, à w′ =
tεi+1gi+1 . . . t

εngn. Ïîäñëîâî w1 íàçîâåì íà÷àëüíûì êâàçèñëîãîì ñëîâà w. Àíàëîãè÷íî, â ñëîâå
w′ âûäåëèì íà÷àëüíûé êâàçèñëîã è çàïèøåì w′ = w2w

′′, ãäå w2 � ìàêñèìàëüíîå îäíîðîäíîå
ïîäñëîâî ñëîâà w′. Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, ïðåäñòàâèì w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

w = w1w2 . . . wp,

ìíîæèòåëè wi êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ êâàçèñëîãàìè ñëîâà w.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå A ∗ B, ãäå |A| ≥ 3, |B| ≥ 2, ñîäåðæèò

ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó. Àíàëîãè÷íî, ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñ îáúåäèíåíèåì A ∗
U
B,

ãäå |A : U | ≥ 3, |B : U | ≥ 2 ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó (ñì. [11]).
Ïîêàæåì, ÷òî HNN�ðàñøèðåíèå G∗ = (G, t || t−1At = B, ϕ), â êîòîðîì A 6= G 6= B, ñîäåð-

æèò ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a, b � íåòðèâèàëüíûå ïðåäñòàâè-
òåëè ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïàì A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì x = atb,
y = t−1atbt. Òàê êàê a 6∈ A, b 6∈ B, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íèêàêîé ýëåìåíò ãðóïïû (x, y)
íå ñîïðÿæåí â G∗ ñ ýëåìåíòîì èç G, à ýòî è îçíà÷àåò [9, ñ.289], ÷òî x è y ïîðîæäàþò ñâî-
áîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå G∗ áîãàòà âåðáàëüíûìè
ïîäãðóïïàìè.

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó, ðàçðàáîòàííóþ äëÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï Þ. È. Ìåðçëÿêîâûì [12],
Ñàêåðäîò [13] óñòàíîâèë, ÷òî ëþáûå ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ A ∗ B, |A| ≥ 3, |B| ≥ 2, èìåþò
îäèíàêîâûå ïîçèòèâíûå òåîðèè. Â ñâÿçè ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè åñòåñòâåííî ñôîðìóëèðîâàòü

Âîïðîñ 3. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáûå ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ îáúåäèíåíèåì A ∗
U
B, |A : U | ≥

3, |B : U | ≥ 2, èìåþò îäíó è òó æå ïîçèòèâíóþ òåîðèþ?
Âîïðîñ 4. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáûå HNN�ðàñøèðåíèÿ

G∗ = (G, t || t−1At = B, ϕ), |G : A| ≥ 2, |G : B| ≥ 2
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èìåþò îäíó è òó æå ïîçèòèâíóþ òåîðèþ?

� 2. ÊÂÀÇÈÃÎÌÎÌÎÐÔÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óñòàíîâèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî â ãðóïïå G øèðèíà âåð-
áàëüíîé ïîäãðóïïû V (G) áåñêîíå÷íà îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V .

Ïóñòü f : G −→ R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ãðóïïå G è ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Íàçîâåì f êâàçèãîìîìîðôíîé, åñëè ôóíêöèÿ
f(xy)− f(x)− f(y) îãðàíè÷åíà íà G×G, ò.å. íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c ≥ 0, ÷òî

|f(xy)− f(x)− f(y)| ≤ c

äëÿ âñåõ x, y ∈ G. (Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà è

|f(x−1) + f(x)| ≤ c+ |f(e)|

äëÿ âñåõ x ∈ G. Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(xy) − f(x) − f(y)
íà G äîñòàòî÷íî åå îäíîñòîðîííåé îãðàíè÷åííîñòè íà G ñâåðõó èëè ñíèçó.) Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî f êâàçèàííóëèðóåò s�å ñòåïåíè, s ≥ 2, åñëè ôóíêöèÿ f(xs) îãðàíè÷åíà íà G (åñëè f
êâàçèãîìîìîðôíà, òî îïÿòü-òàêè äîñòàòî÷íà îäíîñòîðîííÿÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f(xs)).

ËÅÌÌÀ 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G −→ R êâàçèãîìîìîðôíà. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c(n), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n, ÷òî çíà÷åíèå
ôóíêöèè f íà ïðîèçâåäåíèè ëþáûõ n êîììóòàòîðîâ èç G íå ïðåâîñõîäèò c(n).

ËÅÌÌÀ 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G −→ R êâàçèãîìîìîðôíà è êâàçèàííóëèðóåò s-å ñòå-
ïåíè. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g ∈ G ïðåäñòàâèìîãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå áîëåå l s�õ
ñòåïåíåé è m êîììóòàòîðîâ, íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c(l,m), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò

l,m, ÷òî
f(g) ≤ c(l,m).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
Ïóñòü äàëåå V � ìíîæåñòâî òåîðåòèêî�ãðóïïîâûõ ñëîâ. Ôóíêöèþ f : G −→ R áóäåì

íàçûâàòü V �ñëîéíî îãðàíè÷åííîé íàG, åñëè äëÿ âñÿêîãî n = 1, 2, . . . íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà
c(n) ∈ R , ÷òî f(g) ≤ c(n) äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n
çíà÷åíèé ñëîâ èç V íà G. Òàêèì îáðàçîì, åñëè f � êâàçèãîìîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóïïå
G, à V � êîììóòàòîðíîå ìíîæåñòâî ñëîâ, òî ââèäó ëåììû 5, ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ V �ñëîéíî
îãðàíè÷åííîé íà G. Åñëè æå f � êâàçèãîìîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ è êâàçèàííóëèðóåò s�å ñòåïåíè
íà ãðóïïå G, à V � ìíîæåñòâî ñëîâ ýêâèâàëåíòíîå xs, V0, ãäå V0 � êîììóòàòîðíîå ìíîæåñòâî
ñëîâ, òî ââèäó ëåììû 6, ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ V �ñëîéíî îãðàíè÷åííîé íà G.

Ñíîâà ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò
ËÅÌÌÀ 7. Ïóñòü G � ãðóïïà. Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà ñëîâ V , îïðåäåëÿþùåãî âåðáàëüíóþ

ïîäãðóïïó V (G), íàéä¼òñÿ V �ñëîéíî�îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f , íå îãðàíè÷åííàÿ íà V (G),
òî wid(G, V ) = ∞.

Ëèíäîí è íåêîòîðûå äðóãèå àâòîðû (ñì. [9, ãë. 1, � 9]) èçó÷àëè íà ãðóïïàõ àáñòðàêòíûå
ôóíêöèè äëèíû. Â ÷àñòíîñòè, Ëèíäîí óñòàíîâèë, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà, äîïóñêàþùàÿ ôóíêöèþ
äëèíû, ñâîáîäíà. Â ñâÿçè ñ ââåäåííûìè â ýòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëåíèÿìè êàæåòñÿ èíòåðåñ-
íûì
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Âîïðîñ 5. Îõàðàêòåðèçîâàòü ãðóïïû, äîïóñêàþùèå êâàçèãîìîìîðôíûå ôóíêöèè, íå
îãðàíè÷åííûå íà êîììóòàíòå. Îõàðàêòåðèçîâàòü ãðóïïû G, äîïóñêàþùèå êâàçèãîìîìîðô-
íûå ôóíêöèè, êâàçèàííóëèðóþùèå s�å, s ≥ 2 ñòåïåíè è íå îãðàíè÷åííûå íàGs = (xs || x ∈ G).

� 3. V�ÑËÎÉÍÎ�ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÍÀ HNN�ÐÀÑØÈÐÅÍÈßÕ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ãðóïïó G∗ = (G, t || t−1At = B, ϕ), ÿâëÿþùóþñÿ
HNN�ðàñøèðåíèåì, ñ ðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà ñëîâ. Îïðåäåëèì âíà÷àëå íà G∗ êâà-
çèãîìîìîðôíóþ ôóíêöèþ.

Ñëåäóÿ [2, ñ.20], íàçîâåì 3�ñëåäîì öåëîãî ÷èñëà m ÷èñëî

tr(m) =


0 ïðè m ≡ 0 (mod 3),
1 ïðè m ≡ 1 (mod 3),
−1 ïðè m ≡ −1 (mod 3).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë m,n èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

tr(m+ n) =


tr(m) + tr(n)− 3 ïðè m ≡ n ≡ 1,
tr(m) + tr(n) + 3 ïðè m ≡ n ≡ −1,
tr(m) + tr(n) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

ãäå çàïèñü a ≡ b îçíà÷àåò, ÷òî a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà

|tr(m+ n)− trm− trn| ≤ 3. (1)

Ïóñòü u � ñëîâî â àëôàâèòå X = {x1, x2, . . .}. Ñîãëàñíî [10, ñ.137], ëîãàðèôìîì u ïî
îñíîâàíèþ xi ∈ X íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî logiu, ðàâíîå ñóììå ïîêàçàòåëåé ïðè áóêâå xi â
ñëîâå u.

Îïðåäåëèì òåïåðü êâàçèëîãàðèôì

ql : G∗ −→ Z

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü w � ïðèâåäåííîå ñëîâî èç G∗, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ êâàçèñëîãîâ, ò. å.

w = w1w2 . . . wp,

ãäå wi � ëèáî ïîëîæèòåëüíîå, ëèáî îòðèöàòåëüíîå ïîäñëîâî, è ðÿäîì ñòîÿò ïîäñëîâà ðàçíûõ
çíàêîâ. Ïîëîæèì

ql(w) =

p∑
i=1

tr(logtwi).

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïðèâåäåííàÿ ôîðìà îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî, íî, ââèäó ëåììû 3,
îïðåäåëåíèå êâàçèëîãàðèôìà êîððåêòíî, ò. å. åñëè w′ � ïðèâåäåííîå ñëîâî, ïðåäñòàâëÿþùåå
òîò æå ýëåìåíò ãðóïïû G∗, ÷òî è ñëîâî w , òî ql(w) = ql(w′).

Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ ql êâàçèãîìîìîðôíà; áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâà
ËÅÌÌÀ 8. Äëÿ âñÿêèõ u, v èç HNN�ðàñøèðåíèÿ G∗ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

ql(u−1) = −ql(u),
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|ql(uv)− ql(u)− ql(v)| ≤ 6.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü u = g0t
ε1g1 . . . t

εmgm � ïðèâåäåííîå ñëîâî. Î÷åâèäíî, ÷òî
òîãäà u−1 = g−1

m t−εm . . . g−1
1 × ×t−ε1g−1

0 � òàêæå ïðèâåäåííîå ñëîâî, è ïåðâîå ðàâåíñòâî ëåãêî
âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ql.

Ïóñòü v = h0t
µ1h1 . . . t

µlhl � åùå îäíî ïðèâåäåííîå ñëîâî. Ïðîèçâåäåíèå

uv = g0t
ε1g1 . . . t

εmgmh0t
µ1h1 . . . t

µlhl, (2)

âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàíî áûòü ïðèâåäåííûì. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå çäåñü ñëó÷àè.
Ïóñòü âíà÷àëå ïîêàçàòåëè εm è µ1 îäíîãî çíàêà. Ïîëîæèì g′m = gmh0. Òîãäà (2) ÿâëÿåòñÿ

ïðèâåäåííîé ôîðìîé ñëîâà uv. Åñëè, ïðè ýòîì

u = u1u2 . . . up, v = v1v2 . . . vq

� ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàçèñëîãîâ, òî

uv = u1u2 . . . up−1wv2 . . . vq, w = upv1

� ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàçèñëîãîâ ýëåìåíòà uv. Ïî îïðåäåëåíèþ êâàçèëîãà-
ðèôìà,

ql(uv) =

p−1∑
j=1

ql(uj) + ql(w) +

q∑
j=2

ql(vj). (3)

Òàê êàê w � îäíîðîäíîå ñëîâî, òî

ql(w) = tr(logt(upv1)) = tr(logtup + logtv1).

Ïî ñâîéñòâó ôóíêöèè tr (ñì. (1)),

|ql(w)− ql(up)− ql(v1)| ≤ 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3) ïîëó÷àåì

|ql(uv)− ql(u)− ql(v)| ≤ 3,

ò. å. â ýòîì ñëó÷àå âòîðàÿ ôîðìóëà ëåììû ñïðàâåäëèâà.
Ïóñòü, äàëåå, ïîêàçàòåëè εm è µ1 èìåþò ðàçíûå çíàêè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî εm = −1, µ1 = 1 (äâîéñòâåííûé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò gmh0 íå ëåæèò â A. Òîãäà ñëîâî (2) ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì è

åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàçèñëîãîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uv = u1u2 . . . up−1u
′
pv

′
1v2 . . . vq, u′p = uph0, v′1 = h−1

0 v1.

Î÷åâèäíî, ÷òî
ql(u′p) = ql(up), ql(v′1) = ql(v1)

Ñëåäîâàòåëüíî,
ql(uv) = ql(u) + ql(v),

è òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå â ýòîì ñëó÷àå òàêæå óñòàíîâëåíî.
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Ïóñòü, íàêîíåö, ýëåìåíò gmh0 ëåæèò â A. Âûäåëèì â ñëîâå (2) ïîäñëîâî ìàêñèìàëüíîé
äëèíû, êîòîðîå â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåíèÿ äàåò ñëîâî äëèíû 0, ò.å. ïîïàäàåò â G. Îáîçíà÷èì
åãî w. Òîãäà

uv = u1u2 . . . ui−1u
′wv′vp−i+2 . . . vq,

ãäå w = w1w2, w1 = u′′ui+1 . . . up � êîíå÷íîå ïîäñëîâî ñëîâà u, w2 = v1 . . . vp−iv
′′ � íà÷àëüíîå

ïîäñëîâî ñëîâà v, ui = u′u′′, vp−i+1 = v′′v′. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ql(w1) = −ql(w2), à
ïîäñëîâà u′ è v′ (òàê æå, êàê u′′ è v′′) èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïî îïðåäåëåíèþ,

ql(u) =
i−1∑
j=1

ql(uj) + ql(u′u′′) +

p∑
j=i+1

ql(uj),

(4)

ql(v) =

p−i∑
j=1

ql(vj) + ql(v′′v′) +

q∑
j=p−i+2

ql(vj).

Â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ïîäñëîâ u′ è v′ ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ. Ïðåäïîëîæèì âíà-
÷àëå, ÷òî u′ è v′ èìåþò äëèíó 0. Òîãäà

ql(uv) =
i−1∑
j=1

ql(uj) + ql(w) +

q∑
j=p−i+2

ql(vj).

Òàê êàê w ëåæèò â G, òî ql(w) = 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâà (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ql(u) =
i−1∑
j=1

ql(uj) + ql(w1),

ql(v) = ql(w2) +

q∑
j=p−i+2

ql(vj).

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî ýòè äâà ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ql(w1) + ql(w2) = 0, ïîëó÷èì

ql(uv) = ql(u) + ql(v).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî u′ èìååò äëèíó > 0, à äëèíà v′ ðàâíà 0 (äâîéñòâåííûé ñëó÷àé,
êîãäà äëèíà u′ ðàâíà 0, à äëèíà v′ áîëüøå 0, ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
wv′ ∈ G, à ïîäñëîâà u′ è vp−i+2 îäíîãî çíàêà, òî

ql(uv) =
i−1∑
j=1

ql(uj) + ql(u′wv′vp−i+2) +

q∑
j=p−i+3

ql(vj)

è
|ql(u′wv′vp−i+2)− ql(u′)− ql(vp−i+2)| ≤ 3.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣∣∣∣ql(uv)−
i−1∑
j=1

ql(uj)− ql(u′)− ql(vp−i+2)−
q∑

j=p−i+3

ql(vj)

∣∣∣∣∣ ≤ 3. (5)

Òàê êàê
|ql(u′u′′)− ql(u′)− ql(u′′)| ≤ 3

è
ql(v′′v′) = ql(v′′),

òî ôîðìóëû (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∣∣∣∣∣ql(u)−
i−1∑
j=1

ql(uj)− ql(u′)− ql(u′′)−
p∑

j=i+1

ql(uj)

∣∣∣∣∣ ≤ 3,

ql(v) =

p−i∑
j=1

ql(vj) + ql(v′′) +

q∑
j=p−i+2

ql(vj).

Îòñþäà, ââèäó ðàâåíñòâ

ql(w1) = ql(u′′) +

p∑
j=i+1

ql(uj),

ql(w2) =

p−i∑
j=1

ql(vj) + ql(v′′),

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûå îöåíêè äëÿ ql(u) è ql(v):∣∣∣∣∣ql(u)−
i−1∑
j=1

ql(uj)− ql(u′)− ql(w1)

∣∣∣∣∣ ≤ 3,

ql(v) = ql(w2) +

q∑
j=p−i+2

ql(vj).

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà ql(w1) + ql(w2) = 0 ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∣ql(u) + ql(v)−
i−1∑
j=1

ql(uj)− ql(u′)−
q∑

j=p−i+2

ql(vj)

∣∣∣∣∣ ≤ 3,

à ïîòîìó, ââèäó (5),
|ql(uv)− ql(u)− ql(v)| ≤ 6,

ò. å. òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è â ýòîì ñëó÷àå.
Ïóñòü, íàêîíåö, îáà ñëîâà u′ è v′ èìåþò äëèíó > 0 . Òàê êàê u′ è v′ � îäíîðîäíûå ïîäñëîâà

ðàçíûõ çíàêîâ, w ∈ G, òî

ql(uv) =
i−1∑
j=1

ql(uj) + ql(u′) + ql(v′) +

q∑
j=p−i+2

ql(vj). (6)
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Îöåíèì çíà÷åíèÿ ql(u) è ql(v). Ïî îïðåäåëåíèþ,

ql(u) =
i−1∑
j=1

ql(uj) + ql(u′u′′) +

p∑
j=i+1

ql(uj),

ql(v) =

p−i∑
j=1

ql(vj) + ql(v′′v′) +

q∑
j=p−i+2

ql(vj).

Äàëåå, ïî ñâîéñòâó êâàçèëîãàðèôìà,

|ql(u′u′′)− ql(u′)− ql(u′′)| ≤ 3,

|ql(v′′v′)− ql(v′′)− ql(v′)| ≤ 3.

Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì èñêîìûå îöåíêè∣∣∣∣∣ql(u)−
i−1∑
j=1

ql(uj)− ql(u′)− ql(u′′)−
p∑

j=i+1

ql(uj)

∣∣∣∣∣ ≤ 3,

∣∣∣∣∣ql(v)−
p−i∑
j=1

ql(vj)− ql(v′′)− ql(v′)−
q∑

j=p−i+2

ql(vj)

∣∣∣∣∣ ≤ 3.

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ql(w1) = ql(u′′) +

p∑
j=i+1

ql(uj),

ql(w2) =

p−i∑
j=1

ql(vj) + ql(v′′)

è ql(w1) + ql(w2) = 0, ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣ql(u) + ql(v)−
i−1∑
j=1

ql(uj)− ql(u′)− ql(v′)−
q∑

j=p−i+2

ql(vj)

∣∣∣∣∣ ≤ 6.

Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ðàâåíñòâà (6),

|ql(uv)− ql(u)− ql(v)| ≤ 6.

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ðàññìîòðåí, è ëåììà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ql êâàçèãîìîìîðôíà íà HNN�ðàñøèðåíèÿõ.

Ôèêñèðóåì òåïåðü íàòóðàëüíîå ÷èñëî s ≥ 2. Ïîñòðîèì íà HNN�ðàñøèðåíèè G∗ ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ àííóëèðóåò s�å ñòåïåíè è ÿâëÿåòñÿ êâàçèãîìîìîðôíîé.

Ïóñòü σ = (ε1 . . . εn) � ñèãíàòóðà, pk(σ) � ÷èñëî åå "ïëþñ-ó÷àñòêîâ"

− + . . .+︸ ︷︷ ︸
k

−
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äëèíû k, mk(σ) � ÷èñëî "ìèíóñ-ó÷àñòêîâ"

+ − . . .−︸ ︷︷ ︸
k

+

äëèíû k è dk(σ) = pk(σ) − mk(σ), k = 0, 1, 2, . . .. Åñëè g ∈ G∗, òî ïîëîæèì ñîîòâåòñòâåííî
pk(g) = pk(σ), mk(g) = mk(σ), dk(g) = dk(σ) ãäå σ = sqng. Òàê êàê sqng−1 = (sqng)−1, òî

pk(g
−1) = mk(g), dk(g

−1) = −dk(g)

äëÿ ëþáîãî g ∈ G∗.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: åñëè ϕk, ψk, ξk � ôóíêöèè, èíäåêñèðîâàííûå ïàðàìåòðîì

k, ïðèíèìàþùèì öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî çàïèñü ϕk =
p
ψk îçíà÷àåò, ÷òî ϕk = ψk

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà k, çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå ÷åì p çíà÷åíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
ϕk =

p
ψk è ψk =

q
ξk, òî ϕk =

p+q
ξk; åñëè ϕk =

p
ϕ′

k è ψk =
q
ψ′

k, òî ϕk + ψk =
p+q

ϕ′
k + ψ′

k.

ËÅÌÌÀ 9. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g, h ∈ G∗ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

dk(gh) =
6
dk(g) + dk(h),

ãäå ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîíèìàþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì êàê ôóíêöèè íà G∗ ×G∗.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Îáîçíà÷èì: σ = sqng, τ = sqnh. Òîãäà, ïî ëåììå 4, σ = σ1ρ,
τ = ρ−1τ1, |ρ| = r ≥ 0 è

sqngh = σ[r]τ = σ1τ1.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ϕk îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ pk èëè mk, òî

ϕk(αβ) =
1
ϕk(α) + ϕk(β)

äëÿ ëþáûõ ñèãíàòóð α, β, òàê êàê ïëþñ�ó÷àñòêè (ìèíóñ�ó÷àñòêè) ñèãíàòóðû αβ � ýòî ïëþñ�
ó÷àñòêè (ìèíóñ�ó÷àñòêè) ñèãíàòóð α, β è íå áîëåå ÷åì îäèí íîâûé ïëþñ�ó÷àñòîê (ìèíóñ�
ó÷àñòîê) íà ñòûêå α è β. Â ÷àñòíîñòè,

ϕk(gh) = ϕk(σ1τ1) =
1
ϕk(σ1) + ϕk(τ1).

Äàëåå,
ϕk(g) = ϕk(σ1ρ) =

1
ϕk(σ1) + ϕk(ρ),

ϕk(h) = ϕk(ρ
−1τ1) =

1
ϕk(ρ

−1) + ϕk(τ1).

Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕk(gh) =

3
ϕk(g)− ϕk(ρ) + ϕk(h)− ϕk(ρ

−1).

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè dk è ó÷èòûâàÿ, ÷òî pk(ρ
−1) = mk(ρ), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå

ëåììû.
Îïðåäåëèì òåïåðü íà ãðóïïå G∗ ôóíêöèþ γs(x) êàê ÷èñëî çíà÷åíèé k, äëÿ êîòîðûõ

dk(x) 6≡ 0 (mod s). Èç ëåììû 9 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ γs(x) ÿâëÿåòñÿ êâà-
çèãîìîìîðôíîé. Ïîêàæåì, ÷òî îíà àííóëèðóåò s�å ñòåïåíè.
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ËÅÌÌÀ 10. Äëÿ âñÿêîãî g ∈ G∗ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

γs(g
s) ≤ 14.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè g ∈ G, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëèíà ïðèâåäåííîãî ñëîâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýëåìåíò g, áîëüøå 0. Åñëè g íå ÿâëÿåòñÿ öèê-
ëè÷åñêè ïðèâåäåííûì, òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå g = h−1g′h, ãäå ñëîâî g′ öèêëè÷åñêè
ïðèâåäåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò gs ïðåäñòàâèì â âèäå gs = h−1(g′)sh è ñëîâî (g′)s öèêëè-
÷åñêè ïðèâåäåíî.

Åñëè (g′)s ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç G, òî pk((g
′)s) = mk((g

′)s) = 0 äëÿ âñåõ k. Åñëè (g′)s 6∈
G, σ = sqng′, à ϕk îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ pk èëè mk, òî

ϕk((g
′)s) = ϕk(σ

s) =
1
sϕk(g

′),

òàê êàê êàæäûé ïëþñ�ó÷àñòîê (ìèíóñ�ó÷àñòîê) ñèãíàòóðû σ ïîâòîðÿåòñÿ â ñèãíàòóðå σs

ðîâíî s ðàç è, êðîìå òîãî, â ïðîèçâåäåíèè σσ ìîæåò âîçíèêíóòü íîâûé ïëþñ�ó÷àñòîê (ìèíóñ�
ó÷àñòîê), êîòîðûé â σs ïîâòîðÿåòñÿ s− 1 ðàç. Çíà÷åíèå k, ðàâíîå äëèíå ýòîãî ó÷àñòêà, ìû è
íå êîíòðîëèðóåì. Ñëåäîâàòåëüíî,

dk((g
′)s) =

2
sdk(g

′).

Äàëåå, ââèäó ïðåäûäóùåé ëåììû,

dk(g
s) =

12
dk(h

−1) + dk((g
′)s) + dk(h).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dk(h
−1) + dk(h) = 0, ïîëó÷èì

dk(g
s) =

14
sdk(g

′),

íî, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè γs, ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî γs(g
s) ≤ 14.

� 4. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â HNN�ðàñøèðåíèè G∗ = (G, t || t−1At = B, ϕ) ïîäãðóïïû A è B
îòëè÷íû îò G. Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . èç V (G∗) òàêóþ, ÷òî åñëè V � êîììóòàòîðíîå ìíîæåñòâî ñëîâ,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë |qla1|, |qla2|, . . ., íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò; åñëè V � íåêîììó-
òàòîðíîå ìíîæåñòâî ñëîâ, ýêâèâàëåíòíîå ìíîæåñòâó W = {xs

1, uj|j ∈ J, uj ∈ F ′
n, s > 1}, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë γs(a1), γs(a2), . . . òàêæå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Òàê êàê, ââèäó
ëåìì 5 è 6, ôóíêöèè ql è γs ÿâëÿþòñÿ V �ñëîéíî�îãðàíè÷åííûìè, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíî-
æåñòâ V , òî ââèäó ëåììû 7, ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî G∗ íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ
ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû. À òàê êàê G∗ áîãàòà âåðáàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, òî îòñþäà è
ïîñëåäóåò òåîðåìà 1.

Ïóñòü âíà÷àëå V � êîíå÷íîå êîììóòàòîðíîå ìíîæåñòâî ñëîâ è v(x) = v(x1, . . . , xm) �
íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå ñëîâî èç V . Òàê êàê G∗ ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó,
òî îíà ñîäåðæèò è ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó ñm ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè y1, . . . , ym. Ïðè÷åì,
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ââèäó ïîñòðîåíèÿ ïîðîæäàþùèõ ñâîáîäíîé ïîäãðóïïû (ñì. êîíåö � 1), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå ïîðîæäàþùèå yi èìåþò t-äëèíó > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò v(y) = v(y1, . . . , yn) íå ðàâåí
åäèíèöå â G∗, ñîäåðæèòñÿ â êîììóòàíòå (G∗)′ è äëèíà åãî ïðèâåäåííîé ôîðìû ≥ 2, ò.å.

v(y) = g0t
ε1g1 . . . t

εngn, n ≥ 2, εi = ±1.

Çàïèøåì ýòî ñëîâî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàçèñëîãîâ:

v(y) = w1 . . . wp.

Î÷åâèäíî, ÷òî p > 1. Èñïîëüçóÿ, åñëè íàäî, ñîïðÿæåíèå (êîòîðîå íå âûâåäåò íàñ èç âåð-
áàëüíîé ïîäãðóïïû V (G∗)), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w1 è wp èìåþò ðàçíûå çíàêè è ñëîâî v(y)
öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî i ≥ 1, i-ÿ ñòåïåíü vi(y)
ñëîâà v(y) òàêæå áóäåò öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûì ñëîâîì. Ââèäó ñâîéñòâà ôóíêöèè ql, áóäåì
èìåòü

ql(vi(y)) = iql(v(y)), i = 1, 2, . . . .

Åñëè çíà÷åíèå ql(v(y)) îòëè÷íî îò íóëÿ, òî â êà÷åñòâå èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçüìåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ai = vi(y), i = 1, 2, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì. Åñëè ql(v(y)) = 0, òî âûáåðåì
öåëîå ÷èñëî α òàê, ÷òî åñëè ïîñëåäíèé êâàçèñëîã wp ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëü-
íûì), òî è α âîçüìåì ïîëîæèòåëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíûì). Êðîìå òîãî, åñëè
çíà÷åíèå ql(wp) 6= 1, òî â êà÷åñòâå α âîçüìåì òàêîå ÷èñëî, ÷òî çíà÷åíèå ql(wpt

α) ðàâíî 1; åñëè
æå ql(wp) = 1, òî âûáåðåì α òàê, ÷òî ql(wpt

α) = −1. Ïîëîæèì, äàëåå,

b1 = t−αv(y)tα, bi = t−αbi−1v(y)t
α = t−αi(v(y)tα)i, i = 2, 3, . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå bi ëåæàò â âåðáàëüíîé ïîäãðóïïå v(G∗) ≤ V (G∗). Â êà÷åñòâå èñêîìîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

aj = b3j, j = 1, 2, . . . .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çíà÷åíèå ql(v(y)tα) 6= 0. Òàê êàê ñëîâî v(y)tα öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíî è
çíàê åãî ïåðâîãî êâàçèñëîãà îòëè÷åí îò çíàêà ïîñëåäíåãî êâàçèñëîãà, òî

ql((v(y)tα)i) = iql(v(y)tα).

À òàê êàê
ql(t−3αj(v(y)tα)3j) = ql((v(y)tα)3j = 3jql(v(y)tα),

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü aj, j = 1, 2, . . . , äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
Ïóñòü òåïåðü V � íåêîììóòàòîðíîå ìíîæåñòâî ñëîâ. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ìíîæåñòâî

V ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó ñëîâ W = {xs
1, uj|j ∈ J, uj ∈ ∈ F ′

n, s > 1}. Ïîêàæåì, ÷òî
ìíîæåñòâî G \ (A ∪ B) íåïóñòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñäåëàííîìó â íà÷àëå
ïàðàãðàôà, ïîäãðóïïû A è B îòëè÷íû îò G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñ
G. Âûáåðåì ýëåìåíòû a ∈ G \ B è b ∈ G \ A. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, a ∈ A, b ∈ B. Ðàññìîòðèì
èõ ïðîèçâåäåíèå ab. Òàê êàê G = A∪B, òî ab ïîïàäàåò ëèáî â A, ëèáî â B. Åñëè c = ab ∈ A,
òî b = a−1c òàêæå äîëæåí ëåæàòü â A è òîãäà G = A. Åñëè æå c = ab ∈ B, òî àíàëîãè÷íî,
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G = B. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî G \ (A ∪ B) íåïóñòî. Âûáåðåì
â ýòîì ìíîæåñòâå ýëåìåíò g è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

aj = (gt)s(gt−1)2s(gt)s(gt−1)3s(gt)s . . . (gt−1)js(gt)s, j = 2, 3, . . . .

Òàê êàê, ïî ëåììå 2, s�ÿ ñòåïåíü ëþáîãî ýëåìåíòà èç G∗ ëåæèò â âåðáàëüíîé ïîäãðóïïå
V (G∗), òî è âñå aj ëåæàò â ýòîé âåðáàëüíîé ïîäãðóïïå. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ γs(aj). Äëÿ ýòîãî
íàì íàäî çíàòü pk(aj) è mk(aj). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ps(aj) = j − 2, p2s(aj) = . . . = pjs(aj) = 0,

ms(aj) = 0, m2s(aj) = . . . = mjs(aj) = 1

è pk(aj) = mk(aj) = 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé k. Â ÷àñòíîñòè,

ds(aj) = j − 2, d2s(aj) = . . . = djs(aj) = −1.

Òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ, γs(x) � ÷èñëî çíà÷åíèé k, äëÿ êîòîðûõ dk(aj) 6≡ 0 (mod s) , òî
γs(aj) ≥ j − 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a2, a3, . . . ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé è íàìè äîêà-
çàíà

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü â HNN�ðàñøèðåíèè

G∗ = (G, t || t−1At = B, ϕ)

ñâÿçàííûå ïîäãðóïïû A, B îòëè÷íû îò áàçîâîé ãðóïïû G. Òîãäà âñÿêàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà V (G∗), îïðåäåë¼ííàÿ êîíå÷íûì ñîáñòâåííûì ìíîæåñòâîì ñëîâ V , èìååò áåñêîíå÷íóþ

øèðèíó îòíîñèòåëüíî V .

Âîïðîñ î øèðèíå âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï HNN�ðàñøèðåíèé, â ñëó÷àå êîãäà õîòÿ áû îäíà
èç ñâÿçàííûõ ïîäãðóïï A èëè B ñîâïàäàåò ñ áàçîé G, îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïðèìåðû, ïî-
ñòðîåííûå â � 5 ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà øèðèíà çàâèñèò îò ñîîòâåòñòâóþùåé øèðèíû ãðóïïû
G.

Ñëåäóþùèì øàãîì â èçó÷åíèè ãðóïï, íå èìåþùèõ ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï
êîíå÷íîé øèðèíû, ìîæåò áûòü èññëåäîâàíèå ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäèíåíèåì G =
A ∗

U
B. Êàê ìû çàìåòèëè ðàíåå, åñëè |A : U | ≥ 3 è |B : U | ≥ 2, òî G ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ

íåàáåëåâó ïîäãðóïïó.

Âîïðîñ 6. Ïóñòü G = A ∗
U
B � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñ îáúåäèíåíèåì, ïðè÷åì, |A : U | ≥

3 è |B : U | ≥ 2, V � êîíå÷íîå ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ. Âåðíî ëè, ÷òî øèðèíà âåðáàëüíîé
ïîäãðóïïû V (G) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà V áåñêîíå÷íà ?.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü G = A ∗

U
B, |A : U | ≥ 3 è |B : U | ≥ 2, ïðè÷åì, U / A è

U / B, V � êîíå÷íîå ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ. Òîãäà øèðèíà âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû

V (G) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà V áåñêîíå÷íà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G íà ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå A1∗
B1, ãäå A1 = A/U , B1 = B/U . Òàê êàê ïðè ãîìîìîðôèçìå øèðèíà âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû
íå óâåëè÷èâàåòñÿ è îáðàç ïîäãðóïïû V (G) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âåðáàëüíîé ïîäãðóïïîé â
ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè A1 ∗B1, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðåìòóëëû î
øèðèíå âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé.
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Ïîñëå èçó÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäèíåíèåì åñòåñòâåííî ïåðåõîäèòü ê èññëå-
äîâàíèþ áîëåå îáùèõ ãðóïïîâûõ êîíñòðóêöèé, òàêèõ êàê äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå, à òàêæå
� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï.

Ñôîðìóëèðóåì åùå äâà âîïðîñà, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè àïïðîêñèìèðóåìîñòè.
Ïóñòü G � ãðóïïà, ó êîòîðîé øèðèíà âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû V (G) îòíîñèòåëüíî ìíî-

æåñòâà ñëîâ V áåñêîíå÷íà. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ãðóïïó V �øèðîêîé. Íàçîâåì V �øèðîêóþ
ãðóïïó G V �ñóæàåìîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ ãðóïïà Gn, ÿâëÿþùàÿñÿ
ýïèìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû G è òàêàÿ, ÷òî øèðèíà wid(Gn, V ) = n. Â ÷àñòíîñòè, åñëè V
ñîñòîèò èç îäíîãî ñëîâà [x, y], òî áóäåì íàçûâàòü G êîììóòàòîðíî ñóæàåìîé.

Âîïðîñ 7. ßâëÿåòñÿ ëè ñâîáîäíàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà êîììóòàòîðíî ñóæàåìîé?
Âîïðîñ 8. Âñÿêàÿ ëè V �øèðîêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ V �ñóæàåìîé?
Â êëàññå âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï ìîæíî âûäåëèòü ãðóïïû, íå èìåþùèå ñîá-

ñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ñâîáîäíûå íåàáåëåâû
ãðóïïû, áîëüøèíñòâî ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé, ìíîãèå èç HNN�ðàñøèðåíèé è äð. Íà äðóãîì
ïîëþñå íàõîäÿòñÿ ãðóïïû, ó êîòîðûõ âñå âåðáàëüíûå ïîäãðóïïû èìåþò êîíå÷íóþ øèðèíó. Ê
íèì îòíîñÿòñÿ íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû, ìåòàáåëåâû, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû ìàòðèö è äð. Èí-
òåðåñíî áûëî áû èçó÷èòü âåðáàëüíûå ïîäãðóïïû áåñêîíå÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï. Îñîáûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîììóòàíò è ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ s�ìè ñòåïåíÿìè.

Âîïðîñ 9.ÏóñòüG� êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ áåñêîíå÷íàÿ p-ãðóïïà. Êàêîâà øèðèíà wid(G, v),
åñëè à) v = [x, y], á) v = xs, s > 1?

� 5. ÃÐÓÏÏÛ Ñ ÎÄÍÈÌ ÎÏÐÅÄÅËßÞÙÈÌ
ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðóïïå

G∗ = (G, t || t−1At = B, ϕ)

õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï A èëè B ñîâïàäàåò ñ G. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî A = G. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îáîçíà÷èì τ = t−1, ïåðåéä¼ì ê ïðåäñòàâëåíþ

G∗ = (G, τ || τ−1Bτ = A, ϕ−1)

è ïåðåîáîçíà÷èì A è B. Ñïðàâåäëèâà
ËÅÌÌÀ 11. Â HNN�ðàñøèðåíèè

G∗ = (G, t || t−1Gt = B, ϕ)

âñÿêèé ýëåìåíò g ∈ G∗ ïðåäñòàâèì â âèäå

g = tkat−l, a ∈ G, k, l ∈ N ∪ {0},

ïðè÷¼ì, k − l = logt g.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Áóäåì ñìîòðåòü íà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû G∗, ñî-

äåðæàùèå ïðîõîäíóþ áóêâó t, êàê íà ñîîòíîøåíèÿ êâàçèêîììóòàòèâíîñòè, ïåðåïèñàâ èõ â
âèäå

at = taϕ, (1)

15



t−1a = aϕt−1, (2)

ãäå a ∈ G, aϕ ∈ B. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåáðîñèòü ñèìâîë t−1 ÷åðåç ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò èç G ñëåâà íàïðàâî, à ñèìâîë t � ÷åðåç ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç G ñïðàâà íàëåâî.

Ïóñòü g ∈ G∗. Ïðåäñòàâèì ýòîò ýëåìåíò â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàçèñëîãîâ

g = w1 . . . wq

è ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû èíäóêöèåé ïî q, ò. å. ïî ÷èñëó êâàçèñëîãîâ, âõîäÿùèõ â
ýòî ðàçëîæåíèå. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî q = 1. Òîãäà g = w1 ïðåäñòàâëåí ëèáî ïîëîæè-
òåëüíûì, ëèáî îòðèöàòåëüíûì ñëîâîì. Åñëè w1 � ïîëîæèòåëüíîå ñëîâî, òî

g = g0tg1t . . . tgn, gi ∈ G, i = 0, . . . , n.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1), ïåðåíåñ¼ì âñå ñèìâîëû t âëåâî, ïîëó÷èì

g = tn (. . . (gϕ
0 g1)

ϕ . . . gn−1)
ϕ
gn.

Åñëè w1 � îòðèöàòåëüíîå ñëîâî, òî g = g0t
−1g1t

−1 . . . t−1gm è, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2),
ïåðåíåñ¼ì âñå ñèìâîëû t−1 âïðàâî, ïîëó÷èì

g = g0 (g1 . . . (gm−1g
ϕ
m)ϕ . . .)

ϕ
t−m.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâàíèå èíäóêöèè óñòàíîâëåíî.
Ïóñòü òåïåðü q > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ñëîâ

èìåþùèõ êâàçèñëîãîâóþ äëèíó < q. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà

g = w1 . . . wq, q > 1,

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàçèñëîãîâ. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

w1 . . . wq−1 = tk1a1t
−l1 , a1 ∈ G, k1, l1 ∈ N ∪ {0},

k1 − l1 = logt(w1 . . . wq−1).

Åñëè ñëîâî wq ïîëîæèòåëüíî, òî, êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, wq = tnc, c ∈ G, n = logtwq.
Ñëåäîâàòåëüíî

g = tk1a1t
−l1+nc.

åñëè ïðè ýòîì −l1 + n ïîëîæèòåëüíî, òî èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1), ïåðåíåñ¼ì t−l1+n âëåâî,
ïîëó÷èì

g = tk1−l1+na2c, a2 ∈ G.

Òàê êàê logt g = logt(w1 . . . wq−1) + logtwq = k1 − l1 + n, òî â ýòîì ñëó÷àå ëåììà óñòàíîâëåíà.
Åñëè æå −l1 + n ≤ 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (2),

g = tk1a1c1t
−(l1−n), c1 ∈ G, logt g = k1 − (l1 − n).

Ïóñòü äàëåå, wq � îòðèöàòåëüíîå ñëîâî. Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó ðàíåå,

wq = ct−m, c ∈ G, m ∈ N.
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Ââèäó ñîîòíîøåíèé (2) ýëåìåíò g ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g = tk1a1t
−l1ct−m = tk1a1c2t

−(l1+m), c2 ∈ G.

Ó÷èòûâàÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî ëîãàðèôìà, ïîëó÷èì

logt g = logt(w1 . . . wq−1) + logtwq = k1 − l1 −m = k1 − (l1 +m).

Âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû è ëåììà äîêàçàíà.
Èñïîëüçóÿ ýòó ëåììó, ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìà 1 ïåðåñòà¼ò áûòü ñïðàâåäëèâîé, åñëè õîòÿ áû

îäíà èç ñâÿçàííûõ ïîäãðóïï ñîâïàäàåò ñ áàçîé ðàñøèðåíèÿ.
ÏÐÈÌÅÐ. Ðàññìîòðèì ñåðèþ ãðóïï

Gn = (a, t || t−1at = an), n ∈ Z \ {0}.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., [9, ãë. 2, ïðåäëîæåíèå 5.25]), ÷òî ãðóïïà Gn ìåòàáåëåâà ïðè n 6= 1,
à G1 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Gn

èìååò êîíå÷íóþ øèðèíó. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî øèðèíà êîììóòàíòà wid(Gn, [x, y])
ðàâíà 1. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ëåììó 11 è êîììóòàòîðíûå òîæäåñòâà, ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî âñÿêèé ýëåìåíò èç êîììóòàíòà G′

n ïðåäñòàâèì â âèäå tkaα(n−1)t−k, k ∈ N ∪ {0}, α ∈ Z.
Ââèäó ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà

aα(n−1) = [t, a−α], α ∈ Z,

ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî íåïîñðåäñòâåííî, çàêëþ÷àåì, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò êîììóòàíòà ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòîðîì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, HNN�ðàñøèðåíèå

G∗ = (x, y, t || t−1xt = x, t−1yt = y)

èçîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ F2 × Z ñâîáîäíîé ãðóïïû F2 ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþ-
ùèìè x, y è áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì t. Ââèäó î÷åâèäíîãî
ðàâåíñòâà

wid(F2 × Z, V ) = wid(F2, V )

çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè V � êîíå÷íîå ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ, òî øèðèíà wid(G∗, V ) áåñ-
êîíå÷íà.

Â êëàññå ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì ñïðàâåäëèâà
ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, èìåþùàÿ ïî

ìåíüøåé ìåðå òðè ïîðîæäàþùèõ, V � êîíå÷íîå ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ. Òîãäà âåð-

áàëüíàÿ ïîäãðóïïà V (G) èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà V .
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G çàäàíà ñâîèì ãåíåòè÷åñêèì êîäîì

G = (t, a, b, . . . || r),

ãäå ñëîâî r öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî r ñîäåð-
æèò âñå ïîðîæäàþùèå t, a, b, . . ., òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, G ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèç-
âåäåíèåì ñâîáîäíîé ãðóïïû è ãðóïïû ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, è óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðåìòóëëû [3]. Äàëåå, ââèäó ëåììû 11.8 [9, ãë. 5], áóäåì ñ÷èòàòü,
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÷òî ñóììà ïîêàçàòåëåé ïðè t â ñëîâå r ðàâíà 0. Ïðåäñòàâèì G â âèäå HNN�ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ
âñÿêîãî öåëîãî i ïîëîæèì ai = t−iati, bi = t−ibti, è ò. ä. Ïåðåïèøåì ñëîâî r â ýòèõ ñèìâîëàõ
è ïîëó÷åííîå ñëîâî îáîçíà÷èì ÷åðåç r′. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç µ(x) è m(x) ñîîòâåòñòâåí-
íî ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé èíäåêñû ïðè ïîðîæäàþùåì x ãðóïïû G âõîäÿùåì â r′.
Ïîëîæèì

H = (ai, bj, . . . , µ(a) ≤ i ≤ m(a), µ(b) ≤ j ≤ m(b), . . . || r′),

A = (ai, bj, . . . , µ(a) ≤ i < m(a), µ(b) ≤ j < m(b), . . .),

B = (ai, bj, . . . , µ(a) < i ≤ m(a), µ(b) < j ≤ m(b), . . .).

Î÷åâèäíî, ÷òî A è B ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû H, è â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

G = (H, t || t−1At = B).

Òàêæå êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 11.9 [9, ãë. 5], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå G íàéä¼òñÿ
òàêîé ýëåìåíò z, ÷òî

z−1Az ∩ A = 1 = B ∩ zBz−1.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî A 6= H 6= B è óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç òåîðåìû 1. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà G èç òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ SQ� óíèâåðñàëüíîé, ò. å. òàêîé, ÷òî
êàæäàÿ ñ÷¼òíàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ïîäãðóïïå íåêîòîðîé ôàêòîðãðóïïû ãðóïïû G (ñì. [9,
ãë. 5, òåîðåìà 11.9]). Â ñâÿçè ñ ýòèì óòâåðæäåíèåì êàæåòñÿ èíòåðåñíûì

Âîïðîñ 10. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ SQ�óíèâåðñàëüíàÿ ãðóïïà íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ
âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû?

Êàê ñëåäóåò èç ïîñòðîåííîãî âûøå ïðèìåðà, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû ñ äâóìÿ ïîðîæäà-
þùèìè è îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, òåîðåìà 2 íåâåðíà. Íî òåì íå ìåíåå êàæåòñÿ
ïðàâäîïîäîáíîé

Ãèïîòåçà. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè è îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíî-
øåíèåì, ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó, V � êîíå÷íîå ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî
ñëîâ. Òîãäà øèðèíà âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû V (G) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà V áåñêîíå÷íà.

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ãðóïïû, ÿâëÿþùèåñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì. Èíòåðåñíî áûëî áû èññëåäîâàòü
øèðèíó âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï â ýòèõ ãðóïïàõ.
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