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Àííîòàöèÿ

Ñòðîÿòñÿ ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà äëÿ êëàññè÷åñêèõ è ñèíãóëÿðíûõ êîñ è çàöåïëåíèé. Ïðèâî-
äèòñÿ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îïèñàòü âñå n-ëèñòíûå íåðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ îêðóæíîñòè. Ïðè
ýòîì â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ íàêðûòèé âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé êàíîíè÷åñêèé ïðåäñòàâè-
òåëü. Îïèñûâàþòñÿ n-ëèñòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ îêðóæíîñòè, èìåþùèå êîíå÷íîå ÷èñëî òî-
÷åê âåòâëåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ââåäåíèå

Â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû, âñÿêèé ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè èìååò n êîìïëåêñíûõ êîðíåé, ãäå n � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî âñÿêèé òàêîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 1 âïîëíå ïðèâîäèì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îäíî èõ
íàïðàâëåíèé îáîáùåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ñâÿçàíî ñ ðàññìîòðåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X. Òàêèå ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Âåéåðøòðàññà. Îíè åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì âîçíèêàþò â òåîðèè íåÿâíûõ ôóíêöèé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîäãîòîâèòåëüíîé òåîðåìû
Âåéåðøòðàññà (ñì. [1, ãë. 4, � 5]).

Ð.Ñ. Êàíòðèìàí [2] èçó÷àë âîïðîñ îá îïèñàíèè êîìïàêòîâ X ⊆ C íà êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ
âèäà

zn + a1(x)zn−1 + · · ·+ an(x) = 0, ãäå ai(x) ∈ C(X) (1)

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â êëàññå C(X) íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Îí äîêàçàë, ÷òî òàêîé
êîìïàêò X äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü î÷åíü æåñòêèì òîïîëîãè÷åñêèì óñëîâèÿì. Â ÷àñòíîñòè, îí íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ïîäêîìïàêòîâ, ãîìåîìîðôíûõ îêðóæíîñòè.

Å.À. Ãîðèí è Â.ß. Ëèí [3] ðàññìàòðèâàëè òàêèå óðàâíåíèÿ âèäà (1), ÷òî ïðè êàæäîì x0 ∈ X ñî-
îòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Áûëè ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ íà êîìïàêò X, ãàðàíòèðóþùèå èõ ïîëíóþ ðàçðåøèìîñòü (ïîëíàÿ ðàçðåøèìîñòü îçíà÷àåò íà-
ëè÷èå ïî êðàéíåé ìåðå n ðàçëè÷íûõ íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé). Â [3] äîêàçàíî, ÷òî ïîëíàÿ ðàçðåøèìîñòü
âñåõ óðàâíåíèé âèäà (1), ïðèíàäëåæàùèõ óêàçàííîìó êëàññó, ýêâèâàëåíòíà îòñóòñòâèþ íåòðèâèàëüíûõ
ãîìîìîðôèçìîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(X) â ãðóïïó êîñ Àðòèíà Bn.

Â ðàáîòå Þ.Â. Çþçèíà è Â.ß. Ëèíà [4] ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ðàçðåøèìîñòè â
ðàäèêàëàõ, àíàëîãè÷íîé êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà, óðàâíåíèé âèäà (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîììó-
òàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû.

Áîëåå ïîäðîáíî îòìå÷åííûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàþòñÿ â îáçîðå Â.ß. Ëèíà [5], ãäå òàêæå ïðèâåäåíà
îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ.

Ñ íåñêîëüêî èíîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Â.Ë. Õàí-
ñåíà [6, 7]. Ïóñòü X � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñ êàæäûì ïîëèíîìîì Âåéåðøòðàññà
ñòåïåíè n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êëàññà C(X) ñâÿçûâàåòñÿ n-ëèñòíîå ïîëèíîìèàëüíîå íàêðûâàþùåå
ïðîñòðàíñòâî íàäX è ôîðìóëèðóåòñÿ êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè íàêðûòèé â òåðìèíàõ ãîìîìîðôèçìîâ
ãðóïïû π1(X) â ãðóïïó ïîäñòàíîâîê Sn. Èñïîëüçóÿ ýòó òåõíèêó, äàåòñÿ êðèòåðèé ïîëíîé ïðèâîäèìîñòè
ìíîãî÷ëåíà Âåéåðøòðàññà áåç êðàòíûõ êîðíåé, îòëè÷íûé îò êðèòåðèÿ, ïîëó÷åííîãî â [3].

Â ðàáîòå [7] èçó÷àþòñÿ ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà äëÿ ñëó÷àÿ X = S1 è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿ-
êîå n-ëèñòíîå íåðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè S1 ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì è ñîîòâåòñòâóåò
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çàìûêàíèþ íåêîòîðîé n-íèòèåâîé êîñû. Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ n-
ëèñòíûõ íàêðûòèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îïèñàòü âñå n-ëèñòíûå íàêðûâàþùèå îòîáðà-
æåíèÿ îêðóæíîñòè S1 ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ â � 2 äëÿ êàæäîé n-íèòèåâîé êîñû
β çàäàåòñÿ åå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â C× S1 ïî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàñ-
ñà, êîðíè êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷êàìè êîñû β. Ïîñêîëüêó ïî
òåîðåìå Àëåêñàíäåðà âñÿêîå çàöåïëåíèå â S3 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çàìûêàíèåì íåêîòîðîé êîñû, êàæäî-
ìó çàöåïëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé (âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííûé) ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà.
Èäåÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [7]. Èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïî-
ñòðîåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Â � 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûå êîñû è ñèíãóëÿðíûå çàöåïëåíèÿ, àêòèâíî èçó÷àåìûå â ïîñëåä-
íèå ãîäû â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà [8, 9]. Êàæäîìó ñèíãóëÿðíîìó çàöåïëåíèþ â
S3 ñîïîñòàâëåòñÿ ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé,
èìååò êðàòíûå êîðíè. Òàêîé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåò ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè ñ òî÷êàìè
âåòâëåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà �Ýâàðèñò Ãàëóà� çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû.

�1. Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôàêòû èç òåîðèè êîñ (ñì., íàïðèìåð, [5, 10]). Ðàññìîòðèì êîíôè-
ãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

En = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn | zi 6= zj ïðè i 6= j}.

Åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(En) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êðàøåííûõ êîñ íà n íèòÿõ è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Pn. Íà ïðîñòðàíñòâå En åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn ïî ïðàâèëó:

(z1, . . . , zn)σ = (zσ(1), zσ(2), . . . , zσ(n)), σ ∈ Sn.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(En/Sn) ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà En ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Sn

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êîñ Àðòèíà íà n íèòÿõ è îáîçíà÷àåòñÿ Bn. Çàìåòèì, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ
En → En/Sn ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà êîñ Bn èìååò
ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîðîæäàþùèìè σ1, σ2, . . . , σn−1 è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ïðè i = 1, 2, . . . , n− 2,

σiσj = σjσi ïðè |i− j| ≥ 2.

Ïóñòü X � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîãî÷ëåíîì Âåéåðøòðàññà ñòåïåíè n ≥ 1 íàä
X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî óíèòàðíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n, èëè ïîëèíîìè-
àëüíûõ îòîáðàæåíèé P = P (x; z) : X × C → C âèäà

P (x; z) = zn + a1(x)zn−1 + · · ·+ an−1(x)z + an(x), (2)

ãäå a1, . . . , an : X → C � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ìíîãî÷ëåí P (x; z) íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè íè
ïðè êàêîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ X îí íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ìíîæåñòâî ñåïàðàáåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Âåéåðøòðàññà ñòåïåíè n îáîçíà÷èì ÷åðåç Un(X).

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x; z) ∈ Un(X) ïðîåêöèÿ π : E → X ìíîæåñòâà åãî íóëåé

E = {(x; z) ∈ X × C | P (x; z) = 0}

ÿâëÿåòñÿ n�ëèñòíûì íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì íàêðûòèåì,
à ñàìî ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ n-ëèñòíûì ïîëèíîìèàëüíûì íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì íàä X.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆n(a1, . . . , an) äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà Âåéåðøòðàññà P (x; z) âèäà (2). Ïîëîæèì

Gn = {(a1, . . . , an) ∈ Cn | ∆n(a1, . . . , an) 6= 0}.

Òîãäà â êàæäîé òî÷êå a ∈ Gn ôóíêöèÿ z = z(a), îïðåäåëåííàÿ èç óñëîâèÿ P (x; z) = 0, ïðèíèìàåò ðîâíî
n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ p : En → Gn, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëàìè
Âèåòà:

pi(z) = (−1)i si(z), i = 1, . . . , n,

ãäå ÷åðåç si(z) îáîçíà÷åí i-é ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Èç òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíê-
öèÿõ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå p ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n!-ëèñòíîå ðåãóëÿðíîå íàêðûòèå.

Ïîñêîëüêó êàæäûé ñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí P (x; z) ∈ Un(X) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì ρ : X → Gn, òî îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì ρ∗ : π1(X) → Bn.

Ðàññìîòðèì n-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå π : E → X. Äëÿ ëþáîãî óïîðÿäî÷åíèÿ n òî÷åê
â ñëîå π−1(x0) íàä x0 ∈ X, ïîäíÿòèå ïóòåé èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì χ(π) : π1(X) → Sn. Èçâåñòíî,
÷òî χ(π) îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì π ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ. Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ãîìîìîð-
ôèçìà χ(π) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì n-ëèñòíîãî íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ π. Äâà
n-ëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèÿ π : E → X è π′ : E′ → X ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èíäóöèðîâàííûå èìè ãîìîìîðôèçìû χ(π) : π1(X) → Sn è χ(π′) : π1(X) → Sn ñîïðÿæåíû.

Ïî òåîðåìå Àëåêñàíäåðà (ñì., íàïðèìåð, [10, ãë. 2]) âñÿêîå çàöåïëåíèå L â òðåõìåðíîé ñôåðå S3

ïîëó÷àåòñÿ çàìûêàíèåì íåêîòîðîé êîñû. Â ðàáîòå [7] äëÿ íàêðûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâ óñòàíîâëåíà ñëå-
äóþùàÿ âåðñèÿ ýòîé òåîðåìû. Âñÿêîå n-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå π : E → S1 ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûì è ñîîòâåòñòâóåò çàìûêàíèþ íåêîòîðîé n-íèòèåâîé êîñû β âîêðóã îñè â S3 è ïîä-
õîäÿùåé ïðîåêöèåé íà îêðóæíîñòü, îðòîãîíàëüíóþ îñè. Ïðè ýòîì äâå êîñû β, β′ ∈ Bn ïðåäñòàâëÿþò
ýêâèâàëåíòíûå n-ëèñòíûå íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ π : E → S1 è π′ : E′ → S1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïîäñòàíîâêè, èíäóöèðîâàííûå êîñàìè β è β′, ñîïðÿæåíû â Sn.

� 2. Ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ è çàöåïëåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C×R. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≥ 2 â ïëîñêîñòè C×{0}
âûáåðåì n òî÷åê q1, . . . , qn è, àíàëîãè÷íî, â ïëîñêîñòè C × {2π} âûáåðåì n òî÷åê q′1, . . . , q

′
n, ïîëîæèâ

ql+[n/2]+1 = (2l, 0) è q′l+[n/2]+1 = (2l, 2π), ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò âçÿòèå öåëîé ÷àñòè, à

l ∈ In = {−k,−k + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k},

åñëè n = 2k + 1, è
l ∈ In = {−k,−k + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k − 1},

åñëè n = 2k. Íàáîð èç n ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êóñî÷íî ãëàäêèõ ïóòåé â C × R, ñîåäèíÿþùèõ
òî÷êè q1, . . . , qn ñ òî÷êàìè q′1, . . . , q

′
n, ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåòñÿ n-íèòèåâîé êîñîé, åñëè äëÿ êàæäîãî

t, 0 ≤ t ≤ 2π, ïëîñêîñòü C× {t} ïåðåñåêàåò ýòè n ïóòåé â n ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.
Ñ êàæäûì ïîðîæäàþùèì σε

j , ε = ±1, j = 1, . . . , n − 1, ãðóïïû êîñ Bn ñâÿæåì n�íèòèåâóþ ýëåìåí-
òàðíóþ êîñó

λ(σε
j )(t) =

(
(−2k, t), (−2(k − 1), t), . . . , (−2(k − j + 2), t), (−2(k − j)− 1− eiεt/2, t),

(−2(k − j)− 1 + eiεt/2, t), (−2(k − j − 1), t), . . . , (2(k − γ), t)
)
, 0 ≤ t ≤ 2π,

ãäå k = [n2 ] è

γ =

{
0 ïðè n ≡ 1 (mod 2),
1 ïðè n ≡ 0 (mod 2).

3



Óìíîæåíèå n-íèòèåâûõ êîñ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè λ1(t) è λ2(t) � äâå êîñû, òî èõ
ïðîèçâåäåíèåì (λ1 · λ2)(t) íàçûâåòñÿ n-íèòèåâàÿ êîñà, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì:

(λ1 · λ2)(t) =

{
λ1(2t) ïðè 0 ≤ t ≤ π,

λ2(2t) ïðè π ≤ t ≤ 2π.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííûå âûøå ýëåìåíòàðíûå êîñû λ(σε
j ) è ýòó îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, ìû ìîæåì äëÿ

âñÿêîãî ñëîâà β â àëôàâèòå {σ±1
1 , . . . , σ±1

n−1} ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó n-íèòèåâóþ êîñó λ(β).
Äâå n-íèòèåâûå êîñû λ1(t) è λ2(t) íàçûâàþòñÿ èçîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå
Φ(t, τ) : [0, 2π]× [0, 1] → (C× R)n

òàêîå, ÷òî Φ(t, 0) = λ1(t), Φ(t, 1) = λ2(t) è äëÿ êàæäîãî τ ∈ [0, 1] îòîáðàæåíèå Φ(t, τ) îïðåäåëÿåò n-
íèòèåâóþ êîñó. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èçîòîïíûõ n�íèòèåâûõ êîñ ñîäåðæàùèé êîñó λ1(t) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñèìâîëîì [λ1(t)]. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ðàâåíñòâîì [λ1(t)] · [λ2(t)] =
[(λ1 ·λ2)(t)]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êîñ Bn, ãäå èçîìîðôèçì çàäàåòñÿ ñîîò-
âåòñòâèåì:

σε
j → [λ(σε

j )(t)], j = 1, 2, . . . , n− 1, ε = ±1.

Èòàê, ïðîèçâîëüíîìó ñëîâó β, ïðåäñòàâëÿþùåìó íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû êîñ Bn, ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü n-íèòèåâóþ êîñó λ(β)(t), à çàòåì, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè Âèåòà, ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí
Âåéåðøòðàññà Pβ(t; z). Ïðè ýòîì êîðíè ìíîãî÷ëåíà Pβ(t; z) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òî÷êàìè êîñû λ(β). Äðóãîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàñ-
ñà äëÿ êàæäîãî èç ïîðîæäàþùèõ σ±1

j è íàó÷èòüñÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì Pβ1(t; z) è Pβ2(t; z), îòâå÷àþùèì
n-íèòèåâûì êîñàì β1 è β2, ñòðîèòü ìíîãî÷ëåí Pβ1β2(t; z), îòâå÷àþùèé ïðîèçâåäåíèþ β1β2. Íèæå ìû
ðåàëèçóåì ýòîò ïîäõîä: áóäóò ââåäåíû ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîðîæäïàþùèõ ãðóïïû êîñ è
îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ìíîãî÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ñëîâ â ãðóïïå
êîñ.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû çàâèñÿùèå îò k ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk

îïðåäåëÿþòñÿ êàê
sj(x1, . . . , xk) =

∑
i1<i2<···<ij

xi1xi2 · · ·xij .

Åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó e ãðóïïû Bn ñîïîñòàâèì ìíîãî÷ëåí

Pe(t; z) =
∏
l∈In

(z − 2l) = zn + a1
0z

n−1 + · · ·+ an
0 .

×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû ai
0 çàìåòèì, ÷òî

Pe(t; z) =


z

k∏
j=1

(z2 − 4j2) ïðè n = 2k + 1,

z(z + 2k)
k−1∏
j=1

(z2 − 4j2) ïðè n = 2k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n = 2k + 1 âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé z ìíîãî÷ëåíà Pe

ðàâíû íóëþ, à êîýôôèöèåíòû ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

a2j
0 = (−1)j sj(22, 42, . . . , (2k)2), j = 1, 2, . . . , k.

×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Pe ïðè n = 2k, ìû ìîæåì ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ãðóïïû Bn+1 íà (z−2k). Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì s0

j , j = 1, . . . , k, çíà÷åíèå
ýëåìåíòàðíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà sj â òî÷êå (22, . . . , (2k)2) è ïîëîæèì s0

0 = 1. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 1 Ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ãðóïïû Bn, èìååò âèä

Pe(t; z) = a0
0z

n + a1
0z

n−1 + · · ·+ an−1
0 z,

ãäå

a2j
0 =


(−1)j s0

j ïðè n = 2k + 1,
j∑

l=0

n2l(−1)j−l s0
j−l ïðè n = 2k,

è

a2j+1
0 =


0 ïðè n = 2k + 1,

n

j∑
l=0

n2l(−1)j−ls0
j−l ïðè n = 2k,

äëÿ j = 0, 1, . . . , [n−1
2 ].

Ïðèìåð 1. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ãðóïïû Bn ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå
ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà: åñëè n = 3, òî Pe(t; z) = z3−4z; åñëè n = 4, òî Pe(t; z) = z4 +4z3−4z2−16z;
à åñëè n = 5, òî Pe(t; z) = z5 − 20z3 + 64z.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî ïîðîæäàþùåãî σj , j = 1, . . . , n − 1, ãðóïïû Bn ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí Âåéåð-
øòðàññà Pσj (t; z), êîòîðûé ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, 2π] èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ êîðíåé.
Ýòè êîðíè îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòè C× {t} ⊂ C× R è n-íèòèåâîé êîñû λ(σj). Òîãäà

Pσj (t; z) =
(
z − (2(j − k)− 1− eit/2)

) (
z − (2(j − k)− 1 + eit/2)

) ∏
l∈In\{j−k−1,j−k}

(z − 2l).

Ïðåîáðàçóÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

Pσj (t; z) = Pe(t; z) + (1− eit)
∏

l∈In\{j−k−1,j−k}

(z − 2l)

= Pe(t; z) + (1− eit)
Pe(t; z)

(z − 2(j − k − 1))(z − 2(j − k))
.

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

Pe(t; z)
(z − 2(j − k − 1))(z − 2(j − k))

= c0
jz

n−2 + c1
jz

n−3 + · · ·+ cn−2
j .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: pj = 2(2k − 2j + 1), qj = 4(k − j + 1)(k − j). Òîãäà êîýôôèöèåíòû c1
j , c

2
j , . . . , c

n−2
j

îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ

Pe(t; z) = (z2 + pjz + qj) (c0
jz

n−2 + c1
jz

n−3 + · · ·+ cn−2
j ).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíî-
øåíèÿ:

c0
j = 1, c1

j = a1
0 − pjc

0
j , cl

j = al
0 − pjc

l−1
j − qjc

l−2
j , l = 2, . . . , n− 2, (3)

ãäå al
0 � ââåäåííûå âûøå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Pe(t; z) è cl

j = 0 ïðè l > n − 2. Òàêèì îáðàçîì,
óñòàíîâëåíà
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Ëåììà 2 Ïîðîæäàþùèì σj, j = 1, . . . , n− 1, ãðóïïû êîñ Bn ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû
Âåéåðøòðàññà:

Pσj (t; z) = zn + a1
0z

n−1 + (a2
0 + c0

j − c0
je

it)zn−2 + · · ·+ (an−1
0 + cn−3

j − cn−3
j eit)z + an

0 + cn−2
j − cn−2

j eit,

ãäå êîýôôèöèåíòû ci
j îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3), à

pj =

{
2(n− 2j) ïðè n ≡ 1 (mod 2),

2(n− 2j + 1) ïðè n ≡ 0 (mod 2),

è

qj =

{
(n− 2j − 1)(n− 2j + 1) ïðè n ≡ 1 (mod 2),

(n− 2j)(n− 2j + 2) ïðè n ≡ 0 (mod 2).

Ïðèìåð 2. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n ïîðîæäàþùèì ãðóïïû Bn ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû
Âåéåðøòðàññà: åñëè n = 3, òî

Pσ1(t; z) = z3 − (3 + eit)z − 2(1− eit),

Pσ2(t; z) = z3 − (3 + eit)z + 2(1− eit);

åñëè n = 4, òî
Pσ1(t; z) = z4 + 4z3 − (3 + eit)z2 + 2(−9 + eit)z,

Pσ2(t; z) = z4 + 4z3 − (3 + eit)z2 − 2(7 + eit)z − 8(1− eit),

Pσ3(t; z) = z4 + 4z3 − (3 + eit)z2 − 2(5 + 3eit)z + 8(1− eit);

à åñëè n = 5, òî

Pσ1(t; z) = z5 − (19 + eit)z3 − 6(1− eit)z2 + 8(9− eit)z,

Pσ2(t; z) = z5 − (19 + eit)z3 − 2(1− eit)z2 + 16(3 + eit)z + 32(1− eit),

Pσ3(t; z) = z5 − (19 + eit)z3 + 2(1− eit)z2 + 16(3 + eit)z − 32(1− eit),

Pσ4(t; z) = z5 − (19 + eit)z3 + 6(1− eit)z2 − 8(9− eit)z.

Èç îïðåäåëåíèÿ n-íèòèåâîé êîñû λ(σ−1
j ) è ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Pσj ñëåäóåò

Ëåììà 3 Ýëåìåíòàì σ−1
j , j = 1, . . . , n− 1, îáðàòíûì ê ïîðîæäàþùèì ãðóïïû Bn, ñîîòâåòñòâóþò

ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà:

Pσ−1
j

(t; z) = Pσj (−t; z).

Ïóñòü β = σε1
j1

σε2
j2

. . . σεs
js
, ãäå ji ∈ {1, 2, . . . , n − 1} è ε ∈ {±1}, � íåêîòîðîå ñëîâî â àëôàâèòå

{σ±1
1 , . . . , σ±1

n−1}. Ñîïîñòàâèì ñëîâó β ñëåäóþùóþ êîìïîçèöèþ ìíîãî÷ëåíîâ Âåéåðøòðàññà ýëåìåíòàð-
íûõ êîñ:

Pβ(t; z) = Pσ
ε1
j1

∨ Pσ
ε2
j2

∨ · · · ∨ Pσεs
js

= zn + a1
βzn−1 + · · ·+ an

β, (4)

ãäå êîýôôèöèåíòû a`
β îïðåäåëÿþòñÿ ïî êîýôôèöèåíòàì ìíîãî÷ëåíîâ

Pσ
εi
ji

= zn + a1
σ

εi
ji

zn−1 + · · ·+ an
σ

εi
ji
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a`
β =



a`
σ

ε1
j1

ïðè 0 ≤ t ≤ 2π

s
,

a`
σ

ε2
j2

ïðè
2π

s
≤ t ≤ 3π

s
,

. . .

a`
σεs

js
ïðè

2(s− 1)π
s

≤ t ≤ 2π,

(5)

ãäå ` = 1, 2, . . . , n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (Bn) ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Âåéåðøòðàññà, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ñëîâàì, ïðåä-

ñòàâëÿþùèì ýëåìåíòû ãðóïïû Bn. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî ñåìåéñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 1 Äëÿ ëþáûõ Pβ1(t; z) è Pβ2(t; z) èç P (Bn) èõ êîýôôèöèåíòû ïðè zn−1 ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëèíà ñëîâ β1 è β2 íå ïðåâîñõîäèò 1, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåìì 1 � 3.
Îáùèé ñëó÷àé âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ êîìïîçèöèè ìíîãî÷ëåíîâ Âåéåðøòðàññà (ñì. [4, 5]). �

Ïðåäëîæåíèå 2 Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Pβ(t; z) ∈ P (Bn) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè êîìïëåêñíî-
çíà÷íûìè ôóíêöèÿìè îïðåäåëåííûìè íà îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäûé êîýôôèöèåíò çàâèñèò îò x = eit, 0 ≤ t ≤ 2π, ò. å.
x ∈ S1. �

Ïðåäëîæåíèå 3 Ïóñòü n ≥ 3. Êîýôôèöèåíòû a3
σ1

, a3
σ2

, . . . , a3
σn−1

ïðè ñòåïåíÿõ zn−3 ìíîãî÷ëåíîâ
Pσ1 , . . . , Pσn−1 ∈ P (Bn) ñîîòâåòñòâåííî ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2 èìååì ðàâåíñòâî

a3
σj

= a3
j = a3

0 + c1
j − c1

je
it, 0 ≤ t ≤ 2π, j = 1, . . . , n− 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a3
j = a3

i . Òîãäà c1
j = c1

i . Èç îïðåäåëåíèÿ c1
j ñëåäóåò, ÷òî i = j. �

Ëþáîé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà èç P (Bn) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàìêíóòûé ïóòü â ïëîñêîñòè
C çàäàííûé îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè S1 â C. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3, êàæäûé êîýôôèöèåíò a3

β , ãäå
β � ñëîâî â àëôàâèòå {σ±1 , . . . , σ±n−1}, îïðåäåëÿåò çàìêíóòûé ïóòü íà áóêåòå èç n−1 îêðóæíîñòåé, èìå-
þùèõ îáùóþ òî÷êó a3

0. Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ¾∼¿ íà êîýôôèöèåíòàõ a3
β . Áóäåì ñ÷èòàòü

÷òî a3
β1
∼ a3

β2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ h(t, τ), t ∈ [0, 2π], τ ∈ [0, 1], òàêàÿ, ÷òî

h(t, 0) = a3
β1
, h(t, 1) = a3

β2
, è h(t, τ) îïðåäåëÿåò çàìêíóòûé ïóòü íà áóêåòå èç n − 1 îêðóæíîñòåé ïðè

ôèêñèðîâàííîì τ ∈ [0, 1]. Òàê êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóêåòà èç n − 1 îêðóæíîñòåé èçîìîðô-
íà ñâîáîäíîé ãðóïïå Fn−1 ðàíãà n − 1, òî êëàññû ãîìîòîïíûõ êîýôôèöèåíòîâ [a3

β] îáðàçóþò ãðóïïó,
èçîìîðôíóþ Fn−1. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 4 Êàæäûé ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà Pβ èç P (Bn) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî
êîýôôèöèåíòó a3

β.

Ââåäåííîå âûøå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà êîýôôèöèåíòàõ a3
β ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà êîýô-

ôèöèåíòû ïðè ëþáîé äðóãîé ñòåïåíè z. Ïîëîæèì Pβ1 ∼ Pβ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a3
β1
∼ a3

β2
. Ýòî

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèâàåò âñå ìíîæåñòâî P (Bn) íà êëàññû. Ââîäÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îïåðàöèþ êîìïîçèöèè ¾∨¿ íà êëàññàõ ïî ïðàâèëó

[Pβ1 ] ∨ [Pβ2 ] = [Pβ1 ∨ Pβ2 ],

ïîëó÷èì
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Ïðåäëîæåíèå 5 Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè P (Bn)/∼ ñ îïåðàöèåé ¾∨¿ îáðàçóåò ãðóïïó,
èçîìîðôíóþ ñâîáîäíîé ãðóïïå Fn−1.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè n-íèòèåâóþ êîñó β íå êàê ýëåìåíò ãðóïïû êîñ Bn, à êàê íåêîòîðîå ñëî-
âî â àëôàâèòå {σ±1

1 , . . . , σ±1
n−1}. Íàïîìíèì, ÷òî ñëîâà β1 è β2 îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò ãðóïïû

êîñ Bn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñëîâàì n-íèòèåâûå êîñû èçîòîïíû. Åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïîëèíîì Âåéåðøòðàññà P (t; z) = zn+a1(t)zn−1+· · ·+an(t) êàê îòîáðàæåíèå P : [0, 2π] → Cn

îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì P (t) = (a1(t), . . . , an(t)), òî èçîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êîñ èíäóöèðóåò
ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Âåéåðøòðàññà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîñû λ(β1) è λ(β2)
èçîòîïíû, òî ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ Φ(t, τ) : [0, 2π] × [0, 1] → (C × R)n òàêàÿ, ÷òî Φ(t, 0) = λ(β1),
Φ(t, 1) = λ(β2) è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî τ îòîáðàæåíèå Φ(t, τ) = ((ϕ1(t, τ), t), . . . , (ϕn(t, τ), t))
îïðåäåëÿåò n-íèòèåâóþ êîñó. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F (t, τ) : [0, 2π]× [0, 1] → Cn îïðåäåëåííîå ôîð-
ìóëàìè Âèåòà:

Fk(t, τ) = (−1)k
∑

i1<i2<···<ik

ϕi1(t, τ)ϕi2(t, τ) · · ·ϕik(t, τ).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî F (t, 0) = Pβ1 , F (t, 1) = Pβ2 è ïðè êàæäîì τ ∈ [0, 1] îòîáðàæåíèå F (t, τ)
îïðåäåëÿåò ñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà (êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèíàäëåæèò ñåìåé-
ñòâó P (Bn)). Íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ èç P (Bn) îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ¾≈¿ ïîëàãàÿ
Pβ1(t, z) ≈ Pβ2(t, z) åñëè è òîëüêî åñëè îòîáðàæåíèÿ Pβ1 è Pβ2 ãîìîòîïíû. Íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè
åñòåñòâåííî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ¾∨¿. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 6 Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè P (Bn)/≈ ñ îïåðàöèåé ¾∨¿ îáðàçóþò ãðóïïó,
èçîìîðôíóþ ãðóïïå êîñ Bn.

Îáîçíà÷àÿ x = eit, 0 ≤ t ≤ 2π, ìîæåì ñ÷èòàòü êàæäûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà Âåéåðøòðàññà
èç ìíîæåñòâà P (Bn) íåïðåðûâíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà îêðóæíîñòè. Êàê
îòìå÷àëîñü â � 1, ñ êàæäûì ìíîãî÷ëåíîì P (x, z) ∈ P (Bn) ìîæíî ñâÿçàòü íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî

E = {(x, z) | P (x, z) = 0}

ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà ïåðâóþ êîìïîíåíòó îïðåäåëÿåò n-ëèñòíîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè. Ïðè ýòîì ìíî-
ãî÷ëåíû Pβ1 è Pβ2 áóäóò îïðåäåëÿòü ýêâèâàëåíòíûå íàêðûòèÿ, åñëè ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè
ν : Bn → Sn îáðàçû ν(β1) è ν(β2) ñîïðÿæåíû â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Sn.

Îïèøåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïåðå÷èñëèòü âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) n-ëèñòíûå
íàêðûòèÿ îêðóæíîñòè. Â ãðóïïå Sn â êàæäîì êëàññå ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ âûáåðåì ïî îäíîìó
ïðåäñòàâèòåëþ. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì çàïèñûâàòü ïîäñòàíîâêè èç Sn â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ òàê, ÷òî öèêëû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ äëèí. Äâå
ïîäñòàíîâêè â Sn ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâîå öèêëîâîå ñòðîåíèå
[11, ñ. 34]. Ïîýòîìó, â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé âîçüìåì âñå ïîäñòàíîâêè èìåþùèå ðàçëè÷íîå öèêëîâîå
ñòðîåíèå è òàêèå, ÷òî ïåðâûé öèêë ïîäñòàíîâêè èìååò âèä (1, 2, . . . , γ), ãäå γ � åãî äëèíà, âòîðîé öèêë
èìååò âèä (γ + 1, γ + 2, . . . , γ + δ), ãäå δ � åãî äëèíà, è ò. ä. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîñòðîåííûõ òàêèì
îáðàçîì ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Sn ÷åðåç Mn. Ïî ýòîìó ìíîæåñòâó
ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ M̃n ⊂ Bn òàêîå, ÷òî ν(M̃n) = Mn è |Mn| = |M̃n|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïîäñòàíîâêà m ∈ Mn ñîñòîèò èç îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî öèêëà (1, 2, . . . , γ). Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé:

(1, 2, . . . , γ) = (γ, γ − 1)(γ − 1, γ − 2) · · · (3, 2)(2, 1).

Òîãäà ïîäñòàíîâêå m ∈ Mn ñîïîñòàâèì ñëîâî m̃ ∈ M̃n ⊂ Bn âèäà

m̃ = σγ−1σγ−2 · · ·σ2σ1.
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Ïóñòü m = m1m2 · · ·m` ∈ Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ` íåòðèâèàëüíûõ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Âûáðàâ
ïî óêàçàííîìó âûøå ïðàâèëó äëÿ êàæäîãî öèêëà mi ïðîîáðàç m̃i ∈ Bn, ñîïîñòàâèì ïîäñòàíîâêå m
ñëîâî m̃ = m̃1m̃2 · · · m̃`. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 7 Êàæäîå n-ëèñòíîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè S1 ýêâèâàëåíòíî îäíîìó èç íàêðûòèé,
îïðåäåëåííîìó ìíîãî÷ëåíîì Pβ(x, z), ãäå β ∈ M̃n.

Ïðèìåð 3. Åñëè n = 3, òî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû S3

ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê M3 = {1, (1, 2), (1, 2, 3)}. Òîãäà M̃3 = {e, σ1, σ2σ1} è ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà èìåþò âèä

Pe(x, z) = z3 − 4z; Pσ1(x, z) = z3 − (3 + x)z + 2(x− 1); Pσ2σ1(x, z) = z3 − (3 + x)z + a3
σ2σ1

,

ãäå x = eit, 0 ≤ t ≤ 2π, è

a3
σ2σ1

=

{
2(1− e2it) ïðè 0 ≤ t ≤ π,

2(e2it − 1) ïðè π ≤ t ≤ 2π.

Åñëè n = 4, òî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû S4 ìîæíî âû-
áðàòü ìíîæåñòâî M4 = {1, (1, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 3, 4), (1, 2)(3, 4)}. Òîãäà M̃4 = {e, σ1, σ2σ1, σ3σ2σ1, σ1σ3}.

� 3. Ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé

Â ðàáîòå Äæ. Áèðìàí [8] áûë îïðåäåëåí ñèíãóëÿðíûé ìîíîèä SBn, çàäàííûé ïîðîæäàþùèìè
σ±1

1 , . . . , σ±1
n−1, τ1, . . . , τn−1 è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiτi = τiσi;
σiσjσi = σjσiσj , σiσjτi = τjσiσj ïðè |i− j| = 1;

σiσj = σjσi, σiτj = τjσi, τiτj = τjτi ïðè |i− j| ≥ 2.

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû σ±1
1 , . . . , σ±1

n−1 ïîðîæäàþò ãðóïïó êîñ Bn. Ñ êàæäûì ïîðîæäàþùèì σ±1
i ìîæíî

ñâÿçàòü n-íèòèåâóþ êîñó, à ñ τi � ñèíãóëÿðíóþ n-íèòèåâóþ êîñó â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1.

1 i−1 i i+1 i+2 n

· · · · · ·

σi

1 i−1 i i+1 i+2 n

· · · · · ·

σ−1
i

1 i−1 i i+1 i+2 n

· · · · · ·

τi

Ðèñ. 1.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ êîñ ââîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ äëÿ îáû÷íûõ
êîñ. Òîãäà êëàññû èçîòîïíî ýêâèâàëåíòíûõ ñèíãóëÿðíûõ n-íèòèåâûõ êîñ îáðàçóþò ìîíîèä, èçîìîðô-
íûé SBn.

Íàïîìíèì, ÷òî óçëîì K íàçûâàåòñÿ îáðàç îêðóæíîñòè S1 ïðè åå ãëàäêîì âëîæåíèè â òðåõìåðíóþ
ñôåðó S3. Ñèíãóëÿðíûì óçëîì K íàçûâàåòñÿ îáðàç S1 ïðè ãëàäêîì îòîáðàæåíèè ϕ : S1 → S3. Îáðàç
îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ïðè ãëàäêîì îòîáðàæåíèè â S3 íà-
çûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì çàöåïëåíèåì. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òàêèå ñèíãóëÿðíûå çàöåïëåíèÿ,
ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äâîéíûõ òî÷åê. Äëÿ òàêèõ ñèíãóëÿðíûõ
çàöåïëåíèé ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû Àëåêñàíäåðà, à èìåííî, âñÿêîå ñèíãóëÿðíîå çàöåïëåíèå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî çàìûêàíèåì íåêîòîðîé ñèíãóëÿðíîé êîñû (ñì. [8]).
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Êàæäîìó ïîðîæäàþùåìó τi, i = 1, . . . , n − 1, ñèíãóëÿðíîãî ìîíîèäà SBn ñîïîñòàâèì ìíîãî÷ëåí
Âåéåðøòðàññà Pτi(t, z), 0 ≤ t ≤ 2π, êîòîðûé â îòëè÷èè îò ïîñòðîåííûõ ðàíåå ìíîãî÷ëåíîâ Pσi(t, z) óæå
íå áóäåò ñåïàðàáåëüíûì, à èìåííî, ïðè t = π îäèí èç åãî êîðíåé áóäåò èìåòü êðàòíîñòü 2. Ñîïîñòàâèì
ýëåìåíòó τj , j = 1, . . . , n− 1, ñèíãóëÿðíóþ êîñó

µ(τj)(t) =
(
(−2k, t), (−2(k − 1), t), . . . , (−2(k − j + 2), t), (−2(k − j)− 1− eit/2, t),

(−2(k − j)− 1 + e−it/2, t), (−2(k − j − 1), t), . . . , (2(k − γ), t)
)

,

ãäå k = [n2 ], 0 ≤ t ≤ 2π è

γ =

{
0 ïðè n ≡ 1 (mod 2),
1 ïðè n ≡ 0 (mod 2).

Ïî ýòîé êîñå ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè êîñû:

Pτj (t, z) =
(
z − (2(j − k)− 1− eit/2)

) (
z − (2(j − k)− 1 + e−it/2)

) ∏
l∈In\{j−k−1,j−k}

(z − 2l).

Ïðåäñòàâèì ýòîò ìíîãî÷ëåí â ñëåäóþùåì âèäå:

Pτj (t, z) = Pe(t, z) + (z − 2(j − k) + 1)(eit/2 − e−it/2)
∏

l∈In\{j−k−1,j−k}

(z − 2l)

= Pe(t, z) + (z − 2(j − k) + 1)(eit/2 − e−it/2)
Pe(t, z)

(z − 2(j − k − 1))(z − 2(j − k))
.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàíåå áûëè ââåäåíû ìíîãî÷ëåíû

Pe(t, z) = zn + a1
0z

n−1 + · · ·+ an−1
0 z

è
Pe(t, z)

(z − 2(j − k − 1))(z − 2(j − k))
= c0

jz
n−2 + c1

jz
n−3 + · · ·+ cn−3

j z + cn−2
j .

Îáîçíà÷àÿ αj = 2(j − k)− 1, ïîëó÷èì

(z − αj)Pe(t, z)
(z − 2(j − k − 1))(z − 2(j − k))

= c0
jz

n−1 + (c1
j − αjc

0
j )z

n−2 + · · ·+ (cn−2
j − αjc

n−3
j )z − αjc

n−2
j .

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîãî ìíîãî÷ëåíà

Pτj (t, z) = zn + [a1
0 + c0

j (e
it/2 − e−it/2)]zn−1 + [a2

0 + (c1
j − αjc

0
j )(e

it/2 − e−it/2)]zn−2

+ · · ·+ [an−1
0 + (cn−2

j − αjc
n−3
j )(eit/2 − e−it/2)]z − αjc

n−2
j (eit/2 − e−it/2).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî eit/2 − e−it/2 = 2 i sin(t/2), ïîëó÷èì ñëåäóþùèé àíàëîã ëåììû 2.

Ëåììà 4 Ïîðîæäàþùèì τj, j = 1, . . . , n − 1, ìîíîèäà SBn ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû
Âåéåðøòðàññà:

Pτj (t, z) = zn +
n−1∑
l=1

[
al

0 + 2 i(cl−1
j − αjc

l−2
j ) sin(t/2)

]
zn−l − 2 i αjc

n−2
j sin(t/2),

ãäå αj = 2(j − k)− 1, k = [n2 ], c−1
j = 0, à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû cl

j îïðåäåëåíû â (3).
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Ïðèìåð 4. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n ïîðîæäàþùèì τi ìîíîèäà SBn ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ìíî-
ãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà: åñëè n = 3, òî

Pτ1(t, z) = z3 + 2 i sin(t/2) z2 + 2(−2− i sin(t/2)) z − 4 i sin(t/2),
Pτ2(t, z) = z3 + 2 i sin(t/2) z2 + 2(−2 + i sin(t/2)) z − 4 i sin(t/2);

åñëè n = 4, òî

Pτ1(t, z) = z4 + 2(−2 + i sin(t/2)) z3 + 2(−2− 3 i sin(t/2)) z2 + 4(4− 5 i sin(t/2)) z + 48 i sin(t/2),
Pτ2(t, z) = z4 + 2(−2 + i sin(t/2)) z3 + 2(−2− i sin(t/2)) z2 + 4(4− 5 i sin(t/2)) z − 16 i sin(t/2),
Pτ3(t, z) = z4 + 2(−2 + i sin(t/2)) z3 + 2(−2 + i sin(t/2)) z2 + 4(4− i sin(t/2)) z.

Åñëè β1 è β2 � ñëîâà, ïðåäñòàâëÿþùèå íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìîíîèäà SBn, à Pβ1(t, z) è Pβ2(t, z) �
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîãî÷ëåíû Âåéåðøòðàññà, òî ñëîâó β1β2 ñîïîñòàâèì ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà,
ÿâëÿþùèéñÿ ñëåäóþùåé êîìïîçèöèåé ìíîãî÷ëåíîâ:

Pβ1β2(t, z) = Pβ1(t, z) ∨ Pβ2(t, z) = zn + a1
β1β2

(t)zn−1 + · · ·+ an−1
β1β2

(t)z + an
β1β2

(t),

ãäå äëÿ j = 1, 2, . . . , n ïîëàãàåì

aj
β1β2

(t, z) =

{
aj

β1
(2t) ïðè 0 ≤ t ≤ π,

aj
β2

(2t) ïðè π ≤ t ≤ 2π.

Ïóñòü Tn � ïîäìîíîèä ìîíîèäà SBn, ïîðîæäåííûé íàáîðîì ýëåìåíòîâ τ1, τ2, . . . , τn−1. ×åðåç P (Tn)
è P (SBn) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Âåéåðøòðàññà ïîñòðîåííûå ïî ñëîâàì, ïðåäñòàâëÿþùèì
ýëåìåíòû èç Tn è SBn ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïîìîùè îïðåäåëåííîé âûøå îïåðàöèè êîìïîçèöèè ¾∨¿.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðåäëîæåíèå 8 Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ Pβ1(t, z) è Pβ2(t, z) èç ìíîæåñòâà P (Tn) èõ êîýôôèöèåíòû
ïðè zn−1 ðàâíû.

Ïðåäëîæåíèå 9 Äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà Pβ(t, z) ∈ P (SBn) åãî êîýôôèöèåíòû ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà îêðóæíîñòè S1.

Èç ïðèìåðà 4 âèäíî, ÷òî àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 3 äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç P (Tn) íåâåðåí. Òåì íå ìåíåå,
ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 10 Êîýôôèöèåíòû a2
τ1 , a

2
τ2 , . . . , a

2
τn−1

ìíîãî÷ëåíîâ Pτ1 , . . . , Pτn−1 ∈ P (Tn) ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4 äëÿ j = 1, 2, . . . , n− 1 èìååì

a2
τj

= a2
0 + 2 i (c1

j − αjc
0
j ) sin(t/2),

ãäå αj = 2(j − k) − 1, c0
j = 1, c1

j = a1
0 − pj , pj = 2(2k − 2j + 1), à k = [n

2 ]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ,
ïîëó÷èì

a2
τj

= a2
0 + 2 i (a1

0 − 2(k − j)− 1) sin(t/2).

Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî åñëè a2
τ`

= a2
τm

íåêîòîðûõ `,m ∈ {1, . . . , n− 1}, òî ` = m. �

Èç ýòîãî ôàêòà ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 11 Êàæäûé ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà èç P (Tn) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êî-
ýôôèöèåíòó ïðè zn−2.
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Îáîçíà÷àÿ x = eit, 0 ≤ t ≤ 2π, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà èç P (SBn)
îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè S1 â C. Ñ êàæäûì ìíîãî÷ëåíîì P (t, z) ∈ P (SBn) ñâÿæåì íàêðû-
âàþùåå ïðîñòðàíñòâî

Ẽ = {(t, z) ∈ [0, 2π]× C | P (t, z) = 0}

îêðóæíîñòè S1. Ïðè ýòîì íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå ϕ : Ẽ → S1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ϕ(t, z) = eit.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 12 Êàæäûé ìíîãî÷ëåí èç P (SBn) îïðåäåëÿåò n-ëèñòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå
îêðóæíîñòè S1, ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ êîòîðîãî êîíå÷íî è ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ êàæäîé ñèí-
ãóëÿðíîé òî÷êè ðàâåí äâóì.
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