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ÎÁ ÀÂÒÎÌÎÐÔÍÎÌ ÂÕÎÆÄÅÍÈÈ Â ÏÎÄÃÐÓÏÏÛ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÃÐÓÏÏÛ

Â. Ã. Áàðäàêîâ

Â íîÿáðå 1997 ã. íà Ìàëüöåâñêèõ ÷òåíèÿõ Â. Í. Áåçâåðõíèé ñôîðìóëèðîâàë ñëå-
äóþùèé

Âîïðîñ. Ïóñòü G = An � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà n, n ∈ N, èëè
G = Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà n > 1, H � åå ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà,
à w ∈ G \H. Ñóùåñòâóåò ëè àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut G òàêîé, ÷òî ϕ(w) ∈ H?

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå äëÿ G = An äàåòñÿ êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé ïî ýëåìåíòó
w ∈ G ðåøèòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî àâòîìîðôèçìà ϕ èç Aut G, ÷òî ϕ(w) ∈
H. Äëÿ ãðóïïû G = Fn òàêæå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷å-
íèÿ è íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôàêòû.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, � 86]), ÷òî åñëè R � êîììóòàòèâíîå åâêëèäîâî
êîëüöî ñ åäèíèöåé, M � ñâîáîäíûé ëåâûé R�ìîäóëü ðàíãà n, n ∈ N, à H � åãî
íåòðèâèàëüíûé ïîäìîäóëü, òî H ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì R�ìîäóëåì ðàíãà k, 1 ≤ k ≤ n,
è ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ u1, u2, . . . , un â M è òàêîé áàçèñ v1, v2, . . . , vk â H, ÷òî

vi = miui, mi+1 ≡ 0(mod mi),

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ mi èç R. Òàêèå áàçèñû áóäåì íàçûâàòü ñîãëàñîâàííûìè.
Îáîçíà÷èì m(H) = m1. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå m(H) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò èç R è, â ýòîì ñìûñëå, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
ïîäìîäóëÿ H.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà.Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå åâêëèäîâî êîëüöî ñ åäèíèöåé,M � ñâîáîä-

íûé ëåâûé R�ìîäóëü ðàíãà n, n ∈ N, H � åãî íåòðèâèàëüíûé ïîäìîäóëü, u1, u2, . . . , un

è v1, v2, . . . , vk � ñîãëàñîâàííûå áàçèñû â M è H ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåí-

òà w = λ1u1 + λ2u2 + . . . + λnun ∈ M , λi ∈ R, íàéäåòñÿ òàêîé àâòîìîðôèçì

ϕ ∈ Aut M , ÷òî ϕ(w) ∈ H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äå-

ëèòåëü ÍÎÄ(λ1, λ2, . . . , λn) äåëèòñÿ íà m(H).
Òàê êàê ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà An ðàíãà n ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ëåâûì ìîäóëåì

íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z, òî èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìûé êðèòåðèé.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü An � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n, n ∈ N, H � åå

ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà, u1, u2, . . . , un è v1, v2, . . . , vk � ñîãëàñîâàííûå áàçèñû â An
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è H ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåíòà w = λ1u1 + λ2u2 + . . . + λnun ∈ An, λi ∈ Z,
íàéäåòñÿ òàêîé àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut An, ÷òî ϕ(w) ∈ H òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÍÎÄ(λ1, λ2, . . . , λn) äåëèòñÿ íà m(H).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò w = λ1u1 +

λ2u2 + . . . + λnun, λi ∈ R, ïðèíàäëåæèò ïîäìîäóëþ H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
m1|λ1, m2|λ2,. . . , mk|λk, λk+1 = λk+2 = . . . = λn = 0. Â ÷àñòíîñòè, m(H) = m1 äåëèò
ÍÎÄ(λ1, λ2, . . . , λn).

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ AutM ìîäóëÿM èçîìîðôíà ãðóïïå íåâûðîæäåííûõ ìàò-
ðèö GLn(R), êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ òðàíñâåêöèÿìè tij(µ), µ ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, è
äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè di = diag(1, 1, . . . , 1, ε, 1, . . . , 1), 1 ≤ i ≤ n, ãäå ε ñòîèò íà
i�ì ìåñòå è ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëüöà R. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü
òàêèå ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûìè. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn,
òî óìíîæåíèå α ñïðàâà íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó èíäóöèðóåò ýëåìåíòàðíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå âåêòîðà α. Äåéñòâèòåëüíî,

(α1, α2, . . . , αn)di = (α1, α2, . . . , αi−1, εαi, αi+1, . . . , αn),

ò. å. i�ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà α óìíîæàåòñÿ íà ε;

(α1, α2, . . . , αn)tij(µ) = (α1, α2, . . . , αj−1, αj + µαi, αj+1, . . . , αn),

ò. å. i�ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà α óìíîæàåòñÿ íà µ è ïðèáàâëÿåòñÿ ê j�é êîìïîíåíòå.
Ñîïîñòàâèì ýëåìåíòó w âåêòîð λ = (λ1, λ2, . . . , λn). Î÷åâèäíî, ÷òî àâòîìîðôèçì ϕ,
ïåðåâîäÿùèé w â ïîäìîäóëü H ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ èç Rn:

λ = λ0, λ1, . . . , λs,

÷òî λi+1 ïîëó÷àåòñÿ èç λi ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à ïîñëåäíèé âåêòîð λs

ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó, ëåæàùåìó â H.
Åñëè ïàðà âåêòîðîâ λi è λi+1 ñâÿçàíà ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî íàè-

áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîìïîíåíò âåêòîðà λi ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæå-
íèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò èç R ñ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì êîìïîíåíò âåêòîðà
λi+1. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîìïîíåíò âåêòîðà λ ñîâïàäàåò
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà R ñ íàèáîëüøèì îáùèì
äåëèòåëåì êîìïîíåíò âåêòîðà λA äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû A èç GLn(R). À ïîòîìó, åñëè
äëÿ ýëåìåíòà w ∈ M íàéäåòñÿ òàêîé àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut M , ÷òî ϕ(w) ∈ H, òî
ÍÎÄ(λ1, λ2, . . . , λn) äåëèòñÿ íà m(H).

Îáðàòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòó w èç M ñîîòâåòñòâóåò òàêîé âåêòîð λ =
(λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Rn, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åãî êîìïîíåíò äåëèòñÿ íà
m(H). Òîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(λ1, λ2, . . . , λn) = m(H) · q · (µ1, µ2, . . . , µn), q, µi ∈ R, ÍÎÄ(µ1, µ2, . . . , µn) = 1.
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Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Åâêëèäà è òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b èç R íàé-
äóòñÿ ýëåìåíòû x è y èç R òàêèå, ÷òî

ax+ by = ÍÎÄ(a, b),

ëåãêî óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ âåê-
òîð λ â âåêòîð (m(H) · q, 0, 0, . . . , 0) ∈ Rn, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåí-
òó, ëåæàùåìó â H. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut M , ÷òî
ϕ(w) ∈ H. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîáîäíóþ ãðóïïó Fn ðàíãà n > 1. Òàê êàê ñâîáîäíàÿ àáåëå-
âà ãðóïïà An ÿâëÿåòñÿ åå ãîìîìîðôíûì îáðàçîì è ýòîò ãîìîìîðôèçì èíäóöèðóåò
ãîìîìîðôèçì Aut Fn íà Aut An

∼= GLn(Z), òî èç ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü π : Fn −→ Fn/F

′
n
∼= An � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì, H

� ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Fn, w ∈ Fn. Åñëè äëÿ ýëåìåíòà w íàéäåòñÿ òàêîé

àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut Fn, ÷òî ϕ(w) ∈ H, òî äëÿ ýëåìåíòà π(w) ∈ An íàéäåòñÿ

àâòîìîðôèçì ψ ∈ Aut An òàêîé, ÷òî ψ(π(w)) ∈ π(H).
Äëÿ ïîäìíîæåñòâà T ⊆ Fn ñèìâîëîì AT áóäåì îáîçíà÷àòü îðáèòó ìíîæåñòâà T

ïðè äåéñòâèè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut Fn, ò. å.

AT = {ψ(t) | t ∈ T, ψ ∈ Aut Fn}.

Ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn è w ∈ Fn. Òîãäà

ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut Fn òàêîé, ÷òî ϕ(w) ∈ H,

2) ýëåìåíò w ëåæèò â îðáèòå AH ïîäãðóïïû H,

3) ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïïû H ñ îðáèòîé Aw ýëåìåíòà w íåïóñòî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè H � àâòîìîðôíî äîïóñòèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Fn è w ∈

Fn \H, òî íè äëÿ êàêîãî àâòîìîðôèçìà ϕ ∈ Aut Fn ýëåìåíò ϕ(w) íå ëåæèò â H.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäëîæåíèå 1 ñâîäèò âîïðîñ Â. Í. Áåçâåðõíåãî äëÿ ãðóïïû
Fn ê îïèñàíèþ îðáèòû ýëåìåíòà w. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêîå îïèñàíèå èçâåñòíî.
Íàïðèìåð, â ñâîáîäíîé ãðóïïå F2 ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè a è b îðáèòà ýëå-
ìåíòà w = [a, b] = a−1b−1ab ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ ýëåìåíòîì w±1 â
ãðóïïå F2 ([2, òåîðåìà 3.9]). Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü F2 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè a è
b, H � åå ïîäãðóïïà, w = [a, b]. Ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçìà ϕ ∈ Aut Fn òàêîé, ÷òî

ϕ(w) ∈ H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ñîäåðæèò ýëåìåíò, ñîïðÿæåííûé ñ w.
Íàïîìíèì [2, ñ. 114], ÷òî ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ãðóïïû Fn íàçûâàåòñÿ òàêîé

ýëåìåíò, êîòîðûé ìîæíî äîïîëíèòü äî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû
Fn. Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü w ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ãðóïïû Fn. Åñ-

ëè H ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ãðóïïû Fn, òî íàéäåòñÿ

àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut Fn òàêîé, ÷òî ϕ(w) ∈ H.
Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèé
Âîïðîñ. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ, H � åå ñîáñòâåí-

íàÿ ïîäãðóïïà, w ∈ F . Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut F òàêîãî, ÷òî ϕ(w) ∈ H.

Ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû äàþò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà F � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñâîáîäíîé â
ìíîãîîáðàçèè àáåëåâûõ ãðóïï. Èíòåðåñíî áûëî áû èññëåäîâàòü ýòîò âîïðîñ â ìíî-
ãîîáðàçèÿõ íèëüïîòåíòíûõ è ðàçðåøèìûõ ãðóïï. Âîçìîæíî, â ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
óäàñòñÿ ïîëó÷èòü èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò.
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