
Г л а в а 4

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

§ 30. Линейные преобразования

30.1. Определения и примеры. Пусть V – векторное пространство над полем
P . Отображение ϕ : V −→ V называется линейным преобразованием пространства
V , если

(αu + βv)ϕ = α(uϕ) + β(vϕ)

для всех α, β ∈ P и u, v ∈ V .
П р и м е р ы линейных преобразований.
1) Преобразование 0, переводящее всякий вектор в нулевой вектор.
2) Тождественное преобразование ε, переводящее всякий вектор u ∈ V в себя.
3) Пусть P [x] – пространство многочленов. Преобразование ϕ, являющееся диф-

ференцированием, линейно, что следует из свойства производных: (αf + βg)′ =
αf ′ + βg′ для любых α, β ∈ P и f, g ∈ P [x].

4) Для всякой подстановки π из Sn можно определить преобразование ϕπ на про-
странстве n–к P n, полагая

(α1, α2, . . . , αn)ϕπ = (α1π, α2π, . . . , αnπ).

В частности, если π = (12), то

(α1, α2, . . . , αn)ϕ(12) = (α2, α1, α3, . . . , αn).

5) Функция f : V −→ P называется линейной, если

f(αu + βv) = αf(u) + βf(v)
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для всех α, β ∈ P и u, v ∈ V . Пусть e1, e2, . . . , en – база пространства V , f1, f2, . . . , fn

– линейные функции из V в P . Определим преобразование ϕ : V −→ V , положив

uϕ = f1(u)e1 + f2(u)e2 + . . . + fn(u)en

для всякого вектора u из V . Это преобразование линейно. В некотором смысле это
общий пример линейного преобразования.

30.2 Матрица линейного преобразования. Пусть ϕ – линейное преобразова-
ние векторного пространства V ,

e =




e1

e2
...
en




– база V . Действуя на каждый базисный вектор ei пространства V преобразованием
ϕ, получим 




e1ϕ = α11e1 + α12e2 + . . . + α1nen,
e2ϕ = α21e1 + α22e2 + . . . + α2nen,
......................................................
enϕ = αn1e1 + αn2e2 + . . . + αnnen,

(1)

где αij ∈ P.
Матрицу

[ϕ] =




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn




будем называть матрицей линейного преобразования ϕ в базе e. Если необходимо
подчеркнуть, что эта матрица в базе e, то будем писать [ϕ]e. Кратко система (1)
записывается в виде

eϕ = [ϕ]e.

П р и м е р. В пространстве многочленов P [x] выберем базу 1, x, x2, . . .. Чтобы
найти матрицу преобразования дифференцирования ϕ, действуем на каждый вектор
преобразованием ϕ. Получим





1ϕ = 0 = 0 · 1 + 0 · x + 0 · x2 + . . . ,
xϕ = 1 = 1 · 1 + 0 · x + 0 · x2 + . . . ,
x2ϕ = 2x = 0 · 1 + 2 · x + 0 · x2 + . . . ,
......................................................
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Тогда матрица дифференцирования

[ϕ] =




0 0 0 . . .
1 0 0 . . .
0 2 0 . . .
. . . . . . . . . . . .


 .

Если рассмотреть пространство P≤n[x] – многочлены степени не превосходящей
n для некоторого фиксированного n, то это конечномерное пространство с базой
1, x, x2, . . . , xn и матрица диффернцирования имеет вид

[ϕ] =




0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n− 1 0


 .

30.3. Координаты образа вектора. Пусть u – произвольный вектор из V ,
разлагая его по базе e, получим

u = α1e1 + α2e2 + . . . + αnen = [u]e, (2)

где [u] = (α1, α2, . . . , αn) – координаты вектора u в базе e. Подействуем теперь на
вектор u преобразованием ϕ, получим

uϕ = [uϕ]e, (3)

где [uϕ] – координаты вектора uϕ. Хотим найти связь между координатами [u] и
[uϕ].

Вспоминая определение матрицы преобразования ϕ, имеем

eϕ = [ϕ]e.

Ввиду линейности ϕ

uϕ = (α1e1 + α2e2 + . . . + αnen)ϕ = α1(e1ϕ) + α2(e2ϕ) + . . . + αn(enϕ) =

= [u](eϕ) = [u]([ϕ]e) = ([u][ϕ])e.

Напомним следующее утверждение, которое было доказано в прошлом семестре.
Л е м м а. Пусть v1, v2, . . . , vn – линейно независимая система векторов, X и Y

– матрицы размера m×n. Если положить v = (v1, v2, . . . , vn)′, где штрих означает
транспонирование, то из равенства Xv = Y v следует равенство матриц: X = Y.
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Используя эту лемму, получим искомое равенство

[u][ϕ] = [uϕ],

т. е. координаты вектора uϕ есть произведение координат вектора u на матрицу
преобразования ϕ.

30.4. Связь между матрицами линейного преобразования в разных ба-
зах. Пусть

e =




e1

e2
...
en


 , e′ =




e′1
e′2
...
e′n


 ,

– две базы векторного пространства V . Мы можем найти матрицы линейного преоб-
разования ϕ в этих базах:

eϕ = [ϕ]e, (4)

e′ϕ = [ϕ]′e′, (5)

получим соответственно матрицы [ϕ] и [ϕ]′. Возникает естественный вопрос: как свя-
заны эти матрицы?

Мы знаем, что базы e и e′ связаны матрицей перехода, т. е.

e′ = Te, (6)

для некоторой невырожденной матрицы T = (tij) ∈ Mn(P ). Тогда, используя равен-
ства (4)–(5) и (6), получим

(T [ϕ])e = T ([ϕ]e) = T (eϕ) = (Te)ϕ = e′ϕ = [ϕ]′e′ = [ϕ]′(Te) = ([ϕ]′T )e.

Воспользовавшись сформулированной выше леммой, получим

T [ϕ] = [ϕ]′T.

Домножив обе части справа на T−1, получим окончательную формулу

[ϕ]′ = T [ϕ]T−1.

30.5. Алгебра линейных преобразований. Символом L обозначим множество
линейных преобразований векторного пространства V . Определим на L операции
сложения, умножения и умножение на скаляр из P .

Пусть ϕ и ψ – два линейных преобразования из L. Их суммой ϕ + ψ назовем
преобразование, которое действует по правилу

u(ϕ + ψ) = uϕ + uψ, u ∈ V.
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Их произведением ϕ · ψ назовем преобразование, которое действует по правилу

u(ϕ · ψ) = (uϕ)ψ,

и, наконец, для произвольного α из P определим преобразование αϕ, полученное
умножением на скаляр α формулой

u(αϕ) = (αu)ϕ.

Легко убедиться, что L относительно этих операций является алгебраической си-
стемой:

〈L; +, ·, fα (α ∈ P ) 〉.
О п р е д е л е н и е. Алгебраическая система

〈A; +, ·, fα (α ∈ P ) 〉

называется линейной алгеброй над полем P , если алгебраическая система 〈A; +, fα (α ∈
P ) 〉 является векторным пространством над полем P , а 〈A; +, · 〉 является кольцом
и выполняется следующая аксиома:

α(ϕψ) = (αϕ)ψ = ϕ(αψ), для любых ϕ, ψ ∈ A, α ∈ P.

П р и м е р ы линейных алгебр. 1) Множество квадратных матриц Mn(P ) над
полем P с операциями сложения, умножения и умножение на скаляр образует ли-
нейную алгебру над полем P .

2) Множество многочленов P [x1, x2, . . . , xn] над полем P с операциями сложения,
умножения и умножение на скаляр образует линейную алгебру над полем P .

Покажем, что множество линейных преобразований векторного пространства яв-
ляется линейной алгеброй, которая изоморфна алгебре матриц. Более точно, спра-
ведлива

Т е о р е м а. Множество линейных преобразований векторного пространства
V размерности n над полем P является линейной алгеброй, изоморфной алгебре
матриц Mn(P ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Установим изоморфизм. Пусть e – некоторая ба-
за пространства V . Сопоставим каждому линейному преобразованию ϕ векторного
пространства V его матрицу [ϕ] в базе e. Покажем, что это отображение

ω : L −→ Mn(P ) по правилу ϕω = [ϕ]

и есть искомый изоморфизм.
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Так как каждому линейному преобразованию соответствует его матрица, которая
определяется однозначно при фиксированной базе, то наше отображение однозначно.

Предположим, что для двух линейных преобразований ϕ, ψ ∈ L их матрицы рав-
ны: [ϕ] = [ψ]. Покажем, что тогда и ϕ = ψ. Для этого достаточно показать, что для
произвольного вектора v ∈ V справедливо равенство vϕ = vψ. Так как v = [v]e, то
vϕ = [v][ϕ]e. С другой стороны, vψ = [v][ψ]e, а так как матрицы равны, то отсюда
следует, что vϕ = vψ.

Проверим, что отображение ω : L −→ Mn(P ) является отображением на. Пусть
A ∈ Mn(P ), определим отображение ϕ по правилу vϕ = ([v]A)e ∈ V . Проверим, что
ϕ линейно. Выберем v1, v2 ∈ V , α1, α2 ∈ P , тогда

(α1v1 + α2v2)ϕ = [α1v1 + α2v2]Ae = (α1[v1] + α2[v2])Ae.

Воспользовавшись дистрибутивностью, получим

(α1[v1] + α2[v2])Ae = (α1[v1]A + α2[v2]A)e = α1[v1]Ae + α2[v2]Ae = α1(v1ϕ) + α2(v2ϕ).

Проверим, что матрица [ϕ] в базе e равна A. Возьмем вектор ei из базы e и подей-
ствуем на него преобразованием ϕ:

eiϕ = [0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0]Ae = ai1e1 + ai2e2 + . . . + ainen,

Следовательно, [ϕ] = A, т. е. для каждой матрицы A построили линейное преобра-
зование матрица которого равна A.

Проверим, что построенное отображение ω сохраняет операции. Возьмем преоб-
разования ϕ, ψ ∈ L и подействуем на базу их произведением:

e(ϕ · ψ) = (eϕ)ψ = ([ϕ]e)ψ = [ϕ](eψ) = [ϕ]([ψ]e) = ([ϕ][ψ])e.

С другой стороны
e(ϕψ) = [ϕψ]e.

Отсюда, ввиду леммы [ϕψ] = [ϕ][ψ]. Таким образом операция умножения сохраняет-
ся.

Рассмотрим теперь суму двух линейных преобразований. По определению матри-
цы линейного преобразования, e(ϕ+ψ) = [ϕ+ψ]e. С другой стороны, по определению
суммы линейных преобразований:

e(ϕ + ψ) = eϕ + eψ = [ϕ]e + [ψ]e = ([ϕ] + [ψ])e

Опять ввиду леммы, приходим к равенству [ϕ + ψ] = [ϕ] + [ψ]. Следовательно, опе-
рация сложения сохраняется.
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Пусть теперь α ∈ P . Тогда

e(αϕ) = (αe)ϕ = (α[ϕ])e.

С другой стороны, e(αϕ) = [αϕ]e, а потому [αϕ] = α[ϕ]. Изоморфизм установлен.
Теорема доказана.

Из этой теоремы, в частности, следует, что линейные преобразования удовлетво-
ряют аксиоме ассоциативности умножения, дистрибутивности и т. д.

§ 31. Образ и ядро линейного преобразования

31.1. Образ и ядро – подпространства векторного пространства. С каж-
дым линейным преобразованием ϕ можно связать его образ

Im ϕ = {vϕ | v ∈ V } = V ϕ,

и ядро
Ker ϕ = {v ∈ V | vϕ = 0}.

Справедлива
Т е о р е м а 1. Для всякого линейного преобразования ϕ его образ Im ϕ и ядро

Ker ϕ являются подпространствами пространства V .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Чтобы проверить, что Im ϕ является подпространством,

возьмем u1, u2 ∈ Im ϕ и α1, α2 ∈ P , и покажем, что их линейная комбинация α1u1 +
α2u2 лежит в образе Im ϕ. Так как u1 и u2 лежат в образе, то для некоторых векторов
v1, v2 имеем равенства v1ϕ = u1, v2ϕ = u2. Следовательно,

α1u1 + α2u2 = α1(v1ϕ) + α2(v2ϕ) = (α1v1 + α2v2)ϕ ∈ Im ϕ.

Выберем теперь векторы u1 и u2 из Ker ϕ. Действуя на линейную комбинацию
α1u1 + α2u2 преобразованием ϕ, получим

(α1u1 + α2u2)ϕ = α1(u1ϕ) + α2(u2ϕ) = α10 + α20 = 0,

т. е. линейная комбинация α1u1 + α2u2 лежит в ядре Ker ϕ. Теорема доказана.
Следующая теорема устанавливает связь между размерностью ядра и образа ли-

нейного преобразования.
Т е о р е м а 2. Справедлива следующая формула

dim(Im ϕ) + dim(Ker ϕ) = dim V.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u1, u2, . . . , us – база ядра Ker ϕ, а v1, v2, . . . , vr –
база образа Im ϕ. Для каждого vi символом wi обозначим его прообраз при преобра-
зовании ϕ, т. е. wiϕ = vi, i = 1, 2, . . . , r.

Покажем, что система

u1, u2, . . . , us, w1, w2, . . . , wr,

образует базу пространства V . Проверим вначале, что эти векторы линейно незави-
симы. Рассмотрим их линейную комбинацию

s∑
i=1

αiui +
r∑

j=1

βjwj = 0,

и, применяя преобразование ϕ, получим

0 =
s∑

i=1

αi(uiϕ) +
r∑

j=1

βj(wjϕ) =
r∑

j=1

βjvj.

Так как векторы v1, v2, . . . , vr линейно независимы, то все βj = 0, а тогда из равенства

s∑
i=1

αiui = 0,

ввиду линейной независимости системы u1, u2, . . . , us заключаем, что и αi = 0. Сле-
довательно, система векторов линейно независима.

Покажем, что система векторов является максимальной. Рассмотрим произволь-
ный вектор v ∈ V . Тогда вектор vϕ лежит в Im ϕ, а потому разлагается по базе,
т. е.

vϕ =
r∑

j=1

γjvj

для некоторых γj ∈ P . Рассмотрим вектор

v − (
r∑

j=1

γjwj)

и покажем, что он лежит в ядре Ker ϕ. Действительно,
(

v −
r∑

j=1

γjwj

)
ϕ = vϕ−

r∑
j=1

γjvj = 0.
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Следовательно,

v −
r∑

j=1

γjwj =
s∑

i=1

δiui

для некоторых δi из P , а потому мы имеем искомое разложение:

v =
r∑

j=1

γjwj +
s∑

i=1

δiui.

Теорема доказана.
31.2. Невырожденные линейные преобразования.
Т е о р е м а 3. Для линейного преобразования ϕ векторного пространства V

следующие утверждения эквивалентны:
1) Im ϕ = V ;
2) Ker ϕ = 0;
3) ϕ – взаимно однозначно и на;
4) обратное преобразование ϕ−1 существует и линейно;
5) матрица [ϕ] невырождена в любой базе;
6) матрица [ϕ] невырождена в некоторой базе.
Если выполнено любое из этих условий, то преобразование ϕ называется невы-

рожденным.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) ⇔ 2). Равенство Im ϕ = V , по предыдущей теореме,

равносильно тому, что dim(Im ϕ) = dim V и dim(Ker ϕ) = 0, а это равносильно тому,
что, Ker ϕ = 0.

2) ⇒ 3). Предположим, что uϕ = vϕ, тогда (u− v)ϕ = 0, т. е. u− v ∈ Ker ϕ, а так
как Ker ϕ = 0, то u − v = 0 и u = v. Следовательно, ϕ унивалентно. Так как из 2)
следует 1), то Im ϕ = V , а это и означает, что ϕ – отображение на.

3)⇒ 4). Так как для любого вектора v ∈ V существует единственный вектор u ∈ V
такой, что uϕ = v, то в качестве ϕ−1 возьмем отображение, которое переводит вектор
v в вектор u, т. е. vϕ−1 = u. Проверим, что справедливы равенства ϕϕ−1 = ϕ−1ϕ = ε,
где ε – тождественное отображение. Действительно,

u(ϕϕ−1) = (uϕ)ϕ−1 = vϕ−1 = u

и аналогично
vϕ−1ϕ = uϕ = v.

Следовательно, ϕ−1 действительно является обратным отображением. Чтобы пока-
зать, что оно линейно, возьмем v1 и v2 из V такие, что u1ϕ = v1 и u2ϕ = v2. Так
как

(α1u1 + α2u2)ϕ = α1v1 + α2v2,
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то это и показывает, что ϕ−1 линейно.
4) ⇒ 5). Из равенства ϕϕ−1 = ε следует равенство матриц [ϕϕ−1] = [ε] = E. В

свою очередь, [ϕϕ−1] = [ϕ][ϕ−1], а потому [ϕ] – невырождено и det[ϕ] · det[ϕ−1] 6= 0.
5) ⇒ 6). Очевидно.
6) ⇒ 1). Пусть e1, e2, . . . , en – такая база пространства V, в которой матрица [ϕ]

невырождена. Возьмем вектор v ∈ V и найдем его координаты [v] в базе e. Рассмот-
рим систему X[ϕ] = [v], относительно неизвестных X = (x1, x2, . . . , xn). Эта система
имеет единственное решение X0. Положим u = X0e, тогда

uϕ = X0(eϕ) = X0([ϕ]e) = [v]e = v.

Таким образом, мы показали, что для любого вектора v найдется вектор u ∈ V такой,
что uϕ = v, но это и означает, что Imϕ = V . Теорема доказана.

§ 32. Инвариантные подпространства

32.1. Инвариантные подпространства и неприводимость. Пусть U – под-
пространство векторного пространства V , а ϕ – линейное преобразование простран-
ства V .

О п р е д е л е н и е. Говорим, что подпространство U инвариантно относительно
ϕ, если Uϕ ⊆ U .

П р и м е р. Пусть V = P [x] – пространство всех многочленов над полем P , U =
P3[x] – подпространство многочленов степени не выше 3-й, ϕ – дифференцирование.
Тогда Uϕ ⊆ U , т. е. U инвариантно относительно ϕ.

О п р е д е л е н и е. Пространство V называется неприводимым относительно
ϕ, если V не содержит собственных (отличных от нулевого и всего V ) инвариантных
относительно ϕ подпространств.

О п р е д е л е н и е. Матрица следующего вида
(

A ∗
0 B

)
, A ∈ Mr(P ), B ∈ Ms(P ),

называется полураспавшейся.
Т е о р е м а 1. Для линейного преобразования ϕ векторного пространства V

равносильны следующие утверждения:
1) V содержит собственные, инвариантные относительно ϕ подпространства;
2) в подходящей базе матрица [ϕ] полураспавшаяся.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1)⇒ 2). Пусть U – собственное инвариантное относительно

ϕ подпространство, т. е. 0 < U < V и Uϕ ⊆ U . Тогда найдется такая база

e1, e2, . . . , er, er+1, er+2, . . . , en
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пространства V , что векторы er+1, er+2, . . . , en образуют базу подпространства U . Лег-
ко видеть, что в этой базе

[ϕ] =

( ∗ ∗
0 ∗

)

т. е. является полураспавшейся.
2) ⇒ 1). Пусть в некоторой базе e1, e2, . . . , en матрица [ϕ] является полураспав-

шейся:
[ϕ] =

( ∗ ∗
0 ∗

)

Возьмем в качестве U подпространство, натянутое на векторы er+1, er+2, . . . , en. Ясно,
что U является собственным подпространством и Uϕ ⊆ U . Теорема доказана.

32.2. Индуцированные преобразования. Пусть U – инвариантное подпро-
странство относительно преобразования ϕ векторного пространства V . Определим
преобразование

ϕU : U −→ U

по правилу
ϕU : u 7−→ uϕ

и будем называть индуцированным преобразование подпространства U .
Рассмотрим фактор-пространство V/U пространства V по U и определим преоб-

разование
ϕU : V/U −→ V/U

по правилу
ϕU : v + U 7−→ vϕ + U, v ∈ V.

Покажем, что это определение не зависит от случайного выбора представителей
смежных классов. Напомним, что v1 ≡ v2(mod U) если v1 − v2 ∈ U . Следователь-
но, v + U = v + u + U для некоторого вектора u ∈ U . Тогда (v + u)ϕ + U = vϕ + U ,
т. е. определение ϕU не зависит от выбора представителей.

Преобразование ϕU называется преобразованием, индуцированным ϕ в фактор-
пространстве. Легко проверить, что преобразования ϕU и ϕU являются линейными.
Связь трех преобразований ϕ, ϕU и ϕU дает

Т е о р е м а 2. В согласованных базах матрица преобразования ϕ имеет такой
вид

[ϕ] =

(
[ϕU ] ∗
0 [ϕU ]

)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы знаем, что справедлива формула

dim V/U = dim V − dim U.
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Укажем согласованные базы, в которых матрица имеет нужный вид. Пусть

e1, e2, . . . , er, er+1, er+2, . . . , en

– такая база векторного пространства V , что векторы er+1, er+2, . . . , en образуют базу
подпространства U . Как мы знаем, смежные классы

e1 + U, e2 + U, . . . , er + U

образуют базу фактор-пространства V/U . Действуя, на базисные векторы простран-
ства V преобразованием ϕ, получим





e1ϕ = α11e1 + . . . + α1rer + α1,r+1er+1 + . . . + α1nen,
e2ϕ = α21e1 + . . . + α2rer + α2,r+1er+1 + . . . + α2nen,
..... ..........................................................................
erϕ = αr1e1 + . . . + αrrer + αr,r+1er+1 + . . . + αrnen,
er+1ϕ = 0 + . . . + 0 + αr+1,r+1er+1 + . . . + αr+1,nen,
..... ............................................................................
enϕ = 0 + . . . + 0 + αn,r+1er+1 + . . . + αnnen.

По определению,

(ei + U)ϕU = eiϕ + U, i = 1, 2, . . . , r,

а потому
(ei + U)ϕ = αi1(e1 + U) + αi2(e2 + U) + . . . αir(er + U).

Таким образом,

(e1 + U)ϕU = e1ϕ + U = α11(e1 + U) + α12(e2 + U) + . . . α1r(er + U),
(e2 + U)ϕU = e2ϕ + U = α21(e1 + U) + α22(e2 + U) + . . . α2r(er + U),
..............................................................................................................
(er + U)ϕU = erϕ + U = αr1(e1 + U) + αr2(e2 + U) + . . . αrr(er + U).

Следовательно, матрица [ϕ] действительно имеет указанный вид. Теорема доказана.
32.3. Одномерные инвариантные подпространства, собственные векто-

ры и собственные значения. Предположим, что подпространство U , инвариант-
ное относительно ϕ, имеет размерность 1. Тогда U порождено любым ненулевым
вектором u ∈ U и

uϕ = αu, α ∈ P.

Поиск одномерных инвариантных подпространств сводится к отысканию таких u
и α. При этом u называется собственным вектором преобразования ϕ, а α – его
собственным значением.
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Пусть e1, e2, . . . , en – база V , [u] – координаты вектора u, а [ϕ] – матрица преоб-
разования ϕ в этой базе. Тогда

[uϕ] = [αu],

или
[u][ϕ] = α[u].

Вынося координатную строку [u], получим

[u]([ϕ]− αE) = 0.

Чтобы существовал ненулевой вектор u, удовлетворяющий этому равенству необхо-
димо и достаточно, чтобы определитель

det([ϕ]− αE)

был равен нулю. Рассмотрим определитель χ(λ) = det([ϕ] − λE), который является
многочленом степени n относительно λ и собственные значения должны быть его
корнями. Этот многочлен называется характеристическим многочленом преобразо-
вания ϕ. Справедлива

Т е о р е м а 3. а) Характеристический многочлен не зависит от выбора базы, по
которой он построен. б) Всякое собственное значение преобразования ϕ является
корнем характеристического многочлена. в) Всякий корень характеристического
многочлена, лежащий в основном поле, является собственным значением.

Д о к а з а т е л ь с т в о. а) Пусть e′1, e
′
2, . . . , e

′
n – другая база V . Тогда e′ = Te, где

T – матрица перехода от базы e к базе e′. Обозначим [ϕ]′ матрицу преобразования ϕ
в базе e′. Как мы знаем,

[ϕ]′ = T [ϕ]T−1.

Поэтому

det([ϕ]′ − λE) = det(T [ϕ]T−1 − λE) = det(T{[ϕ]− λE}T−1) =

= det T · det([ϕ]− λE) · det T−1 = det([ϕ]− λE).

Следовательно, характеристический многочлен зависит от преобразования ϕ, а не от
вида матрицы, соответствующей ϕ.

б) Это доказательство проведено выше. Каждое собственное значение обязано
быть корнем характеристического многочлена.

в) Пусть χ(α) = 0, т. е. α – корень характеристического многочлена, лежащий
в P . Надо доказать, что α – собственное значение. Возьмем какую-нибудь базу
e1, e2, . . . , en пространства V . Рассмотрим систему линейных уравнений

X([ϕ]− αE) = 0, X = (x1, x2, . . . , xn)
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так как ранг этой системы меньше числа неизвестных, существует ненулевое решение
X0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n). Рассмотрим вектор

u = x0
1e1 + x0

2e2 + . . . + x0
nen.

Для него
[u]([ϕ]− αE) = 0,

а потому u(ϕ− αε) = 0 или uϕ = αu, т. е нашли собственный вектор u 6= 0, а потому
α – собственное значение. Теорема доказана.

У п р а ж н е н и е. Где нужно, чтобы α лежало в основном поле?
32.4. Теорема Гамильтона-Кэли.
Т е о р е м а 4. Всякое линейное преобразование является корнем своего ха-

рактеристического многочлена, т. е. если χ(λ) – характеристический многочлен
преобразования ϕ, то χ(ϕ) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать эту теорему для матриц, так как
алгебра линейных преобразований изоморфна алгебре матриц. Пусть A ∈ Mn(P ) и

χ(λ) = det(A− λE)

– ее характеристический многочлен. Надо доказать, что χ(A) = 0. Пусть

χ(λ) = a0 + a1λ + . . . + anλ
n.

Символом B(λ) обозначим матрицу, присоединенную к матрице A− λE (напомним,
что присоединенной к матрице C = (cij) называется матрица (Cij)

′, составленная из
алгебраических дополнений Cij к элементам cij и транспонированная). Тогда

(A− λE)B(λ) = χ(λ)E.

П р и м е р. Если дана матрица
(

7− 3λ2 + λ3 1− λ
−8 + λ −3 + λ2

)
,

то ее можно представить в таком виде:
(

7− 3λ2 + λ3 1− λ
−8 + λ λ2 − 3

)
=

(
7 1
−8 −3

)
+λ

(
0 −1
1 0

)
+λ2

( −3 0
0 1

)
+λ3

(
1 0
0 0

)
.

Раскладывая матрицу B(λ) по степеням λ, получим

B(λ) = B0 + B1λ + B2λ
2 + . . . + Bn−1λ

n−1, Bk ∈ Mn(K).
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Из равенства (A−λE)B(λ) = χ(λ)E, приравнивая матрицы при одинаковых степенях
λ, получаем следующую систему равенств

AB0 = a0E,
AB1 −B0 = a1E,
AB2 −B1 = a2E,

...
...

ABn−1 −Bn−2 = an−1E,
−Bn−1 = anE.

Умножим первое из этих равенств на E, второе – на A, третье на A2 и т. д. Наконец,
последнее равенство умножим на An. Складывая полученные равенства, получим в
левой часть 0, а правой

a0E + a1A + a2A
2 + . . . + anAn = χ(A).

Следовательно,
0 = χ(A).

Теорема доказана.
У п р а ж н е н и е. Можно предложить такое доказательство теоремы Гамильтона–

Кэли. В равенство
χ(λ) = det(A− λE)

вместо λ подставим матрицу A, получим

χ(A) = det(A− AE) = 0.

Найдите ошибку в этом рассуждении.

§ 33. Нильпотентные и полупростые преобразования

33.1. Нильпотентные преобразования. Следующая теорема является опре-
делением и устанавливает некоторые свойства нильпотентных преобразований.

Т е о р е м а 1. Для линейного преобразования ϕ следующие условия равносильны:
1) ϕN = 0 при подходящем N = N(ϕ);
2) в подходящей базе

[ϕ] =




0 ∗
. . .

0 0


 .
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При любом из этих условий преобразование ϕ называется нильпотентным.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) ⇒ 2). Индукция по n = dim V . При n = 1 очевидно,

что ϕ = 0. Пусть далее n > 1. Если ϕ = 0, то утверждение очевидно. Пусть ϕ 6= 0,
выберем N такое, что ϕN = 0, но ϕN−1 6= 0. Значит, существует вектор u ∈ V такой,
что uϕN−1 6= 0. Обозначим v = uϕN−1. Понятно, что v 6= 0 и vϕ = 0. Пусть e1, e2, . . . ,
en−1, v – база V , W – подпространство, порожденное вектором v. Тогда в этой базе

[ϕ] =




∗
[ϕW ]

...
∗

0 . . . 0 0


 .

По определению индуцированного преобразования:

ϕW : a + W 7−→ aϕ + W.

Применить это преобразование N раз это все равно, что к a применить преобразо-
вание ϕ, т. е.

(a + W )ϕN
W = aϕN + W = W.

Следовательно, ϕW удовлетворяет условию 1), т. е. любой класс переходит под дей-
ствием ϕN

W в 0.
Учитывая, что dim V/W = n− 1, видим, что в подходящей базе индуцированное

преобразование имеет матрицу

[ϕW ]′ =




0 ∗
. . .

0 0


 .

Возьмем в смежных классах

e′1 + W, e′2 + W, . . . , e′n−1 + W

этой базы по представителю: e′1, e′2, . . . , e′n−1. Тогда в базе

e′1, e
′
2, . . . , e

′
n−1, v

имеем матрицу

[ϕ]′ =




0 ∗ ∗
. . . ...

0 0 ∗
0 . . . 0 0


 .
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2) ⇒ 1). Пусть в некоторой базе матрица преобразования ϕ имеет вид

A =




0 ∗
. . .

0 0


 .

Надо доказать, что в некоторой степени эта матрица равна нулевой матрице. Пока-
жем, что

Ai =




0 . . . 0 ∗
. . . . . .

. . . 0
. . . ...

0 0




.

т. е. имеет i нулевых диагоналей, начиная с главной. Индукция по i. Для i = 1
утверждение справедливо, так как по условию, матрица A имеет нулевую главную
диагональ.

Предположим, что равенство справедливо для i−1 и установим его для i. Обозна-
чим символом Ers матричную единицу, т. е матрицу из Mn(P ), у которой на месте
(r, s) стоит 1, а на всех остальных местах – нули. Тогда матрица A имеет вид

A =
∑

q−p≥1

apqEpq.

Заметим, что для матричных единиц справедливо следующее правило умножения

Ekl · Epq =

{
Ekq при l = p,
0 при l 6= p.

Воспользовавшись предположением индукции, получим

Ai = Ai−1 · A =
∑

l−k≥i−1

bklEkl ·
∑

q−p≥1

apqEpq =
∑

q−k≥i

bkp apqEkq.

Эта матрица имеет i нулевых диагоналей.
Учитывая установленное, равенство, если положить N ≥ n, то AN = 0. Теорема

доказана.
Непосредственно из доказательства получается такое
С л е д с т в и е. В качестве N(ϕ) можно взять n = dim V .
33.2. Полупростые преобразования.
Т е о р е м а 2. Для линейного преобразования ϕ следующие условия равносильны:
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1) все пространство V распадается в прямую сумму V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . . ⊕ Vs

инвариантных и неприводимых относительно ϕ подпространств;
2) в подходящей базе

[ϕ] =




A1 0
. . .

0 As


 .

где никакая матрица Ai не подобна полураспавшейся матрице, т. е. ни в какой
базе не станет полураспавшейся. При любом из этих условий преобразование ϕ
называется полупростым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) ⇒ 2). Пусть V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vs – прямая сумма
инвариантных и неприводимых относительно ϕ подпространств. Берем в каждом Vi

по базе и объединяем их. В полученной базе

e1, e2, . . . , en

матрица преобразования ϕ имеет вид

[ϕ] =




A1 0
. . .

0 As


 .

При этом Viϕ ⊆ Vi. Нужно понять, что каждая клетка Ai не подобна полураспав-
шейся матрице, а это равносильно неприводимости подпространства относительно
ϕ.

2) ⇒ 1). Пусть в базе
e1, e2, . . . , en

матрица преобразования

[ϕ] =




A1 0
. . .

0 As


 ,

где каждая клетка Ai не подобна полураспавшейся матрице. Разобьем базу про-
странства V на отрезки, стоящие против соответствующих клеток. Пусть Vi – под-
пространство, натянутое на i-й отрезок. Ясно, что V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . . ⊕ Vs, Viϕ ⊆ Vi,
и нужно понять, что каждое подпространство Vi неприводимо. Если бы оно было
приводимым, то нашлось бы собственное подпространство U такое, что

0 < U < Vi, Uϕ ⊆ U,
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и в этом случае матрица Ai была бы подобна полураспавшейся. Противоречие. Тео-
рема доказана.

С л е д с т в и е. Если ϕ – нильпотентно и полупросто, то ϕ = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если ϕ полупросто, то, по теореме 2, в некоторой базе

[ϕ] =




A1 0
. . .

0 As


 ,

а так как ϕ – нильпотентно, то каждая матрица Ai нильпотентна, а потому, по тео-
реме 1, подобна матрице такого вида




0 ∗
. . .

0 0


 ,

но из полупростоты следует, что Ai не подобна полураспавшейся. Следовательно,
матрица Ai является квадратной степени 1 нулевой матрицей, но это и означает, что
ϕ – нулевое преобразование.

33.3. Полупростота над полем, содержащим характеристические корни
преобразования. В дальнейшем будем называть корни характеристического мно-
гочлена характеристическими корнями. Справедлива

Т е о р е м а 3. Пусть ϕ – линейное преобразование векторного пространства V
над полем P , причем, P содержит все характеристические корни преобразования
ϕ. Тогда равносильны:

1) ϕ – полупросто;
2) в подходящей базе [ϕ] – диагональна;
3) существует многочлен f ∈ P [λ], не имеющий кратных корней и такой, что

f(ϕ) = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) ⇒ 2). Пусть ϕ – полупросто, т. е. в подходящей базе

[ϕ] =




A1 0
. . .

0 As


 ,

где никакая матрица Ai не подобна полураспавшейся матрице. Докажем, что все
эти клетки одномерные. Допустим, что какая-то клетка имеет размерность ≥ 2, т. е.
dim Vi ≥ 2 для соответствующего подпространства Vi. Выберем в Vi вектор v, явля-
ющийся собственным относительно ϕ, т. е vϕ = αv. Очевидно, характеристический
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корень преобразования ϕ|Vi
является характеристическим корнем преобразования ϕ,

а потому α лежит в P . Пусть
e1, e2, . . . , em, v

– база подпространства Vi. В этой базе

[ϕ|Vi
] =




∗
∗ ...

∗
0 . . . 0 α


 ,

т. е. матрица Ai подобна полураспавшейся. Противоречие.
У п р а ж н е н и е. Привести пример полупростой матрицы не представимой в

диагональном виде.
2) ⇒ 3). Пусть в некоторой базе матрица [ϕ] – диагональна и многочлен F (λ) ∈

P [λ] аннулирует преобразование ϕ, т. е. F (ϕ) = 0. В частности, в качестве F (λ) можно
взять характеристический многочлен преобразования ϕ. Разложим его на линейные
множители:

F (λ) = (λ− λ1)
r1(λ− λ2)

r2 . . . (λ− λs)
rs ,

где все корни λj различны. Возьмем многочлен

f(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) . . . (λ− λs)

и число
r = max{r1, r2, . . . , rs}.

Тогда f(λ)r = F (λ)d(λ) для некоторого многочлена d(λ) и матрица f([ϕ]) диагональ-
на. Рассмотрим матрицу [f(ϕ)] = f([ϕ]). Если ее возвести в степень r, то получим
нулевую матрицу, но это значит, что на диагонали стояли нули, т. е. f(ϕ) = 0.

3) ⇒ 1). Пусть f(ϕ) = 0 и

f(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) . . . (λ− λs),

где все λj различны. Надо доказать, что ϕ полупросто. Рассмотрим многочлены

fi(λ) =
f(λ)

λ− λi

, i = 1, 2, . . . , s,

которые в совокупности взаимно просты. Поэтому существуют многочлены gi ∈ P [λ]
такие, что

g1f1 + g2f2 + . . . + gsfs = 1.
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Обозначим
Vi = V fi(ϕ), i = 1, 2, . . . , s,

и докажем, что V является прямой суммой подпространств Vi.
а) Докажем вначале, что V = V1 +V2 + . . .+Vs. Действительно, пусть v ∈ V , тогда

из равенства
g1(ϕ)f1(ϕ) + g2(ϕ)f2(ϕ) + . . . + gs(ϕ)fs(ϕ) = ε

получим
v = vε = vg1(ϕ)f1(ϕ) + vg2(ϕ)f2(ϕ) + . . . + vgs(ϕ)fs(ϕ).

Заметим, что первое слагаемое лежит в V1, второе – в V2 и т. д., и, наконец, последнее
лежит в Vs. Следовательно, V = V1 + V2 + . . . + Vs.

б) Докажем, что сумма V = V1 + V2 + . . . + Vs является прямой. Для этого доста-
точно доказать, что нулевой вектор имеет единственное разложение. Пусть

0 = u1f1(ϕ) + u2f2(ϕ) + . . . + usfs(ϕ).

Покажем, что все uifi(ϕ) = 0. Для этого к обеим частям равенства применим преоб-
разование fi(ϕ). Заметим, что если k 6= i, то

ukfk(ϕ)fi(ϕ) = ukf(ϕ)h(ϕ) = 0 для некоторых hki(λ) ∈ P [λ],

и мы имеем равенство
0 = uif

2
i (ϕ).

Так как fi(λ) и λ − λi взаимно просты, то существуют многочлены pi и qi из P [λ]
такие, что

fi(λ)pi(λ) + (λ− λi)qi(λ) = 1.

Отсюда,
fi(ϕ)pi(ϕ) + (ϕ− λiε)qi(ϕ) = ε,

и
uifi(ϕ) = uifi(ϕ)ε = uif

2
i (ϕ)pi(ϕ) + uif(ϕ)qi(ϕ) = 0,

так как uifi(ϕ)2 = 0 и uif(ϕ) = 0, т. е. эта сумма V = V1 + V2 + . . . + Vs является
прямой.

в) Чтобы показать, что каждое подпространство Vi инвариантно относительно ϕ,
заметим, что Vi(ϕ − λiε) = 0. Действительно, произвольный вектор из Vi имеет вид
ufi(ϕ) для некоторого u ∈ V . Действуя преобразованием ϕ− λiε, получим

(ufi(ϕ))(ϕ− λiε) = uf(ϕ) = u0 = 0.

Следовательно, если ui ∈ Vi, то uiϕ = λiui, а потому Vi инвариантно относительно ϕ.
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Ввиду того, что преобразование ϕVi
является растяжением в λi раз, то выбирая

базу в каждом Vi и объединяя их, получим базу пространства V , в которой матрица
преобразования ϕ имеет вид

[ϕ] =




λ1 0
. . . 0

0 λ1

0
. . . 0

λs 0

0
. . .

0 λs




т. е. является диагональной матрицей, а потому ϕ полупросто. Теорема доказана.
Заметим, что диагональная матрица всегда полупроста, но обратное верно не

всегда.
33.4. Разложение преобразования на полупростую и нильпотентную

компоненты.
Т е о р е м а 4. Пусть ϕ – линейное преобразование вектороного пространства

V над полем P и P содержит все характеристические корни ϕ. Тогда
а) существует разложение

ϕ = ψ + θ,

где ψ – полупростое преобразование, а θ – нильпотентное, и при этом ψθ = θψ;
б) такое разложение единственно;
в) ψ и θ являются многочленами от ϕ над полем P .
При этом ψ называется полупростой компонентой, а θ – нильпотентной.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем существование. Покажем, что найдется

многочлен f(λ) из P [λ] без кратных корней и m ∈ N такие, что fm(ϕ) = 0. Пусть
F (ϕ) = 0 для некоторого многочлена F (λ) ∈ P [λ] (по теореме Гамильтона-Кэли
такой многочлен существует). Разложим его на линейные множители:

F (λ) = (λ− λ1)
r1(λ− λ2)

r2 . . . (λ− λs)
rs , λi 6= λj при i 6= j.

Возьмем
f(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) . . . (λ− λs).

Тогда fm(ϕ) = 0 при m = max{r1, r2, . . . , rs}. Так как f без кратных корней, то
(f, f ′) = 1, а потому существуют u, v ∈ P [λ] такие, что

f u + f ′ v = 1.
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Рассмотрим рекуррентную схему, позволяющую по каждому многочлену g(λ) из P [λ]
построить последовательность многочленов g(0)(λ), g(1)(λ), . . . из P [λ]:

{
g(0)(λ) = g(λ),
g(i+1)(λ) = g(i)(λ− f(λ) v(λ)), i = 0, 1, . . . ,

и применим ее к многочлену e(λ) = λ. Получим последовательность

e(0)(λ), e(1)(λ), . . . , e(k)(λ),

где k – наименьшее натуральное число, удовлетворяющее неравенству 2k ≥ m. По-
ложим ψ = e(k)(ϕ) и θ = ϕ−ψ. Покажем, что эти преобразования и будут искомыми.

По теореме 3 преобразование полупросто, если оно является корнем многочлена
без кратных корней. Рассмотрим

f(ψ) = f(e(k)(ϕ)).

Если мы докажем что f(e(k)(λ)) = f (k)(λ)) и то, что f (k)(λ) делится на f 2k
(λ), то,

учитывая, что f 2k
(ϕ) = 0, получим, что и f (k)(ϕ) = 0. Таким образом, полупростота

преобразования ψ будет доказана.
Чтобы доказать, что θ нильпотентно, надо доказать, что λ − f (k)(λ) делится на

f(λ).
Л е м м а 1. Справедливо равенство

f(e(i)(λ)) = f (i)(λ).

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по i. При i = 0 имеем

f(e(0)(λ)) = f(λ) = f (0)(λ).

Предположим, что утверждение справедливо для i и докажем его для i+1. Имеем

f(e(i+1)(λ)) = f(e(i)(λ− f(λ) v(λ))) = f (i)(λ− f(λ) v(λ)) = f (i+1)(λ).

Лемма доказана.
Л е м м а 2. f (i)(λ) кратно f 2i

(λ).
Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по i. При i = 0 видим, что f (0)(λ)

кратно f 20
(λ) = f(λ). При i = 1 имеем

f (1)(λ) = f(λ− f(λ) v(λ)).

Воспользовавшись формулой Тейлора:

f(λ− a) = f(λ)− f ′(λ)

1!
a +

f ′′(λ)

2!
a2 − . . . ,
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получим

f(λ− f(λ) v(λ)) = f(λ)− f ′(λ)

1!
f(λ) v(λ) +

f ′′(λ)

2!
f 2(λ)v2(λ)− . . . =

= f(λ) [1− f ′(λ) v(λ) + f(λ) [. . .]] = f(λ) [f(λ)u(λ) + f(λ) [. . .]] = f 2(λ) [. . .] .

Предположим, что формула верна для i и докажем ее для i + 1. Имеем

f (i+1)(λ) = f (i)(λ−f(λ) v(λ)) = f 2i

(λ−f(λ) v(λ)) · [. . .] = [f (1)(λ)]2
i

[. . .] = [f(λ)]2
i+1

[. . .],

где мы использовали установленный выше факт, что f (1)(λ) делится на f 2(λ). Лемма
доказана.

Л е м м а 3. Многочлен λ− e(i)(λ) делится на многочлен f(λ).
Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по i. При i = 0 видим, что

λ− e(0)(λ) = 0, а 0 кратен f(λ), так как 0 = f(λ) · 0.
Предположим, что лемма справедлива для i. Рассмотрим

λ− e(i+1)(λ) = λ− e(i)(λ− f(λ) v(λ))− f(λ) v(λ) + f(λ) v(λ).

так как µ− e(i)(µ) кратно f(µ), где µ = λ− f(λ) v(λ) то

λ− e(i+1)(λ) = f(λ− f(λ) v(λ)) · [. . .] + f(λ) v(λ)

В предыдущей лемме было установлено, что f(λ − f(λ) v(λ)) делится на f(λ). Сле-
довательно, λ− e(i+1)(λ) делится на f(λ). Лемма доказана.

Мы установили, что преобразование ψ полупросто, а θ – нильпотентно. Как сле-
дует из построения, ψ и θ являются многочленами от ϕ, а потому ψθ = θψ. Следо-
вательно, утверждения а) и в) теоремы установлены.

Установим пункт б). Допустим, что найдется еще одна пара ψ′, θ′ преобразований
таких, что ϕ = ψ′ + θ′ и при этом ψ′ полупросто, а θ′ нильпотентно. Рассматривая
разность двух равенств

ϕ = ψ + θ, ϕ = ψ′ + θ′,

получим
ψ − ψ′ = θ′ − θ.

У п р а ж н е н и е. Привести пример двух полупростых преобразований, разность
которых не является полупростым. Привести пример двух нильпотентных преобра-
зований, разность которых не является нильпотентным.

Л е м м а 4. Преобразования ψ и ψ′ перестановочны, преобразования θ и θ′

перестановочны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что ψ′ перестановочно с ψ′. По условию
ψ′ перестановочно с θ′. Следовательно, ψ′ перестановочно с ψ′ + θ′ = ϕ, т. е. ψ′

перестановочно с ϕ, а потому перестановочно с любым многочленом от ϕ, но среди
таких многочленов есть многочлен, равный ψ. Следовательно, ψ′ перестановочно с
ψ. Аналогично проверяется, что θ′ перестановочно с θ.

Л е м м а 5. Если преобразования ψ1 и ψ2 полупросты и перестановочны, то
ψ1 ± ψ2 – полупросто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 3 в некоторой базе ψ1 диагональна и ψ2

диагональна в некоторой базе, но эти базы различны. Возьмем базу в которой ψ1

диагональна

[ψ1] =




α
. . .

α
β

. . .
β

. . .
ω

. . .
ω




,

и разобьем матрицу на клетки так, что в каждой клетке стоят одинаковые диаго-
нальные элементы. Пусть в этой же базе

[ψ2] =




X11 X12 · · · X1s

X21 X22 · · · X2s

· · · · · · · · · · · ·
Xs1 Xs2 · · · Xss


 ,

где матрица разбита на клетки тех же размеров, что и [ψ1]. Так как преобразования
перестановочны, то

[ψ1][ψ2] =




αX11 αX12 · · · αX1s

βX21 βX22 · · · βX2s

· · · · · · · · · · · ·
ωXs1 ωXs2 · · · ωXss


 , [ϕ2][ϕ1] =




X11α X12β · · · X1sω
X21α X22β · · · X2sω
· · · · · · · · · · · ·

Xs1α Xs2β · · · Xssω


 .
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Откуда имеем систему:




αX11 = X11α, αX12 = X12β, · · · αX1s = X1sω,
βX21 = X21α, βX22 = X22β, · · · βX2s = X2sω,

· · · · · · · · · · · ·
ωXs1 = Xs1α, ωX32 = X32β, · · · ωXss = Xssω.

Из этой системы видим, что все клетки вне главной диагонали нулевые, т. е.

[ψ2] =




X11 0 · · · 0
0 X22 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Xss




и каждая из этих клеток полупроста. Если матрица удовлетворяет многочлену без
кратных корней, то и каждая клетка удовлетворяет этому многочлену. Поэтому най-
дется база в которой каждая клетка матрицы [ψ2]

′ имеет диагональный вид:

[ψ2]
′ =




∗
. . .

∗
∗

. . .
∗

. . .
∗

. . .
∗




,

но первая матрица при этом не изменится так как каждой клетке соответствует
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подпространство, состоящее из собственных векторов преобразования [ψ1], а потому

[ψ1]
′ =




α
. . .

α
β

. . .
β

. . .
ω

. . .
ω




.

Следовательно, [ψ1 ± ψ2] диагональна. Лемма доказана.
Л е м м а 6. Если преобразования θ1 и θ2 нильпотентны и перестановочны, то

θ1 ± θ2 – нильпотентно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть θn1

1 = 0, θn2
2 = 0, тогда, воспользовавшись

перестановочностью θ1 и θ2, получим

(θ1 + θ2)
N =

N∑

k=0

Ck
Nθk

1θ
N−k
2 = 0 при N = n1 + n2.

Теорема доказана.
33.5. Полупростота над полем действительных чисел. Над полем ком-

плексных чисел полупростота равносильна диагонализируемости матрицы. Над по-
лем действительных чисел это уже неверно.

Т е о р е м а 5. Над полем действительных чисел линейное преобразование ϕ
полупросто тогда и только тогда, когда в некоторой базе его матрица клеточно-
диагональна и каждая диагональная клетка либо одномерна, либо двумерна и не
подобна полураспавшейся.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме о полупростом преобразовании, в некоторой
базе его матрица клеточно-диагональна. Покажем, что каждая клетка имеет порядок
≤ 2. Для этого достаточно доказать, что всякая A ∈ Mn(R) при n ≥ 3 подобна
полураспавшейся. Для этого надо найти инвариантные подпространства.

Возьмем характеристический многочлен матрицы A и найдем его характеристи-
ческий корень. Если корень вещественный, то собственный вектор порождает ин-
вариантное подпространство, а потому матрица A подобна полураспавшейся. Пусть
характеристический корень комплексный: α + iβ, α, β ∈ R. Рассмотрим Cn – про-
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странство строк над полем комплексных чисел. Для него характеристический ко-
рень есть собственное значение над C. Следовательно, существует w – собственный
вектор, отвечающий собственному значению α + iβ т. е.

wA = (α + iβ)w, w 6= 0.

У вектора w можно отделить действительную и мнимую части:

w = u + iv, u, v ∈ Rn,

тогда
(u + iv)A = (α + iβ)(u + iv).

Рассмотрим подпространство U , натянутое на векторы u и v. Учитывая равенства
{

uA = αu− βv,
vA = βu + αv,

заключаем, что UA ⊆ U , т. е. нашли подпространство U , которое инвариантно отно-
сительно A и U – не более чем двумерно. Следовательно, исходная матрица подобна
полураспавшейся. Теорема доказана.
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Г л а в а 5

ЖОРДАНОВА ФОРМА МАТРИЦЫ

§ 34. Теорема Жордана

34.1. Задача о подобии матриц. Как мы знаем, матрицы одного преобразова-
ния в разных базах связаны равенством

[ϕ]′ = T [ϕ]T−1,

где T – невырожденная матрица. Возникает задача: распознать, когда две матрицы
являются матрицами одного преобразования, записанного в разных базах.

О п р е д е л е н и е. Говорим, что матрица A ∈ Mn(P ) подобна матрице B ∈ Mn(P ),
если существует матрица X ∈ GLn(P ) такая, что A = X−1BX.

Заметим вначале, что отношение подобия является отношением эквивалентности.
1) A подобна A, что следует из равенства A = E−1AE.
2) Если A подобна B, то B подобна A. Действительно, если A = X−1BX, то

B = XAX−1.
3) Если A подобна B, а B подобна C, то A подобна C. Действительно, если A =

X−1BX и B = Y −1CY , то A = (XY )−1C(Y X).
Следовательно, все множество матриц Mn(P ) распадается на смежные классы

относительно отношения подобия. Мы хотим научиться выбирать в каждом смеж-
ном классе по представителю, а все другие матрицы из этого класса приводить к
выбранному представителю.

О п р е д е л е н и е. 1) Жордановой клеткой степени r называется матрица
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следующего вида 


α 1 0
α 1

. . . . . .
. . . 1

0 α



∈ Mr(P ).

2) Жорданова матрица – матрица, которая распадается на жордановы клетки:



J1 0 0 0
0 J2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Js


 .

где Ji – жорданова клетка.
П р и м е р. При n = 4 имеем следующие жордановы матрицы:




α 1 0 0
0 α 1 0
0 0 α 1
0 0 0 α


 ,




α 1 0 0
0 α 1 0
0 0 α 0
0 0 0 β


 ,




α 1 0 0
0 α 0 0
0 0 β 1
0 0 0 β


 ,




α 1 0 0
0 α 0 0
0 0 β 0
0 0 0 γ


 ,




α 0 0 0
0 β 0 0
0 0 γ 0
0 0 0 δ


 .

В каждом смежном классе существует несколько жордановых матриц, но они
отличаются лишь порядком клеток.

Целью настоящего параграфа является доказательство следующей теоремы.
Т е о р е м а Ж о р д а н а. Всякая квадратная матрица над полем, содержащим

все ее характеристические корни, подобна некоторой жордановой матрице. Эта
жорданова матрица определяется однозначно с точностью до порядка жордановых
клеток.

Для доказательства теоремы нам надо найти базу, в которой матрица имеет жор-
данову форму. Построение такой базы разбивается на несколько этапов. Вначале
найдем базу, в которой матрица распадается на клетки с одним и тем же характе-
ристическим корнем α, а потом уже каждую из этих клеток разобьем на жордановы
клетки.

34.2. Корневое разложение.
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О п р е д е л е н и е. Пусть V – векторное пространство над полем P , ϕ – линейное
преобразование V , α – его собственное значение. Вектор v ∈ V называется корневым
относительно ϕ, если v(ϕ − αε)ρ = 0 при подходящем ρ ∈ {0, 1, 2, . . .}. Наименьшее
такое ρ называется высотой v относительно ϕ.

Если ρ = 1, то vϕ = αv, т. е. v – собственный вектор. Следовательно, собственный
вектор – корневой вектор высоты 1.

Т е о р е м а 1. 1) Множество всех корневых векторов относительно преобразо-
вания ϕ, отвечающих одному и тому же собственному значению α преобразования
ϕ, является подпространством пространства V . 2) Это подпространство инвари-
антно относительно ϕ. Оно называется корневым подпространством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть Vα – множество корневых векторов относительно
ϕ, отвечающие собственному значению α. Пусть

v1(ϕ− αε)ρ1 = 0, v2(ϕ− αε)ρ2 = 0,

и β1, β2 ∈ P. Тогда

(β1v1 + β2v2)(ϕ− αε)ρ = 0, где ρ = max{ρ1, ρ2}.

Следовательно, Vα является подпространством.
2) Докажем, что Vαϕ ⊆ Vα. Надо доказать, что если v1 ∈ Vα, то вектор v1ϕ

является корневым. Рассмотрим

(v1ϕ)(ϕ− αε)ρ1

и, учитывая, что всякий многочлен от ϕ перестановочен с самим ϕ, получаем

(v1ϕ)(ϕ− αε)ρ1 = v1(ϕ− αε)ρ1ϕ = 0ϕ = 0.

Теорема доказана.
У п р а ж н е н и е. Высоты векторов из Vα не превосходят кратности корня α в

характеристическом многочлене преобразования ϕ, т. е. если

χ(λ) = (λ− α)kχ1(λ), χ1(α) 6= 0,

то для любого v из Vα имеем
v(ϕ− αε)k = 0.

Т е о р е м а 2. Пусть поле P содержит все характеристические корни: α1,
α2, . . ., αs преобразования ϕ. Пусть V1, V2, . . ., Vs – соответствующие корневые
подпространства, отвечающие α1, α2, . . ., αs. Тогда V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . . ⊕ Vs. Это
разложение называется корневым разложением.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть характеристический многочлен преобразования
ϕ имеет вид

χ(λ) = (λ− α1)
r1(λ− α2)

r2 . . . (λ− αs)
rs , αi 6= αj при i 6= j.

Рассмотрим многочлены

χi(λ) =
χ(λ)

(λ− αi)ri
, i = 1, 2, . . . , s.

а) Покажем, что Vi = V χi(ϕ). Установим включение ⊇. Рассмотрим
vχi(ϕ)(ϕ− αiε)

ri = vχ(ϕ).

По теореме Гамильтона–Кэли χi(ϕ) = 0, а потому vχi(ϕ) – корневой вектор. Следо-
вательно, включение ⊇ установлено.

Обратно. Пусть w ∈ Vi и w(ϕ − αiε)
ρ = 0. Надо доказать, что w ∈ V χi(ϕ). Так

как (λ− αi)
ρ и χi(λ) взаимно просты, то существуют многочлены pi(λ), qi(λ) из P [λ]

такие, что
pi(λ)(λ− αi)

ρ + qi(λ)χi(λ) = 1.

Тогда
pi(ϕ)(ϕ− αiε)

ρ + qi(ϕ)χi(ϕ) = ε,

и отсюда
w = wε = w[pi(ϕ)(ϕ− αiε)

ρ + qi(ϕ)χi(ϕ)] = [wqi(ϕ)]χi(ϕ),

т. е. равенство Vi = V χi(ϕ) доказано.
б) Покажем, что V = V1 + V2 + . . . + Vs. Пусть v ∈ V . Так как многочлены χ1(λ),

χ2(λ), . . . , χs(λ) взаимно просты, то существуют многочлены h1(λ), h2(λ), . . . , hs(λ)
такие, что

h1(λ)χ1(λ) + h2(λ)χ2(λ) + . . . + hs(λ)χs(λ) = 1.

Тогда
h1(ϕ)χ1(ϕ) + h2(ϕ)χ2(ϕ) + . . . + hs(ϕ)χs(ϕ) = ε.

Отсюда

v = vε = (vh1(ϕ))χ1(ϕ) + (vh2(ϕ))χ2(ϕ) + . . . + (vhs(ϕ))χs(ϕ).

Заметим, что первое слагаемое лежит в V1, второе в V2 и т. д. Следовательно, мы
получили нужное разложение.

в) Покажем, что V = V1⊕V2⊕. . .⊕Vs. Для этого достаточно показать, что нулевой
вектор имеет единственную запись. Пусть

0 = u1χ1(ϕ) + u2χ2(ϕ) + . . . + usχs(ϕ).

32



Надо доказать, что все uiχi(ϕ) = 0. Применяя к нашему равенству преобразование
χi(ϕ), получим

0 = uiχi(ϕ)2,

так как слагаемое ukχk(ϕ)χi(ϕ) при k 6= i обращается в нуль. Далее, учитывая, что
многочлены χi(λ) и (λ−αi)

ri взаимно просты, найдем многочлены fi(λ), gi(λ) такие,
что

χi(λ)fi(λ) + (λ− αi)
migi(λ) = 1.

Тогда
χi(ϕ)fi(ϕ) + (ϕ− αiε)

rigi(ϕ) = ε

и
uiχi(ϕ) = uiχi(ϕ)ε = uiχi(ϕ)[χi(ϕ)fi(ϕ) + (ϕ− αiε)

rigi(ϕ)] =

= (uiχ
2
i (ϕ))fi(ϕ) + ui(χi(ϕ)(ϕ− αiε)

ri)gi(ϕ) = uiχ(ϕ)gi(ϕ) = 0,

т. е. сумма действительно прямая. Теорема доказана.
Таким образом, мы можем разложить V в сумму инвариантных подпространств.

Выбрав в каждом из подпространств базу, и объединив их, найдем базу V . В этой
базе матрица преобразования ϕ имеет вид

[ϕ] =




∗ 0 · · · 0
0 ∗ · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ∗


 ,

где каждой диагональной клетке соответствует единственное собственное значение.
34.3. Канонический вид нильпотентного преобразования. Ограничимся

отдельным корневым подпространством. Всякий вектор из этого подпространства
удовлетворяет равенству

v(ϕ− αiε)
ri = 0.

Следовательно, преобразование ψ = ϕ−αiε является нильпотентным преобразовани-
ем корневого подпространства Vi. Для этого преобразования мы должны научиться
строить базу, в которой матрица распадается на жордановы клетки.

О п р е д е л е н и е. Пусть ψ – нильпотентное преобразование векторного про-
странства V . Назовем подпространство U циклическим относительно ψ, если оно
обладает базой e1, e2, . . ., ek такой, что

e1ψ = e2, e2ψ = e3, . . . , ekψ = 0.
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Сама эта база называется циклической. Заметим, что циклическое подпространство
U инвариантно относительно ψ и в циклической базе матрица преобразования имеет
вид

[ψU ] =




0 1 0
0 1

. . . . . .
. . . 1

0 0



∈ Mk(P ). (1)

Покажем, что для всякого нильпотентного преобразования существует база, в
которой матрица преобразования является клеточно-диагональной, а каждая диаго-
нальная клетка имеет вид (1).

Т е о р е м а 3. Пусть ψ – нильпотентное преобразование пространства V .
Тогда 1) существует разложение V в прямую сумму циклических относительно ψ
подпространств; 2) если zi – количество i-мерных циклических подпространств в
этом разложении, то оно выражается формулой

zi = ri−1 − 2ri + ri+1,

где ri = dim ψi = dim (V ψi).
Заметим, что из второй части этой теоремы вытекает, в частности, что какое бы

разложение на циклические слагаемые не взяли, количество слагаемых будет одно и
то же.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть ψp = 0, ψp−1 6= 0. Надо построить базу, которая
состоит из циклических отрезков. Рассмотрим

Wi = Ker ψi, i = 0, 1, 2, . . . , p.

Понятно, что все ядра вложены друг в друга:

0 = W0 ⊆ W1 ⊆ . . . ⊆ Wp−1 ⊆ Wp = V.

Действительно, если vψi−1 = 0, то vψi = 0. Будем двигаться по цепочке справа нале-
во. Рассмотрим фактор-пространство Wi/Wi−1. Векторами в нем являются смежные
классы. При этом классы

w1 + Wi−1, w2 + Wi−1, . . . , wl + Wi−1

линейно независимы, если w1, w2, . . . , wl линейно независимы по модулю Wi−1.
В дальнейшем всякое утверждение о смежных классах будем формулировать как

такое же утверждение об их представителях, добавляя «по модулю . . . ».
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Строим базу для цепочки

0 = W0 ⊆ W1 ⊆ . . . ⊆ Wp−1 ⊆ Wp = V.

Чтобы найти базу e1, e2, . . . , eq по mod Wp−1, надо взять базу Wp−1, дополнить ее до
базы V и дополняющие векторы годятся в качестве e1, e2, . . . , eq. Иными словами,

e1, e2, . . . , eq − база Wp по mod Wp−1

это значит, что
e1 + Wp−1, e2 + Wp−1, . . . , eq + Wp−1

– база Wp/Wp−1. Применим преобразование ψ, получим векторы

e1ψ, e2ψ, . . . , eqψ,

которые лежат в Wp−1.
Так как ψp = 0, а ψp−1 6= 0, то построенные векторы линейно независимы по

mod Wp−2. Действительно, если

α1(e1ψ) + α2(e2ψ) + . . . + αq(eqψ) ≡ 0 (mod Wp−2), αi ∈ P,

то это равносильно тому, что

α1(e1ψ + Wp−2) + α2(e2ψ + Wp−2) + . . . + αq(eqψ + Wp−2) = Wp−2,

т. е.
α1(e1ψ) + α2(e2ψ) + . . . + αq(eqψ) ∈ Wp−2

или
(α1e1 + α2e2 + . . . + αqeq)ψ ∈ Wp−2.

Следовательно,
α1e1 + α2e2 + . . . + αqeq ∈ Wp−1,

но мы выбирали векторы e1, e2, . . . , eq как дополняющие базу Wp−1 до базы Wp, а
потому α1 = α2 = . . . = αq = 0, т. е. e1ψ, e2ψ, . . ., eqψ, линейно независимы по
mod Wp−2.

Всякую линейно независимую систему можно дополнить до базы:

e1ψ, e2ψ, . . . , eqψ, f1, f2, . . . , fs − база Wp−1 по mod Wp−2.

Подействовав ψ, получим векторы

e1ψ
2, e2ψ

2, . . . , eqψ
2, f1ψ, f2ψ, . . . , fsψ,∈;
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которые лежат в Wp−2.
Покажем что все они линейно независимы по mod Wp−3.
Действительно, пусть

α′1(e1ψ
2)+α′2(e2ψ

2)+ . . .+α′q(eqψ
2)+β1(f1ψ)+β2(f2ψ)+ . . .+βs(fsψ) ≡ 0 (mod Wp−3),

для некоторых α′i, βj ∈ P. Тогда

[α′1(e1ψ) + α′2(e2ψ) + . . . + α′q(eqψ) + β1f1 + β2f2 + . . . + βsfs]ψ ∈ Wp−3,

и
[α′1(e1ψ) + α′2(e2ψ) + . . . + α′q(eqψ) + β1f1 + β2f2 + . . . + βsfs] ∈ Wp−2,

но векторы e1ψ, e2ψ, . . . , eqψ, f1, f2, . . . , fs были линейно независимы по mod Wp−2.
Следовательно, все α′i = βj = 0.

Дополним до базы:

e1ψ
2, e2ψ

2, . . . , eqψ
2, f1ψ, f2ψ, . . . , fsψ, g1, g2, . . . , gt − база Wp−2 по mod Wp−3.

Продолжая этот процесс, получим

e1ψ
p−1, e2ψ

p−1, . . . , eqψ
p−1, f1ψ

p−2, f2ψ
p−2, . . . , fsψ

p−2, g1ψ
p−3, g2ψ

p−3, . . . , gtψ
p−3, . . . ,

h1, h2, . . . , hl − база W1 по mod W0.

Покажем, что если объединить все построенные системы векторов, то получим базу
V . Докажем вначале, что она линейно независима. Пусть

α1e1+α2e2+. . .+αqeq+α′1(e1ψ)+α′2(e2ψ)+. . .+α′q(eqψ)+β1(f1ψ)+β2(f2ψ)+. . .+βs(fsψ)++ . . . +

+γ1h1 + γ2h2 + . . . + γtht = 0.

Заметим, что вектор из левой части лежит в Wp−1. Следовательно, все α1 = α2 =
. . . = αq = 0. Оставшийся вектор лежит в Wp−1. Следовательно, все α′i = βj = 0, и
т. д. Таким образом, система векторов линейно независима.

Докажем, что построенная система векторов максимальна. Пусть v ∈ V . Тогда

v ≡ α1e1 + α2e2 + . . . + αqeq (mod Wp−1),

при подходящих αi. Рассмотрим вектор

v − (α1e1 + α2e2 + . . . + αqeq) ∈ Wp−1.

Для него

v − (α1e1 + α2e2 + . . . + αqeq) ≡ +α′1(e1ψ) + α′2(e2ψ) + . . . + α′q(eqψ)+
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β1f1 + β2f2 + . . . + βsfs (mod Wp−2).

Далее рассмотрим

v−(α1e1+α2e2+. . .+αqeq)−(α′1(e1ψ)+α′2(e2ψ)+. . .+α′q(eqψ)+β1f1+β2f2+. . .+βsfs+) ∈ Wp−2,

и т. д. Продолжая этот процесс, получим, что вектор v есть линейная комбинация
векторов построенной системы.

Весь процесс построения удобно заносить в следующую таблицу

V = Wp

∪ e1, . . . , eq − база Wp (mod Wp−1);
Wp−1

∪ e1ψ, . . . , eqψ f1, . . . , fs, − база Wp−1 (mod Wp−2);
∪

. . . . . . . . .
∪

W1

∪ e1ψ
p−1, . . . , eqψ

p−1, f1ψ
p−2, . . . , fsψ

p−2, . . . , h1, h2, . . . , hl,
− база W1 (mod W0).

0 = W0

Видим, что каждый столбец этой системы образует циклическую базу.
2) Пусть zi – число i-мерных циклических подпространств. Обозначим di = dim Wi.

Из первой строки таблицы видим, что число zp циклических подпространств размер-
ности p равно q и равно dim Wp − dim Wp−1. Из второй строки таблицы видим, что
число zp−1 циклических подпространств размерности p− 1 равно r и сумма zp + zp−1

равна dim Wp−1 − dim Wp−2 и. д.
В общем случае, из i-й строки построенной базы, получаем равенство

zi+1 + zi+2 + . . . + zp = di+1 − di,

из (i + 1)-й – равенство

zi + zi+1 + . . . + zp = di − di−1.

Вычитая из второго равенства первое, получим

zi = −di−1 + 2di − di+1.

Учитывая, что ri + di = n (размерность образа плюс размерность ядра равна раз-
мерности пространства), приходим к равенству

zi = −di−1 + 2di − di+1 = ri−1 − 2ri + ri+1.
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Теорема доказана.
34.4. Доказательство теоремы Жордана. Докажем вначале существование.
Пусть дано линейное преобразование ϕ векторного пространства V . Надо постро-

ить такую базу пространства V , в которой матрица преобразования ϕ имеет жорда-
нову форму. Представим V в виде прямой суммы корневых подпространств

V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vs,

где каждое подпространство Vi соответствует собственному значению αi. Рассмотрим
ограничение ϕ на Vi, получим индуцированное преобразование ϕVi

. Это линейное
преобразование подпространства Vi. Если рассмотреть ограничение (ϕ − αiε)|Vi

, то
это тоже линейное преобразование подпространства Vi. Как мы знаем, справедливы
равенства

V1(ϕ− α1ε)
ρ1 = 0,

V2(ϕ− α2ε)
ρ2 = 0,

...
Vs(ϕ− αsε)

ρs = 0.

Выбирая ρ = max{ρ1, ρ2, . . . , ρs}, видим, что (ϕ−αiε)|Vi
= (ϕ−αiε)Vi

– нильпотентно
ступени не выше ρ. Допустим, что

Vi = Vi1 ⊕ Vi2 ⊕ . . .⊕ Vik

– прямая сумма циклических подпространств. Выбирая в каждом Vij циклическую
базу, объединив их, получим, что в этой базе

[(ϕ− αiε)Vi
] =




J1 0 · · · 0
0 J2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Jk


 ,

где каждая клетка имеет такой вид

Jl =




0 1 0
0 1

. . . . . .
. . . 1

0 0




.

Если рассмотреть в этой базе матрицу [ϕVi
], то она будет иметь вид

[ϕVi
] =




J1(αi) 0 · · · 0
0 J2(αi) · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Jk(αi)


 ,
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где каждая клетка является клеткой жордана

Jl(αi) =




αi 1 0
αi 1

. . . . . .
. . . 1

0 αi




.

Объединяя все такие базы подпространств Vi, получим базу, в которой матрица пре-
образования ϕ имеет жорданову форму.

Докажем единственность. Пусть некоторое линейное преобразование имеет две
жордановы матрицы. Как мы знаем, zi – количество i-мерных клеток вычисляется
по формуле:

zi = ri−1 − 2ri + ri+1.

Следовательно, количество клеток в обеих жордановых матрицах одинаково. Может
меняться только порядок клеток. Теорема доказана.

§ 35. Полиномиальные матрицы

35.1. Задача об эквивалентности λ-матриц. Полиномиальной называют мат-
рицу, элементами которой являются многочлены. Рассмотрим кольцо многочленов
P [λ] над полем P от переменной λ. Тогда полиномиальная матрица

F =




f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

· · · · · · · · · · · ·
fn1 fn2 . . . fnn


 , fij ∈ P [λ].

Часто полиномиальные матрицы называют «λ-матрицами». Частный случай λ-
матриц – характеристические матрицы.

О п р е д е л е н и е. Элементарными преобразованиями λ-матриц называются
следующие преобразования: 1) умножение строки на ненулевой скаляр; 2) прибавле-
ние к одной строке другой, умноженной на ненулевой скаляр; 1)′ умножение столбца
на ненулевой скаляр; 2)′ прибавление к одному столбцу другого, умноженного на
ненулевой скаляр.

О п р е д е л е н и е. Две λ-матрицы F1 и F2 называются эквивалентными, если
от F1 можно перейти к F2 цепочкой элементарных преобразований:

F1 = G1 −→ G2 −→ . . . −→ Gs = F2.
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П р и м е р. Если в λ-матрице переставить две строки, то полученная матрица ей
эквивалентна. Действительно, пусть F – некоторая λ-матрица. Выполним следующие
элементарные преобразования:

1) умножим j-ю строку на 1 и прибавим к i-й;
2) умножим i-ю строку на −1 и прибавим к j-й;
3) умножим j-ю строку на 1 и прибавим к i-й;
4) j-ю строку умножим на −1.
Видим, что полученная матрица получается из F перестановкой i-й и j-й строк.
Нетрудно убедиться, что введенное отношение действительно является отноше-

нием эквивалентности. Относительно этого отношения эквивалентности множество
λ-матриц распадается на смежные классы.

О п р е д е л е н и е. Канонической называется диагональная λ-матрица:

diag(d1(λ), d2(λ), . . . , dn(λ))

такая, что: 1) di(λ)|di+1(λ), i = 1, 2, . . . , n − 1; 2) если многочлен di(λ) отличен от
нуля, то его старший коэффициент равен единице.

Из этого определения следует, что каноническая матрица имеет вид:

diag(1, 1, . . . , 1, f1, f2, . . . fs, 0, 0, . . . , 0),

т. е. единицы стоят вверху, а нули – внизу.
О п р е д е л е н и е. Элементы di(λ) называются инвариантными множителями

канонической матрицы.
Докажем, что в каждом смежном классе лежит по одной канонической матрице.
35.2. Приведение λ-матрицы к каноническому виду.
Т е о р е м а 1. Всякая λ-матрица с помощью элементарных преобразований

может быть приведена к каноническому виду.
Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по n – размерности матрицы. При

n = 1 матрица является многочленом. Если его старший коэффициент равен едини-
це, то мы имеем каноническую матрицу, в противном случае, поделив на старший
коэффициент, приходим к канонической матрице.

Предположим, что теорема справедлива для матриц размера n− 1 и рассмотрим
λ-матрицу F размера n. Если F = 0, то доказывать нечего. Пусть F 6= 0. Среди
всех матриц, эквивалентных F , выберем матрицу, у которой на месте (1, 1) стоит
многочлен наименьшей степени со старшим коэффициентом 1, т. е.

F эквивалентна матрице




f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . . . . . . . . . . .
fn1 fn2 . . . fnn



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Утверждается, что f11|f1i и f11|fi1 при i = 2, 3, . . . , n. Действительно, если f1i =
f11q1i + r1i и r1i 6= 0, то deg r1i < deg f1i, но тогда, используя элементарные пре-
образования, получим матрицу, эквивалентную F , у которой на месте (1, 1) стоит
r1i. Противоречие. Аналогично проверяется, что и f11|fi1. Используя элементарные
преобразования, перейдем от матрицы F к матрице




f11 0 . . . 0
0 g22 . . . g2n

. . . . . . . . . . . .
0 gn2 . . . gnn


 , gij ∈ P [λ].

Заметим, что в ней f11|gij. Действительно, прибавляя i-ю строку к первой, также как
и выше устанавливаем, что f11|gij. По предположению индукции существует цепочка
элементарных преобразований:




g22 . . . g2n

. . . . . . . . .
gn2 . . . gnn


 −→ . . . −→




h2 . . . 0
. . .

0 . . . hn


 ,

где последняя матрица диагональна, hi(λ)|hi+i(λ) и если hi(λ) 6= 0, то старший коэф-
фициент равен единице. Распространяя эту цепочку элементарных преобразований
с матрицы (gij), до нашей матрице, получим




f11 0 . . . 0
0 g22 . . . g2n
... . . . . . . . . .
0 gn2 . . . gnn


 −→ . . . −→




f11 0 . . . 0
0 h2 . . . 0
... . . .
0 0 . . . hn


 .

Как легко заметить, последняя матрица является канонической. Теорема доказана.
35.3. Единственность канонического вида λ-матриц. Пусть F – λ-матрица,

для каждого k = 1, 2, . . . , n обозначим Dk,F (λ) (или просто Dk(λ)) приведенный наи-
больший общий делитель миноров k-го порядка матрицы F , если они не все равны
нулю и положим Dk,F (λ) = 0 в противном случае. Таким образом, каждой λ-матрице
мы сопоставим n многочленов D1(λ), D2(λ), . . ., Dn(λ). Покажем, что они остаются
инвариантными при элементарных преобразованиях.

Т е о р е м а 2. Если матрицы F и G эквивалентны, то Dk,F (λ) = Dk,G(λ),
k = 1, 2, . . . , n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как F эквивалентна G, то существует цепочка
элементарных преобразований, переводящая F в G. Если мы покажем, что Dk,F (λ) не
меняется при выполнении одного элементарного преобразования, то и любая цепочка
не меняет Dk,F (λ).
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1) Предположим, что G получается из F при помощи умножения некоторой стро-
ки на ненулевой скаляр. Если эта строка входит в минор, то после применения эле-
ментарного преобразования, он умножается на скаляр, но когда начнем вычислять
приведенный общий делитель, то эти скаляры никак не влияют. Аналогично прове-
ряется, что и при умножении столбца на ненулевой скаляр Dk,F (λ) не меняются.

2) Пусть G получается из F после умножения i-й строки на f ∈ P, f 6= 0, и
прибавления к j-й строке. В зависимости от того, как расположен рассматриваемый
минор, возможны четыре случая:

а) i-я и j-я строки проходят через минор;
б) i-я строка проходит через минор, а j-я – нет;
в) ни i-я ни j-я строки не проходят через минор;
г) j-я строка проходит через минор, а i-я – нет.
В случаях а)–в) очевидно, что после элементарного преобразования 2) минор не

меняется.
Докажем, что и в случае г) утверждение теоремы справедливо. Пусть соответ-

ствующий минор матрицы G имеет вид

MG =

∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .
fj,ν1 + fi,ν1 fj,ν2 + fi,ν2 . . . fj,νk

+ fi,νk

. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣
,

где выделена j-я строка. Представим его в виде суммы двух определителей:

MG =

∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .
fj,ν1 fj,ν2 . . . fj,νk

. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣
+ f

∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .
fi,ν1 fi,ν2 . . . fi,νk

. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣
= MF + fNF ,

где символом NF обозначили второй минор, который отличается от соответствую-
щего минора матрицы F тем, что у него вместо j-й строки стоит соответствующая
часть i-й строки матрицы F . Рассмотрим Dk,F . По условию,

Dk,F |MF , Dk,F |NF

Следовательно, Dk,F |MG, а потому Dk,F |Dk,G. Аналогично проверяется, что Dk,G|Dk,F .
Следовательно, Dk,F = Dk,G.

Случай, когда G получается из F при помощи элементарного преобразования 2)′

разбирается аналогично. Теорема доказана.
Т е о р е м а 3. Для всякой λ-матрицы F : 1) d1d2 . . . dk = Dk,F ; 2) канонический

вид λ-матрицы определяется ею однозначно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Как мы знаем, λ-матрица F эквивалентна диагональной

матрице
diag(d1, d2, . . . , dn).
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Рассмотрим миноры порядка k полученной диагональной матрицы. Очевидно, если
некоторая строка проходит через минор, а одноименный столбец – нет, то этот минор
равен нулю. Следовательно, всякий ненулевой минор порядка k равен di1di2 . . . dik .
Среди таких миноров есть и минор d1d2 . . . dk, а это и будет Dk,F , так как d1|d2, d2|d3,
и т. д., то

d1d2 . . . dk|di1di2 . . . dik ,

т. е. d1d2 . . . dk делит любой минор порядка k, а так как увеличить его нельзя, то он
и будет наибольшим общим делителем миноров порядка k.

2) По теореме 2 набор D1,F , D2,F , . . . , Dn,F определяется единственным образом.
Так как dk = Dk,F /Dk−1,F , то и dk определяется единственным образом. Следователь-
но, каноническая матрица определяется единственным образом. Теорема доказана.

Таким образом, мы решили исходную задачу, показав, что всякая λ-матрица эк-
вивалентна единственной канонической матрице.

35.4. Эквивалентность λ-матриц унимодулярным матрицам.
О п р е д е л е н и е. Унимодулярная матрица – это λ-матрица, определитель

которой лежит в самом поле P и не равен нулю.
Т е о р е м а 4. Матрицы F и G эквивалентны тогда и только тогда, когда

существуют унимодулярные матрицы X и Y такие, что F = XQY .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Установим импликацию ⇒ . Пусть F эквивалентна G,

т. е. существует цепочка элементарных преобразований

F −→ . . . −→ G. (1)

Надо построить унимодулярные матрицы X и Y , удовлетворяющие равенству F =
XQY .

Заметим, что каждому элементарному преобразованию соответствует умножение
на некоторую матрицу. Например, элементарному преобразованию 1) (умножение i-й
строки матрицы на ненулевой скаляр α) соответствует умножению слева на диаго-
нальную матрицу

Diag(1, . . . , 1, α, 1, . . . , 1),

где α стоит на i-м месте. Элементарному преобразованию 2) (умножение i-й строки
на ненулевой элемент f и прибавление к j-й строке) соответствует умножению сле-
ва на трансвекцию Tij(f). Элементарным преобразованиям 1)′ и 2)′ соответствуют
умножение справа на диагональную матрицу и, соответственно, на трансвекцию.

Таким образом, цепочке элементарных преобразований (1) соответствует произ-
ведение матриц:

X1X2 . . . XsFXs+1Xs+2 . . . Xt = G,

где каждая Xi либо диагональная матрица, либо трансвекция. Учитывая, что

det Diag(1, . . . , 1, α, 1, . . . , 1) = α, det Tij(f) = 1,
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заключаем, что матрицы

X1X2 . . . Xs = X−1, Xs+1Xs+2 . . . Xt = Y −1

являются унимодулярными, а так как обратные к ним также унимодулярные, то
построенные матрицы и будут искомыми.

⇐ . Пусть F = XGY , где X и Y – унимодулярные матрицы. Сама матрица X
зависит от λ, а ее определитель – не зависит. Очевидно, Dn,X(λ) = 1 так как является
приведенным многочленом и с точностью до умножения на скаляр совпадает с det X.
Все остальные Dk,X(λ) при 1 ≤ k < n равны 1, что следует из того, что d1d2 . . . dn = 1
и ни один из di не содержит λ. Следовательно, все Dk,X(λ) = 1, а потому по теореме
3 и все di = 1. Таким образом, матрица X эквивалентна единичной матрице. Ана-
логично проверяется, что любая унимодулярная матрица эквивалентна единичной
матрице. Следовательно, существуют цепочки элементарных преобразований:

X −→ . . . −→ E,

Y −→ . . . −→ E.

или на матричном языке:

X = X1X2 . . . XsEXs+1Xs+2 . . . Xt,

Y = Y1Y2 . . . YpEYp+1Yp+2 . . . Yq,

где Xi, Yj – матрицы, соответствующие элементарным преобразованиям. Отсюда

F = XGY = X1X2 . . . XtGY1Y2 . . . Yq,

а значит, существует цепочка элементарных преобразований:

G −→ . . . −→ F.

Следовательно, G эквивалентна F . Теорема доказана.
35.5. Деление λ-матриц. Если

A(λ) =

(∑

k

ak
ijλ

k

)n

i,j=1

– некоторая λ-матрица, то ее можно представить в виде

A(λ) = A0 + A1λ + . . . + Asλ
s,
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где каждая матрица Ai является матрицей из Mn(P ). Если в этом разложении As 6= 0,
то назовем s степенью матрицы A(λ) и будем обозначать s = deg A(λ).

П р и м е р.
(

λ2 + 1 λ
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
+

(
0 1
0 0

)
λ +

(
1 0
0 0

)
λ2.

О п р е д е л е н и е. λ-матрица A(λ) называется регулярной, если deg As 6= 0.
Л е м м а 1. Для любых λ-матриц A(λ), B(λ) справедливы неравенства:

deg (A(λ) + B(λ)) ≤ max {deg A(λ), deg B(λ)},

deg (A(λ) ·B(λ)) ≤ deg A(λ) + deg B(λ).

Если хотя бы одна из матриц A(λ) или B(λ) регулярна, то последнее неравенство
превращается в равенство.

Л е м м а 2. Пусть A(λ) и B(λ) – две λ-матрицы одной размерности, причем
A(λ) регулярна. Тогда существуют однозначно определенные матрицы Ql(λ), Rl(λ),
Qr(λ), Rr(λ), такие, что

B(λ) = A(λ)Ql(λ) + Rl(λ), B(λ) = Qr(λ)A(λ) + Rr(λ),

где Rl(λ) либо равна нулю, либо ее степень меньше deg(A(λ)), тоже для Rr(λ).
Доказательство лемм 1 и 2 такое же как для обычных многочленов.
35.6. Скалярная эквивалентность λ-матриц. Матрицы A(λ) и B(λ) называ-

ются скалярно эквивалентными, если существуют невырожденные скалярные мат-
рицы P и Q (их элементы не зависят от λ) такие, что

A(λ) = PB(λ)Q.

Т е о р е м а 5 (критерий эквивалентности). Регулярные λ-матрицы Aλ + B и
Cλ + D первой степени эквивалентны тогда и только тогда, когда они скалярно
эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. ⇐ . Следует из того, что условие скалярной эквива-
лентности более сильное, чем условие унимодулярной эквивалентности.

⇒. Пусть
Aλ + B = X(Cλ + D)Y, (2)

где X,Y – унимодулярные матрицы. Разделим X слева на Aλ + B, а Y – справа:

X = (Aλ + B)X1 + X2, Y = Y1(Aλ + B) + Y2. (3)
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Степени X2, Y2 нулевые или они равны нулю. В любом случае, они не зависят от λ.
Следовательно, из равенства (2) имеем

X−1(Aλ + B) = (Cλ + D)Y1(Aλ + B) + (Cλ + D)Y2,

или
[X−1 − (Cλ + D)Y1](Aλ + B) = (Cλ + D)Y2.

Как мы знаем, если X – унимодулярна, то X−1 тоже унимодулярна. Положим

T = X−1 − (Cλ + D)Y1. (4)

Сравнивая степени левой и правой частей, видим, что T – скалярная матрица, т. е.

T (Aλ + B) = (Cλ + D)Y2,

где T и Y2 – скалярные матрицы. Надо показать, что T – невырожденная матрица.
Преобразуем равенство (4):

XT = E −X(Cλ + D)Y1,

или
E = XT + X(Cλ + D)Y1.

Первое вхождение X заменим на выражение из (3), а произведение X(Cλ + D) – на
выражение из (2), получим

E = (Aλ + B)X1T + X2T + (Aλ + B)Y −1Y1,

т. е.
E −X2T = (Aλ + B)(X1T + Y −1Y1).

Видим, что в левой части стоит скалярная матрица, а матрица Aλ + B содержит λ.
Следовательно, X1T + Y −1Y1 = 0, т. е.

E −X2T = 0 ⇔ X2T = E,

а потому det T 6= 0. Из равенства

Aλ + B = T−1(Cλ + D)Y2,

приравнивая матрицы при λ, получаем

A = T−1CY2
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и вычисляя определитель

det A = det T−1 · det C · det Y2,

видим, что так как det A 6= 0 то и det Y2 6= 0. Теорема доказана.
35.7. Критерий подобия скалярных матриц.
Т е о р е м а 6. Две скалярные матрицы A и B подобны тогда и только тогда,

когда их характеристические матрицы эквивалентны.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A и B подобны, т. е. A = T−1BT для некоторой

невырожденной матрицы T . Тогда

T−1(B − λE)T = T−1BT − λT−1ET = A− λE,

т. е.
A− λE ∼ B − λE.

Обратно. Пусть
A− λE ∼ B − λE

– это регулярные матрицы первой степени. По доказанной теореме A−λE и B−λE
скалярно эквивалентны, т. е. существуют невырожденные матрицы P и Q такие, что

A− λE = P (B − λE)Q.

Приравнивая матрицы при одинаковых степенях λ, получим

A = PBQ, −E = −PEQ.

Из последнего равенства
E = PQ,

т. е.
P = Q−1.

Следовательно
A = Q−1BQ.

Теорема доказана.
35.8. Элементарные делители λ-матриц. Любая λ-матрица определяется на-

бором линейных множителей в нормальной форме.
О п р е д е л е н и е. Пусть F – нормальная диагональная форма некоторой

λ-матрицы A:

F = Diag(f1, f2, . . . , fn), старший коэффициент f1 равен 1.
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Выбросим из набора f1, f2, . . . , fn те множители, которые равны 0 или 1. Остальные
разложим над основным полем P на неразложимые множители:

fi = ε
αi1
i1

ε
αi2
i2

. . . ε
αisi
isi

, εij 6= εit при j 6= t,

где εij – неразложим над P . Тогда множество

{εαij

ij
}

называется системой элементарных делителей матрицы A.
П р и м е р. Пусть

A ∼ F = Diag(1, 1, λ, λ, λ(1 + λ), λ2(1 + λ), 0, 0).

Тогда
λ, λ, λ, (λ + 1), λ2, λ + 1

– система элементарных делителей матрицы A.
Т е о р е м а 7. Система элементарных делителей матрицы A, ее ранг и

размерность определяют A с точностью до эквивалентности.
П р и м е р. Пусть размерность матрицы A равна 7, ранг равен 5, а серия эле-

ментарных делителей:
λ, λ, λ2, λ2, (λ + 1)2, λ + 1.

Найдем нормальную диагональную форму матрицы A. Так как 7− 5 = 2, то в конце
стоит два нуля и

A ∼ Diag(1, λ, λ, λ2(1 + λ), f5, 0, 0).

При этом f5 = λi(1 + λ)j для некоторых i и j. Учитывая, что все fi делят f5, заклю-
чаем, что f5 = λ2(1 + λ)2.

Т е о р е м а 8. Система элементарных делителей клеточно-диагональной
матрицы

G = Diag(G1, G2, . . . , Gt)

совпадает с объединением систем элементарных делителей ее диагональных клеток
G1, G2, . . . , Gt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть G – диагональная матрица:

G = diag(g1, g2, . . . , gn)

и ее нормальная диагональная форма имеет вид:

F = diag(f1, f2, . . . , fn).
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Хотим показать, что элементарные множители для f1, f2, . . . , fn совпадают с элемен-
тарными множителями для g1, g2, . . . , gn.

Можно считать, что gi(x) 6= 0, i = 1, 2, . . . , n и

ε1, ε2, . . . , εs

– все элементарные делители g1, g2, . . . , gn, т. е.

gi = aiε
mi,1

1 ε
mi,2

2 . . . εmi,s
s .

Покажем, что εi входят в fi с теми же степенями. Так как

det G = g1g2 . . . gn = af1f2 . . . fn = a

n∏
i=1

fi = a
∏
i,j

ε
αij

ij

– разложение по серии элементарных делителей F. Учитывая, что разложение на
неразложимые множители однозначно, видим, что каждый элементарный делитель
матрицы F входит в множество элементарных делителей матрицы G.

Как выглядит элементарный делитель G, соответствующий ε1? Вычислим опре-
делители миноров k-го порядка матрицы G. Не нарушая общности, можно считать,
что

m11 ≤ m21 ≤ . . . ≤ mn1.

Вычислим наибольший общий делитель миноров k-го порядка матрицы G и обозна-
чим его (Dk(G))

{gi1gi2 . . . gik | i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik}.
Видим, что

gi1gi2 . . . gik = ε
mi1,1+mi2,1+...+mik,1

1 h(λ).

Наименьшая степень
ε

m1,1+m2,1+...+mk,1

1 Fk(λ),

fk = dk(G) =
Dk(G)

Dk−1(G)
= εmk1F ∗

k (λ).

Так как F ∗
k (λ) не делится на Fk(ε1). Набор элементарных делителей ε1 совпадает.

2) Пусть
F = diag(F1, F2, . . . , Fs)

– клеточно-диагональная матрица. Цепочкой элементарных преобразований приве-
дем каждую клетку к диагональному виду:

F1 эквивалентна G1 − каноническая диагональная,
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F2 эквивалентна G2 − каноническая диагональная,

...................................................................

Fs эквивалентна Gs − каноническая диагональная.

Тогда F эквивалентна диагональной матрице

G = diag(G1, G2, . . . , Gs).

По рассмотренному выше случаю

{набор элементарных делителей F} = {набор элементарных делителей G} =

=
s⋃

i=1

{ элементарные делители Gi} =
s⋃

i=1

{ элементарные делители Fi}.

Теорема доказана.
35.9. Другое доказательство теоремы Жордана. Докажем предварительно

такое утверждение.
Л е м м а 3. Если

A =




α 1 0
α 1

. . . . . .
. . . 1

0 α




– жорданова клетка степени m, то характеристическая матрица λE − A имеет
единственный элементарный делитель (λ− α)m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим характеристическую матрицу

λE − A =




λ− α −1 0
λ− α −1

. . . . . .
. . . −1

0 λ− α




.

Чтобы найти инвариантные множители, найдем наибольшие общие делители мино-
ров:

Dm(λ) = (λ− α)m, Dm−1(λ) = 1, d1d2 . . . dk = Dk.

Если вычеркнуть первый столбец и последнюю строку, то этот минор равен ±1.
Значит

d1(λ) = d2(λ) = . . . = dm−1(λ) = 1, dm(λ) = (λ− α)m,
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и наша матрица эквивалентна матрице



1 0
1

. . .
. . .

0 (λ− α)m




.

По определению элементарного делителя (λ − α)m – единственный элементарный
делитель матрицы λE − A. Лемма доказана.

Переходим непосредственно к доказательству теоремы Жордана. Докажем вна-
чале существование.

Пусть A ∈ Mn(P ) и P содержит все характеристические корни матрицы A. Рас-
смотрим характеристическую матрицу λE − A и найдем все ее элементарные дели-
тели:

(λ− αi)
nij .

По каждому из этих многочленов напишем клетку жордана:

Jij =




αi 1 0
αi 1

. . . . . .
. . . 1

0 αi




– клетка жордана степени nij. Из этих клеток составим матрицу жордана J . Утвер-
ждается, что эта матрица искомая. Действительно, по предыдущей теореме и лемме
множество элементарных делителей характеристической матрицы λE−A совпадает
с множеством элементарных делителей матрицы λE − J . Матрица




λE − J11 0
λE − J12

. . .
. . .

0 λE − Jrs




является клеточно-диагональной и каждая клетка дает по одному элементарному
делителю (λ− αi)

nij . Поэтому канонический вид матрицы λE −A совпадает с кано-
ническим видом матрицы λE − J , т. е. λE −A эквивалентна λE − J . Как мы знаем,
если матрицы унимодулярны и эквивалентны, то они скалярно эквивалентны, т. е.

λE − A = U(λE − J)V,
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где U и V не зависят от λ. Сравнивая матрицы при одинаковых степенях λ в левой
и правой частях, получаем

E = UV, −A = −UJV.

Следовательно,
A = V −1JV.

и мы доказали, что матрица A подобна жордановой матрице.
Докажем единственность. Надо доказать, что если жорданова матрица J1 подоб-

на жордановой матрице J2, то они совпадают с точностью до порядка жордановых
клеток. Из подобия жордановых матриц следует, что

λE − J1 эквивалентна λE − J2.

Отсюда

{элементарные делители λE − J1} = {элементарные делители λE − J2},
а потому

{клетки жордана в J1} = {клетки жордана в J2}.
Теорема доказана.

С л е д с т в и е. Матрица, у которой все характеристические корни лежат в
основном поле, подобна диагональной тогда и только тогда, когда все элементарные
делители ее характеристической матрицы линейны, т. е. имеют вид λ− αi.

§ 36. Функции от матриц

36.1. Многочлены от матриц. В этом параграфе будем рассматривать случай,
когда поле является полем комплексных чисел. Как мы знаем, в этом случае всякая
матрица приводится к жордановой форме.

Т е о р е м а 1. Если A ∈ Mn(C), f ∈ C[λ] и A подобна матрице жордана:
A = T−1JT , где

J = J1 ⊕ J2 ⊕ . . .⊕ Js =




J1 0
J2

. . .
. . .

0 Js




то
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1) f(A) = T−1f(J)T ;
2) f(J) = f(J1)⊕ f(J2)⊕ . . .⊕ f(Js);
3) значение f от жордановой клетки степени m определяется равенством

f(




α 1 0
α 1

. . . . . .
. . . 1

0 α




) =




f(α) f ′(α)
1!

. . . f (m−1)(α)
(m−1)!

0 f(α) . . . f (m−2)(α)
(m−2)!

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . f(α)


 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Если

f(λ) = a0λ
m + a1λ

m−1 + . . . + am,

то
f(A) = f(T−1JT ) = a0(T

−1JT )m + a1(T
−1JT )m−1 + . . . + amE =

= a0(T
−1JmT ) + a1(T

−1Jm−1T ) + . . . + amE = T−1f(J)T.

2) Если B = B1 ⊕ B2 ⊕ . . . ⊕ Bs и C = C1 ⊕ C2 ⊕ . . . ⊕ Cs – две клеточно-
диагональные матрицы и размеры клетки Bi совпадают с размерами клетки Ci для
всех i = 1, 2, . . . , s, то

B + C = (B1 + C1)⊕ (B2 + C2)⊕ . . .⊕ (Bs + Cs),

BC = B1C1 ⊕B2C2 ⊕ . . .⊕BsCs,

αB = αB1 ⊕ αB2 ⊕ . . .⊕ αBs.

Отсюда
f(J) = f(J1)⊕ f(J2)⊕ . . .⊕ f(Js).

3) По формуле Тейлора:

f(λ) =
m∑

k=0

f (k)(α)

k!
(λ− α)k.

Рассмотрим клетку жордана

B =




α 1 0
α 1

. . . . . .
. . . 1

0 α



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Для нее

f(B) =
m∑

k=0

f (k)(α)

k!
(B − αE)k.

Обозначим

C = B − αE =




0 1 0
0 1

. . . . . .
. . . 1

0 0




Остается доказать, что

Ck =




0 . . . 1 0
0 . . . 1

. . . . . .
. . . 1

. . . ...
0 0




где единицы стоят на k-й диагонали от главной.
Индукция по k. Для k = 1 утверждение тривиально. Предположим, что формула

справедлива для k и рассмотрим k + 1. Имеем

Ck =
m−k∑
i=1

Ei,i+k,

где Eij – матрица, у которой на месте (i, j) стоит единица, а на всех остальных местах
– нули. Для таких матриц справедлива следующая формула умножения:

EklErs =

{
Eks при l = r,
0 при l 6= r.

Тогда

Ck+1 = CkC =
m−k∑
i=1

Ei,i+k

m−1∑
j=1

Ej,j+1 =
m−k−1∑

i=1

Ei,i+k+1.

Теорема доказана.
36.2. Функции от матриц. Многочлен Лагранжа-Сильвестера. Пусть f :

C −→ C – некоторая функция, A ∈ Mn(C) и (λ−αi)
nij – все элементарные делители
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характеристической матрицы λE−A. Хотим определить f(A), т. е. значение функции
f от матрицы A.

Предположим, что выполняется следующее условие:

существуют все производные f (k)(αi), k = 0, 1, . . . , nij − 1, i = 1, 2, . . . , s. (1)

Найдем жорданову форму матрицы A:

J = J1 ⊕ J2 ⊕ . . .⊕ Jl,

где Ji – жордановы клетки, A = T−1JT .
О п р е д е л е н и е. Положим

1) f(A) = T−1f(J)T,

2) f(J) = f(J1)⊕ f(J2)⊕ . . .⊕ f(Jl),

3) f(




αi 1 0
αi 1

. . . . . .
. . . 1

0 αi




) =




f(αi)
f ′(αi)

1!
. . . f (m−1)(αi)

(m−1)!

0 f(αi) . . . f (m−2)(αi)
(m−2)!

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . f(αi)


 ,

где m – размер рассматриваемой жордановой клетки.
Надо доказать корректность этого определения, т. е. показать, что оно не зависит

от T и J .
Т е о р е м а 2. Пусть для функции f : C −→ C и матрицы A ∈ Mn(C) выполнено

условие (1). Тогда: 1) существует многочлен p(λ) ∈ C[λ] такой, что

p(k)(αi) = f (k)(αi), k = 0, 1, . . . , nij − 1, i = 1, 2, . . . , s; (2)

2) p(A) = f(A) и поэтому f(A) от случайного выбора J и T не зависит.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если доказана первая часть теоремы, то из нее следует

и вторая часть. Докажем первую часть.
По значениям многочлена мы можем восстановить многочлен, используя формулу

Лагранжа, но у нас есть и значения производных. Будем искать многочлен p(λ) в
виде

p(λ) =
s∑

i=1

[
βi0 + βi1(λ− αi) + . . . + βi,ni−1(λ− αi)

ni−1
] ·

·(λ− α1)
n1 . . . (λ− αi−1)

ni−1(λ− αi+1)
ni+1 . . . (λ− αs)

ns ,
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где ni = maxj nij. Покажем, что коэффициенты βij можно подобрать так, чтобы
выполнялось условие (2). Подставив в нашу формулу значение αi, получим

p(αi) = βi0A
(0)
i0 , где A

(0)
i0 = (αi−α1)

n1 . . . (αi−αi−1)
ni−1(αi−αi+1)

ni+1 . . . (αi−αs)
ns 6= 0,

т. е. от всей суммы остается только слагаемое с номером i, от выражения в квадрат-
ных скобках остается только коэффициент βi0.

Найдем значение производной в точке αi. Для этого обозначим

u(λ) =
[
βi0 + βi1(λ− αi) + . . . + βi,ni−1(λ− αi)

ni−1
]
,

v(λ) = (λ− α1)
n1 . . . (λ− αi−1)

ni−1(λ− αi+1)
ni+1 . . . (λ− αs)

ns .

Нетрудно убедиться, что

p′(αi) = u′(αi) v(αi) + u(αi) v′(αi) = βi0A
(1)
i0 + βi1A

(1)
i1 , где A

(1)
i1 = A

(0)
i0 .

Далее находим вторую производную:

(u′v + uv′)′ = uv′′ + 2u′v′ + u′′v,

и, подставляя значение αi, получим

p′′(αi) = u(αi)v
′′(αi) + 2u′(αi)v

′(αi) + u′′(αi)v(αi).

Аналогичным образом приходим к формулам

p′′(αi) = βi0A
(2)
i0 + βi1A

(2)
i1 + 2βi2A

(2)
i2 , где A

(2)
i2 = A

(0)
i0 ,

........................................................................... ...........................

p(k)(αi) = βi0A
(k)
i0 + βi1A

(k)
i1 + . . . + k!βikA

(k)
ik , где A

(k)
ik = A

(0)
i0 ,

........................................................................... ...........................

p(ri−1)(αi) = βi0A
(ri−1)
i0 + βi1A

(ri−1)
i1 + . . . + (ri − 1)!βi,ri−1A

(ri−1)
i,ri−1 , где A

(ri−1)
i,ri−1 = A

(0)
i0 .

Это треугольная система линейных уравнений. Решая ее, найдем βij. Теорема дока-
зана.

В этой теореме мы интерполировали функцию по значениям многочлена и значе-
ниям производной. Построенный многочлен p(λ) называется многочленом Лагранжа-
Сильвестера.

36.3. Ряды от матриц. Рассмотрим ряд

a0 + a1λ + a2λ
2 + . . . , ai ∈ R.
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Пусть A ∈ Mn(R). Можем определить ряд

a0E + a1A + a2A
2 + . . .

Его частичной суммой называется матрица

fk(A) = a0E + a1A + a2A
2 + . . . + akA

k.

Если существует предел:

lim
k→∞

(fk(A))ij = bij, 1 ≤ i, j ≤ n,

то матрица B = (bij) называется суммой ряда.
Если A – жорданова клетка:

A =




α 1 0
α 1

. . . . . .
. . . 1

0 α




то

fk(A) =




fk(α)
f ′k(α)

1!
. . .

f
(m−1)
k (α)

(m−1)!

0 fk(α) . . .
f
(m−2)
k (α)

(m−2)!

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . fk(α)




.

Тогда из теоремы 2 получается
Т е о р е м а 3. Ряд

∞∑

k=0

akA
k

сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд
∞∑

k=0

akλ
k

и все их производные до (ni−1)-го порядка в точке αi, где (λ−αi)
nij – элементарные

делители матрицы A, ni = maxj nij.
П р и м е р. Мы знаем, что

eλ = 1 +
λ

1!
+

λ2

2!
+ . . .
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Для матрицы A положим

eA = E +
1

1!
A +

1

2!
A2 + . . .

По теореме 3 этот ряд сходится.
У п р а ж н е н и е. Если AB = BA, то eA · eB = eA+B.
Рассмотрим множество матриц

{At | t ∈ R}.

По упражнению
eAt · eAs = eA(t+s),

т. е. отображение t 7−→ eAt переводит сумму в произведение. В частности, множество

{eAt | t ∈ R}

образует подгруппу по умножению. Она называется однопараметрической подгруп-
пой. Группу GLn(R) можно получить как конечное произведение однопараметриче-
ских подгрупп (группа Ли).

36.4. Приложение функции от матриц к решению систем линейных
дифференциальных уравнений. Рассмотрим простейшее дифференциальное урав-
нение

y′ = ay, a ∈ R,

где y = y(x) – неизвестная функция. Решим его методом разделения переменных. Из
уравнения

dy

dx
= ay

получим
dy

y
= adx.

Интегрируя это равенство, найдем общее решение:

y = ceax,

где c – произвольная постоянная.
Рассмотрим теперь систему обыкновенных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами:
Y ′ = AY,
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где

Y =




y1

y2
...

yn


 , Y ′ =




y′1
y′2
...

y′n


 , A ∈ Mn(R).

Тогда легко проверить, что ее решение имеет вид

Y = eAxC,

где eAx – функция от матрицы Ax, а C – вектор-столбец постоянных:

C =




c1

c2
...
cn


 .
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