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ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÃÐÓÏÏÛ ÑÎÏÐßÃÀÞÙÈÕ
ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ È ÃÐÓÏÏ ÊÎÑ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ 1

Â. Ã. Áàðäàêîâ

Êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà êîñ Àðòèíà Bn, n ≥ 2, íà n íèòÿõ (ñì. [1]) çàäàåòñÿ ïîðîæäàþùèìè
σ1, σ2, ..., σn−1 è ñîîòíîøåíèÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ïðè i = 1, 2, ..., n− 2, (1)

σiσj = σjσi ïðè |i− j| ≥ 2. (2)

Âîïðîñ î ëèíåéíîñòè (ò. å. î òî÷íîé ïðåäñòàâèìîñòè êîíå÷íîìåðíûìè ìàòðèöàìè íàä ïîëåì)
ãðóïï êîñ ñôîðìóëèðîâàë Â. Áóðàó [2] â 1936 ã. Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà B2 � áåñêîíå÷íàÿ
öèêëè÷åñêàÿ, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ëèíåéíîñòü B3 äîêàçàë Â. Ìàãíóñ (ñì. [1, òåî-
ðåìà 3.15]). Âîïðîñ î ëèíåéíîñòè ãðóïï Bn ïðè n ≥ 4 ïî÷òè 65 ëåò îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.
Äîëãîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàëà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Â
1991 ã. Ä. Ìóäè [3] îïðîâåðã ýòó ãèïîòåçó, ïîñòðîèâ íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò, ëåæàùèé â ÿäðå
ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ãðóïïû Bn ïðè n ≥ 9. Ïîçäíåå Ä. Ëîíã è Ì. Ïàòîí [4] ïîêàçàëè, ÷òî
ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì óæå ïðè n ≥ 6, à Ñ. Áèãåëîó [5] ñíèçèë ýòó ãðàíèöó
äî 5. Âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ãðóïïû B4 äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ð. Ëîóðåíñ [6] ïîñòðîèëà íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ Bn, à â ðàáîòàõ Ä. Êðàìåðà
[7] è Ñ. Áèãåëîó (îáçîð ýòèõ ðàáîò ìîæíî íàéòè â [8]) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îäíî èç ýòèõ
ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïû êîñ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.

Êàê óñòàíîâèë Ý. Àðòèí (ñì. [1, òåîðåìà 1.9]) ãðóïïà êîñ Bn âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó
àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fn) ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x1, x2, . . . , xn.
Ïðè ýòîì èçâåñòíî [9], ÷òî ñàìà ãðóïïà Aut(Fn) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïðè n ≥ 3. Âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûé

Âîïðîñ 1. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ïî âêëþ÷åíèþ ëèíåéíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ Aut(Fn), n ≥ 3, ñîäåðæàùóþ ãðóïïó êîñ Bn.

Ïî óïîìèíàâøåéñÿ òåîðåìå Ý. Àðòèíà [1, òåîðåìà 1.9] àâòîìîðôèçì β èç Aut(Fn) ïðèíàä-
ëåæèò ãðóïïå êîñ Bn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) β(xi) = f−1
i xπ(i)fi, 1 ≤ i ≤ n,

2) β(x1x2 . . . xn) = x1x2 . . . xn,

ãäå fi ∈ Fn, à π � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1, 2, . . . , n}. Àâòîìîðôèç-
ìû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 1) íàçûâàþòñÿ ñîïðÿãàþùèìè àâòîìîðôèçìàìè. Î÷åâèäíî,
ìíîæåñòâî ñîïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñî-
ïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Cn. Ãðóïïà êîñ Bn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé ãðóïïû Cn. Ñòðîåíèå ãðóïïû Cn ïîõîæå íà ñòðîåíèå ãðóïïû Bn [10]. Ïîýòîìó ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü âîïðîñ (ñì. [11, âîïðîñ 15.9]) î ëèíåéíîñòè ãðóïïû Cn ïðè n ≥ 3 (ãðóïïà
C2 ' Z ∗ Z2, à ïîòîìó ëèíåéíà). Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà
ñîñòîèò â ïðîäîëæåíèè èçâåñòíûõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êîñ Bn íà ãðóïïó Cn.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �02�01�01118)
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Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ìû ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó íà ãðóïïó Cn, à
òàêæå ïîêàæåì, ÷òî òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Ëîóðåíñ�Êðàìåðà ãðóïïû B3 ïðîäîë-
æàåòñÿ íà ãðóïïó C3, à ïðè n ≥ 4 áóäåò ïîñòðîåíî ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ãðóïïó êîñ Bn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé êîíñòðóêöèè ãðóïïû êîñ
Bn(M) íà n íèòÿõ ìíîãîîáðàçèÿ M (òî÷íîå îïðåäåëåíèå ñìîòðèòå â � 2).

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé
Âîïðîñ 2. Äëÿ êàêèõ ìíîãîîáðàçèé M è äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé n ãðóïïà êîñ Bn(M) ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíîé?
Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äâóìåðíûå ñâÿçíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Òàê êàê âñå êîì-

ïàêòíûå ñâÿçíûå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ êëàññèôèöèðîâàíû, òî åñòåñòâåííî íà÷àòü èñ-
ñëåäîâàòü ãðóïïû êîñ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé. Ïðè ýòîì îñîáóþ ðîëü èãðàþò ãðóïïû êîñ Bn(S

2)
ñôåðû S2 è Bn(P

2) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P 2, òàê êàê ãðóïïû êîñ òîëüêî ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
èìåþò êðó÷åíèå.

Â ðàáîòå ìû äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà êîñ Bn(S
2) ñôåðû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïðè âñåõ n ≥ 2. Ñ

ãðóïïîé Bn(S
2) òåñíî ñâÿçàíà ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé M(0, n) ñôåðû ñ n âûêîëîòûìè

òî÷êàìè. Ìû äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà M(0, n) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé äëÿ âñÿêîãî n ≥ 2. Äëÿ ãðóïï
êîñ Bn(P

2) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ìû óñòàíîâèì ëèíåéíîñòü ïðè n = 3 (ïðè n = 1, 2 îíà
êîíå÷íà). Âî âñåõ ðàçáèðàåìûõ ñëó÷àÿõ îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ëèíåéíûõ
ïðåäñòàâëåíèé.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fn) íå ëèíåéíà ïðè n ≥ 3. Â ðàáî-
òå [12] óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðóïïà Aut(F2) ëèíåéíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíà ãðóïïà
êîñ B4. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå Ëîóðåíñ�Êðàìåðà, ìû óêàæåì â
ÿâíîì âèäå òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Aut(F2).

Àâòîð áëàãîäàðèò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà �Ýâàðèñò Ãàëóà� çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå
À. À. Êîðîáîâà, ïðî÷èòàâøåãî ðóêîïèñü è âíåñøåãî ðÿä ïîëåçíûõ ïðåäëîæåíèé.

Ðåçóëüòàò î ëèíåéíîñòè ãðóïïû êîñ ñôåðû àíîíñèðîâàí â [20]. Ïîêà ðàáîòà ãîòîâèëàñü ê
ïå÷àòè, ìíå ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî Ñ. Áèãåëîó è Ð. Áóäíåé [21] íåçàâèñèìî äîêàçàëè ëèíåéíîñòü
ãðóïïû êîñ ñôåðû è ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ñôåðû ñ n âûêîëîòûìè òî÷êàìè.

� 1. Ïðîäîëæåíèå ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êîñ
íà ãðóïïó ñîïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ψ : Bn −→ GL(Wn) îòîáðàæàåò ãðóïïó êîñBn â ãðóï-
ïó àâòîìîðôèçìîâ GL(Wn) ñâîáîäíîãî n�ìåðíîãî ìîäóëÿ Wn íàä êîëüöîì ëîðàíîâñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Z[q±1]. Åñëè w1, w2, . . . , wn � áàçèñ ìîäóëÿ Wn, òî ýëåìåíòû ψ(σi), i = 1, 2, . . . , n− 1

äåéñòâóþò íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ ïî ïðàâèëó (óñëîâèìñÿ ïèñàòü âìåñòî ψ(σi)(wj) èëè w
ψ(σi)
j

ïðîñòî σi(wj) èëè w
σi
j ñîîòâåòñòâåííî). Ïðè ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì ïðàâîå äåéñòâèå:

σi(wi) = (1− q)wi + qwi+1,
σi(wi+1) = wi,
σi(wl) = wl, ïðè l 6= i, i+ 1.

Êàê óñòàíîâèëà À. Ã. Ñàâóøêèíà [13], ãðóïïà ñîïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ Cn ïîðîæäàåòñÿ
àâòîìîðôèçìàìè σ1, σ2, . . . , σn−1, α1, α2, . . . , αn−1 ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn. Ýòè àâòîìîðôèçìû
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äåéñòâóþò íà ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ïî ïðàâèëó:

σi :


xi 7−→ xixi+1x

−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xl 7−→ xl ïðè l 6= i, i+ 1.

αi :


xi 7−→ xi+1,
xi+1 7−→ xi,
xl 7−→ xl ïðè l 6= i, i+ 1.

Ïðè ýòîì àâòîìîðôèçìû σ1, σ2, . . . , σn−1 ïîðîæäàþò ãðóïïó êîñ Bn è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-
øåíèÿì (1)�(2). Àâòîìîðôèçìû α1, α2, . . . , αn−1 ïîðîæäàþò ãðóïïó ïîäñòàíîâîê Sn, êîòîðàÿ
çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

α2
i = 1 ïðè i = 1, 2, ..., n− 1, (3)

αiαi+1αi = αi+1αiαi+1 ïðè i = 1, 2, ..., n− 2, (4)

αiαj = αjαi ïðè |i− j| ≥ 2. (5)

Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû Cn ïîìèìî ñîîòíîøåíèé (1)�(5) ñîäåðæèò ñî-
îòíîøåíèÿ

αiσj = σjαi ïðè |i− j| ≥ 2, (6)

σiαi+1αi = αi+1αiσi+1 ïðè i = 1, 2, ..., n− 2, (7)

σi+1σiαi+1 = αiσi+1σi ïðè i = 1, 2, ..., n− 2. (8)

Ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 1. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ψ̃ : Cn −→ GL(Wn), ÿâëÿþùååñÿ

ïðîäîëæåíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ψ : Bn −→ GL(Wn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû êîñ ïîëîæèì ψ̃(σi) = ψ(σi), à äåéñòâèå
àâòîìîðôèçìîâ ψ̃(αi) îïðåäåëèì íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ ìîäóëÿ Wn ðàâåíñòâàìè

αi(wi) = wi+1,
αi(wi+1) = wi,
αi(wl) = wl, ïðè l 6= i, i+ 1.

Òàê êàê âñÿêèé ýëåìåíò ãðóïïû Cn ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì îò ïîðîæäàþùèõ σ±1
1 , σ±1

2 , . . . , σ±1
n−1,

α1, α2, . . . , αn−1, òî òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå ψ̃ : Cn −→ GL(Wn). Ïîêàæåì,
÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå
ñîîòíîøåíèÿ, âûïîëíåííûå â ãðóïïå Cn, âûïîëíÿþòñÿ è â ãðóïïå ψ̃(Cn). Äëÿ ñîîòíîøåíèé
(1)�(5) ýòî î÷åâèäíî. Ïðîâåðèì, ÷òî â ãðóïïå ψ̃(Cn) âûïîëíÿåòñÿ îáðàç ñîîòíîøåíèÿ (7), ò. å.
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ψ̃(σi)ψ̃(αi+1)ψ̃(αi) = ψ̃(αi+1)ψ̃(αi)ψ̃(σi+1). (9)

Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà v ∈ Wn åãî îáðàç ïîä äåéñòâèåì àâ-
òîìîðôèçìà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9) ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ýòîãî âåêòîðà ïîä
äåéñòâèåì ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9). Òàê êàê v ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ
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âåêòîðîâ, òî òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî äëÿ íèõ. Äåéñòâóÿ ëåâîé
÷àñòüþ, ïîëó÷èì

w
σiαi+1αi

i = (1− q)wi+1 + qwi+2,

w
σiαi+1αi

i+1 = wi+1,

w
σiαi+1αi

i+2 = wi,

w
σiαi+1αi

l = wl ïðè l 6= i, i+ 1, i+ 2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äåéñòâóÿ ïðàâîé ÷àñòüþ ñîîòíîøåíèÿ (9), ïîëó÷èì

w
αi+1αiσi+1

i = (1− q)wi+1 + qwi+2,

w
αi+1αiσi+1

i+1 = wi+1,

w
αi+1αiσi+1

i+2 = wi,

w
αi+1αiσi+1

l = wl ïðè l 6= i, i+ 1, i+ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (9) âûïîëíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñî-
õðàíÿþòñÿ è ñîîòíîøåíèÿ (5) è (8). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Íàïîìíèì [6, 7, 8] îïðåäåëåíèå òî÷íîãî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ëîóðåíñ�Êðàìåðà. Ïóñòü
Vn � ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàçìåðíîñòè m = n(n−1)/2 ñ áàçèñîì vij, 1 ≤ i < j ≤ n, íàä êîëüöîì
ëîðàíîâñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Z[t±1, q±1]. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå ρ : Bn −→ GL(Vn) îïðåäåëÿåòñÿ
äåéñòâèåì ïîðîæäàþùèõ σi, i = 1, 2, . . . , n− 1, íà áàçèñå ìîäóëÿ Vn ðàâåíñòâàìè

σi(vk,i) = (1− q)vk,i + qvk,i+1 + q(q − 1)vi,i+1,

σi(vk,i+1) = vk,i ïðè k < i,

σi(vi,i+1) = tq2vi,i+1,

σi(vi,l) = tq(q − 1)vi,i+1 + (1− q)vi,l + qvi+1,l ïðè i+ 1 < l,

σi(vi+1,l) = vi,l,

σi(vk,l) = vk,l ïðè {k, l}
⋂
{i, i+ 1} = ∅.
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Èç ýòèõ ôîðìóë íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äåéñòâèÿ ýëåìåíòà σ−1
i :

σ−1
i (vk,i) = vk,i+1,

σ−1
i (vk,i+1) = q−1vk,i + q−1(q − 1)vk,i+1 − t−1q−2(q − 1)vi,i+1 ïðè k < i,

σ−1
i (vi,i+1) = t−1q−2vi,i+1,

σ−1
i (vi,l) = vi+1,l ïðè i+ 1 < l,

σ−1
i (vi+1,l) = −q−2(q − 1)vi,i+1 + q−1vi,l + q−1(q − 1)vi+1,l,

σ−1
i (vk,l) = vk,l ïðè {k, l}

⋂
{i, i+ 1} = ∅.

Ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

ai,i+1 = σ2
i , ai,j = σj−1 . . . σi+1σ

2
i σ

−1
i+1 . . . σ

−1
j−1, 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1.

Âûïèøåì äåéñòâèå ïîðîæäàþùèõ ai,i+1, i = 1, 2, . . . , n− 1, íà áàçèñå ìîäóëÿ Vn:

ai,i+1(vk,i) = (q2 − q + 1)vk,i + q(1− q)vk,i+1 + q(q − 1)(tq2 − q + 1)vi,i+1,

ai,i+1(vk,i+1) = (1− q)vk,i + qvk,i+1 + q(q − 1)vi,i+1 ïðè k < i,

ai,i+1(vi,i+1) = t2q4vi,i+1,

ai,i+1(vi,l) = tq(q − 1)(tq2 − q + 1)vi,i+1 + (q2 − q + 1)vi,l + q(1− q)vi+1,l ïðè i+ 1 < l,

ai,i+1(vi+1,l) = tq(q − 1)vi,i+1 + (1− q)vi,l + qvi+1,l,

ai,i+1(vk,l) = vk,l ïðè {k, l}
⋂
{i, i+ 1} = ∅.

Ìîæíî äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîðîæäàþùèõ ìîäóëÿ Vn. Ïóñòü D = {z ∈
C||z| < 1} � åäèíè÷íûé äèñê. Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî n ≥ 1 ðàçëè÷íûõ òî÷åê Y = {y1, y2,
. . . , yn}, ëåæàùèõ âíóòðè äèñêà íà âåùåñòâåííîé îñè è y1 < y2 < . . . < yn. Ïîëîæèì
Dn = D \ Y . Òîãäà ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ Homeo(Dn) èçîìîðôíà Bn. Ïðè ýòîì ýëåìåí-
òàìè Homeo(Dn) ÿâëÿþòñÿ èçîòîïíûå êëàññû ãîìåîìîðôèçìîâ Dn −→ Dn, îñòàâëÿþùèå
íåïîäâèæíîé êàæäóþ òî÷êó ãðàíèöû ∂Dn = ∂D = S1. Êàæäûé òàêîé ãîìåîìîðôèçì åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà âñåãî äèñêà D, ïåðåñòàâëÿþùåãî òî÷êè
y1, y2, . . . , yn. Âèëêîé â Dn íàçûâàåòñÿ äåðåâî F , âëîæåííîå â D, èìåþùåå òðè ðåáðà è ÷å-
òûðå ðàçëè÷íûå âåðøèíû d, yi, yj, z, òàêèå, ÷òî F

⋂
∂D = d =

√
−1, F

⋂
Y = {yi, yj} è z �

îáùàÿ âåðøèíà âñåõ òðåõ ðåáåð. Ðåáðî H, ñîåäèíÿþùåå d ñ z íàçûâàåòñÿ ðó÷êîé âèëêè F .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T äóãó, ÿâëÿþùóþñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ äðóãèõ ðåáåð. Òîãäà ∂T = {yi, yj}.
Ýòà äóãà íàçûâàåòñÿ çóáüÿìè âèëêè. Âèëêà íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé, åñëè âñå åå òî÷êè èìå-
þò íåîòðèöàòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü. Ñòàíäàðòíàÿ âèëêà çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè
ïàðîé òî÷åê ∂T = {yi, yj}. Ñîïîñòàâèì ýòîé ñòàíäàðòíîé âèëêå áàçèñíûé ýëåìåíò vij ìîäóëÿ
Vn. Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì vij = vji ïðè i > j.
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×òîáû ïðîäîëæèòü ïðåäñòàâëåíèå Ëîóðåíñ�Êðàìåðà íà ãðóïïó Cn, ìû äîëæíû îïðåäå-
ëèòü äåéñòâèå ãðóïïû Sn íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ ìîäóëÿ Vn. Ïóñòü ãðóïïà Sn äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå Y ïåðåñòàíîâêàìè. Ýòî äåéñòâèå èíäóöèðóåò äåéñòâèå íà ìíîæåñòâå ñòàíäàðòíûõ
âèëîê vij, 1 ≤ i < j ≤ n, à ïîòîìó è íà âñåì ìîäóëå Vn. Åñëè π � ïîäñòàíîâêà èç Sn, äåé-
ñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}, òî ïîëîæèì π(vij) = vπ(i),π(j). Òîãäà àâòîìîðôèçìû αi
áóäóò äåéñòâîâàòü íà áàçèñå ìîäóëÿ Vn ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

αi(vk,i) = vk,i+1,

αi(vk,i+1) = vk,i ïðè k < i,

αi(vi,i+1) = vi,i+1,

αi(vi,l) = vi+1,l ïðè i+ 1 < l,

αi(vi+1,l) = vi,l,

αi(vk,l) = vk,l ïðè {k, l}
⋂
{i, i+ 1} = ∅.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå äåéñòâèå çàäàåò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Sn â ãðóï-
ïó GL(Vn) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàçû àâòîìîðôèçìîâ αi óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíè-
ÿì ãðóïïû Sn. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû äåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ αi íà áàçèñå ìîäóëÿ Vn
ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë äåéñòâèÿ ïîðîæäàþùèõ σi åñëè ïîëîæèòü q = t = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íàøåì ïðåäñòàâëåíèè ñîõðàíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (4)�(5). Òî, ÷òî ñîîòíî-
øåíèå α2

i = 1 ñîõðàíÿåòñÿ, ëåãêî ñëåäóåò èç ôîðìóë äåéñòâèÿ ýëåìåíòà ai,i+1 = σ2
i íà áàçèñå

ìîäóëÿ Vn. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Sn. Òàê êàê ïðè
n ≥ 5 ãðóïïà Sn ñîäåðæèò ïðîñòóþ ãðóïïó An èíäåêñà 2, òî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå
ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íàìè óñòàíîâëåíà

Ëåììà 1. Ïîñòðîåííîå ïðåäñòàâëåíèå Sn −→ GL(Vn) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ëèíåéíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì ãðóïïû Sn.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì îòîáðàæåíèå ãðóïïû Cn â ãðóïïó GL(Vn), çàäàííîå íà ïî-
ðîæäàþùèõ α1, α2, . . . , αn−1, σ1, σ2, . . . , σn−1. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ âñå
ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîðîæäàþùèå αi, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîðîæäà-
þùèå σi. Ïðîâåðèì òåïåðü, áóäóò ëè ñîõðàíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäíîâðåìåííî
ïîðîæäàþùèå αi è σi.

Êàæäîìó àâòîìîðôèçìó ϕ ìîäóëÿ Vn ñîïîñòàâèì åãî íîñèòåëü

supp(ϕ) = {vi,j|ϕ(vi,j) 6= λvi,j íè äëÿ êàêîãî λ ∈ C}.

Èíûìè ñëîâàìè, íîñèòåëü àâòîìîðôèçìà ϕ ñîñòîèò èç òàêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå íå
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ϕ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

supp(αi) = supp(σi) = {vk,i, vk,i+1(1 ≤ k < i ≤ n); vi,l, vi+1,l(2 ≤ i+ 1 < l ≤ n)}.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ
Ëåììà 2. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà i è j òàêîâû, ÷òî 1 ≤ i < j − 1 ≤ n − 1. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

supp(βi)
⋂

supp(βj) = {vi,j, vi,j+1, vi+1,j, vi+1,j+1},
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ãäå βi ∈ {αi, σi}, βj ∈ {αj, σj}.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå äåéñòâèå ïîðîæäàþùèõ σi è αi íà ìîäóëå Vn

îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì ρ : Cn −→ GL(Vn). Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì ãîìî-
ìîðôèçìå ñîõðàíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû Cn.

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ αiσj = σjαi ïðè |i− j| ≥ 2. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
áàçèñíîãî âåêòîðà vk,l ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî v

αiσj

k,l = v
σjαi

k,l . Çàôèêñèðóåì èíäåêñû i è j. Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 1 ≤ i < j−1 ≤ n−1. Åñëè vk,l 6∈ supp(αi)

⋂
supp(σj),

òî, î÷åâèäíî, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü áàçèñíûå âåêòîðû èç
ïåðåñå÷åíèÿ supp(αi)

⋂
supp(σj) = {vi,j, vi,j+1, vi+1,j, vi+1,j+1}. Äåéñòâóÿ íà íèõ ïðîèçâåäåíèåì

αiσj, ïîëó÷èì
v
αiσj

i,j = (1− q)vi+1,j + qvi+1,j+1 + q(q − 1)vj,j+1,

v
αiσj

i,j+1 = vi+1,j,

v
αiσj

i+1,j = (1− q)vi,j + qvi,j+1 + q(q − 1)vj,j+1,

v
αiσj

i+1,j+1 = vi,j.

Ïîäåéñòâóåì òåïåðü íà ýòè âåêòîðû ïðîèçâåäåíèåì σjαi. Èìååì

v
σjαi

i,j = (1− q)vi+1,j + qvi+1,j+1 + q(q − 1)vj,j+1,

v
σjαi

i,j+1 = vi+1,j,

v
σjαi

i+1,j = (1− q)vi,j + qvi,j+1 + q(q − 1)vj,j+1,

v
σjαi

i+1,j+1 = vi,j.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ñ ïðåäûäóùèìè, âèäèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå αiσj = σjαi ïðè
|i− j| ≥ 2 äåéñòâèòåëüíî ñîõðàíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå σiαi+1αi = αi+1αiσi+1. Äåéñòâóÿ åãî ëåâîé ÷àñòüþ íà áàçèñíûõ
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ýëåìåíòàõ, ïîëó÷èì

v
σiαi+1αi

k,i = (1− q)vk,i+1 + qvk,i+2 + q(q − 1)vi+1,i+2,

v
σiαi+1αi

k,i+1 = vk,i+1 ïðè k < i,

v
σiαi+1αi

i,i+1 = tq2vi+1,i+2,

v
σiαi+1αi

i,l = tq(q − 1)vi+1,i+2 + (1− q)vi+1,l + qvi+2,l ïðè i+ 2 < l,

v
σiαi+1αi

i,i+2 = tq(q − 1)vi+1,i+2 + (1− q)vi,i+1 + qvi,i+2,

v
σiαi+1αi

i+1,l = vi+1,l ïðè l > i+ 2,

v
σiαi+1αi

i+1,i+2 = vi,i+1,

v
σiαi+1αi

k,l = vk,l ïðè {k, l}
⋂
{i, i+ 1, i+ 2} = ∅,

v
σiαi+1αi

k,i+2 = vk,i ïðè k < i,

v
σiαi+1αi

i+2,l = vi,l.

Äåéñòâóÿ ïðàâîé ÷àñòüþ, ïîëó÷èì

v
αi+1αiσi+1

k,i = (1− q)vk,i+1 + qvk,i+2 + q(q − 1)vi+1,i+2,

v
αi+1αiσi+1

k,i+1 = vk,i+1 ïðè k < i,

v
αi+1αiσi+1

i,i+1 = tq2vi+1,i+2,

v
αi+1αiσi+1

i,l = tq(q − 1)vi+1,i+2 + (1− q)vi+1,l + qvi+2,l ïðè i+ 2 < l,

v
αi+1αiσi+1

i,i+2 = (1− q)vi,i+1 + qvi,i+2 + q(q − 1)vi+1,i+2,

v
αi+1αiσi+1

i+1,l = vi+1,l ïðè l > i+ 2,

v
αi+1αiσi+1

i+1,i+2 = vi,i+1,

v
αi+1αiσi+1

k,l = vk,l ïðè {k, l}
⋂
{i, i+ 1, i+ 2} = ∅,

v
αi+1αiσi+1

k,i+2 = vk,i ïðè k < i,

v
αi+1αiσi+1

i+2,l = vi,l.

Ñðàâíèâàÿ äåéñòâèå àâòîìîðôèçìîâ σiαi+1αi è αi+1αiσi+1 íà ýëåìåíòå vi,i+2 âèäèì, ÷òî
îíè ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t = 1.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå ρ ñîõðàíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
σi+1σiαi+1 = αiσi+1σi ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t è q. Ñëåäîâàòåëüíî, íàìè óñòàíîâëåíà

Ïðåäëîæåíèå 2. Îïðåäåëåííîå âûøå äåéñòâèåì íà ïîðîæäàþùèõ îòîáðàæåíèå ρ :
Cn −→ GL(Vn) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t = 1.

Ïðè t = 1 ìîäóëü Vn ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì êâàäðàòîì ìîäóëÿ Wn íà êîòîðîì îïðå-
äåëåíî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííîå íàìè ïðåäñòàâëåíèå ρ : Cn −→
GL(Vn) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðè n ≥ 5. Â ñëó÷àå n = 3, 4 âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ
îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, äëÿ ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ ρ ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ îáðàç
ñîîòíîøåíèÿ σiαi+1αi = αi+1αiσi+1 íà ýëåìåíòå vi,i+2. Ìîæíî ïîïðîáîâàòü îïðåäåëèòü äåé-
ñòâèå ýëåìåíòîâ αi íà áàçèñå ìîäóëÿ Vn ïî�äðóãîìó, ÷òîáû ñîîòíîøåíèå σiαi+1αi = αi+1αiσi+1

ñîõðàíÿëîñü. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ, ëåãêî ïðîâåðÿåìàÿ
Ëåììà 3. Äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x ∈ R îòîáðàæåíèå ρ1 : Sn −→ GL(Vn), çàäàííîå

äåéñòâèåì ïîðîæäàþùèõ αi íà áàçèñå ìîäóëÿ Vn ðàâåíñòâàìè

αi(vk,i) = xvk,i+1,

αi(vk,i+1) = x−1vk,i ïðè k < i,

αi(vi,i+1) = vi,i+1,

αi(vi,l) = xvi+1,l ïðè i+ 1 < l,

αi(vi+1,l) = x−1vi,l,

αi(vk,l) = vk,l ïðè {k, l}
⋂
{i, i+ 1} = ∅.

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.
Åñëè ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå ρ1 íà âñþ ãðóïïó Cn, ïîëàãàÿ ρ1(σi) = ρ(σi), òî ïîëó÷èì

îòîáðàæåíèå ρ1 : Cn −→ GL(Vn). Ïðîâåðÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû Cn íà îáðàçàõ ïîðîæäàþ-
ùèõ, çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü x = t−1/3, òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ

σiαi+1αi = αi+1αiσi+1,

σi+1σiαi+1 = αiσi+1σi

áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ. Íî, â ýòîì ñëó÷àå, íå ñîõðàíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå αiσj = σjαi. Äåéñòâèòåëü-
íî, òàê êàê

v
αiσj

i,j = x(1− q)vi+1,j + xqvi+1,j+1 + xq(q − 1)vj.j+1,

v
σjαi

i,j = x(1− q)vi+1,j + xqvi+1,j+1 + q(q − 1)vj.j+1,

òî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî vαiσj

i,j = v
σjαi

i,j ìû äîëæíû ïîëîæèòü x = 1. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ãðóïïà C3 íå ñîäåðæèò ñîîòíîøåíèé âèäà αiσj = σjαi. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 3. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ1 : C3 −→ GL(V3) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ïðåäñòàâëåíèÿ Ëîóðåíñ�Êðàìåðà íà ãðóïïó C3.
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� 2. Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé

Íàïîìíèì âíà÷àëå îïðåäåëåíèå ãðóïïû êîñ ìíîãîîáðàçèÿ (ñì. [1, ï. 1.1]). Ïóñòü M �
ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè ≥ 2. Êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì Fn(M), n ∈ N,
ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Fn(M) = {(z1, z2, . . . , zn) ∈Mn|zi 6= zj ïðè i 6= j}

óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ n ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç M . Åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(Fn(M))
íàçûâàåòñÿ n�íèòèåâîé ãðóïïîé êðàøåíûõ êîñ ìíîãîîáðàçèÿM è îáîçíà÷àåòñÿ Pn(M). Ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå Fn(M) ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò. Èçâåñòíî,
÷òî ýòî äåéñòâèå ñâîáîäíî è èíäóöèðóåò ðåãóëÿðíîå íàêðûòèå ïðîñòðàíñòâà îðáèò Fn(M)/Sn
ïðîñòðàíñòâîì Fn(M). Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïàBn(M) = π1(Fn(M)/Sn) íàçûâàåòñÿ n�íèòè-
åâîé ãðóïïîé êîñ ìíîãîîáðàçèÿ M . Íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå Fn(M) −→ Fn(M)/Sn èíäó-
öèðóåò êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 −→ Pn(M) −→ Bn(M) −→ Sn −→ 1.

Åñëè M � çàìêíóòîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, òî îòîáðàæåíèå Fn(M) −→ Mn èíäóöèðóåò
ýïèìîðôèçì Pn(M) −→ π1(M) × . . . × π1(M) ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ Pn(M) íà ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(M). Áîëåå òîãî, åñëè ðàçìåðíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ M áîëüøå äâóõ, òî ýòîò ýïèìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ïîýòîìó íàè-
áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ãðóïïû êîñ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ñðåäè çàìêíóòûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îñîáóþ ðîëü èãðàþò ñôåðà S2 è ïðîåêòèâíàÿ
ïëîñêîñòü P 2. Òàê êàê ãðóïïû êîñ òîëüêî ýòèõ ïîâåðõíîñòåé èìåþò êðó÷åíèå, à åñëè M �
çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íàÿ îò S2 è P 2, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1 −→ Pn(E
2) −→ Pn(M) −→

n∏
i=1

π1(M) −→ 1

ÿäðî êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíûì çàìûêàíèåì îáðàçà ïðåäûäóùåãî ãî-
ìîìîðôèçìà. Çäåñü E2 � åâêëèäîâà ïëîñêîñòü, à

∏n
i=1 π1(M) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ýê-

çåìïëÿðîâ ãðóïïû π1(M).
Êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà êîñ Bn, ââåäåííàÿ Àðòèíîì, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé êîñ åâêëèäîâîé ïëîñ-

êîñòè, ò. å. Bn = Bn(E
2). Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü åå ïðîñòî ãðóïïîé êîñ.

Êàê óñòàíîâèëè Ôàäåëü è Âàí Áóñêèðê (ñì. [1, òåîðåìà 1.11; 14]) ãðóïïà êîñ Bn(S
2)

äâóìåðíîé ñôåðû S2 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè δ1, δ2, . . . , δn−1 è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

δiδi+1δi = δi+1δiδi+1 ïðè i = 1, 2, ..., n− 2,

δiδj = δjδi ïðè |i− j| ≥ 2,

δ1δ2 . . . δn−2δ
2
n−1δn−2 . . . δ2δ1 = 1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ãðóïïà Bn(S
2) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû Bn. Â ÷àñòíî-

ñòè, ãðóïïà B2(S
2) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà äâà, à B3(S

2) � ìåòàöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà 12. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 3.
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Ñòðîåíèå ãðóïïû Bn(S
2) èññëåäîâàëîñü â ðàáîòå Æèëåòà è Âàí Áóñêèðêà [15]. Íàïîìíèì

ïîëó÷åííûå òàì ðåçóëüòàòû. Îïðåäåëèì ýëåìåíòû

ai,i = 1, ai,j = δ−1
i δ−1

i+1 . . . δ
−1
j−2δ

2
j−1δj−2 . . . δi+1δi, 1 ≤ i < j ≤ n. (1)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ëåæàò â ãðóïïå Pn(S2), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà
ν : Bn(S

2) −→ Sn, ïåðåâîäÿùåãî ïîðîæäàþùèé δi â òðàíñïîçèöèþ (i, i + 1), 1 ≤ i ≤ n − 1.
Áîëåå òîãî, Pn(S2) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè (1). Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n − 1 îïðåäå-
ëèì ïîäãðóïïó An−i+1, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè ai,i+1, ai,i+2, . . . , ai,n. Ãðóïïà An íîðìàëüíà
â Pn(S2) è ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 −→ An −→ Pn(S
2) −→ Pn−1(S

2) −→ 1.

Ïðè ýòîì Pn(S
2) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì: Pn(S2) = An h Pn−1(S

2), à â ãðóïïå
An ïîðîæäàþùèå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

a1,2a1,3 . . . a1,n = 1.

Êðîìå òîãî, â ãðóïïå Pn(S2) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

ai,i+1ai,i+2 . . . ai,i+n−1 = 1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

ãäå ìû ïîëàãàåì aj,i = ai,j ïðè j > i è âñå èíäåêñû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé
ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

ai,n = a−1
i,n−1 . . . a

−1
i,i+1a

−1
i−1,i . . . a

−1
1,i , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü a1,n, a2,n, . . . , an−1,n èç ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ
ãðóïïû Pn(S

2). Ïîäãðóïïà An−i+1 ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ai,i+1, ai,i+2, . . . , ai,n−1.
Öåíòð ãðóïïû Bn(S

2) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì

∆n = (δ1δ2 . . . δn−2)
n−1 = (a1,2a1,3 . . . a1,n−1)(a2,3a2,4 . . . a2,n−1) . . . (an−2,n−1)

è èìååò ïîðÿäîê 2.
Ãðóïïà Pn(S2) ðàñïàäàåòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

Pn(S
2) = An h (An−1 h (. . .h A3) . . .).

Îáîçíà÷èì Ln = An h (An−1 h (. . .hA4) . . .). Òàê êàê A3 � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ñ ïîðîæ-
äàþùèì an−2,n−1, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî Pn(S2) = Ln× < ∆n >' Ln×Z2. Äàëåå, ãðóïïà Ln
èçîìîðôíà ãðóïïå Un h (Un−1 h (. . .h U4) . . .) ≤ Pn.

Ñ ãðóïïîé êîñ ñôåðû òåñíî ñâÿçàíà ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé ñôåðû ñ n âûêîëî-
òûìè òî÷êàìè, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì M(0, n). Ãðóïïà M(0, n) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð�ãðóïïîé
ãðóïïû Bn(S

2) ïî öåíòðó [1, òåîðåìà 4.5], ò. å. ãåíåòè÷åñêèé êîä ãðóïïû M(0, n) ïîëó÷à-
åòñÿ èç ãåíåòè÷åñêîãî êîäà ãðóïïû Bn(S

2) ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ: ∆n =
(δ1δ2 . . . δn−2)

n−1 = 1. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì èç Bn(S
2) íà M(0, n) ÿäðî êîòîðîãî

ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ãðóïïû Bn(S
2). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî M(0, n) ýòî ôàêòîð�ãðóïïà ãðóïïû

ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ ñôåðû S2 ñ n âûêîëîòûìè òî÷êàìè ïî íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïå, ñîñòîÿùåé èç ãîìåîìîðôèçìîâ, èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó.
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Äëÿ ãðóïïû M(0, n) ñóùåñòâóåò êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 −→ Ln −→M(0, n) −→ Sn −→ 1,

ãäå ïîäãðóïïà Ln ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ýïèìîðôèçìà ν : M(0, n) −→ Sn, ïîñûëàþùåãî ïîðîæäà-
þùèé δi â òðàíñïîçèöèþ (i, i+ 1), i = 1, 2, . . . , n− 2.

Â ðàáîòå À. È. Ìàëüöåâà [16, ëåììà 1; 18, � 12] óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà H êîíå÷-
íîãî èíäåêñà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî è ñàìà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ïóñòü
|G : H| = m è ψ : H −→ GLl(F ) � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû H ìàòðèöàìè ïîðÿäêà l íàä
ïîëåì F . Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ

G = He
⋃

Hg2

⋃
. . .

⋃
Hgm.

Ïðîèçâåäåíèå gig, ãäå g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç G, ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïè-
ñàòü â âèäå higni

, hi ∈ H. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòó g ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòîâ h1, h2, . . . , hm èç H è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë n1, n2, . . . , nm. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {ni} ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó D(ni), îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(ni) =‖ dj,k ‖∈Mlm(Z), dj,nj
= El, dj,k = 0 åñëè k 6= nj,

El � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà l. Òîãäà ýëåìåíòó g ∈ G ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó

diag(ψ(h1), ψ(h2), . . . , ψ(hm))D(ni).

Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ãðóïïó GLlm(F ). Ýòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Ïóñòü R = Z[t±1, q±1] � êîëüöî ëîðàíîâñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ãðóïïû M(0, n) è

Bn(S
2) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè äëÿ ëþáîãî n ≥ 2. Äëÿ âñÿêîãî n ≥ 4 ñóùåñòâóþò âëîæåíèÿ

ϕ : M(0, n) −→ GLm(R) è ϕ1 : Bn(S
2) −→ GL2m(R), ãäå m = (n− 1)(n− 2)n!/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïðè n = 2, 3 ãðóïïûM(0, n) è Bn(S
2) êîíå÷-

íû, à ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Òàê êàê ãðóïïà Ln èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó êîñ
Bn, òî ñóùåñòâóåò òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : Ln −→ GLl(R), ãäå l = (n− 1)(n− 2)/2
èíäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèåì Ëîóðåíñ�Êðàìåðà.

×òîáû ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Mn âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöè-
åé.

Ïóñòü m1,m2, . . . ,mn! � ïðåäñòàâèòåëè ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû M(0, n) ïî ïîä-
ãðóïïå Ln. Òàê êàê ãðóïïàM(0, n) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè δ1, δ2, . . . , δn−1, òî íàì äîñòàòî÷íî
ñîïîñòàâèòü ìàòðèöû ýòèì ïîðîæäàþùèì. Êàæäûé ïîðîæäàþùèé δk äåéñòâóåò íà ìíîæå-
ñòâå ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïåðåñòàíîâêàìè. Íàéäåì

miδk = hkimπk(i), i = 1, 2, . . . , n!, k = 1, 2, . . . , n− 1,

ãäå ñèìâîë k, ñòîÿùèé ââåðõó, îçíà÷àåò èíäåêñ, à íå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Ýòî ñîãëàøåíèå
áóäåò äåéñòâîâàòü äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ñîïîñòàâèì ïîðîæäàþùåìó δk ìàòðèöó

ϕ(δk) = diag(ρ(hk1), ρ(h
k
2), . . . , ρ(h

k
n!))π(δk) ∈ GLm(R),

ãäå diag(ρ(hk1), ρ(h
k
2), . . . , ρ(h

k
n!)) � áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à π(δk) � áëî÷íî ìîíîìè-

àëüíàÿ ìàòðèöà ó êîòîðîé áëîê, ñòîÿùèé íà ìåñòå (j, π(j)) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé
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ïîðÿäêà l, à áëîê, ñòîÿùèé íà ìåñòå (j, s) ïðè s 6= π(j) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà l.
Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ãðóïïû M(0, n).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó Bn(S
2). Îíà ñîäåðæèò ëèíåéíóþ ïîäãðóïïó Ln èíäåêñà 2n!. Â

êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû Bn(S
2) ïî ïîäãðóïïå Ln ìîæíî

âûáðàòü ýëåìåíòû mi∆
ε
n, i = 1, 2, . . . , n!, ε = 0, 1, ãäå ∆n � ïîðîæäàþùèé öåíòðà ãðóïïû

Bn(S
2). Òàê êàê ãðóïïà Bn(S

2) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè δ1, δ2, . . . , δn−1, òî íàì äîñòàòî÷íî
îïðåäåëèòü ïðåäñòàâëåíèå ϕ1 íà ýòèõ ýëåìåíòàõ. Óïîðÿäî÷èì ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâmi∆

ε
n è îáîçíà÷èì èõ ñèìâîëàìè n1, n2, . . . , n2n!. Êàæäûé ïîðîæäàþùèé δk ãðóïïû Bn(S

2)
äåéñòâóåò íà ýòèõ ïðåäñòàâèòåëÿõ ïî ôîðìóëå

njδk = gkj nπk(j), j = 1, 2, . . . , 2n!, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Ñîïîñòàâèì ïîðîæäàþùåìó δk ìàòðèöó

ϕ1(δk) = diag(ρ(gk1), ρ(g
k
2), . . . , ρ(g

k
2n!))π(δk) ∈ GL2m(R),

ãäå diag(ρ(gk1), ρ(g
k
2), . . . , ρ(g

k
2n!)) � áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à π(δk) � áëî÷íî ìîíîìè-

àëüíàÿ ìàòðèöà ó êîòîðîé áëîê, ñòîÿùèé íà ìåñòå (j, π(j)) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé
ïîðÿäêà l, à áëîê, ñòîÿùèé íà ìåñòå (j, s) ïðè s 6= π(j) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà
l. Ïîñòðîåííîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Bn(S

2)
íàä êîëüöîì R. Òàê êàê êîëüöî R âëîæèìî â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C (äîñòàòî÷íî â êà-
÷åñòâå t è q âçÿòü îáðàòèìûå, òðàíñöåíäåíòíûå íàä Q êîìïëåêñíûå ÷èñëà), òî ìû ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü P 2 � ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü. Åå ãðóïïà êîñ Bn(P
2), n ≥ 1, ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

δ1, δ2, . . . , δn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ñì. [17]):

δiδi+1δi = δi+1δiδi+1 ïðè i = 1, 2, ..., n− 2,

δiδj = δjδi ïðè |i− j| ≥ 2,

δiρj = ρjδi, j 6= i, i+ 1,

ρi = δiρi+1δi ïðè i = 1, 2, ..., n− 1,

ρ−1
i+1ρ

−1
i ρi+1ρi = δ2

i ïðè i = 1, 2, ..., n− 1,

δ1δ2 . . . δn−2δ
2
n−1δn−2 . . . δ2δ1 = ρ2

1.

Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì Bn(P
2) −→ Sn, ïîñûëàþùèé ïîðîæäàþùèé δi â òðàíñïîçèöèþ

(i, i + 1), i = 1, 2, . . . , n − 1, è âñå ïîðîæäàþùèå ρj � â òîæäåñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó. ßäðîì
ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn(P 2) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P 2.

ÃðóïïàB1(P
2)� öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà 2, ãðóïïàB2(P

2)� êîíå÷íà ïîðÿäêà 16, à ïðè n ≥ 3
ãðóïïà Bn(P

2) áåñêîíå÷íà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 3. Ãðóïïà P3(P
2) ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ

ïîäãðóïïó A3(P
2) = ãð(ρ1, a2, a3 ‖ a2a3 = ρ2

1), ãäå a2 = δ2
1, a3 = δ−1

1 δ2
2δ1. Ïðè ýòîì ôàêòîð�

ãðóïïà P3(P
2)/A3(P

2) ' P2(P
2) � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8. Ìíîæåñòâî

{1, δ1, δ2, δ2δ1, δ1δ2, δ1δ2δ1}
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îáðàçóåò ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ B3(P
2) ïî ïîäãðóïïå P3(P

2).
Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà P2(P

2) èìååò ãåíåòè÷åñêèé êîä

P2(P
2) = ãð(ρ2, ρ3 ‖ ρ2

2 = ρ2
3 = (ρ3ρ2)

2).

Â ãðóïïå P3(P
2) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

ρ−ε3 a2ρ
ε
3 = a2, ε = ±1, ρ−1

j ρ1ρj = ρ1a
−1
j , j = 2, 3,

ρ−1
2 a3ρ2 = a2a3a

−1
2 , ρ−1

2 a2ρ2 = ρ1a
−1
2 ρ−1

1 .

Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû B3(P
2) ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû ñîïðÿ-

æåíèÿ ïîðîæäàþùèìè δ1, δ2.
Ëåììà 4. Â ãðóïïå B3(P

2) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

aδ12 = a2, ρδ11 = ρ2a2, ρδ12 = a−1
2 ρ1, ρδ13 = ρ3, aδ22 = ρ2

1a
−1
2 , ρδ21 = ρ1, ρδ22 = ρ3δ

2
2, ρδ23 = δ−2

2 ρ2.

Òàê êàê ãðóïïà A3(P
2) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè ρ1, a2,

òî âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì Ñàíîâà [18, � 14], ìû ìîæåì âëîæèòü A3(P
2) â ãðóïïó

SL2(Z), ïîëàãàÿ

ρ1 =

(
1 2
0 1

)
, a2 =

(
1 0
2 1

)
,

� îáðàçû ýëåìåíòîâ ρ1 è a2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ãðóïïà P3(P

2) ïîëó÷àåòñÿ èç A3(P
2) ðàñøèðåíèåì ïðè ïîìîùè ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ

ïîðÿäêà 8. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû P3(P
2)

ïî ïîäãðóïïå A3(P
2) ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî

{e, ρ2, ρ
2
2, ρ

3
2, ρ3, ρ3ρ2, ρ3ρ

2
2, ρ3ρ

3
2}.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíàÿ ãðóïïà A3(P
2) èìååò èíäåêñ 48 â ãðóïïå êîñ B3(P

2). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ãðóïïà êîñ B3(P
2) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P 2 íà òðåõ íèòÿõ âêëàäûâàåòñÿ

â ãðóïïó SL96(Z).

� 3. Òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Aut(F2)

Èçâåñòíî [9], ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fn) ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn íå ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé ïðè n ≥ 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [12], ãðóïïà Aut(F2) ëèíåéíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíà ãðóïïà êîñ íà ÷åòûðåõ íèòÿõ B4. Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî ìîæíî ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
Aut(F2). Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [12]. Íàïîìíèì èõ.

Îáîçíà÷èì B∗
4 = B4/Z(B4), ãäå Z(B4) � öåíòð ãðóïïû B4. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,

Z(B4) � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì ∆4 = (σ1σ2σ3)
4. Ãðóïïà

B∗
4 èçîìîðôíà ãðóïïå Aut+(F2), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ïîäãðóïïû SL2(Z) ïðè ãî-

ìîìîðôèçìå ξ : Aut(F2) −→ GL2(Z), ïåðåâîäÿùåì àâòîìîðôèçì ãðóïïû F2 â àâòîìîðôèçì
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ðàíãà 2. Ïðè ýòîì Aut+(F2) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé èíäåêñà 2 ãðóï-
ïû Aut(F2).
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Ïóñòü ρ : B4 −→ GL6(C) � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Ëîóðåíñ�Êðàìåðà, êîòîðîå, êàê çàìåòèë
Ì. Çèíî [19], ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Ñèìâîëîì F îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó ãðóïïû B4, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè x = σ1σ
−1
3 ,

y = σ2σ1σ
−1
3 σ−1

2 . Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè
x è y è, êðîìå òîãî, F íîðìàëüíà â B4. Âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû B4 èíäóöèðóþò
àâòîìîðôèçìû ãðóïïû F , ò. å. ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì h : B4 −→ Aut+(F2). ßäðî ýòîãî
ýïèìîðôèçìà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ãðóïïû B4, à îáðàçû ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, σ3 îïðåäåëÿþò
àâòîìîðôèçìû

h(σ1) = α1 :

{
x 7−→ x,
y 7−→ yx−1,

h(σ2) = α2 :

{
x 7−→ y,
y 7−→ yx−1y,

h(σ3) = α3 :

{
x 7−→ x,
y 7−→ x−1y.

Âñÿ ãðóïïà Aut(F2) ïîðîæäàåòñÿ àâòîìîðôèçìàìè

P :

{
x 7−→ y,
y 7−→ x,

ω :

{
x 7−→ x−1,
y 7−→ y,

U :

{
x 7−→ xy,
y 7−→ y,

è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

P 2 = ω2 = (ωP )4 = (PωPU)2 = (UPω)3 = [ω, ωUω] = 1.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

α1 = PU−1P, α2 = PUωU−1, α3 = PωUωP.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ëîóðåíñ�Êðàìåðà ρ : B4 −→ GL6(C) è íàéäåì îáðàçû
ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû B4:

ρ1 = ρ(σ1) =


tq2 0 0 0 0 0

tq(q − 1) 1− q 0 q 0 0
tq(q − 1) 0 1− q 0 q 0

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 ,

ρ2 = ρ(σ2) =


1− q q 0 q(q − 1) 0 0

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 tq2 0 0
0 0 0 tq(q − 1) 1− q q
0 0 0 0 1 0

 ,

ρ3 = ρ(σ3) =


1 0 0 0 0 0
0 1− q q 0 0 q(q − 1)
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1− q q q(q − 1)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 tq2

 .
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (ρ1ρ2ρ3)
4 = t2q8E6 � îáðàç öåíòðà ãðóïïû B4. Ïîëîæèì

µ = 1/ 12
√
t2q8 è ρ(σi) = µρ(σi) = µρi. Òîãäà ρ èíäóöèðóåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

B∗
4 ' Aut+F2. Ïîñòðîèì òåïåðü òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû AutF2.
Ïîäãðóïïà Aut+F2 èìååò èíäåêñ 2 â ãðóïïå AutF2 è â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ

ñìåæíûõ êëàññîâ ìîæíî âçÿòü ýëåìåíòû e è ω. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ, ëåãêî ïðîâåðÿåìàÿ
Ëåììà 5. Â ãðóïïå AutF2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

1) ωα1 = α−1
1 ω,

2) ωα2 = α3α1α
−1
2 α−1

1 α−1
3 ω,

3) ωα3 = α−1
3 ω.

Òàê êàê ãðóïïà AutF2 ïîðîæäàåòñÿ àâòîìîðôèçìàìè α1, α2, α3, ω, òî äåéñòâóÿ íà ñìåæ-
íûå êëàññû ãðóïïû AutF2 ïî ïîäãðóïïå Aut+F2 íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå è
ìîíîìèàëüíûå ìàòðèöû. Ïîëîæèì

ψ(α1) = diag(ρ1, (ρ1)
−1), ψ(α2) = diag(ρ2, ρ3ρ1(ρ2)

−1(ρ1)
−1(ρ3)

−1),

ψ(α3) = diag(ρ3, (ρ3)
−1), ψ(ω) =

(
0 E6

E6 0

)
,

ãäå E6 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 6, à ìàòðèöû ρi îïðåäåëåíû âûøå. Cîïðÿãàÿ ýòî ïðåä-
ñòàâëåíèå ìàòðèöåé c = diag(E6, ρ3ρ1), ïîëó÷èì íîâîå ïðåäñòàâëåíèå:

ψ(αi) = c−1ψ(αi)c =

(
ρi 0
0 ρ−1

i

)
, i = 1, 2, 3; ψ(ω) = c−1ψ(ω)c =

(
0 ρ3ρ1

(ρ3ρ1)
−1 0

)
. (1)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3. Îòîáðàæåíèå ψ : AutF2 −→ GL12(Z[t±1, q±1]), çàäàííîå íà ïîðîæäàþùèõ

ðàâåíñòâàìè (1) îïðåäåëÿåò òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû AutF2.
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