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Èçó÷àþòñÿ ðàçëîæåíèÿ àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðûõ ñâîáîäíûõ
ìîäóëåé â ïðîèçâåäåíèå òðàíñâåêöèé è äèëàòàöèé. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ñâîáîäíîãî Z-ìîäóëÿ M = Zn äîêàçàíî, ÷òî ïðè n ≥ 3 âñÿ-
êèé àâòîìîðôèçì σ ∈ GLn(M) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
íå áîëåå 2n + 5 òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåêöèåé, åñëè σ ∈ SLn(M), è äèëàòà-
öèåé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî ïðè n ≥ 3 øèðèíà ãðóïïû SLn(Z) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
êîììóòàòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò 10.
Áèáëèîãðàôèÿ: 24 íàçâàíèÿ.

Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 25]), ÷òî âñÿêàÿ ìàòðèöà èç îáùåé ëèíåéíîé ãðóï-
ïû GLn(F ) íàä ïîëåì F ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé è
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, ïðè÷åì èç ñàìîãî äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî âûâåñòè îöåíêó ÷èñëà ýëå-
ìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ òàêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ýòî ÷èñëî çàâèñèò òîëüêî îò
n è íå çàâèñèò îò ñàìîé ìàòðèöû. Â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåííûì ïðèìåðîì âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ
ïðîáëåìà: äëÿ ãðóïïû G ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S íàéòè íàèìåíüøåå m ∈ N ∪ {+∞}
òàêîå, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò èç G ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ m ýëåìåíòîâ èç S. Ñëåäóÿ
Þ. È. Ìåðçëÿêîâó [2], áóäåì íàçûâàòü òàêîå m øèðèíîé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
S è îáîçíà÷àòü wid(G, S). Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ øèðèíà íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ
ãðóïï îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâ.

Èç óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îòìåòèì ðàáîòó [3], â êîòîðîé äîêàçàíî, ÷òî øèðèíà ãðóï-
ïû SLn(Ó), ãäå Ó � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ, îòíîñèòåëüíî ìíî-
æåñòâà ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé, êîíå÷íà, è ðàáîòó [4] â êîòîðîé äîêàçàíî êîíå÷íîñòü
øèðèíû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp2n(Ó), n ≥ 3, îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ
ìàòðèö. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï Øåâàëëå íàä òåì æå êîëüöîì Ó ïî-
ëó÷åíû Î. Í. Òàâãåíåì [5]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàí äåð Êàëëåí [6] äîêàçàë, ÷òî åñëè F � ïîëå
áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä ñâîèì ïðîñòûì ïîäïîëåì, òî ãðóïïà SLn(F [x])
ïðè n ≥ 2 èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé.

Òàê êàê ãðóïïà ìàòðèöGLn(R) íàä êîëüöîì R èçîìîðôíà ãðóïïåGLn(M) àâòîìîðôèçìîâ
ñâîáîäíîãî n-ìåðíîãî ìîäóëÿ M = Rn, òî ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè ìîæíî
èçó÷àòü ðàçëîæåíèÿ àâòîìîðôèçìîâ èç GLn(M) â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ àâòîìîðôèçìîâ.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ïðîñòûå àâòîìîðôèçìû èñ÷åðïûâàþòñÿ
ìíîæåñòâîì òðàíñâåêöèé è äèëàòàöèé. Èç òåîðåìû Äüåäîííå ñëåäóåò, ÷òî åñëè V � n-ìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , òî âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå σ ∈ GLn(V ), íå ÿâëÿþùå-
åñÿ áîëüøîé äèëàòàöèåé, ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ n − 1 òðàíñâåêöèé è îäíîãî
ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ; åñëè æå σ ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé äèëàòàöèåé, òî îíà ïðåäñòàâèìà â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ n òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýëëåðñ è Ëàóø [8]
ïîëó÷èëè àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ GLn(M), n ≥ 3, ñâîáîäíîãî

1



ìîäóëÿ M = Rn íàä ëîêàëüíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì R ñ åäèíèöåé. Â ýòîé æå ðàáîòå
èìè ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï.

Äüåêîâè÷ [9] èçó÷àë ðàçëîæèìîñòü ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäóëÿ M = Rn, n ≥ 3,
íàä òåëîì R â ïðîèçâåäåíèå òðàíñâåêöèé è îòðàæåíèé è ïîëó÷èë êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè
ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîèçâåäåíèå òðåõ òðàíñâåêöèé, à òàêæå êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè
ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîèçâåäåíèå òðåõ îòðàæåíèé. À. À. Êîðîáîâ [10] îáîáùèë ýòè
ðåçóëüòàòû, íàéäÿ êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîèçâåäåíèå òðåõ
ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè.

Îòìåòèì ñâÿçü îïèñàííîé ïðîáëåìàòèêè ñ çàäà÷åé âû÷èñëåíèÿ øèðèíû wid(G, V ) âåð-
áàëüíîé ïîäãðóïïû V (G) ëèíåéíîé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ
ñëîâ V , ò. å. îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà S çíà÷åíèé ñëîâ èç V íà ãðóïïå G. Íàèáîëåå îáùèé
ðåçóëüòàò çäåñü ïðèíàäëåæèò Þ. È. Ìåðçëÿêîâó [2] (ñì. òàêæå [11, � 12]), óñòàíîâèâøåìó,
÷òî âñÿêàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G ≤ GLn(Ω), ãäå Ω � àëãåáðàè÷å-
ñêè çàìêíóòîå ïîëå áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä ïðîñòûì ïîäïîëåì, èìååò
êîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ñëîâà v.

Ðÿä ðàáîò ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ øèðèíû êîììóòàíòà íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï
îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà v = x−1y−1xy. Òàê, íàïðèìåð, Òîìïñîí [12] äîêàçàë, ÷òî äëÿ âñÿ-
êîãî ïîëÿ F øèðèíà wid(GLn(F ), v) = 1, à wid(SLn(F ), v) ≤ 2 ïðè ëþáîì n ≥ 2. Ãîó [13]
äîêàçàë, ÷òî øèðèíà wid(Sp2n(F ), v) êîììóòàíòà ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò 2
ïðè ëþáîì n ≥ 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî øèðèíà âñÿêîé ñîáñòâåííîé âåðáàëüíîé
ïîäãðóïïû SL2(Z) îòíîñèòåëüíî ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ñëîâà áåñêîíå÷íà. Ïðè n ≥ 3 Íüþì-
ýí [14] äîêàçàë, ÷òî wid(SLn(Z), v) < ∞. Íî äëÿ êîëüöà R = F [x] ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì
F áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä ïðîñòûì ïîäïîëåì è ëþáîãî n ≥ 2 øèðèíà
wid(SLn(R), v) áåñêîíå÷íà. Ýòîò ðåçóëüòàò, à òàêæå ðÿä áëèçêèõ ê ýòîé òåìàòèêå ðåçóëüòà-
òîâ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [15]. Â ñâÿçè ñ äâóìÿ ïîñëåäíèìè ðåçóëüòàòàìè èíòåðåñíî áûëî
áû íàéòè øèðèíó êîììóòàíòà ãðóïïû SLn(Q[x]), à òàêæå, ïî-âèäèìîìó, òåñíî ñâÿçàííóþ ñ
íåé øèðèíó ãðóïïû SLn(Q[x]), n ≥ 3, îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé (ïîñëåäíèé
âîïðîñ îòìå÷àåòñÿ â [3]).

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ àâòîìîðôèçìû íåêîòîðûõ ñâîáîäíûõ R-ìîäóëåé, ãäå
R � àññîöèàòèâíîå êîëüöîì ñ åäèíèöåé, ÿâëÿþùååñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè. Òàê â � 2 äëÿ ñâî-
áîäíîãî R-ìîäóëÿ M = Rn, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà M , äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî åñëè ðàíã ñòàáèëüíîñòè êîëüöà R ðàâåí m, òî âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå σ èç GLn(M),
n > m, íå ÿâëÿþùååñÿ áîëüøîé äèëàòàöèåé, ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ 2(n − m)
òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âû÷åòîì ≤ m. Åñëè æå σ � áîëüøàÿ äèëàòàöèÿ, òî
îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ n òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Â � 3 èññëåäóþòñÿ àâòîìîðôèçìû ñâîáîäíîãî Z-ìîäóëÿ M = Zn ïðè n ≥ 3 è äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî âñÿêèé òàêîé àâòîìîðôèçì ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ 2n + 6 ïðîñòûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ áóäåò äîêàçàíî, ÷òî øèðèíà êîììóòàíòà ãðóïïû SLn(Z) ïðè
âñåõ n ≥ 3 íå ïðåâîñõîäèò 10, ÷òî óëó÷øàåò îöåíêó Íüþìýíà [14] èç êîòîðîé ñëåäîâàëî, ÷òî
ýòà øèðèíà ≤ c ln(n) + 40, ãäå c = 2 ln(3/2). Îòìåòèì, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n ýòà øèðèíà ≤ 4 (ñì. [24]). Âîçìîæíî, ÷òî ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ âñåõ n ≥ 3.

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Þ. È. Ìåðçëÿêîâà çà ïîñòîÿííóþ ïîìîùü è ïîääåðæêó â
ðàáîòå.
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� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, ÿâëÿþùååñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè; R∗ �
åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà, F � ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà R; M = Rn � ñâîáîäíûé R�ìîäóëü
ðàçìåðíîñòè n. ×åðåç GLn(M) áóäåì îáîçíà÷àòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ
M, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, èçîìîðôíà êîëüöó ìàòðèö GLn(R) ðàçìåðà n× n ñ ýëåìåíòàìè èç R,
SLn(R) � ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(R), ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Ýëåìåíòàðíîé
òðàíñâåêöèåé ti,j(λ), 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, λ ∈ R, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà èç GLn(R) êîòîðàÿ
îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû ëèøü òåì, ÷òî ó íåå íà ìåñòå (i, j) íàõîäèòñÿ ýëåìåíò λ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðàíãà ñòàáèëüíîñòè êîëüöà R (ñì., íàïðèìåð, [16], ãäå èñïîëüçóåò-
ñÿ òåðìèí �ñòàáèëüíûé ðàíã�, êîòîðûé êàæåòñÿ ìåíåå óäà÷íûì). Ýëåìåíò α = (a1, a2, . . . , an) ∈
Rn íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì â Rn, åñëè íàéäóòñÿ ýëåìåíòû b1, b2, . . . , bn èç R òàêèå, ÷òî∑n

i=1 aibi = 1. Ðàíãîì ñòàáèëüíîñòè èëè, êîðî÷å, s�ðàíãîì êîëüöà R íàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
α = (a1, a2, . . . , am+1) óíèìîäóëÿðíîãî â Rm+1, ñóùåñòâóþò c1, c2, . . . , cm èç R òàêèå, ÷òî âåê-
òîð (a1 + c1am+1, a2 + c2am+1, . . . , am + cmam+1) óíèìîäóëÿðåí â Rm. Èçâåñòíî [16], ÷òî äëÿ
âñÿêîãî ïîäïîëÿ k ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë s-ðàíã êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ k[x1, . . . , xn] ðàâåí
n + 1. Èíòåðåñíî áûëî áû íàéòè s-ðàíã êîëüöà Z[x1, . . . , xn] ïðè n ≥ 1 (s-ðàíã êîëüöà Z,
êàê ëåãêî çàìåòèòü, ðàâåí 2). Èíòåðåñ ê ýòîìó âîïðîñó îáúÿñíÿåòñÿ åãî ñâÿçüþ ñ âîïðîñîì
âàí äåð Êàëëåíà [17, âîïðîñ 10.38]: �Èìååò ëè ãðóïïà En+3(Z[x1, . . . , xn]), n ≥ 1, êîíå÷íóþ
øèðèíó îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà òðàíñâåêöèé?� Îòìåòèì, ÷òî ðå÷ü çäåñü èäåò î ìíîæåñòâå
ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé (ñì. [6]), à ïðè n = 0 âîïðîñ èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå [18].

Ïóñòü V � n�ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F, GLn(V ) � ãðóïïà àâòîìîð-
ôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà V. Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â ëåêöèÿõ Î'Ìèðû [7]. Äëÿ
àâòîìîðôèçìà σ èç GLn(V ) îïðåäåëèì âû÷åòíîå ïðîñòðàíñòâî Rσ, íåïîäâèæíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Pσ è âû÷åò res σ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

Rσ = V (σ − 1V ), Pσ = ker(σ − 1V ) = {x ∈ X | xσ = x} , res σ = dimRσ.

Àâòîìîðôèçì σ íàçûâàåòñÿ òðàíñâåêöèåé, åñëè σ = 1V èëè

res σ = 1, det σ = 1;

σ íàçûâàåòñÿ äèëàòàöèåé, åñëè

res σ = 1, det σ 6= 1.

Òðàíñâåêöèè è äèëàòàöèè áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñîïðÿãàÿ ïðîñòîå ïðåîáðàçîâàíèå àâòîìîðôèçìîì èçGLn(V ),
îïÿòü ïîëó÷èì ïðîñòîå ïðåîáðàçîâàíèå. Àâòîìîðôèçì σ ∈ GLn(V ) íàçûâàåòñÿ áîëüøîé äè-
ëàòàöèåé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçëîæåíèå V = U ⊕ W, ÷òî W 6= 0 è σ = (1U) ⊕ (α1W ),
α ∈ F. Â ýòîì ñëó÷àå Rσ = W, Pσ = U.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ èç ðàáîòû Î'Ìèðû.
Ëåììà 1 ([7, ïðåäëîæåíèå 1.4.8]). Åñëè σ1 è σ2 � íåòðèâèàëüíûå òðàíñâåêöèè èç GLn(V ),

òî σ1σ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåêöèåé, êîãäà R1 = R2 èëè P1 = P2, ãäå Ri

è Pi ñîîòâåòñòâåííî âû÷åòíîå è íåïîäâèæíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ σi.
Ëåììà 2 ([7, ïðåäëîæåíèå 2.1.4]). Ïóñòü σ � áîëüøàÿ äèëàòàöèÿ, à τ � íåòðèâèàëüíàÿ

òðàíñâåêöèÿ ñ âû÷åòíîé ïðÿìîé L è íåïîäâèæíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ H. Åñëè H ⊇ Pσ è
L ⊆ Pσ, òî στ íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé äèëàòàöèåé.
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Ïóñòü òåïåðü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, ÿâëÿþùååñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, F
� åãî ïîëå ÷àñòíûõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâîáîäíûé R�ìîäóëü M = Rn, êàê ïîäìîäóëü
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V = F n. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíóþ ãðóïïó íà
M, ïîëàãàÿ

GLn(M) = {σ ∈ GLn(V ) | Mσ = M} .

Èçó÷àÿ àâòîìîðôèçìû ìîäóëÿ M, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî M óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùåìó óñëîâèþ äîïîëíÿåìîñòè: íåïîäâèæíûé ïîäìîäóëü Pσ âñÿêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ σ èç
GLn(M) âûäåëÿåòñÿ â M ïðÿìûì ñëàãàåìûì. ß íå çíàþ, íàñêîëüêî áîãàò êëàññ ìîäóëåé, îá-
ëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, íî êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ñâîáîäíûå ìîäóëè íàä åâêëèäîâûìè
êîëüöàìè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ äîïîëíÿåìîñòè.

Îòìåòèì ñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè èç GLn(R) è ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè èç GLn(M). Â ñëó÷àå åñëè R � íåêîòîðîå ïîëå, òî ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî,
ò. å. äëÿ êàæäîé òðàíñâåêöèè (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êàæäîé äèëàòàöèè) τ èç GLn(V ) ìîæíî
òàê ïîäîáðàòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V, ÷òî ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ [τ ] ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ
ýëåìåíòàðíàÿ òðàíñâåêöèÿ ti,j (ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà diag(1, . . . ,
1, λ)). È îáðàòíî, åñëè t � íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà èç GLn(R), òî åé ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîå ïðîñòîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà
R ýòà ñâÿçü óæå íå ñòîëü î÷åâèäíà. ×òîáû êàê�òî îïèñàòü ýòó ñâÿçü, îòìåòèì íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ñîïðÿæåíèÿ â ãðóïïå GLn(R).

Åñëè îïÿòü R � ïîëå, òî â ãðóïïå GLn(R) ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü, ñîïðÿæå-
íû ëè â íåé äâå ìàòðèöû. Êàæäàÿ ìàòðèöà ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé, èìåþùåé
íîðìàëüíóþ ôîðìó [19, ñ. 175] (â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ýòà ôîðìà íà-
çûâàåòñÿ æîðäàíîâîé) è äâå ìàòðèöû ñîïðÿæåíû â GLn(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
èìåþò îäíó è òó æå íîðìàëüíóþ ôîðìó. Íî óæå äëÿ êîëüöà öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë R,
íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ íåèçâåñòíî ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî ïðîâåðèòü
ñîïðÿæåííîñòü çàäàííûõ ìàòðèö, õîòÿ ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå GLn(R) íàä ýòèìè
êîëüöàìè ðàçðåøèìà [20], [21]. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíî áûëî áû íàéòè â êàæäîì êëàñ-
ñå ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû GLn(R) ïðåäñòàâèòåëè (ïîäîáíûå óæå óïîìèíàâøèìñÿ
íîðìàëüíûì ôîðìàì ìàòðèö äëÿ ïîëÿ), ïîçâîëÿþùèå ýôôåêòèâíî ðåøàòü ïðîáëåìó ñîïðÿ-
æåííîñòè â ãðóïïå GLn(R) õîòÿ áû äëÿ êîëüöà öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ìû æå çàìåòèì, êàê ìåíÿþòñÿ ìàòðèöû èç GLn(R) ïðè ñîïðÿæåíèè ýëåìåíòàðíûìè
òðàíñâåêöèÿìè. Ïóñòü a � ìàòðèöà èç GLn(R), n ≥ 3, ñ ýëåìåíòàìè ai,j ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n.
Òîãäà ïðè óìíîæåíèè a ñïðàâà íà òðàíñâåêöèþ ti,j(λ) â ìàòðèöå a i�é ñòîëáåö óìíîæàåòñÿ
íà λ è ïðèáàâëÿåòñÿ ê j�ìó ñòîëáöó, à ïðè óìíîæåíèè a ñëåâà íà ti,j(λ) â ìàòðèöå a j�àÿ
ñòðîêà óìíîæàåòñÿ íà λ è ïðèáàâëÿåòñÿ ê i�îé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñîïðÿæåíèè ìàòðèöû a
ýëåìåíòàðíîé òðàíñâåêöèåé ti,j(λ) ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà ìåñòå (i, j) ñòîèò ýëåìåíò

ai,j − λ2aj,i + λ(ai,i − aj,j),

íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ i�îé ñòðîêè íàõîäÿòñÿ òå æå ýëåìåíòû, ÷òî è â i�îé ñòðîêå ìàòðèöû
ti,j(−λ)a, íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ j�ãî ñòîëáöà òå æå ýëåìåíòû, ÷òî è â j�ì ñòîëáöå ìàòðèöû
ati,j(λ), à íà îñòàâøèõñÿ ìåñòàõ � ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû a. Ïîýòîìó, èñïîëü-
çóÿ ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåêöèÿìè, ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíûé íåäèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò ìàòðèöû a óìíîæèòü íà íåêîòîðîå ÷èñëî λ è ïðèáàâèòü ê ëþáîìó äðóãîìó ýëåìåíòó,
íàõîäÿùåìóñÿ â òîé æå ñòðîêå èëè â òîì æå ñòîëáöå.
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Ïóñòü v = (v1, v2, . . . , vn−1) � íåêîòîðûé âåêòîð èç Rn−1. Ñèìâîëîì ti(v), i = 1, 2, . . . , n,
áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó èç GLn(R), ó êîòîðîé i�àÿ ñòðîêà èìååò âèä

(v1, v2, . . . , vi−1, 1, vi, . . . , vn−1),

à îñòàëüíûå ñòðîêè � òå æå, ÷òî è ó åäèíè÷íîé ìàòðèöû. ×åðåç ti(v) îáîçíà÷èì ìàòðè-
öó, ïîëó÷åííóþ òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû ti(v). Î÷åâèäíî, åñëè ó âåêòîðà v òîëüêî îäíà
êîìïîíåíòà îòëè÷íà îò 0, òî ti(v) (ðàâíî êàê è ti(v)) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òðàíñâåêöèåé.
Ïîýòîìó ìàòðèöû âèäà ti(v) è ti(v) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííî ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåêöè-
ÿìè. Ñâîéñòâà ýòèõ ìàòðèö âî ìíîãîì íàïîìèíàþò ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé. Â
÷àñòíîñòè ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3. Ïóñòü α1, α2, . . . , αn−1 � ýëåìåíòû íåêîòîðîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà R; u, v
� âåêòîðû èç Rn−1. Òîãäà â ãðóïïå GLn(R) äëÿ âñÿêîãî i, i = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

à) ti(v)ti(u) = ti(u)ti(v) = ti(v + u);
á) (ti(v))−1 = ti(−v);
â) (tj(v))tj+1,j−1(α) = tj(w), j = 2, . . . , n− 1, ãäå w � íåêîòîðûé âåêòîð èç Rn−1;
ã) ti,1(α1)ti,2(α2) . . . ti,n(αn−1) = ti(w), ãäå w = (α1, . . . , αn−1);
ä) åñëè ìàòðèöà D = D1ti(v)D2ti(u)D3 ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåêîòîðûõ

ìàòðèö, òî èõ ÷èñëî ìîæíî óìåíüøèòü, ïîëîæèâ D = D1D
ti(−v)
2 ti(u + v)D3 èëè D =

D1ti(u + v)D
ti(u)
2 D3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ à), á), ã) è ä) î÷åâèäíû. Óòâåðæäåíèå â) âûòåêàåò èç
îïèñàíèÿ ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèöû ýëåìåíòàðíîé òðàíñâåêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèòü ìàò-
ðèöó tj(v) ñëåâà íà tj+1,j−1(−α) ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ê (j +1)-é ñòðîêå ìàòðèöû tj(v) ïðèáàâèòü
(j − 1)�þ ñòðîêó óìíîæåííóþ íà −α. Â ðåçóëüòàòå, íà ìåñòå (j + 1, j − 1) ïîÿâèòñÿ ýëåìåíò
−α. Ïðè óìíîæåíèè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ñïðàâà íà tj+1,j−1(α) åå (j +1)-é ñòîëáåö óìíîæèò-
ñÿ íà α è ïðèáàâèòñÿ ê (j − 1)-ó ñòîëáöó, è íà ìåñòå (j + 1, j − 1) îïÿòü ïîÿâèòñÿ 0. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü M = Rn � ñâîáîäíûé n�ìåðíûé ìîäóëü ñ óñëîâèåì äîïîëíÿåìîñòè è σ �
íåêîòîðàÿ òðàíñâåêöèÿ èç GLn(M). Âûáðàâ áàçó íåïîäâèæíîãî ìîäóëÿ Pσ è äîïîëíèâ åå äî
áàçû âñåãî ìîäóëÿ M, ïîëó÷èì áàçó â êîòîðîé ìàòðèöà [σ] ïðåîáðàçîâàíèÿ σ ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåííî ýëåìåíòàðíîé òðàíñâåêöèåé, à åñëè êîëüöî R åâêëèäîâî, òî [σ] ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé
ýëåìåíòàðíîé òðàíñâåêöèåé. Àíàëîãè÷íî, åñëè σ � äèëàòàöèÿ èç GLn(M), òî â ïîäõîäÿùåé
áàçå îíà èìååò âèä [σ] = di(λ1, . . . , λn) ∈ GLn(M) ïðè íåêîòîðîì i, i = 1, . . . , n; λj ∈ R, à
i�ÿ ñòðîêà èìååò âèä (λ1, . . . , λn), îñòàëüíûå æå ñòðîêè òå æå, ÷òî è ó åäèíè÷íîé ìàòðèöû.
Ìíîæåñòâî îáîáùåííî ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé è ìàòðèö di(λ1, . . . , λn), λi ∈ R∗, à òàê-
æå òðàíñïîíèðîâàííûå ê íèì áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííî ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè. Ïî
àíàëîãèè ñ ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó èç GLn(R) ïðîñòîé, åñëè
îíà ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé îáîáùåííî ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöåé. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâó
ïðîñòûõ àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîãî n�ìåðíîãî ìîäóëÿ M = Rn ñ óñëîâèåì äîïîëíÿåìîñòè
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ìàòðèö èç GLn(R).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè σ � áîëüøàÿ äèëàòàöèÿ èç GLn(M), òî â ïîäõîäÿùåé áàçå îíà
èìååò ìàòðèöó

[σ] =

(
1k 0
∗ α1n−k

)
ãäå α ∈ R∗, à k � ðàçìåðíîñòü íåïîäâèæíîãî ìîäóëÿ Pσ.
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� 2. Ðàçëîæåíèå àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ

Â ðàáîòå [15] ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Ëåììà 4. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, s-ðàíã êîòîðîãî ≤ m. Òîãäà

äëÿ âñÿêîãî n ≥ m

GLn(R) = ULUL

(
GLm(R) 0

0 1n−m

)
= UL

(
GLm(R) 0

0 1n−m

)
UL,

ãäå U (ñîîòâåòñòâåííî L) � ãðóïïà âñåõ âåðõíå (ñîîòâåòñòâåííî íèæíå) óíèòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö â En(R).

Òàê êàê âñÿêàÿ óíèòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ n(n − 1)/2
ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé, òî èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ìàòðèöà èç GLn(R) ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå áîëåå ÷åì 2n(n − 1) ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé è ìàòðèöû
âèäà (

a 0
0 1n−m

)
∈ GLn(R), a ∈ GLm(R).

Äëÿ àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé ÿâëÿþùååñÿ îáëàñòüþ öå-

ëîñòíîñòè è s�ðàíãà ≤ m. Ïóñòü òàêæå M = Rn � ñâîáîäíûé R�ìîäóëü ñ óñëîâèåì
äîïîëíÿåìîñòè. Òîãäà âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå σ èç GLn(M), n > m, íå ÿâëÿþùååñÿ áîëü-
øîé äèëàòàöèåé ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ 2(n − m) òðàíñâåêöèé è íåêîòîðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âû÷åòîì ≤ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l = res σ > m, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîêà-
çûâàòü íå÷åãî. Âûáåðåì áàçó p1, . . . , pk íåïîäâèæíîãî ìîäóëÿ Pσ è äîïîëíèì åå âåêòîðàìè
pk+1, . . . , pn äî áàçû âñåãî ìîäóëÿ M. Â ýòîé áàçå ïðåîáðàçîâàíèå σ áóäåò èìåòü ìàòðèöó

[σ] =

(
1k 0
b a

)
, a ∈ GLl(R), b ∈ Ml,k(R) (1)

ãäå l = res σ = dim(M/Pσ) = n− k > m. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð α1 = (a1, . . . , al), ÿâëÿþùèéñÿ
ïåðâîé ñòðîêîé ìàòðèöû a, óíèìîäóëÿðåí â Rl. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû b1, . . . ,
bl−1 êîëüöà R òàêèå, ÷òî âåêòîð α2 = (a1 + b1al, a2 + b2al, . . . , al−1 + bl−1al) óíèìîäóëÿðåí â
Rl−1 (ó÷åñòü, ÷òî s-ðàíã êîëüöà R ìåíüøå l).

Ñîïðÿæåì ìàòðèöó [σ] ìàòðèöåé tk+1(0, . . . , 0, b1, b2, . . . , bl−1). Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà [σ]1
áóäåò èìåòü òó æå áëî÷íóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è ìàòðèöà (1), íî â ïðàâîì íèæíåì óãëó ó íåå
áóäåò ñòîÿòü ìàòðèöà a1 ñ ïåðâîé ñòðîêîé âèäà α3 = (α2, al). Òàê êàê âåêòîð α2 óíèìîäóëÿðåí
â Rl−1, òî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû c1, . . . , cl−1 èç R òàêèå, ÷òî

∑l−1
i=1 cia

′
i = 1− al, ãäå a′i = ai + bial.

Óìíîæèì ìàòðèöó [σ]1 ñïðàâà íà òðàíñâåêöèþ tk+1,n(c1) è ñîïðÿæåì ïîëó÷èâøóþñÿ ìàòðèöó
îáîáùåííîé òðàíñâåêöèåé tn(0, . . . , 0, c2, c3, . . . , cl−1). Â ðåçóëüòàòå îïÿòü ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà
âèäà (1), ó êîòîðîé íà ìåñòå (k + 1, n) ñòîèò 1, à íà ìåñòå (k + 1, k + 1) � íåêîòîðûé ýëåìåíò
η ∈ R. Ñîïðÿãàÿ åå òðàíñâåêöèåé tn,k+1(1 − η), ïîëó÷èì 1 íà ìåñòå (k + 1, k + 1). Òàê êàê
ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû îçíà÷àåò ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó, à ïðè ñîïðÿæåíèè òðàíñâåêöèè îïÿòü
ïîëó÷àåòñÿ òðàíñâåêöèÿ, òî íà ñàìîì äåëå ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ σ íàéäåòñÿ
òðàíñâåêöèÿ τ1 ∈ GLn(M) òàêàÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå στ1 â íåêîòîðîé áàçå èìååò ìàòðèöó
âèäà

[στ1] =

 1k 0
λ1, . . . , λk 1, µ2, . . . , µl

∗ ∗

 ∈ GLn(R), λi, µj ∈ R. (2)

6



Âûáåðåì äàëåå òðàíñâåêöèþ τ2 ∈ GLn(M), êîòîðàÿ â òîé æå áàçå èìååò ìàòðèöó [τ2] =
tk+1(−λ1, . . . ,−λk,−µ2, . . . ,−µl). Òîãäà

[στ1τ2] =

(
1k+1 0
∗ ∗

)
∈ GLn(R).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå στ1τ2 èìååò íåïîäâèæíûé ìîäóëü ðàçìåðíîñòè k + 1 è åãî
âû÷åò ðàâåí l − 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ1 = στ1τ2 � áîëüøàÿ äèëàòàöèÿ. Ïîñòðîèì òðàíñâåêöèþ τ3 òàêóþ,
÷òî ïðîèçâåäåíèå τ2τ3 ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåêöèåé, à ïðåîáðàçîâàíèå σ1τ3 óæå íå ÿâëÿåòñÿ áîëü-
øîé äèëàòàöèåé. Ïóñòü e1, . . . , ek � áàçèñ íåïîäâèæíîãî ìîäóëÿ Pστ1 , à e1, . . . , ek+1 � áàçèñ
íåïîäâèæíîãî ìîäóëÿ Pσ1 . Âû÷åòíûé ìîäóëü òðàíñâåêöèè τ2, î÷åâèäíî, ïîðîæäàåòñÿ âåêòî-
ðîì ek+1τ2−ek+1, êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì â Rn, íî äëÿ êîòîðîé
íàéäåòñÿ íåêîòîðîå λ ∈ F òàêîå, ÷òî âåêòîð f1 = λ(ek+1τ2 − ek+1) óíèìîäóëÿðåí â Rn. Òàê
êàê M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äîïîëíÿåìîñòè, òî ìû ìîæåì ïîäîáðàòü âåêòîðû ek+3, . . . , en

òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {e1, . . . , ek+1, f1, ek+3, . . . , en} îáðàçîâûâàëî áàçó M. Óäàëèì
èç ýòîãî ìíîæåñòâà âåêòîð ek+3. Òîãäà îñòàâøèåñÿ âåêòîðû áóäóò ïîðîæäàòü íåêîòîðûé ïîä-
ìîäóëü H. Â êà÷åñòâå èñêîìîé òðàíñâåêöèè τ3 âûáåðåì òðàíñâåêöèþ ñ íåïîäâèæíûì ìîäóëåì
H è âû÷åòíûì ìîäóëåì Pτ3 = R(ek+1τ2 − ek+1). Òàê êàê âû÷åòíûå ìîäóëè òðàíñâåêöèé τ2 è
τ3 ñîâïàäàþò, òî ïî ëåììå 1 ïðîèçâåäåíèå τ2τ3 ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåêöèåé. Íà âåêòîðàõ áàçû τ3

äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f1τ3 = f1,

ek+3τ3 = ek+3 + (ek+1τ2 − ek+1),

eiτ3 = ei, i = 1, . . . , k + 1, k + 4, . . . , n.

Òàê êàê Pστ1 ⊆ Pτ2τ3 , à Rτ2τ3 6⊆ Pστ1 , òî ââèäó ëåììû 2 ïðåîáðàçîâàíèå σ1τ3 = στ1 · τ2τ3 íå
ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé äèëàòàöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå σ1τ3 íå ÿâëÿåòñÿ
áîëüøîé äèëàòàöèåé è èìååò âû÷åò l − 1. Ââèäó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê áûëî çàìå÷åíî â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, âñÿêàÿ áîëüøàÿ äèëàòàöèÿ σ èç
GLn(M) â íåêîòîðîé áàçå èìååò ìàòðèöó

[σ] =

(
1k 0
a u1l

)
∈ GLn(R), l = res σ, u ∈ R∗. (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ≤ l ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ìû æå äîêàæåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Äüåäîííå äëÿ áîëüøèõ äèëàòà-
öèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, ÿâëÿþùååñÿ îáëàñòüþ öå-
ëîñòíîñòè, è ñâîáîäíûé ìîäóëü M = Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äîïîëíÿåìîñòè. Òîãäà
âñÿêàÿ áîëüøàÿ äèëàòàöèÿ σ èç GLn(M) ñ âû÷åòîì l = res σ > 1 ïðåäñòàâèìà â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ l òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òðàíñ-
âåêöèåé, åñëè σ ∈ SLn(M), è ÿâëÿåòñÿ äèëàòàöèåé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè÷åì ìåíüøåãî
÷èñëà òðàíñâåêöèé íåäîñòàòî÷íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íåêîòîðîé áàçå e1, . . . , en ïðåîáðàçîâàíèå σ èìååò
ìàòðèöó (3). Ïîäáåðåì òðàíñâåêöèþ τ1 òàê, ÷òîáû â ýòîé æå áàçå îíà èìåëà ìàòðèöó

tn(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, u−1, . . . , u−1︸ ︷︷ ︸
l−1

).

Òîãäà ìàòðèöà [στ1] áóäåò ñîäåðæàòü â ïîñëåäíåì ñòîëáöå íà ìåñòàõ ñ (k + 1)�ãî äî (n −
1)�ãî åäèíèöû. Ïóñòü, äàëåå, òðàíñâåêöèÿ τ2 èìååò ìàòðèöó tn,k+1(1 − u). Òîãäà ìàòðèöà
ïðåîáðàçîâàíèÿ τ−1

2 στ1τ2 èìååò âèä

[τ−1
2 στ1τ2] =

(
1k 0
a1 b

)
, ãäå b =


1 0 . . . 0 1

1− u 1
... u1l−2

...
1− u 1

−(1− u)2 0 . . . 0 2u− 1

 ∈ GLl(R).

Âûáåðåì, íàêîíåö, òðàíñâåêöèþ τ3, èìåþùóþ â íàøåì áàçèñå ìàòðèöó tk+1(−a11, . . . , −a1k,
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

l−2

,−1), ãäå ai,j � ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû a1. Òîãäà

[σ1] = [τ−1
2 στ1τ2τ3] =



0

1k+1 0
...
0
u

u1l−2
...

a2 u
0 . . . 0 u2


è ïðåîáðàçîâàíèå σ1 èìååò âû÷åò l − 1. Åñëè l = 2, òî ìû òåì ñàìûì ïðåäñòàâèëè èñõîäíîå
ïðåîáðàçîâàíèå σ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåêöèåé ïðè u2 = 1 è ÿâëÿåòñÿ äèëàòàöèåé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîïóñòèì, ÷òî l > 2. Âûáåðåì ïðåîáðàçîâàíèå ρ, èìåþùåå ìàòðèöó

tk+2,n(u−1)tn,k+2(1− u),

è ñîïðÿæåì èì ïðåîáðàçîâàíèå σ1, ïîëó÷èì

[ρ−1σ1ρ] =

(
1k+1 0
a3 b1

)
, ãäå b1 =


1 0 . . . 0 1

u− u2 u
... u1l−3

...
u− u2 u

v 0 . . . 0 v + u3

 ∈ GLl−1(R),

v = −u3 + u2 + u− 1.

Äàëåå, ïîäáèðàåì òðàíñâåêöèþ τ4 ñ ìàòðèöåé

[τ4] = tk+2(−a′11, . . . ,−a′1,k+1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−3

,−1),
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ãäå a′i,j � ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû a3. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå σ2 = ρ−1σ1ρτ4 èìååò
ìàòðèöó

[σ2] =


1k+2 0 0

u2

u1l−3
...

∗ u2

0 . . . 0 u3

 .

Åñëè l−3 = 0, òî ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ σ â ïðîèçâåäåíèå òðåõ òðàíñâåêöèé
è îäíîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåêöèåé, åñëè u3 = 1, è ÿâëÿåòñÿ
äèëàòàöèåé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñëè æå l−3 > 0, òî, ïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå
îïèñàííûì âûøå, â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå.

Çàêëþ÷èòåëüíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ãðóïïà GLn(M) âëîæåíà â
ãðóïïó GLn(V ), ãäå V � n�ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì ÷àñòíûõ êîëüöà R,
à â ãðóïïå GLn(V ) íèêàêàÿ áîëüøàÿ äèëàòàöèÿ σ íå ðàçëîæèìà â ïðîèçâåäåíèå < res σ
òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [7, ïðåäëîæåíèå 2.1.6]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 3. Ñëó÷àé R = Z

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçìû ñâîáîäíîãî Z�ìîäóëÿ M = Zn,
n ≥ 3. Ïóñòü σ � íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå èç GLn(M). Åñëè σ ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé äèëàòà-
öèåé, òî σ ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî òåîðåìå 2. Ïîýòîìó
äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé äèëàòàöèåé. Òàê êàê ðàíã ñòàáèëüíîñòè
êîëüöà Z ðàâåí 2, òî ïî òåîðåìå 1, ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå σ = σ0τ1τ2 . . . τ2(n−2), ãäå τi �
òðàíñâåêöèÿ, à σ0 � ïðåîáðàçîâàíèå ñ âû÷åòîì res σ0 ≤ 2. Åñëè res σ0 ≤ 1, òî σ0 ÿâëÿåò-
ñÿ ëèáî òðàíñâåêöèåé, ëèáî äèëàòàöèåé è ïîýòîìó ìû èìååì ðàçëîæåíèå σ â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî res σ0 = 2, è ìû õîòèì ðàçëîæèòü σ0

â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàê êàê Z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äîïîëíÿåìîñòè,
òî â íåêîòîðîé áàçå ïðåîáðàçîâàíèå σ0 èìååò ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà

A =


1n−2 0

a b
∗

c d

 , a, b, c, d ∈ Z; ad− bc = ±1. (1)

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ïðîñòûìè ìàòðèöàìè, äîñòàòî÷íî
ðàçëîæèòü ìàòðèöó A â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìàòðèö (êîòîðûå ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü
òðàíñâåêöèÿìè è äèëàòàöèÿìè) â ñëó÷àå n = 3.

Äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû X ∈ GLn(Z) ÷åðåç νn(X) áóäåì îáîçíà÷àòü íàèìåíüøåå m ∈ N òàêîå,
÷òî X � ïðîèçâåäåíèå m ïðîñòûõ ìàòðèö.

Â ðàáîòå [18] äîêàçàíî, ÷òî åñëè â ìàòðèöå A âìåñòî êëåòêè, îòìå÷åííîé çâåçäî÷êîé, ñòî-
èò íóëåâàÿ êëåòêà, è A ∈ SL3(Z), òî ν3(A) ≤ 43, ïðàâäà, àâòîðû [18] ðàçëàãàëè ìàòðèöó A
â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé. Ïîäïðàâèâ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èõ äîêà-
çàòåëüñòâî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ν3(A) ≤ 10. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 5. Ïóñòü e � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî è

P =

 1 0 0
0 α β
0 γ δ

 , Q =

 1 0 0
0 αe β
0 x y


� ìàòðèöû èç SL3(Z). Òîãäà íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà κ1 è κ2 è âåêòîðû v1, . . . , v8 èç Z2òàêèå,
÷òî

P e = (Qt32(κ1))
t3(v1)(t1(v2))

t1(v3)(t2(v4))
t1(v5)t1(v6)(t2(v7))

t3,1(κ2)t1(v8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå åñëè îäèí èç ýëåìåíòîâ α, β, γ èëè δ ðàâåí íóëþ, óòâåðæäåíèå
òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýòè êîýôôèöèåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ.

Ïîëîæèì
L =

(
α β
γ δ

)
∈ SL2(Z).

Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè, ìàòðèöà L óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ L2 = −I +tr(L) ·L, ãäå I
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èç SL2(Z). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî è äëÿ âñÿêîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî
m ≥ 2 íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà fm è gm, äëÿ êîòîðûõ

Lm = fmI + gmL. (2)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè fm−1 è gm−1 óæå íàéäåíû, òî

Lm = Lm−1L = (fm−1I + gm−1L)L =

= fm−1L + gm−1L
2 = fm−1L + gm−1(−I + tr(L) · L) = −gm−1I + (fm−1 + gm−1tr(L))L,

è äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü fm = −gm−1, gm = fm−1 + gm−1tr(L).
Îáîçíà÷èì f = fe, g = ge. Òàê êàê 1 = det(Le) ≡ det(gL) ≡ g2(modf), òî f äåëèò

g2 − 1 = (g + 1)(g − 1). Ïîëîæèì

f = f+f−, f+, f− ∈ Z,
g + 1 = jf+, g − 1 = kf−, k, j ∈ Z.

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

R = (t1(−1, k))t31(−f−)t1(1− f+, f−)t2(j,−f−) =

 ∗ 1 ∗
∗ ∗ 0
f 0 g

 .

Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû R, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî

S = t21(λ)Rt31(α)t23(µ)t21(η) =

 ∗ ∗ ∗
−β 1 0

f + gα 0 g

 ,

ãäå λ = −j(1− f+), µ = kj(1− f+), η = (1− f+)(g + jαk)− β.
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îáîáùåííî ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé (ëåììà 3), ïðåäñòàâèì S â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõ ïðîñòûõ ìàòðèö:

S = (t1(w1))
t1(w1)(t2(j,−f−))t1(w2)t1(w3)t2(η, µ),
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ãäå w1 = (−λ,−f−), w2 = (f+ − 1− λ,−f−), w3 = (1− f+ + λ, α + f−).
Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ïðè êîëüöåâîì ãîìîìîðôèçìå Z −→ Z/βZ ìàòðèöû P è P e ïåðåéäóò

â òðåóãîëüíûå ìàòðèöû è, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (2) ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå
f + gα ≡ αe(mod β). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî k äëÿ êîòîðîãî

C = Qt32(k) =

 1 1 0
0 f + gα β
0 s y

 .

Ìàòðèöó

U = CS =

 ∗ ∗ ∗
0 f + gα β
1 ∗ ∗


ñîïðÿæåì ýëåìåíòàðíîé òðàíñâåêöèåé t31(λ1), ãäå λ1 ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàò-
ðèöà U1 èìåëà ñëåäóþùèé âèä:

U1 = U t31(λ1) =

 1 µ1 η1

0 f + gα β
1 ∗ ∗


äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ µ1 è η1. Óìíîæèì åå ñëåâà íà t31(−1), à ñïðàâà íà t1(−µ1,−η1), ïîëó÷èì
ìàòðèöó

U2 =

 1 0 0
0 f + gα β
0 ∗ ∗

 .

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ìàòðèöû M è N èç SL2(Z) èìåþò îäèíàêîâûå ïåðâûå ñòðîêè,
ò. å.

M =

(
a b
c d

)
, N =

(
a b
c1 d1

)
,

òî íàéäåòñÿ íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî (c, d) = (c1 + la, d1 + lb). Ïîýòîìó ìû ìîæåì
íàéòè öåëîå ÷èñëî k1 òàêîå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå t3,2(k1)U2 ðàâíî ìàòðèöå P e. Òàêèì îáðàçîì,

P e = t31(−1)t32(k1)(CS)t31(λ1)t1(−µ1, η1).

Âñïîìèíàÿ ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû CS â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ìàòðèö è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ìàòðèöû t1(v) è t31(λ1) ïåðåñòàíîâî÷íû, ïîëó÷èì

P e = t3,1(−1)t3,2(k1)(Qt3,2(k))t3,1(λ1)(t1(w1)
t1((w′

1)(t2(j,−f−))t1(w′
2)t1(w3)(t2(η, µ))t3,1(λ1)t1(−µ1, η1),

ãäå w′
i = w + (0, λ1), i = 1, 2. Çàïèøåì ýòî ðàçëîæåíèå â òàêîì âèäå:

P e = t31(−1)P1t
1(w3)P2,

ãäå
P1 = t32(k1)(Qt32(k))t31(λ1)(t1(w1))

t1(w′
1)(t2(j,−f−))t1(w′),

P2 = (t2(η, µ))t31(λ1)t1(−µ1, η1).
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Ïî ëåììå 3, ä)
P e = P

t31(1)
1 t1(w′

3)P2,

ãäå w′
3 = w3 − (0, 1). Îáîçíà÷èì

P3 =
(
(t1(w1))

t1(w′
1)(t2(j,−f−))t1(w′

2)
)t31(1)

t1(w′
3)P2.

Òîãäà
P e = t32(k1)(Qt32(k))t31(λ1+1)P3.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òðàíñâåêöèè t32(x) è t31(y) ïåðåñòàíîâî÷íû, ââèäó ëåììû 3, ä), ìîæåì óìåíü-
øèòü ÷èñëî ïðîñòûõ ìàòðèö â ðàçëîæåíèè P e:

P e = (Qt32(λ2))
t3(w4)P3,

ãäå λ2 = k + k1, w4 = (λ1 + 1,−k1). Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå äëÿ P3, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

P e = (Qt32(λ2))
t3(w4)(t1(w1))

t1(w2)(t2(j,−f−))t1(w5)t1(w′
3)(t2(η, µ))t3,1(λ1)t1(−µ1, η1).

Ëåììà äîêàçàíà.
Èñïîëüçóÿ ýòó ëåììó, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Ëåììà 6. Âñÿêàÿ ìàòðèöà

A =

 1 0 0
∗ a b
∗ c d

 ∈ GL3(Z)

ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ 10 ïðîñòûõ ìàòðèö. Åñëè æå det A = 1, òî ýòè ìàò-
ðèöû ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû îíè ÿâëÿëèñü òðàíñâåêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A íå ÿâëÿåòñÿ íè áîëüøîé äèëàòàöèåé íè òðàíñ-
âåêöèåé, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Èñïîëüçóÿ, åñëè íàäî, ïîïåðåìåííîå
ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû A ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåêöèÿìè t23(λi) è t32(µi) ïðè ïîäõîäÿùèõ öå-
ëûõ ÷èñëàõ λi è µi, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A èìååò òàêîé âèä

A =

 1 0 0
h a b
0 c d

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a, b, c èëè d ðàâåí 0, òî ν3(A) ≤ 2.
Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýòè êîýôôèöèåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ. Åñëè A íå ëåæèò
â ãðóïïå SL3(Z), òî äîìíîæèì åå ñëåâà íà äèëàòàöèþ d1 = diag(1,−1, 1). Òîãäà ïîëó÷åííàÿ
ìàòðèöà A1 = d1A èìååò îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé 1. Äàëåå, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò êîýôôèöèåíòà
ñòîÿùåãî íà ìåñòå (2, 1), óìíîæèì íàøó ìàòðèöó ñëåâà íà òðàíñâåêöèþ t2,1(±h). Ïîëó÷èì
ìàòðèöó âèäà

A2 =

 1 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 ∈ SL3(Z).

Òåïåðü ìû õîòèì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â íàøåé ìàòðèöå íà ìåñòå (2, 3) ñòîÿë íå÷åòíûé
êîýôôèöèåíò. Åñëè ýòî íå òàê, òî êîýôôèöèåíò ñòîÿùèé íà ìåñòå (3, 3) â ìàòðèöå A2 íå÷åòåí.
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Óìíîæèì A2 ñëåâà íà t23(1), ïîëó÷èì ìàòðèöó A3 = t23(1)A2 = t23(1)t21(h)d1A ó êîòîðîé
êîýôôèöèåíò (2, 3) íå÷åòåí. Áîëåå òîãî, ïåðåõîäÿ, åñëè íàäî, ê îáðàòíîé ìàòðèöå, ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò êîýôôèöèåíò ñðàâíèì ñ 3 ïî ìîäóëþ 4.

Â ðàáîòå [18] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêîé ìàòðèöû A3 ìîæíî òàê ïîäîáðàòü öåëûå ÷èñëà m1

è m2, ÷òî ìàòðèöà

H = t32(m1)t23(m2)A3 =

 1 0 0
0 u p
0 q v


îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: êîýôôèöèåíòû p è q � ïîëîæèòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà,
1
2
(p − 1) íå äåëèòñÿ íàöåëî íà 2 è ÷èñëà 1

2
(p − 1), q − 1 âçàèìíî ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ρ è σ, ÷òî 1
2
(p − 1)ρ − (q − 1)σ = 1. Ïîýòîìó

ìàòðèöó H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

H = H
1
2
(p−1)ρH−(q−1)σ.

Äàëåå, ïîëüçóÿñü ëåììîé 5, ìû ïðåäñòàâèì ìàòðèöó H â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ìàòðèö
è óæå èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàéäåì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå äëÿ ìàòðèöû A.

Ïðåäñòàâèì âíà÷àëå ìàòðèöó H
1
2
(p−1)ρ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ìàòðèö. Ââèäó òåî-

ðåìû Ôåðìà (ñì., íàïðèìåð, [23, ñ. 44]) ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

u(p−1)ρ ≡ 1(mod p).

Ñëåäîâàòåëüíî, u
1
2
(p−1)ρ ≡ ±1(mod p). Åñëè u

1
2
(p−1)ρ ñðàâíèìî ñ 1, òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî

α èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî u
1
2
(p−1)ρ − 1 = αp. Ïîëîæèì

B1 = t2,3(p)t3,2(α) =

 1 0 0
0 1 + αp p
0 α 1

 =

 1 0 0

0 u
1
2
(p−1)ρ p

0 α 1

 .

Ïî ëåììå 5

H
1
2
(p−1)ρ = (t23(p)t32(α + ζ1))

t3(u1)(t1(u2))
t1(u3)(t2(u4))

t1(u5)t1(u6)(t2(u7))
t31(ζ2)t1(u8)

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ζ1 è ζ2 è âåêòîðîâ ui èç Z2. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå, ν3(H
1
2
(p−1)ρ) ≤

5. Ââèäó ëåììû 3, â)
(t2(u7))

t31(ζ2) = t2(u
′
7)

äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà u′
7 èç Z2, êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå t1(u6)t2(u

′
7) ðàâíî

ïðîèçâåäåíèþ t2(u
′
6)t31(ζ3) äëÿ íåêîòîðîãî ζ3 è âåêòîðà u′

6. Ñëåäîâàòåëüíî,

H
1
2
(p−1)ρ = (t23(p))t3(u1)t32(α + ζ1)(t1(u2))

t1(u3)(t2(u4))
t1(u5)t2(u

′
6)t31(ζ3)t1(u8).

Ïîëîæèì, äàëåå, u9 = (ζ3, α + ζ1), u′
3 = u3 + (ζ3, 0), w′

5 = w5 + (ζ3, 0) è, ïåðåíîñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìàòðèöû (ïî ëåììå 3, ä)), ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå íà 6 ïðîñòûõ ìàòðèö:

H
1
2
(p−1)ρ = (t23(p))t3(u1)t3(u9)(t1(u2))

t1(u′3)(t2(u4))
t1(u′5)(t2(u

′
6))

t31(ζ3)t1(u8).

Íàéäåì âåêòîð u′′
6 èç ðàâåíñòâà (t2(u

′
6))

t31(ζ3) = t2(u
′′
6). Ñðàâíèâàÿ âåêòîðû u′

3 è u′
5, çàìå÷à-

åì, ÷òî èõ âòîðûå êîìïîíåíòû ñîâïàäàþò, à ïåðâûå � îòëè÷àþòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî ζ4.
Ñëåäîâàòåëüíî, t1(u′

5) = t1(u′
3)t12(ζ4), è ââèäó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè t2(u4) è t12(ζ4) èìååì

(t1(u2))
t1(u′3)(t2(u4))

t1(u′5) = (t1(u2)t
2(u4))

t1(u′5).
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Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

t1(u2)t
2(u4) = t1(u

′
2)t32(ζ5), (t32(ζ5))

t1(u′5) = t3(u
′′
5),

ñïðàâåäëèâûå ïðè íåêîòîðîì öåëîì ζ5 è öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðàõ u′
2 è u′′

5, ïîëó÷èì

(t1(u2))
t1(u′3)(t2(u4))

t1(u′5) = (t1(u
′
2))

t1(u′5)t3(u
′′
5).

Îòñþäà
H

1
2
(p−1)ρ = (t23(p))t3(u1)t3(u9)(t1(u

′
2))

t1(u′5)t3(u
′′
5)t2(u

′′
6)t1(u8).

Îáúåäèíÿÿ òðàíñâåêöèè t3(u9) è t3(u
′′
5), ïî ëåììå 3, ä), ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçëîæåíèå

H
1
2
(p−1)ρ = (t23(p))t3(u1)t3(u

′
9)(t1(u

′
2))

t1(u′5)t3(u′′5 ),

ãäå u′
9 = u9 + u′′

5.

Åñëè æå u
1
2
(p−1)ρ ≡ −1(mod p), òî äëÿ íåêîòîðîãî α âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

u
1
2
(p−1)ρ + 1 = αp.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

B1 = (t32(−1))t23(−2)t2,3(4− p)t32(α) =

 1 0 0

0 u
1
2
(p−1)ρ p

0 0 p− 1


è, ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, íàéäåì ðàçëîæåíèå

H
1
2
(p−1)ρ = (t32(−1))t23(−2)t3(u1)(t23(4− p))t3(u1)t3(u2)(t1(u3))

t1(u4)t3(u5)t2(u6)t1(u7)

äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ u1, . . . , u7 èç Z2.

Íàéäåì òåïåðü ðàçëîæåíèå ìàòðèöû H−(q−1)σ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìàòðèö. Îïÿòü ïî
òåîðåìå Ôåðìà íàéäåì öåëîå ÷èñëî β, äëÿ êîòîðîãî v(q−1)σ − 1 = βq, è ïîëîæèì

B2 = t23(−q)t32(−β) =

 1 0 0
0 v(q−1)σ −q
0 −β 1

 .

Äàëåå, ïî ëåììå 5 íàéäåì ðàçëîæåíèå ìàòðèöû

B3 =

 1 0 0
0 v −q
0 −p u

(q−1)σ

â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìàòðèö. Ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, çàìåòèì, ÷òî
ν3(B3) ≤ 5, è, íàêîíåö, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî H−(q−1)σ = BT

3 , ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçëî-
æåíèå

H−(q−1)σ = t1(w1)t
2(w2)(t

1(w3))
t3(w4)t1(w5)t3(w6)(t32(ξ))

t3(w7),

ãäå wi � íåêîòîðûå âåêòîðû èç Z2, à ξ ∈ Z.
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Âñïîìèíàåì, ÷òî

H = t32(m1)t23(m2)A3 = t32(m1)t23(m2 + 1)A2 = t32(m1)t2(v)d1A,

ãäå v = (h,m2 + 1), à äëÿ êîíêðåòíîé ìàòðèöû A íåêîòîðûå ïðîñòûå ìàòðèöû ìîãóò îòñóò-
ñòâîâàòü. Îòñþäà

A = d1t2(−v)t32(−m1)H
1
2
(p−1)ρH−(q−1)σ.

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ H
1
2
(p−1)ρ è H−(q−1)σ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìàòðèö, ïðè÷åì äëÿ

ïåðâîé èç íèõ âîçüìåì ðàçëîæåíèå èç âòîðîãî ñëó÷àÿ, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì.
Ïîëó÷èì

A = d1t2(−v)t32(−m1)(t32(−1))t23(−2)t3(u)×

×(t23(4− p))t3(u1)t3(u2)(t1(u3))
t1(u4)t3(u5)t2(u6)t1(u7)×

×t1(w1)t
2(w2)(t

1(w3))
t3(w4)t1(w5)t3(w6)(t32(ξ))

t3(w7).

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ν3(A) ≤ 10.
Ïî ëåììå 3, ä) ïåðåíåñåì t32(−m1) âïðàâî òàê, ÷òîáû îíà îêàçàëàñü ðÿäîì ñ t3(u2).

Èõ ïðîèçâåäåíèå t32(−m1)t3(u2) = t3(u
′
2) äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà u′

2. Êðîìå òîãî, ïðîèç-
âåäåíèå t3(u1)t32(m1) îáúåäèíèì â îäíó ìàòðèöó t3(u

′
1). Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

t2(u6)t1(u7)t
1(w1) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ

t2(u
′
6)(t1(u

′
7))

t21(ξ1)t31(ξ2)

äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ u′
6 è u′

7 èç Z2 è íåêîòîðûõ ÷èñåë ξ1, ξ2 ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî,

A = d1t2(−v)(t32(−1))t23(−2)t3(u′1)(t23(4− p))t3(u′1)t3(u
′
2)×

×(t1(u3))
t1(u4)t3(u5)t2(u

′
6)(t1(u

′
7))

t21(ξ1)t31(ξ2)t
2(w2)×

×(t1(w3))
t3(w4)t1(w5)t3(w6)(t32(ξ))

t3(w7).

Â ýòîì ðàçëîæåíèè ïî ëåììå 3, ä) ïåðåíåñåì ìàòðèöó t31(ξ2) âëåâî è ïîëîæèì t3(u
′′
2) =

t3(u
′
2)t31(ξ2). Òîãäà

A = C1t3(u
′′
2)(t1(u3))

t1(u4)t3(u′5)t2(u
′′
6)(t1(u

′
7))

t1(u8)t2(w2)C2,

ãäå ÷åðåç Ci îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ìàòðèö, à âåêòîðû u′
5, u′′

6,
u8 íàéäåì èç ðàâåíñòâ

t3(u
′
5) = t3(u5)t31(ξ2), t2(u

′′
6) = (t2(u

′
6))

t31(ξ2), t1(u8) = t21(ξ1)t31(ξ2).

Àíàëîãè÷íî, ïåðåíîñÿ òðàíñåêöèþ t2(u
′′
6) âëåâî è çàìå÷àÿ, ÷òî ìàòðèöà d = d1t2(−v)t2(u

′′
6) =

d1t2(u
′′
6 − v) ÿâëÿåòñÿ äèëàòàöèåé, ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Òàêèì îáðàçîì,

ëåììà 6 äîêàçàíà.
Èç ýòîé ëåììû, ââèäó òåîðåì 1 è 2 ëåãêî âûâîäèòñÿ
Òåîðåìà 3. Ïóñòü n ≥ 3. Âñÿêèé àâòîìîðôèçì σ ñâîáîäíîãî Z�ìîäóëÿ M = Zn ïðåä-

ñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå áîëåå 2n+5 òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåêöèåé, åñëè σ ∈ SLn(M), è äèëàòàöèåé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü øèðèíó ãðóïïû SLn(Z) ïðè n ≥ 3 îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà êîììóòà-
òîðîâ. Ââèäó òîãî, ÷òî âñÿêàÿ òðàíñâåêöèÿ ìîäóëÿ Zn ïðè n ≥ 3 ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì, èç
òåîðåìû 3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ýòà øèðèíà íå ïðåâîñõîäèò 2n + 6. Ìû æå ñåé÷àñ
äàäèì áîëåå òî÷íóþ îöåíêó, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò n.

Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ ìàòðèöà èç SLn(Z), n ≥ 3, ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå
áîëåå 10 êîììóòàòîðîâ èç SLn(Z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç SLn(Z), n ≥ 3. Ââèäó ëåììû 4

X = u1l1

(
1n−3 0

0 A2

)
u2l2,

ãäå ui, li � óíèòðåóãîëüíûå ìàòðèöû èç SLn(Z), à A2 ∈ SL3(Z) è èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â
äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåé ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåå ìû èìååì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

A2 = t23(λ1)t32(µ1)C(t23(λ2))
t3(α1)t3(α2)×

×(t1(β1))
t1(α3)t3(α4)t2(γ1)t1(β2)t

1(α5)t
2(γ2)×

×(t1(α6))
t3(α7)t1(β3)t3(α8)(t32(µ2))

t3(α9),

ãäå λi, µi � öåëûå ÷èñëà, αj, βk, γl � íåêîòîðûå âåêòîðû èç Z2, à

C = (t32(µ3))
t23(λ3)t3(α10)

� ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ñ ýëåìåíòàðíîé òðàíñâåêöèåé. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñÿêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ
òðàíñâåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì, ìàòðèöà C òàêæå ïðåäñòàâèìà â âèäå êîììóòàòîðà.
Ïåðåïèøåì ýòî ðàçëîæåíèå â òàêîì âèäå:

A2 = C1t23(λ1)t32(µ1)(t23(λ2))
t3(α1)t3(α2)×

×(t1(β1))
t1(α3)t3(α4)t2(γ1)t1(β2)t

1(α5)t
2(γ2)×

×(t1(α6))
t3(α7)t1(β3)t3(α8)(t32(µ2))

t3(α9),

ãäå C1 = Ct32(−µ1)t23(−µ1). Äàëåå ìû õîòèì ïðåäñòàâèòü ïðîèçâåäåíèå òðàíñâåêöèé, ñòîÿùèõ
ïîñëå C1, â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì òðàíñâåêöèè
t2(γ1) è t2(γ2) â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé:

t2(γ1) = t21(ξ1)t23(ξ2), t2(γ2) = t32(ξ4)t12(ξ3),

γ1 = (ξ1, ξ2), γ2 = (ξ3, ξ4), à òàêæå îáîçíà÷èì:

u3 = t23(λ1), l3 = t32(µ1)t3(−α1),

u4 = t23(λ2), l4 = t3(α1)t3(α2)t3(−α4)t
1(−α3),

u5 = t1(β1), l5 = t1(α3)t3(α4)t21(ξ1),

u6 = t23(ξ2)t1(β2), l6 = t1(α5)t32(ξ4),

u7 = t12(ξ3)t1(−β3)t
3(−α7), l7 = t1(α6),

u8 = t3(α7)t1(β3)t
3(α8)t

3(−α9), l8 = t32(µ2),

u9 = t3(α9).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

A2 = C1

(
8∏

i=3

(uili)

)
u9,

ãäå, êàê ëåãêî çàìåòèòü, âñå ìàòðèöû ui ÿâëÿþòñÿ âåðõíåóíèòðåóãîëüíûìè, à li � íèæíåóíèò-
ðåóãîëüíûìè. Èç ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ìàòðèöû X â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ êîììóòàòîðà è 16 óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Òàê êàê âñÿêàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëåííàÿ â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ m óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
≤ [m/2]+1 êîììóòàòîðîâ [24, ñëåäñòâèå 14], òî ìàòðèöà X ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
≤ 10 êîììóòàòîðîâ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 3, ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, äî-
âîëüíî ãðóáîé. Èíòåðåñíî áûëî áû ïîëó÷èòü òî÷íîå çíà÷åíèå øèðèíû. Îáîáùèòü òåîðåìó
3 íà âñå êîëüöà s-ðàíãà 2 è äàæå íà âñå åâêëèäîâû êîëüöà óæå íåëüçÿ, òàê êàê øèðèíà
êîììóòàíòà ãðóïïû ãðóïïû SLn(C[x]), n ≥ 2, áåñêîíå÷íà [15]. Íî ìîæíî ïîïðîáîâàòü îáîá-
ùèòü òåîðåìó 3 íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà öåëûõ ÷èñåë íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
÷èñëîâîãî ïîëÿ, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé â ðàáîòå [3]
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