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Â. Ã. Áàðäàêîâ

Ñëåäóÿ À. È. Ìàëüöåâó [1], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ôèíèòíî îò-

äåëèìà îò ýëåìåíòà g ∈ G \ H, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ϕ ãðóïïû G â íåêîòîðóþ
êîíå÷íóþ ãðóïïó, ïðè êîòîðîì ϕ(g) 6∈ ϕ(H). Ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ îòäåëèìà îò âñåõ íå âõî-
äÿùèõ â íåå ýëåìåíòîâ, íàçûâàþò ôèíèòíî îòäåëèìîé. Ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî ãîìîìîðôíûõ
îòîáðàæåíèé íà êîíå÷íûå ãðóïïû ãîìîìîðôèçìû â ãðóïïû êàêîãî-ëèáî äðóãîãî êëàññà K,
ïðèäåì ê îïðåäåëåíèþ îòäåëèìîñòè â êëàññå K. Â ÷àñòíîñòè, åñëè K � êëàññ êîíå÷íûõ
p�ãðóïï, òî îòäåëèìîñòü â ýòîì êëàññå áóäåì íàçûâàòü p�îòäåëèìîñòüþ Ïðîáëåìà ôèíèòíîé
îòäåëèìîñòè ïîäãðóïï òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé âõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ â ïîäãðóïïó [1].

Èç ðåçóëüòàòà Ì. Õîëëà [2] ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé
ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî îòäåëèìîé.

Òåîðåìà Õîëëà ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâîé, åñëè êëàññ êîíå÷íûõ ãðóïï çàìåíèòü êëàñ-
ñîì êîíå÷íûõ p�ãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì â áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå G =
< a > ïîäãðóïïó H =< aq >, ãäå q � ïðîñòîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò p. Î÷åâèäíî, a 6∈ H, íî ïðè
ëþáîì ãîìîìîðôèçìå ãðóïïû G íà p�ãðóïïó îáðàç ýëåìåíòà a ïîïàäàåò â îáðàç ïîäãðóïïû
H, ò. å. ïîäãðóïïà H íå ÿâëÿåòñÿ p�îòäåëèìîé.

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå H íå ÿâëÿëàñü p′�èçîëèðîâàííîé â G. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà
H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ p′�èçîëèðîâàííîé (ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî), åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
÷èñëà q, îòëè÷íîãî îò p, è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà g ∈ G èç âêëþ÷åíèÿ gq ∈ H ñëåäóåò,
÷òî è g ∈ H. Åñëè æå â â ðàçîáðàííîì âûøå ïðèìåðå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî p′�èçîëèðîâàííûå
ïîäãðóïïû, òî êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ p�îòäåëèìîé.

Ä. È. Ìîëäàâàíñêèé âûñêàçàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî
äëÿ ëþáîé ñâîáîäíîé ãðóïïû:

Âîïðîñ ([3, âîïðîñ 15.60]). Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ p′�èçîëèðîâàííàÿ
ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû îòäåëèìà â êëàññå êîíå÷íûõ p�ãðóïï? Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî

âåðíî äëÿ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Â ïîëüçó ýòîé ãèïîòåçû ãîâîðèò è ðåçóëüòàò Å. Ä. Ëîãèíîâîé [4, � 3] î òîì, ÷òî âî âñÿêîé
êîíå÷íî ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå ëþáàÿ p′�èçîëèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà îòäåëèìà â
êëàññå êîíå÷íûõ p�ãðóïï.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà. Âî âñÿêîé ñâîáîäíîé íåàáåëåâîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ èçî-

ëèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà, êîòîðàÿ íå îòäåëèìà â êëàññå íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Òàê êàê âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ p�ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé [5, ñ. 162], à âñÿêàÿ èçîëèðî-
âàííàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ è p′�èçîëèðîâàííîé äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p, òî íåïîñðåäñòâåííî
èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Ä. È. Ìîëäàâàíñêîãî.

Ñëåäñòâèå. Âî âñÿêîé ñâîáîäíîé íåàáåëåâîé ãðóïïå äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñóùå-

ñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ p′�èçîëèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà, êîòîðàÿ íå îòäåëèìà â êëàññå

êîíå÷íûõ p�ãðóïï.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �02�01�01118)
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Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ íåàáåëåâó
ãðóïïó

F =< x, y, zi(i ∈ I) >,

ãäå I � íåêîòîðîå, âîçìîæíî, ïóñòîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Âûáåðåì â íåé ïîäãðóïïó

H =< x[y, x], y, zj(j ∈ J) >,

ãäå [y, x] = y−1x−1yx, à J � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà I. Çàìåòèì, ÷òî H ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû F è, â ÷àñòíîñòè, íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà x. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü a = x[y, x], b = y, òî âñÿêîå ñëîâî, ïðèâåäåííîå â àëôàâèòå
A = {a±1, b±1, z±1

j (j ∈ J)}, ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îäèí èç ñèìâîëîâ a±1 èëè b±1, ÿâëÿåòñÿ ïðè-
âåäåííûì è êàê ñëîâî â àëôàâèòå X = {x±1, y±1, z±1

i (i ∈ I)}, à ïîòîìó ñîäåðæèò ëèáî ñèìâîë
y, ëèáî y−1, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü ðàâíî x.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà H íå îòäåëèìà â êëàññå íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ôàêòîð�ãðóïïû ãðóïïû F ïî ÷ëåíàì íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà γnF , n ∈ N, ãäå

γ1F = F, γi+1F = [γiF, F ], i = 1, 2, . . . ,

è ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìîìîðôèçìû

ϕn : F −→ F/γnF, n = 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì èç ýòèõ ãîìîìîðôèçìîâ îáðàç ïîäãðóïïû H ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì
ïîäãðóïïû < x, y, zj(j ∈ J) >. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî î÷åâèäíî ïðè n = 1, 2, à ïðè n > 2 ñëåäóåò
èç õîðîøî èçâåñòíîãî ôàêòà [6, òåîðåìà 31.2.5] î òîì, ÷òî åñëè íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà G ïî
ìîäóëþ êîììóòàíòàG′ = γ2G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a1, a2, . . . , ar, òî è ñàìàG ïîðîæäàåòñÿ
ýëåìåíòàìè a1, a2, . . . , ar. Òàê êàê ãðóïïû F/γnF ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè íèëüïîòåíòíûìè, òî
ïîäãðóïïà H íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëèìîé â êëàññå ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, à ïîòîìó è
â êëàññå âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà H èçî-
ëèðîâàíà â F . Äëÿ ïðîñòîòû äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ïîðîæäàþùèå zi

îòñóòñòâóþò. Îáùèé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñïðàâåäëèâà
Ëåììà. Ïîäãðóïïà H =< x[y, x], y > èçîëèðîâàíà â ñâîáîäíîé ãðóïïå F =< x, y >.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a = x[y, x], b = y. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ãðóïïû

F , êàê ñëîâà â àëôàâèòå X = {x±1, y±1}, à ýëåìåíòû ïîäãðóïïû H ëèáî, êàê ñëîâà â àëôàâèòå
A = {a±1, b±1}, ëèáî, êàê ñëîâà â àëôàâèòå X, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî a è b èõ âûðàæåíèÿ â
àëôàâèòå X. Ñèìâîëîì “ ≡ ” áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàôè÷åñêîå ðàâåíñòâî ñëîâ à àëôàâèòå X,
à ñèìâîëîì “ = ” � ðàâåíñòâî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå F .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðèâåäåííîãî ñëîâà f èç F è íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî
öåëîãîm ýëåìåíò fm ëåæèò âH. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîm > 0. Òîãäà äëÿ
íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë α1, β1, α2, β2, . . . , αk, βk, îòëè÷íûõ îò íóëÿ çà èñêëþ÷åíèåì âîçìîæíî
α1 è βk ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

fm = aα1bβ1aα2bβ2 . . . aαkbβk . (1)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðèâåäåíà â àëôàâèòå A, òî îíà ïðèâåäåíà
è â àëôàâèòå X. Ïîêàæåì, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ïðèâåäåííîå ñëîâî fm öèêëè÷åñêè ïðè-
âåäåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ áóêâó ïðèâåäåííîãî ñëîâà fm. Åñëè ýòîé
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áóêâîé ÿâëÿåòñÿ y, òî βk > 0. Åñëè, äàëåå, ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà fm îòëè÷íà îò y−1, òî ýòî ñëîâî
öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíî. Åñëè æå fm íà÷èíàåòñÿ ñ y−1, òî α1 = 0, à β1 < 0, ò. å. ñëîâî, ñòîÿùåå
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûì è â àëôàâèòå A.
Ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) ýëåìåíòîì y−1 = b−1. Ïîëó÷èì ýëåìåíò, ÿâëÿþùèéñÿ m�é
ñòåïåíüþ ýëåìåíòà èç F è ëåæàùèé â H. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
fm îêàí÷èâàåòñÿ áóêâîé y−1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî fm îêàí÷èâàåòñÿ áóêâîé x. Òîãäà
βk = 0, αk > 0. Åñëè fm íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû îòëè÷íîé îò x−1, òî fm öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíî.
Åñëè æå fm íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû x−1, òî α1 < 0. Ñîïðÿæåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) ýëåìåíòîì
a−1, ïîëó÷èì ýëåìåíò, ÿâëÿþùèéñÿ m�é ñòåïåíüþ ýëåìåíòà ãðóïïû F è ëåæàùèé â H. Åñëè
æå fm îêàí÷èâàåòñÿ áóêâîé x−1, òî ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî. Ïîâòîðÿåì îïèñàííóþ ïðîöå-
äóðó äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðèäåì ê ðàâåíñòâó òèïà (1) â êîòîðîì ñëîâî fm óæå öèêëè÷åñêè
ïðèâåäåíî.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî (1) ñ÷èòàÿ ñëîâî fm öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûì. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî fm ≡ f1f2 . . . fm, ãäå fi ≡ f , ò. å. â ïðîèçâåäåíèè fifi+1 óæå íåò ñîêðàùåíèé,
i = 1, 2, . . . ,m− 1. Ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî

f1f2 . . . fm = aα1bβ1aα2bβ2 . . . aαkbβk . (2)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî f1 ðàâíî íà÷àëüíîìó ïîäñëîâó ñëîâà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(2), òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî f1 ðàâíî ñëîâó â àëôàâèòå A, ò. å. f = f1 ∈ H è òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî.

Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèå ñëó÷àè íåâîçìîæíû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ íà÷àëüíîãî ïîäñëîâà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (2) è ïîäñëîâà ñëîâà a èëè a−1, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî ïîêàçàòåëÿ αl, 1 ≤ l ≤ k, èìååì
aαl ≡ aγa0a1a

δ, |αl| = |γ|+ |δ|+ 1, è

f1 ≡ aα1bβ1aα2bβ2 . . . bβl−1aγa0,

ãäå a ≡ a0a1 ïðè αl > 0 è a−1 ≡ a0a1 ïðè αl < 0. Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé áóêâû ñëîâà f1

ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
Ïóñòü ñëîâî f1 íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû x. Òàê êàê f1 ≡ f2, òî f2 òàêæå äîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ

áóêâû x, à ýòî âîçìîæíî â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ:

f1 ≡ aα1bβ1aα2bβ2 . . . bβl−1aγxy−1x−1y, γ ≥ 0, a0 ≡ xy−1x−1y,

èëè
f1 ≡ aα1bβ1aα2bβ2 . . . bβl−1aγx−1y−1, γ ≤ 0, a0 ≡ x−1y−1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå
f2 ≡ xaδbβlaαl+1w,

ãäå w � íåêîòîðîå ïðèâåäåííîå ñëîâî. Òàê êàê f1 íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû x, òî α1 > 0 è

f1 ≡ xy−1x−1yxaα1−1bβ1 . . . aγxy−1x−1y.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðâûå òðè áóêâû ñëîâà f2 ñîâïàäàëè ñ ïåðâûìè òðåìÿ áóêâàìè ñëîâà f1

íåîáõîäèìî, ÷òîáû δ = 0, βl = −1, αl+1 < 0, íî òîãäà

f2 ≡ xy−1x−1y−1xyx−1aαl+1+1w
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è, ñðàâíèâàÿ ÷åòâåðòûå áóêâû ó f1 è f2, âèäèì, ÷òî f1 6≡ f2, ò. å. ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f1 íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ è ñ áóêâû x−1.
Ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà f1 íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû y. Â ýòîì ñëó÷àå α1 = 0, β1 > 0. ×òîáû f2

òàêæå íà÷èíàëîñü ñ y, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

f1 ≡ bβ1aα2bβ2 . . . aγxy−1x−1, γ ≥ 0,

èëè
f1 ≡ bβ1aα2bβ2 . . . aγx−1y−1x, γ ≤ 0,

è ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ β1 = 1. Òîãäà, â ïåðâîì ñëó÷àå

f2 ≡ yxaδbβlaαl+1w, δ ≥ 0,

ãäå w � íåêîòîðîå ïðèâåäåííîå ñëîâî. ×òîáû ïðè ýòîì âòîðàÿ áóêâà ó f1 áûëà òîé æå, ÷òî
è ó f2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû α2 > 0, ò. å.

f1 ≡ yxy−1x−1yxaα2−1bβ2 . . . aγxy−1x−1,

à ÷òîáû òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ áóêâû ó f2 ñîâïàäàëè ñîîòâåòñòâåííî ñ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé
áóêâàìè ó f1 íåîáõîäèìî, ÷òîáû δ = 0, βl = −1, αl+1 < 0, ò. å.

f2 ≡ yxy−1x−1y−1xyxaαl+1−1w,

íî, ñðàâíèâàÿ ïÿòûå áóêâû ó f1 è f2, âèäèì, ÷òî f1 6≡ f2. Âî âòîðîì ñëó÷àå

f2 ≡ yx−1aδbβlaαl+1w, δ ≤ 0.

×òîáû âòîðàÿ áóêâà ó f1 áûëà òîé æå, ÷òî è ó f2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû α2 < 0, ò. å

f1 ≡ yx−1y−1xyx−1aα2+1bβ2 . . . aγx−1y−1x.

×òîáû òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ áóêâû ó f2 ñîâïàäàëè ñîîòâåòñòâåííî ñ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé áóê-
âàìè ó f1 íåîáõîäèìî, ÷òîáû δ = 0, βl = −1, αl+1 > 0, ò. å.

f2 ≡ yx−1y−1xy−1x−1yxaαl+1−1w,

íî ñðàâíèâàÿ ïÿòûå áóêâû ó f1 è f2, âèäèì, ÷òî f1 6≡ f2. Ñëåäîâàòåëüíî, f1 íå ìîæåò íà÷è-
íàòüñÿ ñ áóêâû y.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f1 íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ è ñ áóêâû y−1. Òàêèì
îáðàçîì ëåììà, à âìåñòå ñ íåé è òåîðåìà äîêàçàíû.

Áëàãîäàðþ Ì. Â. Íåùàäèìà çà ïëîäîòâîðíûå áåñåäû è îáñóæäåíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû.
Òàêæå áëàãîäàðþ âñåõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà "Ýâàðèñò Ãàëóà", ïðîñëóøàâøèõ äîêàçåëüñòâà
è âíåñøèõ ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé.
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