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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â íåêîòîðûõ
ðåøåòêàõ. Äëÿ Z�ðåøåòêè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V = Rn âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà äè-
îôàíòîâûõ óðàâíåíèé è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åå ðàçðåøèìîñòü ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ
îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåòêè. Ïðè ýòîì, ðàçðåøèìîñòü ýòîé ñèñòåìû
ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ âîïðîñ (ñôîðìóëèðîâàíûé â "Êîóðîâñêîé òåòðàäè"(âîïðîñ 9.45)) î ñóùåñòâîâàíèè îð-
òîãîíàëüíîãî áàçèñà ðåøåòêè S(a) = {ka + b | k ∈ Z, b ∈ Zn}, ãäå a ∈ Qn, â ïðîñòðàíñòâå
V = Qn.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, I � íåêîòîðîå ïîäêîëüöî â k. Åñëè a1, a2,
. . . , am � ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V , òî I�ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ âèäà

α1a1 + α2a2 + . . .+ αmam, αi ∈ I.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ðåøåòêó ñèìâîëîì L = LI(a1, a2, . . . , am). Äðóãèìè ñëîâàìè, L ÿâëÿåòñÿ
I�ìîäóëåì, ïîðîæäåííûì âåêòîðàìè a1, a2 . . . , am.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V = Rn, n ∈ N, Z�ðåøåòêè èçó÷àëèñü â òåîðèè ÷èñåë òàêèìè
ìàòåìàòèêàìè, êàê Ýðìèò, Ìèíêîâñêèé, Âîðîíîâ è äð. (ñì. [1; 2, ãë. 2, � 3]). Â ñëó÷àå, êîãäà
I � äåäåêèíäîâî êîëüöî, à k � åãî ïîëå ÷àñòíûõ, áàçèñû I�ðåøåòîê èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ
Äåäåêèíäà, Øòåéíèöà, Ä. Ê. Ôàääååâà (ñì. [3] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó).

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â
íåêîòîðûõ ðåøåòêàõ. Åñëè íà n�ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàíà ñèììåòðè÷åñêàÿ
áèëèíåéíàÿ ôîðìà ϕ, òî V îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì [4, ñ. 29], ò. å. òàêèì áàçèñîì
e1, e2 . . . , en, ÷òî ϕ(ei, ej) = 0 ïðè i 6= j. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: åñëè L � íåêîòîðàÿ I�
ðåøåòêà â V , òî ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îíà îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì? Â ðàáîòå ýòîò âîïðîñ
èññëåäóåòñÿ äëÿ ôîðìû ϕ, îïðåäåëÿþùåé åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå V .

Â � 1 íàïîìèíàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà ðåøåòîê è, â ÷àñòíîñòè, îòìå÷àåòñÿ, ÷òî çàäà÷à î ïî-
ñòðîåíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà I�ðåøåòêè L ðàâíîñèëüíà çàäà÷å î I�ýêâèâàëåíòíîñòè êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû, ïîñòðîåííîé ïî L, äèàãîíàëüíîé ôîðìå. Òàì æå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåòêè
â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íàä ïîëåì p�àäè÷åñêèõ ÷èñåë Q(p). Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè p �
íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî âñÿêàÿ Z(p)�ðåøåòêà, ãäå Z(p) � êîëüöî öåëûõ p�àäè÷åñêèõ ÷èñåë,
îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ.
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Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ Z�ðåøåòêè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V =
Rn. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äâóìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåòîê êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îðòîãîíàëü-
íîãî áàçèñà èçâåñòåí (ñì. [5], [6]).

Â � 2 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî åñëè Z�ðåøåòêå L ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïðèâåäåííàÿ ïî Ìèíêîâñêîìó, òî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé ïðîâåðèòü: îáëàäàåò ëè ðåøåòêà L îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì. Ê ñîæàëåíèþ, â îá-
ùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùåé îò ïðîèçâîëüíîé ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïåðåéòè ê ýêâèâàëåòíîé è ÿâëÿþùåéñÿ ïðèâåäåííîé
ïî Ìèíêîâñêîìó. Äëÿ ðåøåòîê, ëåæàùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè, â ÷àñòíî-
ñòè, â ðàçìåðíîñòè 2 è 3, òàêèå àëãîðèòìû ñóùåñòâóþò. Ïîýòîìó äëÿ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ
ðåøåòîê ìîæíî óêàçàòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â òåðìèíàõ òåîðèè
ïðèâåäåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî òàêèå ðåøåòêè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â êðèñòàëëîãðàôèè (ñì. [7]).

Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ñïîñîá ïðîâåðèòü: îáëàäàåò ëè öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà îðòîãî-
íàëüíûì áàçèñîì. Äëÿ ýòîãî âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé è äîêàçûâàåòñÿ
(òåîðåìà 1), ÷òî åå ðàçðåøèìîñòü ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ðåøåòêè. Ïðè ýòîì, ðàçðåøèìîñòü ýòîé ñèñòåìû ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî âñÿêàÿ öåëàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà Z�ýêâèâàëåíòíà ôîðìå, èìåþùåé òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.

Â � 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ðåøåòêè S(a) =
{ka + b | k ∈ Z, b ∈ Zn}, ãäå a ∈ Qn, â ïðîñòðàíñòâå V = Qn. Âíà÷àëå áóäåò ïîñòðîåí íåêîòî-
ðûé ñòóïåí÷àòûé áàçèñ ýòîé ðåøåòêè, à çàòåì áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåòêà S(a) îáëàäàåò
îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà äèîôàíòî-
âûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì ðàçðåøèìîñòü ýòîé ñèñòåìû ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ðåøåòêè S(a) ñôîðìóëèðîâàí â
[8] (âîïðîñ 9.45).

Áëàãîäàðþ âñåõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà �Ýâàðèñò Ãàëóà� çà ïîëåçííûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæå-
íèÿ.

� 1. Îáùèå ñâîéñòâà ðåøåòîê

Ïóñòü V � n�ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Â V îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå

x · y =
n∑

i=1

xiyi.

ãäå x =
∑n

i=1 x
iei, y =

∑n
i=1 y

iei � âåêòîðû èç V , ðàçëîæåííûå ïî áàçèñó e1, e2, . . . , en ïðîñòðàí-
ñòâà V .

Åñëè I � ïîäêîëüöî ïîëÿ k, àM � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç k, òî I�ýëåìåíòàðíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû M íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà òèïà ïðåîáðàçîâàíèé: óìíî-
æåíèå ñòðîêè íà îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà I; óìíîæåíèå íåêîòîðîé ñòðîêè íà ýëåìåíò èç I è
ïðèáàâëåíèå ê äðóãîé ñòðîêå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû M .
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Ñî âñÿêîé I�ðåøåòêîé L, ïîðîæäåííîé âåêòîðàìè a1, a2, . . . , am, ìîæåì ñâÿçàòü ìàòðèöó
A = (aij) ∈ Mm,n(k), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåê-
òîðîâ a1, a2, . . . , am. Âåðíî è îáðàòíîå, � âñÿêîé ìàòðèöå èç Mm,n(k) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåòêà,
ïîðîæäåííàÿ ñòðîêàìè ýòîé ìàòðèöû. Åñëè êîëüöî I ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì, òî èñïîëüçóÿ I�
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ I�ðåøåòêà îáëàäàåò
áàçèñîì. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ êîëåö, â ÷àñòíîñòè
äëÿ äåäåêèíäîâûõ [3].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fm è g1, g2, . . . , gm

èç V îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå I�ðåøåòêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ìàòðèöà
T = (αij) ∈ GLm(I) òàêàÿ, ÷òî

gi =
m∑

j=1

αijfj, i = 1, . . . ,m. (1)

Åñëè âåêòîðû f1, f2, . . . , fm îáðàçóþò áàçèñ I�ðåøåòêè L, òî ìàòðèöåé Ãðàìà ýòîãî áàçèñà
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà F = (fi · fj) ∈ GLm(k). Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó
ïî ôîðìóëàì (1) ìàòðèöà Ãðàìà áàçèñà g1, g2, . . . , gm áóäåò èìåòü âèä G = TFT t, ãäå ñèìâîë t
îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Î÷åâèäíî, åñëè g1, g2, . . . , gm � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, òî ìàòðèöà
G ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Ïóñòü F � ìàòðèöà Ãðàìà íåêîòîðîãî áàçèñà I�ðåøåòêè L. Ðåøåòêà L îáëà-

äàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ìàòðèöà T èç GLm(I)
òàêàÿ, ÷òî TFT t � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ìàòðèöà Ãðàìà F ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, òî ìû ìîæåì ñîïî-
ñòàâèòü åé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

ψL(x) =
m∑

i,j=1

(fi · fj)xixj, x = (x1, x2, . . . , xm), (2)

ñ ìàòðèöåé F . Ïðè ýòîì, åñëè â ôîðìå ψL(x) ïåðåéòè ê äðóãèì ïåðåìåííûì y = (y1, . . . , ym) ïî
ôîðìóëàì

xi =
m∑

j=1

αijyj, i = 1, . . . ,m,

ãäå T = (αij) � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà èç GLm(I), òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ ôîðìà ψL(y) = ψL(xT ) =
yTFT tyt áóäåò èìåòü ìàòðèöó TFT t. Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ è ëåììû 1 ëåãêî âûòåêàåò

Ëåììà 2. Ïóñòü L �íåêîòîðàÿ m�ìåðíàÿ I�ðåøåòêà â ïðîñòðàíñòâå V , F � ìàòðèöà

Ãðàìà íåêîòîðîãî áàçèñà ðåøåòêè L. Ðåøåòêà L îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ψL(x) = xFxt I�ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé äèàãîíàëü-
íîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïîëÿ k ïîëå p�àäè÷åñêèõ ÷èñåë Q(p), à â êà÷åñòâå êîëüöà I � êîëüöî
öåëûõ p�àäè÷åñêèõ ÷èñåë Z(p). Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü p �íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà âñÿêàÿ Z(p)�ðåøåòêà L âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì Q(p) îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåòêà L çàäàíà íåêîòîðûì ñâîèì áàçèñîì è A =
(aij) ∈ GLm(Q(p)) � ìàòðèöà Ãðàìà ýòîãî áàçèñà. Ââèäó ëåììû 2 ðåøåòêà L îáëàäàåò îðòîãî-
íàëüíûì áàçèñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

ψL(x) =
m∑

i,j=1

aijxixj, aij ∈ Q(p),

Z(p)�ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ôîðìå. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî d òàê, ÷òî âñå êîýôôè-
öèåíòû ôîðìû ïðåäñòàâèìû â âèäå aij = p−dbij, ãäå bij, i, j = 1, . . . ,m, � öåëûå p�àäè÷åñêèå
÷èñëà. Òîãäà ôîðìà ψL(x) ïðåäñòàâèìà â âèäå ψL(x) = p−dξ(x), ãäå ξ(x) =

∑m
i,j=1 bijxixj �

p�àäè÷åñêè öåëî÷èñëåííàÿ ôîðìà. Òàê êàê ôîðìà ξ(x) ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçèðîâàíà ïîñðåä-
ñòâîì p�àäè÷åñêè öåëî÷èñëåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ò. å. ïðåîáðàçîâàíèÿ èçGLm(Z(p))) [9, ñ. 465],
òî è ôîðìà ψL(x) ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçèðîâàíà ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ èç GLm(Z(p)).
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

� 2. Ðåøåòêè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî k = R � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à I = Z � êîëüöî
öåëûõ ÷èñåë. Âìåñòî òåðìèíîâ �Z�ðåøåòêà�, �Z�ýêâèâàëåíòíîñòü� áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèíû
�ðåøåòêà�, �ýêâèâàëåíòíîñòü�.

Ðåøåòêó L èç V áóäåì íàçûâàòü ðàöèîíàëüíîé (öåëî÷èñëåííîé), åñëè êîîðäèíàòû âñåõ âåê-
òîðîâ èç L ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè (ñîîòâåòñòâåííî, öåëûìè) ÷èñëàìè. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ
ðåøåòîê ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3 ([6, ëåììà 2]). Äëÿ âñÿêîé ðàöèîíàëüíîé ðåøåòêè L ñóùåñòâóåò èçîìîðôíàÿ

åé öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà M òàêàÿ, ÷òî L îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì îáëàäàåò ðåøåòêà M .

Ââèäó ëåììû 2 çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ñâåëàñü ê çàäà÷å î äèàãîíàëè-
çèðóåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííóþ âåùåñòâåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

ψ(x) =
m∑

i=1

aijxixj, aij = aji, aji ∈ R. (3)

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìà ψ(x) íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû aij ÿâëÿþòñÿ öåëûìè
÷èñëàìè, îïðåäåëèòåëåì detψ ôîðìû ψ íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü detA ìàòðèöû A = (aij).

Íàøà çàäà÷à � íàéòè êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìû ψ(x) íåêîòîðîé äèàãîíàëüíîé ôîð-
ìå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôîðìà ψ ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ôîðìå ξ(y) = d1y

2
1+d2y

2
2+. . .+dmy

2
m,
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di ∈ R, òî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòîé ôîðìû ñâÿçàíû ñè-
ñòåìîé íåðàâåíñòâ: 0 < d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dm. Òàê êàê îïðåäåëèòåëè ýêâèâàëåíòíûõ ôîðì ðàâíû,
òî detψ = d1d2 . . . dm.

Íàïîìíèì (ñì. [4, ñ. 276]), ÷òî ôîðìà ψ(x) íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ïî Ìèíêîâñêîìó, åñëè
äëÿ ëþáîãî j, 1 ≤ j ≤ m, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ψ(ej) ≤ ψ(v), (4)

ãäå ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (1 ñòîèò íà j�ì ìåñòå), à v ïðîáåãàåò âñå òàêèå öåëî÷èñëåííûå
âåêòîðû, ÷òî e1, e2, . . . , ej−1, v ìîæíî ïðîäîëæèòü äî áàçèñà ðåøåòêè LZ(e1, e2, . . . , em). Èíà÷å
óñëîâèå (4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê:

ajj = ψ(ej) ≤ ψ(b1, . . . , bm),

ãäå b1, . . . , bm � òàêèå öåëûå ÷èñëà, ÷òî ÍÎÄ(bj, bj+1 . . . , bm)=1.
Òàê êàê âñÿêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà ýêâèâàëåíòíà ïî ìåíüøåé ìåðå îäíîé è

íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîìó ÷èñëó ïðèâåäåííûõ ôîðì [4, ñ. 277], òî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè ôîðìà ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé. Ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A ∈ GLm(R) � ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ïðèâå-

äåííîé ïî Ìèíêîâñêîìó ôîðìû ψ(x). Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ÷èñ-

ëà ïåðåìåííûõ m òàêàÿ, ÷òî ôîðìà ψ(x) ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ôîðìå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâîM = {TAT t | T = (tij) ∈ GLm(Z), |tij| ≤ C, ïðè âñåõ i, j = 1, . . . ,m}
ñîäåðæèò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìà ψ(x) ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ôîðìå. Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî, ââèäó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, ìàòðèöà D
ýòîé äèàãîíàëüíîé ôîðìû èìååò âèä D = diag(d1, . . . , dm), 0 < d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dm. Î÷åâèäíî,
äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà ïðèâåäåíà. Èç òåîðèè ïðèâåäåííûõ ôîðì [4, ñ. 277] èçâåñòíî, ÷òî åñëè
ôîðìû ψ(x) è ψ(xQ) ïðèâåäåíû, ïðè÷åì Q = (qij) ∈ GLm(Z), òî |qij| ≤ C, ãäå C � ïîñòîÿí-
íàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò m. Âçÿâ ýòî çíà÷åíèå C è, ïîñòðîèâ ïî íåìó ìíîæåñòâî M, âèäèì,
÷òî ìàòðèöû âñåõ ïðèâåäåííûõ ôîðì, ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìå ψ, ñîäåðæàòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå.
Îòñþäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìû íåêîòîðîé
äèàãîíàëüíîé ôîðìå, à âìåñòå ñ íèì è âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ïðîèç-
âîëüíîé Z�ðåøåòêè, èìååò ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå â ðàìêàõ òåîðèè ïðèâåäåíèÿ Ìèíêîâñêîãî.

Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå ìíå íå èçâåñòåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ôîðìå ψ(x) ïî-
ñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ïðèâåäåííóþ ôîðìó. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé m, â ÷àñò-
íîñòè äëÿ m = 2, 3, 4, òàêèå àëãîðèòìû ñóùåñòâóþò. Ðàññìîòðèì èõ áîëåå ïîäðîáíî, îïèðàÿñü
íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10].

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ áèíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

ψ(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2, a, b, c ∈ R,
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íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ïî Ëàãðàíæó åñëè åå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

0 ≤ 2b ≤ a ≤ c.

Ñóùåñòâóå ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà [10, � 3], ïîçâîëÿþùàÿ ïî ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé áèíàðíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ïðèâåäåííóþ ïî Ëàãðàí-
æó ôîðìó. Ïðè ýòîì ïðèâåäåííàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû èìååì

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ áèíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

ψ(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2, a, b, c ∈ R,

ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ôîðìå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðèâåäåííàÿ ïî Ëàãðàíæó

ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ψ(x, y) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Ìîæíî äàòü è ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ äâóìåð-
íóþ ðåøåòêó L ⊆ R2 êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè âåêòîðîâ èç L, ïîëó÷èì
ïàðàëëåïåïèäàëüíóþ ñèñòåìó [10, � 5]. Ñ êàæäîé òî÷êîé O ýòîé ïàðàëëåïåïèäàëüíîé ñèñòåìû
ìîæíî ñâÿçàòü îáëàñòü Äèðèõëå, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè R2, êîòîðûå
îòñòîÿò îò òî÷êè O íå äàëåå, ÷åì îò ëþáîé äðóãîé òî÷êè ýòîé ïàðàëëåïåïèäàëüíîé ñèñòåìû.
Äëÿ äâóìåðíîé ïàðàëëåïåïèäàëüíîé ñèñòåìû îáëàñòü Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ ëèáî øåñòèóãîëüíè-
êîì, ëèáî ïðÿìîóãîëüíèêîì. Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìåðíûìè ðåøåòêàìè è áèíàðíûìè
êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè, èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ëåãêî âûâåñòè

Ñëåäñòâèå. Äâóìåðíàÿ ðåøåòêà îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îáëàñòü Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Ðàññìîòðèì äàëåå òðåõìåðíûå ðåøåòêè. Åñëè òðåõìåðíàÿ ðåøåòêà L îáëàäàåò áàçîé v1, v2,
v3, òî âûáåðåì âåêòîð u òàêîé, ÷òî v1 + v2 + v3 + u = 0. Âåêòîðû v1, v2, v3, u îïðåäåëÿþò
÷åòûðåõñòîðîííèê Çåëëèíãà [10, � 8]. Ïåðåéäåì îò ðåøåòêè L ê êâàäðàòè÷íîé ôîðìå

ψ(x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 + 2kxy + 2hxz + 2gyz, a, b, c, k, h, g ∈ R,

ãäå a = v1 · v1, b = v2 · v2, c = v3 · v3, k = v1 · v2, h = v1 · v3, g = v2 · v3, � êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû
Ãðàìà. Ïî ýòèì êîýôôèöèåíòàì èç ñèñòåìû

a+ k + h+ l = 0, k + b+ g +m = 0, h+ g + c+ n = 0,

íàéäåì çíà÷åíèÿ l,m, n. Äàëåå, ïî êîýôôèöèåíòàì g, h, k, l,m, n, ïîñòðîèì òåòðàýäðè÷åñêèé
ñèìâîë Äåëîíå è èñïîëüçóåì àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ [10, � 38]. Ïðè ýòîì áóäåì ïðèìåíÿòü àëãî-
ðèòì ïðèâåäåíèÿ íå òîëüêî ê ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðàì ñèìâîëà Äåëîíå, íî è ê íóëåâûì. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðèâåäåííûõ ñèìâîëîâ Äåëîíå êàæäîìó èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
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Ïðåäëîæåíèå 4. Òðåõìåðíàÿ ðåøåòêà L â ïðîñòðàíñòâå R3 îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì

áàçèñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè ïðèâåäåííûõ ñèìâîëîâ Äåëîíå, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðåøåòêå L, íàéäåòñÿ ñèìâîë, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

Àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ðåøåòîê, åñëè âìå-
ñòî òåòðàýäðè÷åñêîãî ñèìâîëà èñïîëüçîâàòü ïÿòèóãîëüíûé ñèìâîë [10, � 51].

Â îáùåì æå ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Öåëàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà ψ(x) =
∑m

i,j=1 aijxixj, çàâèñÿùàÿ îò

m ïåðåìåííûõ x = (x1, x2, . . . , xm) ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ôîðìå òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà d1, d2, . . . , dm òàêèå, ÷òî 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dm, d1d2 . . . dm = detψ,
è ìàòðèöà T = (tij) ∈ SLm(Z) ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå

m∑
k=1

dkt
2
ik = aii,

m∑
k=1

dktiktjk = aij, 1 ≤ i < j ≤ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìà ψ(x) ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ôîðìå ξ(y) =
yDyt, D = diag(d1, d2, . . . , dm). Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1 ≤ d1 ≤ . . . ≤
dm. Êðîìå òîãî, òàê êàê îïðåäåëèòåëè ýêâèâàëåíòíûõ ôîðì ðàâíû, òî d1d2 . . . dm = detψ. Èç
îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðì ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû T = (tij) ∈ GLm(Z) òàêîé,
÷òî y = xT è ψ(x) = ξ(xT ). Ðàñïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ðàçâåðíóòîì âèäå:

m∑
i,j=1

aijxixj =
m∑

k=1

dk(x1t1k + x2t2k + . . . xmtmk)
2.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

m∑
i,j=1

aijxixj =
m∑

i,j=1

(
m∑

k=1

dktiktjk

)
xixj.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ìîíîìàõ, ïîëó÷èì m2 ðàâåíñòâ

m∑
k=1

dktiktjk = aij, i, j = 1, 2, . . . ,m.

Òàê êàê ìàòðèöà A = (aij) ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî ñðåäè ýòèõ ðàâåíñòâ áóäåòm(m+1)/2 ðàçëè÷íûõ:

m∑
k=1

dkt
2
ik = aii, i = 1, 2, . . . ,m, (5)

m∑
k=1

dktiktjk = aij, 1 ≤ i < j ≤ m. (6)

Äîáàâèì ê ýòèì ðàâåíñòâàì óñëîâèå òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû T ðàâåí 1:

detT = 1 (7)
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(ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Q ∈ GLm(Z) òàêàÿ, ÷òî QAQt � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Q1 ∈ SLm(Z) òàêàÿ, ÷òî Q1AQ

t
1 òàêæå äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà äàåò è ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû T . Äåéñòâè-
òåëüíî, íåïîñðåäñòâåííî èç ñèñòåìû âèäèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû tij óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|tij| ≤
√
aii/dj, à ïîòîìó íàì íàäî ðàññìîòðåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ìàòðèö.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (5)�(7) êàê ñèñòåìó äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Íàéòè åå îáùåå
ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ïî�âèäèìîìó äîâîëüíî ñëîæíî. Ïåðâûì øàãîì â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîýâîëÿþùåå íàéòè ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû T .

Ïðåäëîæåíèå 5. Öåëàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà

ψ(x) =
m∑

i,j=1

aijxixj

ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ôîðìå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà ε = ±1,
d1, d2, . . . , dm, tij, i = 2, 3, . . . ,m, j = 1, 2, . . . ,m, òàêèå, ÷òî 1 ≤ d1 ≤ . . . ≤ dm, d1d2 . . . dm =

detψ, |tij| ≤
√
aii/dj,

(a1j −
m∑

k=2

dkt1ktjk)
2 + (a11 −

m∑
k=2

dkt
2
1k)(

m∑
k=2

dkt
2
jk − ajj) = 0, j = 2, . . . ,m,

(a1i −
m∑

k=2

dkt1ktik)(a1j −
m∑

k=2

dkt1ktjk) + (a11 −
m∑

k=2

dkt
2
1k)(

m∑
k=2

dktiktjk − aij) = 0,

2 ≤ i < j ≤ m,

(a11 −
m∑

k=2

dkt
2
1k) +

m∑
j=2

(a1j −
m∑

k=2

dkt1ktjk)Tj1 = ε

√√√√d1(a11 −
m∑

k=2

dkt21k),

ãäå Tj1 � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà tj1 ìàòðèöû (tij); è öåëûå ÷èñëà t11, t21, . . . , tm1,

óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì:

t11 = ε

√√√√(a11 −
m∑

k=2

dkt21k)/d1, tj1 =
a1j −

∑m
k=2 dkt1ktjk

ε
√
d1(a11 −

∑m
k=2 dkt21k)

, j = 2, 3, . . . ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (6). Çàôèêñèðîâàâ i = 1, âûäåëèì èç ýòîé ñèñòåìû
m− 1 óðàâíåíèå:

m∑
k=1

dkt1ktjk = a1j, j = 2, 3, . . . ,m.

Ïðåäñòàâèì èõ â òàêîì âèäå

d1t11tj1 +
m∑

k=2

dkt1ktjk = a1j, j = 2, 3, . . . ,m.
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Âûðàæàÿ îòñþäà tj1, ïîëó÷èì

tj1 = (a1j −
m∑

k=2

dkt1ktjk)/(d1t11), j = 2, 3, . . . ,m. (8)

Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå èç (5) â òàêîì âèäå

d1t
2
i1 +

m∑
k=2

dkt
2
ik = aii, i = 1, 2, . . . ,m.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû îñòàâèì áåç èçìåíåíèé, à â îñòàëüíûå ïîäñòàâèì âûðàæåíèå
äëÿ ti1 èç (8). Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó

d1t
2
11 +

m∑
k=2

dkt
2
1k = a11, (9)

(a1j −
m∑

k=2

dkt1ktjk)
2 + d1t

2
11(

m∑
k=2

dkt
2
jk − ajj) = 0, j = 2, 3, . . . ,m. (10)

Èç (9) íàõîäèì:

t11 = ε

√√√√(a11 −
m∑

k=2

dkt21k)/d1, ε = ±1. (11)

Òîãäà äëÿ tj1 èç (8) èìååì âûðàæåíèå

tj1 =
a1j −

∑m
k=2 dkt1ktjk

ε
√
d1(a11 −

∑m
k=2 dkt21k)

, j = 2, 3, . . . ,m. (12)

à ñèñòåìó (10) ïðåäñòàâèì â òàêîì âèäå:

(a1j −
m∑

k=2

dkt1ktjk)
2 + (a11 −

m∑
k=2

dkt
2
1k)(

m∑
k=2

dkt
2
jk − ajj) = 0, j = 2, 3, . . . ,m. (13)

Â ñèñòåìå (6) ó íàñ îñòàëèñü óðàâíåíèÿ

d1ti1tj1 +
m∑

k=2

dktiktjk = aij, 2 ≤ i < j ≤ m.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (12), ïðåäñòàâèì ýòó ñèñòåìó â âèäå

(a1i −
m∑

k=2

dkt1ktik)(a1j −
m∑

k=2

dkt1ktjk) + (a11 −
m∑

k=2

dkt
2
1k)(

m∑
k=2

dktiktjk − aij) = 0,

2 ≤ i < j ≤ m. (14)
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Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, óðàâíåíèå (7). Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû T ïî ïåðâîìó ñòîëá-
öó:

m∑
j=1

tj1Tj1 = 1,

ãäå Tj1 � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà tj1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâàìè (11)�(12),
ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â òàêîì âèäå

(a11 −
m∑

k=2

dkt
2
1k) +

m∑
j=2

(a1j −
m∑

k=2

dkt1ktjk)Tj1 = ε

√√√√d1(a11 −
m∑

k=2

dkt21k). (15)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñèñòåìû (5)�(7) ìû èñêëþ÷èëè ïåðåìåííûå tj1, j = 1, . . . ,m. Ïðè ýòîì îñòà-
ëèñü óðàâíåíèÿ (13)�(17) Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìû, âõîäÿùèå â òåîðåìó è ïðåäëîæåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì

Ïðåäëîæåíèå 6. Âñÿêàÿ öåëàÿ ôîðìà ψ(x) îò m ≥ 3 ïåðåìåííûõ x = (x1, x2, . . . , xm)
ýêâèâàëåíòíà ôîðìå èìåþùåé òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m. Ïóñòü ψ(x) = xAxt, ãäå A ∈ Mm(Z). Òàê
êàê âñÿêàÿ ôîðìà ϕ(y) ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìå ψ(x) èìååò âèä ϕ(y) = yTAT tyt, òî äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ìîæíî òàê ïîäîáðàòü ìàòðèöó T ∈ GLm(Z), ÷òî ìàòðèöà TAT t ÿâëÿåòñÿ òðåõ-
äèàãîíàëüíîé.

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé

fλ
ij : Mm(Z) −→ Mm(Z), 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j, λ ∈ Z,

äåéñòâóþùèõ ïî ïðàâèëó: fλ
ij(C) = eij(λ)Ceji(λ), C ∈ Mm(Z), ãäå eij(λ) � ýëåìåíòàðíàÿ òðàíñ-

âåêöèÿ, ò. å. ìàòðèöà ó êîòîðîé íà ìåñòå (i, j) ñòîèò λ, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè 1, à íà îñòàëüíûõ
ìåñòàõ � íóëè. Îãðàíè÷èâàÿ îòîáðàæåíèå fλ

ij íà ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü åãî êàê îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì è ïåðå-
âîäÿùåå âñÿêóþ ôîðìó â ýêâèâàëåíòíóþ. Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ìàòðèöà eij(λ)C ïîëó÷àåòñÿ èç
ìàòðèöû C óìíîæåíèåì j�é ñòðîêè íà λ è ïðèáàâëåíèåì ê i�é ñòðîêå. Ìàòðèöà eij(λ)Ceji(λ)
ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû eij(λ)C óìíîæåíèåì j�ãî ñòîëáöà íà λ è ïðèáàâëåíèåì ê i�ìó ñòîëáöó.
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå fλ

ij ìåíÿåò òîëüêî i�þ ñòðîêó è j�é ñòîëáåö ìàòðèöû C. Êðîìå
òîãî, î÷åâèäíî, ìàòðèöà fλ

ij(C) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè òàêîâîé áûëà ìàòðèöà C. Ïðèìå-
íÿÿ àëãîðèòì Åâêëèäà ê ýëåìåíòàì a1,m−1, a1,m ìàòðèöû A, ïîäáåðåì öåëûå ÷èñëà α1, α2, . . . , αp

òàêèå, ÷òî â ìàòðèöå A1 = f
αp

m,m−1f
αp−1

m−1,m . . . f
α1
m,m−1(A) íà ìåñòå (1,m), à çíà÷èò è íà ìåñòå (m, 1)

ñòîÿò íóëè. Åñëè m = 3, òî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé A1 ýê-
âèâàëåíòíà ôîðìå ϕ è èìååò òðåáóåìûé âèä. Åñëè m > 3, òî ðàññìîòðèì ýëåìåíòû ìàòðèöû
A1 ñòîÿùèå íà ìåñòàõ (1,m − 2) è (1,m − 1). Ïðèìåíÿÿ ê íèì àëãîðèòì Åâêëèäà, ïîäáåðåì
öåëûå ÷èñëà β1, β2, . . . , βq òàê, ÷òî â ìàòðèöå A2 = fβ1

m−1,m−2f
β2
m−2,m−1 . . . f

βq

m−1,m−2(A1) íà ìåñòàõ
(1,m−1) è (1,m) ñòîÿò íóëè. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, íàm−2�ì øàãå ïîëó÷èì ìàòðèöó Am−2
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ó êîòîðîé â ïåðâîé ñòðîêå è â ïåðâîì ñòîëáöå îòëè÷íûìè îò íóëÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ïåðâûå
äâà ýëåìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, ó ìàòðèöû Am−2 ïåðâûå ñòðîêà è ñòîëáåö èìåþò òðåáóåìûé âèä.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ðåøåòêå S(a).

� 3. Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ðåøåòêè S(a)

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà a èç Qn ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåòêà

S(a) = {ka+ b | k ∈ Z, b ∈ Zn}

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåRn. Î÷åâèäíî, îíà ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè a, e1, e2, . . . , en. Íå óìåíü-
øàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà a îòëè÷íû îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè i�ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà íóëþ, òî ïîëîæèì a′ = a+ ei. Î÷åâèäíî, ðåøåòêà S(a′) ñîâïàäàåò ñ
ðåøåòêîé S(a) è â âåêòîðå a′ i�ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âåêòîð a èìååò âèä

a =

(
p1

q1
, . . . ,

pn

qn

)
, pi ∈ Z \ {0}, qi ∈ N.

Îïðåäåëèì ïî ýòîìó âåêòîðó ñîâîêóïíîñòü öåëûõ ÷èñåë δ0, δ1, . . . , δn−1:

δ0 = 1, δi =

(
q1
δ0
,
q2
δ1
, . . . ,

qi
δi−1

, qi+1

)
, i = 1, . . . , n− 1;

ñîâîêóïíîñòü öåëûõ ÷èñåë q̌1, q̌2, . . . , q̌n:

q̌1 = 1, q̌i =
i−1∏
k=1

qk
δk−1

, i = 2, 3, . . . , n,

à òàêæå ñîâîêóïíîñòü ïàð öåëûõ ÷èñåë (ui, vi), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

piq̌iui + qivi = δi−1, i = 1, . . . , n.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà
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Ëåììà 4. Ñëåäóþùèå âåêòîðû èç Qn îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè S(a):

b1 = (
δ0
q1
,

p2

q2
q̌1u1,

p3

q3
q̌1u1, . . . ,

pn−1

qn−1

q̌1u1,
pn

qn
q̌1u1),

b2 = (0,
δ1
q2
,

p3

q3
q̌2u2, . . . ,

pn−1

qn−1

q̌2u2,
pn

qn
q̌2u2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

bi = (0, . . . , 0,
δi−1

qi
,
pi+1

qi+1

q̌iui, . . . ,
pn−1

qn−1

q̌iui,
pn

qn
q̌iui),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn = (0, . . . . . . . . . , 0,
δn−1

qn
).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =



p1

q1

p2

q2
. . .

pn−1

qn−1

pn

qn
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0


,

ñòðîêè êîòîðîé ïîðîæäàþò ðåøåòêó S(a). Èñïîëüçóÿ Z�ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê
ýòîé ìàòðèöû, ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Òàê êàê ÷èñëà p1 è q1 âçàèìíî ïðîñòû, òî íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà u1 è v1 òàêèå, ÷òî p1u1 +
q1v1 = 1. Óìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A íà u1 è ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé ñòðîêå, âòîðóþ
ñòðîêó óìíîæèì íà v1 è òàêæå ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé ñòðîêå. Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå óìíîæèì
ïîñëåäíþþ ñòðîêó íà −p1 è ïðèáàâèì ê ïåðâîé, à çàòåì � óìíîæèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó íà −q1
è ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå. Ïîëó÷èì ìàòðèöó

0
p2

q2
q1v1

p3

q3
q1v1 . . .

pn

qn
q1v1

0 −p2

q2
q1u1 −p3

q3
q1u1 . . . −pn

qn
q1u1

0 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

1

q1

p2

q2
u1

p3

q3
u1 . . .

pn

qn
u1


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ñòðîêè êîòîðîé ïîðîæäàþò ðåøåòêó S(a). Âèäèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ýòîé ìàòðèöû ëèíåéíî
íåçàâèñèìà îò îñòàëüíûõ è ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì b1. Óäàëèì èç ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ïåðâûé
ñòîëáåö è ïîñëåäíþþ ñòðîêó è äîáàâèâ íóëåâóþ ñòðîêó, ïîëó÷èì ìàòðèöó

A1 =



p2

q2
q1v1

p3

q3
q1v1 . . .

pn

qn
q1v1

−p2

q2
q1u1 −p3

q3
q1u1 . . . −pn

qn
q1u1

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0


.

Óìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó ýòîé ìàòðèöû íà q1 è ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé, âòîðóþ ñòðîêó óìíîæèì
íà −p1 è òàêæå ïðèáàâèì ê ïîñëåäíåé. Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå óìíîæèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó
íà −v1 è ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå, à çàòåì ïîñëåäíþþ ñòðîêó óìíîæèì íà u1 è ïðèáàâèì
êî âòîðîé ñòðîêå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó ó êîòîðîé ïåðâûå äâå ñòðîêè íóëåâûå, à
îñòàâøèåñÿ èìåþò âèä

A2 =



1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
p2

q2
q1

p3

q3
q1 . . .

pn

qn
q1

 .

Åñëè îáîçíà÷èòü ïîñëåäíþþ ñòðîêó ìàòðèöû A2 ñèìâîëîì a1, òî ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ïîðîæ-
äàþò ðåøåòêó S(a1). Âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì ìû íå
ìîæåì òàê êàê äðîáè pi

qi
q1 ìîãóò áûòü ñîêðàòèìûìè. Ïîýòîìó ïîëîæèì δ1=ÍÎÄ(q1, q2). Òîãäà

íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà u2 è v2 òàêèå, ÷òî p2q1u2 +q2v2 = δ1. Äàëåå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ðåøåò-
êè S(a1) ïðîâîäèì òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ ðåøåòêè S(a). Çàòåì ïåðåõîäèì ê ïîäðåøåòêå
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è ò. ä., ïîêà íå ïîëó÷èì áàçó ðåøåòêè S(a). Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â êîìïîíåíòû âåêòîðà a ïîëîæèì

q =
n∏

i=1

qi, q̂i =
q

qi
, i = 1, . . . , n.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü: îáëàäàåò ëè ðåøåòêà S(a) îðòîãîíàëü-
íûì áàçèñîì

Òåîðåìà 2. Ðåøåòêà S(a) îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà

d1, d2, . . . , dn òàêèå, ÷òî 1 ≤ d1 ≤ . . . ≤ dn, d1d2 . . . dn = (
∏n

i=1 q̂iδi−1)
2 è äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà

n∑
k=1

dky
2
ik = (q̂iδi−1)

2 + (q̌iui)
2

n∑
l=i+1

(q̂lpl)
2, i = 1, . . . , n, (1)
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n∑
k=1

dkyikyjk = q̌iui

q̂2
jpjδj−1 + q̌juj

n∑
l=j+1

(q̂lpl)
2

 , 1 ≤ i < j ≤ n, (2)

det(yij) = 1 (3)

èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ yij, i, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 4 ðåøåòêà S(a) ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè b1, b2, . . . , bn. Ðàñ-
ñìîòðèì âåêòîðû f1 = qb1, f2 = qb2, . . . , fn = qbn, Î÷åâèäíî, ðåøåòêà R(a) = LZ(f1, f2, . . . , fn)
ïîðîæäåííàÿ âåêòîðàìè f1, f2, . . . , fn ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé è ââèäó ëåììû 3 îáëàäàåò îð-
òîãîíàëüíûì áàçèñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì îáëàäàåò ðåøåòêà
S(a). Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F ìàòðèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû f1, f2, . . . , fn. Òîãäà
ìàòðèöåé Ãðàìà ðåøåòêè R(a) áóäåò ìàòðèöà G = (gij) = FF t ñ ýëåìåíòàìè

gij =



(q̂iδi−1)
2 + (q̌iui)

2∑n
l=i+1(q̂lpl)

2, åñëè i = j,

q̌iui

(
q̂2
jpjδj−1 + q̌juj

∑n
l=j+1(q̂lpl)

2
)
, åñëè i < j,

gji, åñëè j < i.

Î÷åâèäíî, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû G ðàâåí (
∏n

i=1 q̂iδi−1)
2. Ñîïîñòàâèì ðåøåòêå R(a) ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ψ(x) = xGxt, x = (x1, x2, . . . , xn). Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà a ∈ Qn ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü:
îáëàäàåò ëè ðåøåòêà S(a) îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì, à åñëè îòâåò óòâåðäèòåëüíûé, òî � ïîñòðî-
èòü òàêîé áàçèñ. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö âèäà
diag(d1, d2, . . . , dn) òàêèõ, ÷òî 1 ≤ d1 ≤ . . . ≤ dn, d1d2 . . . dn = (

∏n
i=1 q̂iδi−1)

2. Äëÿ êàæäîé òàêîé
ìàòðèöû ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö Y = (yij), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ïîäñèñòåìå (1). Åñëè ñðåäè íèõ íàéäåòñÿ òàêàÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (2)�(3),
òî ðåøåòêà S(a) îáëàäàåò îðòîãîíàëüíûì áàèñîì. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåáðàâ âñå âîçìîæíûå âà-
ðèàíòû, ëèáî íàéäåì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ðåøåòêè S(a), ëèáî äîêàæåì, ÷òî òàêîãî áàçèñà íå
ñóùåñòâóåò.
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