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1. Пусть элементы выборки X1, X2, . . . , Xn объема n> 5 имеют распределение Пуассона с параметром λ, где λ> 0. Для

какого параметра θ = θ(λ) оценка θ∗ = X1 ·X2 · . . . ·X5 будет несмещенной оценкой? Является ли эта оценка состоятельной

оценкой для того же параметра θ?

Решение.Âñèëóñîîòâåòñòâóþùåãîñâîéñòâàìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿïðîèçâåäåíèÿ
íåçàâèñèìûõñ.â.,

Eλθ∗=Eλ(X1·X2·...·X5)=EλX1·EλX2·...·EλX5=λ
5
.

Èòàê,îöåíêàθ∗ÿâëÿåòñÿíåñìåùåííîéîöåíêîéäëÿïàðàìåòðàθ=θ(λ)=λ5.Ñîñòîÿòåëü-
íîéîíàíåÿâëÿåòñÿ,ïîñêîëüêóíåçàâèñèòîòn.Ñîîòâåòñòâåííî,ïðèn→∞îöåíêàθ∗

ñòðåìèòñÿïîâåðîÿòíîñòèðàçâå÷òîêñåáåñàìîé,íåðàâíÿÿñüïðèýòîìλ5.

2. Пусть элементы выборки X1, X2, . . . , Xn имеют распределение Бернулли с параметром p, где 0<p< 1. Для какого

параметра θ = θ(p) оценка θ∗ = arcsin

√
X будет асимптотически нормальной оценкой? Найти коэффициент асимптотической

нормальности.

Решение.Ñîãëàñíîñîîòâåòñòâóþùåéòåîðåìå,оценкаθ∗=H(g(X))=H(∑g(Xi)
n

)является

асимптотическинормальнойоценкойпараметраθ=H(Eg(X1))скоэффициентом
σ

2
=(H′(Eg(X1)))2·Dg(X1),

еслисуществуютиотличныотнуляH′(Eg(X1))иDg(X1),ифункцияH′(t)непрерывнавточке

t=Eg(X1).

Èìååì:θ∗=arcsin√X=H(g(X)),åñëèâêà÷åñòâåôóíêöèégèHâçÿòüg(y)=y,

H(t)=arcsin
√
t.

Ïðîâåðèì,÷òîâûïîëíåíûóñëîâèÿòåîðåìû:Eg(X1)=EX1=p;äèñïåðñèÿDg(X1)=DX1=
p(1−p)ñóùåñòâóåòèîòëè÷íàîòíóëÿïðè0<p<1;ïðîèçâîäíàÿ

H′(t)=(arcsin
√
t)′=1

√1−(
√
t)

2·
1

2
√
t

=
1

2√t(1−t)
ñóùåñòâóåòèíåïðåðûâíàâòî÷êåEg(X1)=p∈(0,1);H′(Eg(X1))=

1

2√p(1−p).Ïîýòîìó

îöåíêàθ∗—ÀÍÎïàðàìåòðàθ=θ(p)=H(Eg(X1))=arcsin√pñêîýôôèöèåíòîì

σ
2
(p)=

1

2√p(1−p)
2

·p(1−p)=
1

4p(1−p)
p(1−p)=

1
4
.

Âûÿñíèòü,äëÿêàêîãîïàðàìåòðàθ∗ÿâëÿåòñÿàñèìïòîòè÷åñêèíîðìàëüíîéîöåíêîé,ìîæ-
íîèíåïðèáåãàÿêïîìîùèòåîðåìû.Òàêêàêëþáàÿàñèìïòîòè÷åñêèíîðìàëüíàÿîöåíêà
ñîñòîÿòåëüíà,òîθ∗ìîæåòáûòüàñèìïòîòè÷åñêèíîðìàëüíîéîöåíêîéðîâíîòîãîïàðàìåò-
ðà,äëÿêîòîðîãîîíàÿâëÿåòñÿñîñòîÿòåëüíîéîöåíêîé.ÀïîñêîëüêóX

p
→p,è«àðêñèíóñ

êîðíÿ»ñóòüíåïðåðûâíàÿôóíêöèÿíà(0,1),òîarcsin√Xp
→arcsin√p=θ(p).
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3. Пусть элементы выборки X1, X2, . . . , Xn имеют биномиальное распределение с параметрами 5 и p, где 0<p< 1. Прове-

рить, выполнены ли условия неравенства Рао – Крамера и доказать, что оценка p∗ =
n+ 1

5n
X неизвестного параметра p эффективна

в некотором классе. В каком именно?

Решение.Äëÿ(äèñêðåòíîãî)áèíîìèàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ«ïëîòíîñòü»(îíàæåâåðîÿò-
íîñòüïîïàñòüâòî÷êóy)èìååòâèäfp(y)=P(X1=y)=C

y
5py(1−p)5−yïðèy=0,1,2,3,4,5.

Óñëîâèå(R),î÷åâèäíî,âûïîëíåíî:ôóíêöèÿ√fp(y)=√Cy5py/2(1−p)(5−y)/2ïðèâñåõâîç-
ìîæíûõy=0,1,...,5íåïðåðûâíîäèôôåðåíöèðóåìàïîpäëÿëþáîãî0<p<1.
×òîáûïðîâåðèòüâûïîëíåíèåóñëîâèÿ(RR),âû÷èñëèìèíôîðìàöèþÔèøåðà:

lnfp(y)=lnC
y
5+

y

2
lnp+

5−y
2

ln(1−p);
∂

∂p
lnfp(y)=

y

p
−

5−y
(1−p)

=
y−5p
p(1−p)

;

Âñïîìíèì,÷òîEX1=5pèDX1=5p(1−p).Òîãäà

I(p)=E(∂

∂p
lnfp(X1))2

=E(X1−5p
p(1−p)

)2

=
DX1

p2(1−p)
2=

5p(1−p)
p2(1−p)

2=
5

p(1−p)
.

Èòàê,èíôîðìàöèÿÔèøåðàI(p)=
5

p(1−p)
êîíå÷íà,ïîëîæèòåëüíàèíåïðåðûâíàïîpïðè

âñåõ0<p<1.
Íàéäåìñìåùåíèåîöåíêèp∗:

b(p)=Ep∗−p=
n+1
5n

EX−p=
n+1
5n

EX1−p=
n+1
5n

5p−p=
p

n
.

Òîåñòüîöåíêàp∗ëåæèòâêëàññåK
p/nîöåíîêñîñìåùåíèåìp/n.Âû÷èñëèìååäèñïåðñèþ.

Dp∗=
(n+1)2

25n2DX=
(n+1)2

25n2

DX1

n
=

(n+1)2

25n2

5p(1−p)
n

=
(n+1)2p(1−p)

5n3.

ÂñåóñëîâèÿíåðàâåíñòâàÐàî–Êðàìåðàâûïîëíåíû.Ïîñìîòðèì,îáðàùàåòñÿëèäëÿ
íàøåéîöåíêèíåðàâåíñòâîÐàî–Êðàìåðà(âðàìî÷êå)âðàâåíñòâî.

(n+1)2p(1−p)
5n3=Dp∗>(1+b′(p))2

nI(p)
=

(1+
1
n)2

n
5

p(1−p)
≡

(n+1)2p(1−p)
5n3.

ÂíåðàâåíñòâåÐàî–Êðàìåðàäîñòèãàåòñÿðàâåíñòâî,ñëåäîâàòåëüíî,îöåíêàp∗ýôôåêòèâ-
íàâêëàññåKp/n.
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4. Пусть элементы выборки X1, X2, . . . , Xn имеют равномерное распределение на отрезке [a, b], где a<b. Проверить, явля-

ется ли оценка θ∗ = X(n)−X(1) а) несмещенной; б) состоятельной; в) асимптотически нормальной оценкой параметра θ = b− a.

Решение.

а)Ôóíêöèèðàñïðåäåëåíèÿñëó÷àéíûõâåëè÷èíX(n)èX(1)ðàâíû,ñîîòâåòñòâåííî,

FX(n)(y)=





0,y<a,
(y−a
b−a

)n,a6y6b,

1,y>b;

FX(1)(y)=





0,y<a,

1−(b−y
b−a

)n,a6y6b,

1,y>b.

Ìàòåìàòè÷åñêèåîæèäàíèÿïåðâîéèïîñëåäíåéïîðÿäêîâûõñòàòèñòèêðàâíû(ïðîâåðèòü!)

EX(n)=a+
n

n+1
(b−a),EX(1)=a+

1
n+1

(b−a),

ïîýòîìó

Eθ∗=EX(n)−EX(1)=a+
n

n+1
(b−a)−a−

1
n+1

(b−a)=
n−1
n+1

(b−a)6=b−a,

òîåñòüθ∗неÿâëÿåòñÿíåñìåùåííîéîöåíêîéïàðàìåòðàθ.
Ýòîòâûâîäìîæíîïîëó÷èòüèíåâû÷èñëÿÿìàòåìàòè÷åñêèõîæèäàíèé:çàìåòèì,÷òîθ∗<θ

ïî÷òèíàâåðíîå,òàê÷òîEθ∗<θ(ñì.ñîîòâ.ñâîéñòâîìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ).
б)Ïðîâåðèìñîñòîÿòåëüíîñòü.Äîêàæåì,÷òîX(n)

p
→bèX(1)

p
→a,îòêóäàñðàçóæåáóäåò

ñëåäîâàòü,÷òîθ∗p
→θ.Ïóñòüε>0.Ñîãëàñíî(íàïðèìåð!)íåðàâåíñòâó×åáûø¸âà,

P(|X(n)−b|>ε)=P(−X(n)+b>ε)6E(−X(n)+b)
ε

=
b−a

(n+1)ε
→0ïðèn→∞;

P(|X(1)−a|>ε)=P(X(1)−a>ε)6E(X(1)−a)
ε

=
b−a

(n+1)ε
→0ïðèn→∞.

Èñ÷åçíîâåíèåìîäóëåé,ïîìèìîïîòóñòîðîííèõñîîáðàæåíèé,îáúÿñíÿåòñÿòåì,÷òîïî÷òè
íàâåðíîå(ñâåðîÿòíîñòüþ1)X(n)<bèX(1)>a.
Èòàê,θ∗—ñîñòîÿòåëüíàÿîöåíêàïàðàìåòðàθ=b−a.
в)Íèîêàêîéàñèìïòîòè÷åñêîéíîðìàëüíîñòèíåìîæåòáûòüèðå÷è,õîòÿáûïîòîìó,÷òî
θ∗=X(n)−X(1)<b−a=θïî÷òèíàâåðíîå.
Äåéñòâèòåëüíî,ïîîïðåäåëåíèþñëàáîéñõîäèìîñòè,еслиθ∗—АНОпараметраθ,тофункция

распределенияFn(y)=P(
√
n(θ∗−θ)<y)сходитсякфункциираспределенияΦ0,σ2(θ)(y)какого-то

нормальногозаконаснулевымматематическиможиданием,причемэтасходимостьимеетместо

длявсехy,посколькуфункцияраспределениянормальногозаконавсюдунепрерывна.

Âîçüìåì,íàïðèìåð,y=0èóáåäèìñÿâòîì,÷òîâýòîéòî÷êåíåòñõîäèìîñòèFn(0)ê
Φ0,σ2(θ)(0)=1/2.Äåéñòâèòåëüíî,Fn(0)=P(

√
n(θ∗−θ)<0)=1,íåçàâèñèòîònè,òåì

ñàìûì,íåñõîäèòñÿê1/2.
Èòàê,θ∗неÿâëÿåòñÿàñèìïòîòè÷åñêèíîðìàëüíîéîöåíêîéïàðàìåòðàθ.
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5. Пусть элементы выборки X1, X2, . . . , Xn имеют распределение с плотностью

fθ(y) =

{
2y/θ2, если 06 y 6 θ,

0 иначе.
Найти оценку максимального правдоподобия θ̂ параметра θ.

Решение.Ôóíêöèÿïðàâäîïîäîáèÿèìååòâèä:

Ψ(~X,θ)=




2nX1·...·Xn

θ2n,åñëè06X(1)6...6X(n)6θ,

0èíà÷å
=

=




2nX1·...·Xn

θ2n,åñëèθ>X(n)èX(1)>0,

0èíà÷å

Âñëó÷àåX(1)>0ôóíêöèÿïðàâäîïîäîáèÿ

–ðàâíà
2nX1·...·Xn

θ2nâîáëàñòèθ>X(n)èìîíîòîííîóáûâàåòñðîñòîìθ;

–ðàâíàíóëþäëÿâñåõïðî÷èõθ>0;
–íåîïðåäåëåíàäëÿθ60.
Íàèáîëüøååçíà÷åíèåôóíêöèÿïðàâäîïîäîáèÿäîñòèãàåòïðèñàìîììàëåíüêîìçíà÷åíèè
θâîáëàñòèθ>X(n),òîåñòüïðèθ=X(n).Èòàê,θ̂=X(n).
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6. Пусть элементы выборки X1, X2, . . . , Xn имеют распределение Пуассона с параметром λ, где λ> 0. Для какого параметра

θ = θ(λ) оценка а) θ∗1 = Xe
−X

; б) θ∗2 =
1

n

n∑
i=1

I{Xi = 1} будет состоятельной оценкой? Проверить, будет ли оценка θ∗1

несмещенной оценкой того же параметра.

Указание. Для нахождения распределения nX воспользоваться свойством устойчивости распределения Пуассона относи-

тельно суммирования.

Решение.ÏîñêîëüêóX
p
→λïðèn→∞,òî

θ∗
1=Xe

−Xp
→λe

−λ
=θ(λ).

Äàëåå,I{X1=1},I{X2=1},...—íåçàâèñèìûåèîäèíàêîâîðàñïðåäåëåííûåñ.â.ñêîíå÷-
íûìïåðâûì(èíåòîëüêî)ìîìåíòîì(èìåþùèåðàñïðåäåëåíèåÁåðíóëëè),ïîýòîìó

θ∗
2=

1
n

n∑
i=1

I{Xi=1}
p
→EI{X1=1}=P{X1=1}=λe

−λ
=θ(λ).

Âû÷èñëèììàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèåîöåíêèθ∗
1.Âñèëóóñòîé÷èâîñòèðàñïðåäåëåíèÿÏóàñ-

ñîíàïîñóììèðîâàíèþ,ñëó÷àéíàÿâåëè÷èíàξ=nX=
n∑
i=1

XièìååòðàñïðåäåëåíèåÏóàññî-

íàΠnλ,òîåñòüP(ξ=k)=
(nλ)k

k!
e−nλäëÿk=0,1,2,....Ïîýòîìó

Eθ∗
1=E

ξ

n
e
−
ξ
n=

∞∑
k=0

k

n
e
−
k
nP(ξ=k)=

∞∑
k=0

k

n
e
−
k
n(nλ)k

k!
e−nλ=

=
e−nλ

n

∞∑
k=1

(nλe−1
n)k

(k−1)!
=(nλe−1

n)e−nλ

n

∞∑
k−1=0

(nλe−1
n)k−1

(k−1)!
︸︷︷︸ e

nλe−1/n

=λe
nλ(e−1/n−1)−1/n

Èòàê,Eθ∗
1=λe

nλ(e−1/n−1)−1/n
6=θ(λ)=λe

−λ
,òîåñòüîöåíêàθ∗

1íåÿâëÿåòñÿíåñìåùåííîé
îöåíêîéïàðàìåòðàθ=θ(λ)=λe

−λ
.

Íîëåãêîóáåäèòüñÿ(ðàçëîæèââðÿäÒåéëîðàýêñïîíåíòó,ñòîÿùóþâïîêàçàòåëåñòåïåíè),
÷òîîöåíêàθ∗

1ÿâëÿåòñÿàñèìïòîòè÷åñêèíåñìåùåííîéîöåíêîéïàðàìåòðàθ=θ(λ)(ýòîãî
äåëàòüíåòðåáîâàëîñü).
Ïîëåçíîòàêæåóáåäèòüñÿâòîì,÷òîîöåíêàθ∗

2íåòîëüêîÿâëÿåòñÿîöåíêîéìåòîäàìîìåí-
òîâäëÿïàðàìåòðàθ,ïîëó÷åííîéñïîìîùüþçàìåíûèñòèííîãîìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ
ñ.â.g(X1)=I{X1=1}íàñîîòâåòñòâóþùååâûáîðî÷íîåñðåäíååg(X),íîèàñèìïòîòè÷åñêè
íîðìàëüíà,àòàêæåÿâëÿåòñÿåäèíñòâåííîéýôôåêòèâíîéîöåíêîéâêëàññåK0íåñìåùåí-
íûõîöåíîêïàðàìåòðàθ.


