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1. Имеется выборка объема 3 из нормального распределения с неизвестными математическим ожиданием и дисперсией. Несме-

щенная выборочная дисперсия равна 1. Не пользуясь таблицами, построить точный доверительный интервал для неизвестной дисперсии

уровня доверия 0.9.

Указание. ln 0.05 ≈ −3; ln 0.95 ≈ −0.05.

Решение.Òî÷íûéäîâåðèòåëüíûéèíòåðâàëäëÿäèñïåðñèèóðîâíÿäîâåðèÿ0.9âäàííîì
ñëó÷àåèìååòâèä

[2
τ0.95

;
2

τ0.05

],
ãäåτδ—êâàíòèëüóðîâíÿδðàñïðåäåëåíèÿH2(õè-êâàäðàòñäâóìÿñòåïåíÿìèñâîáîäû).
ÍîH2≡E1/2,ïîýòîìóP(χ2

2<x)=1−e−x/2ïðèx>0.Òîãäàτδóäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ
1−e−τδ/2=δ,èëèτδ=−2ln(1−δ).
Ñëåäîâàòåëüíî,τ0.95=−2ln0.05≈6,τ0.05=−2ln0.95≈0.1,èèíòåðâàëèìååòâèä[

1
3

;20].

2. Проверяется гипотеза о близости математических ожиданий двух независимых нормальных выборок объемов n и m с единич-

ными дисперсиями: X1, . . . , Xn ⊂= Na1,1, Y1, . . . , Ym ⊂= Na2,1. Для проверки основной гипотезы H1: a1 = a2 против альтернативы

H2: a1 − a2 > 2 используется критерий δ, принимающий основную гипотезу, если X − Y 6 2, и альтернативу — в противном случае.

Проверить, является ли этот критерий состоятельным (при n,m→∞). Подробно обосновать все предельные переходы.

Решение.Âåðîÿòíîñòüîøèáêèâòîðîãîðîäàïðåäëîæåííîãîêðèòåðèÿðàâíà

PH2(X−Y62).

ÏðèâåðíîéH2,ñîãëàñíîÇÁ×,X−Y
p
→a1−a2>2.Ñõîäèìîñòüïîâåðîÿòíîñòèêïîñòîÿííîé

ýêâèâàëåíòíàñëàáîéñõîäèìîñòè,ïîýòîìóFX−Y(x)→Fa1−a2(x)äëÿâñåõx6=a1−a2(òî÷åê
íåïðåðûâíîñòèô.ð.Fa1−a2(x)).Íî26=a1−a2ïðèâåðíîéH2,òàê÷òîFX−Y(2)→Fa1−a2(2),
è

PH2(X−Y62)=PH2(X−Y<2)→PH2(a1−a2<2)=PH2(a1−a262)=0,

íåñòðîãîåíåðàâåíñòâîçäåñüíè÷åãîíåìåíÿåò,òàêêàêîáåôóíêöèèðàñïðåäåëåíèÿíåïðå-
ðûâíûâòî÷êå2.
Âñïîìíèòå,÷òîñõîäèìîñòüP(X<c)→P(EX1<c)èìååòìåñòîíåïðèâñåõc.
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3. В условиях задачи 2 при любых фиксированных n и m найти вероятность ошибки первого рода критерия δ (выразить ее в

терминах функции распределения стандартного нормального закона).

Решение.Âåðîÿòíîñòüîøèáêèïåðâîãîðîäàïðåäëîæåííîãîêðèòåðèÿðàâíà

PH1(X−Y>2).

ÏðèâåðíîéH1âåëè÷èíàX−Yèìååòíîðìàëüíîåðàñïðåäåëåíèåñïàðàìåòðàìè0è
1
n

+
1
m

=
m+n

mn
.Ïîýòîìó

PH1(X−Y>2)=PH1((X−Y)·√mn

m+n
>2√mn

m+n

)=1−Φ0,1(2√mn

m+n

).

4. Дана выборка X1, . . . , Xn объема n. Рассматриваются две простые гипотезы: H1: Xi имеют распределение с плотностью f1

и H2: Xi имеют распределение с плотностью f2. Здесь f1(y) = 4e−4(y−2)I(y> 2); f2(y) = 2e−2(y−1)I(y> 1).

Найти пределы при n→∞ вероятностей ошибок первого и второго рода следующих критериев:

δ1 =

{
H1, если X > 2.25− 1/(8

√
n),

H2, если X < 2.25− 1/(8
√
n);

и δ2 =

{
H1, если X > 2.25,

H2, если X < 2.25.

Указание. Для вычисления моментов полезно вспомнить, как меняется плотность распределения при линейном преобразовании

случайной величины. Φ0,1(1) ≈ 0.84; Φ0,1(2) ≈ 0.97; Φ0,1(0.5) ≈ 0.7.

Решение.

Ïóñòüξ⊂=E4,η⊂=E2.Òîãäàf1—ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿâåëè÷èíûξ+2,f2—âåëè÷èíû
η+1.Òîåñòü

EH1X1=E(ξ+2)=2.25,DH1X1=D(ξ+2)=
1
16
,EH2X1=E(η+1)=1.5,DH2X1=D(η+1)=

1
4
.

Äëÿïåðâîãîêðèòåðèÿ

α1(δ1)=PH1(X<2.25−1/(8
√
n))=PH1(

√
n·16(X−2.25)<−1/2)→Φ0,1(−1/2)≈0.3.

α2(δ1)=PH2(X>2.25−1/(8
√
n))=PH2(X+1/(8

√
n)>2.25)→P(1.5>2.25)=0.

Ïðåäåëüíûéïåðåõîäâïîñëåäíåéôîðìóëåâîçìîæåí,òàêêàêïîÇÁ×X+1/(8
√
n)

p
→(⇒)1.5,

èF1.5(x)íåïðåðûâíàâòî÷êå2.25.
Äëÿâòîðîãîêðèòåðèÿ

α1(δ2)=PH1(X<2.25)=PH1(
√
n·16(X−2.25)<0)→Φ0,1(0)=1/2.

α2(δ2)=PH2(X>2.25)=→P(1.5>2.25)=0.

ÑíîâàïåðåõîäêïðåäåëóîáúÿñíÿåòñÿñëàáîéñõîäèìîñòüþâñèëóÇÁ×èíåïðåðûâíî-
ñòüþïðåäåëüíîéô.ð.F1.5(x)âòî÷êå2.25.Àïî÷åìóïðèâû÷èñëåíèèïðåäåëàα1(δ2)ìû
âîñïîëüçîâàëèñüèíûìèàðãóìåíòàìè?
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5. Дана выборка X1, . . . , Xn, элементы которой принимают целые неотрицательные значения k = 0, 1, 2, 3 и т. д. Рассматрива-

ются две простые гипотезы: H1 : P{Xi=k} =
1

k!
e−1, H2 : P{Xi=k} =

3k

k!
e−3.

Критерий δ предписывает принимать гипотезу H1, если max(X1, . . . , Xn) < 2, и альтернативу H2 — в противном случае. Найти

минимальный размер выборки, при котором мощность этого критерия превышает заданное значение β.

Решение.Ìîùíîñòüêðèòåðèÿðàâíà

1−PH2(δ=H1)=1−PΠ3(max(X1,...,Xn)<2)=1−(PΠ3(X161))
n

=1−(4e−3)n.
Òðåáóåòñÿíàéòèíàèìåíüøåånòàêîå,÷òî1−(4e−3)n>β.Íåçàáóäüòå,÷òî4<e3.Ðåøàÿ,

ïîëó÷èìn>
ln(1−β)
ln4−3

.Èñêîìîånðàâíîöåëîé÷àñòèýòîãî÷èñëàïëþñîäèí.


