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Кратко о том, что такое умеренно большие уклонения в
классической постановке?

Рассмотрим последовательность н.о.р. случайных величин

X ,X1, . . . ,Xn, . . .

Пусть EX = 0, EX 2 = σ2 > 0. Тогда справедлива ц.п.т.

Sn√
n
:=

n∑
i=1

Xi

√
n

d−−−→
n→∞

ξ ∼ N(0, σ2).

Отсюда следует, что для любых a > 0 и последовательности xn �
√
n

справедливы сходимости

P(Sn > xna) −−−→
n→∞

0, P(Sn < −xna) −−−→
n→∞

0.



Принцип умеренно больших уклонений направлен на изучение скоро-
сти сходимости к 0 при n→∞ следующих вероятностей

P

(
Sn
xn
∈ A

)
,

где 0 6∈ [A], x̂n � xn �
√
n.

Принцип умеренно больших уклонений является частным случаем боль-
ших уклонений, когда грубая экспоненциальная асимптотика приве-
денной выше вероятности такая же как, если бы X ∼ N(0, σ2).

Т.е. грубые теоремы об умеренно больших уклонениях имеют следу-
ющий вид

P

(
Sn
xn
∈ A

)
∼ exp{−I (A)ψ(n)(1 + o(1))}, при n→∞,

I (A) = inf
y∈A

y2

2σ2 — функционал уклонений, ψ(n) = x2
n

n — нормирующая

функция.



Постановка задачи.

Рассмотрим последовательность Xi , i ∈ N независимых случайных
величин. Обозначим

Sk :=
k∑

i=1

Xi , k ∈ N,

здесь и далее S0 := 0.
Зафиксируем последовательность xn и определим случайную ломан-
ную sn(t), t ∈ [0, 1] с узлами в точках(

k

n
,
Sk
xn

)
, 0 ≤ k ≤ n.



Нас будут интересовать большие уклонения для траекторий процесса
sn(t) в пространстве C[0, 1].



Основные предположения.

Будем предполагать, что

EXi = 0, i ∈ N (1)

и выполнено следующее условие однородности для дисперсий: суще-
ствует предел

σ2 := lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

EX 2
i = lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

σ2
i > 0. (2)



Рассмотрим правильно меняющиеся на бесконечности, положитель-
ные на полуоси [0,∞) функции

h(t) := tβL(t), (3)

где β ∈ [0, 1], L(t) — медленно меняющаяся на бесконечности функ-
ция.
Класс п.м.ф. h = h(t), удовлетворяющих условию (3) обозначим L.

Рассмотрим следующее моментное условие, зависящее от выбора функ-
ции h ∈ L:
[Mh]. Для некоторого M > 0 справедливо неравенство

sup
i∈N

Eeh(|Xi |) ≤ M.



Класс уклонений x := xn, которые при выполнении условия [Mh] уда-
ется изучить, определяется функцией h:

lim
n→∞

xn√
n
=∞, lim

n→∞

xn
x̂n

= 0, (4)

где x̂n := sup
{
t ≥ 0 : t2

h(t) ≤ n
}
.

Отметим, что второе равенство в (4) можно заменить эквивалентным
равенством

lim
n→∞

x2n
nh(xn)

= 0.

Обозначим класс последовательностей xn, удовлетворяющих равен-
ствам (4) через X (h).
Таким образом, если h = α ln t, при α > 2, то этот класс достаточно
узок: √

n� xn �
√
n ln n;

если же h = ct, при c > 0, то этот класс максимально широк:
√
n� xn � n.



Основной результат.

Определение. Последовательность случайных процессов sn удовле-
творяет п.б.у. в метрическом пространстве (C[0, 1], ρ) с функционалом
уклонений I = I (f ): C[0, 1] → [0,∞] и нормирующей функцией ψ(n):
lim

n→∞
ψ(n) = ∞, если для любого c ≥ 0 множество {f ∈ C[0, 1] :

I (f ) ≤ c} является компактом в метрическом пространстве (C[0, 1], ρ)
и для любого множества B ∈ B(C[0,1],ρ) выполнены неравенства

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(sn ∈ B ) ≤ −I ([B]),

lim inf
n→∞

1

ψ(n)
lnP(sn ∈ B ) ≥ −I ((B)),

где I (B) = inf
y∈B

I (y) для B ∈ B(C[0,1],ρ), I (∅) =∞.



Определим функционал уклонений для винеровского процесса σw(nt)
xn

I (f ) :=

{
1

2σ2

∫ 1

0
(f ′(t))2dt, если f (0) = 0, f ∈ Ca[0, 1],

∞, в остальных случаях.

Теорема 1. Пусть для фиксированного h = tβL(t) ∈ L, β ∈ (0, 1),
выполнено условие [Mh]. Тогда последовательность случайных ло-
маных sn = sn(t) ∈ C[0, 1] удовлетворяет п.у.б.у. в зоне уклонений
x = xn ∈ X (h), т.е. для любого xn ∈ X (h) и для любого B ∈ B
выполнены соотношения

lim sup
n→∞

n

x2n
lnP(sn ∈ B) ≤ −I ([B]),

lim inf
n→∞

n

x2n
lnP(sn ∈ B) ≥ −I ((B)).



Теорема 2. Пусть для фиксированного h = tβL(t) ∈ L выполнено
условие [Mh]. Тогда:
I. Если β = 1 и функция L(t) не возрастает на полуоси [0,∞); или
II. Если β = 0, функция L(t) не убывает на полуоси [0,∞) и существует
предел (возможно бесконечный)

α := lim
t→∞

(
h(t)

ln t
− 2

)
> 0,

то последовательность случайных ломаных sn = sn(t) ∈ C[0, 1], удо-
влетворяет п.у.б.у. в зоне уклонений x = xn ∈ X (h).

Отметим, что в этих теоремах впервые рассмотрен неоднородный слу-
чай.



Кратко о доказательстве.

Мы используем стандартный подход, предложенный А.А. Пухальским:
I. получить ПБУ для конечномерных распределений;
II. доказать экспоненциальную плотность.

Положим
ϕi,n(λ) := Eeλ

xn
n Xi I(|Xi | ≤ xn),

где I(·) — индикатор события {·}, λ ∈ R.
Следующая лемма дает возможность получить ПБУ для конечномер-
ных распределений.

Лемма 1. Пусть выполнены условия[Mh] и (4), тогда

ϕi,n(λ) ≤ 1 +
λ2x2n
2n2

σ2
i + f (n, λ),

ϕi,n(λ) ≥ 1 +
λ2x2n
2n2

σ2
i − f (n, λ),

где функция f (n, λ) не зависит от i и удовлетворяет соотношению
f (n, λ) = o

( x2
n

n2

)
при n→∞.



В работе 1) доказана следующая лемма, с помощью которой доказы-
вается экспоненциальная плотность.

Лемма 2. Пусть для любого n ∈ N случайное поле Fn = Fn(~t) с
вероятностью 1 лежит в C0[0, 1]

d . Пусть для любых δ ∈ (0, 1), ε ∈
(0, 1) найдется N(δ, ε) ∈ N такое, что для всех n ≥ N(δ, ε) выполнено
неравенство

sup
~s,~t∈[0,1]d : ~s<~t, |~s−~t|=δ

P
(
sup
~s≤~r≤~t

|Fn(~r)−Fn(~s)| > ε
)
≤ C1(δ) exp

{
−ψ(n) ε

2

C2δ

}
,

где C1(δ), C2 — положительные константы, lim
n→∞

ψ(n) =∞.
Тогда последовательность полей Fn экспоненциально плотна в про-
странстве C[0, 1]d с нормирующей функцией ψ(n).



Сравнение с известными результатами.

Во всех предыдущих работах случайные величины X1, . . . ,Xn, . . . —
н.о.р.

1) А.А. Боровков (1967) классическая,
• требуется условие Крамера [C0], т. е. h = ct, c > 0, также требуется,
чтобы

√
n ln ln n� xn � n.

2) А.А. Могульский (1976),
• h = ctβ , β ∈ (0, 1) c > 0, также требуется, чтобы

√
n� xn � n

1
2−β .

3) А.А. Боровков, А.А. Могульский (статья) и 4) А.А. Боровков (мо-
нография) (2013),
• требуется условие [C(β)], т. е. h(t) = tβL(t), где β ∈ (0, 1), L(t) —
медленно меняющаяся на бесконечности функция.



Если выполнено условие [C(β)], то условие (4) примет вид

lim
n→∞

xn√
n
=∞, lim

n→∞

x2−βn

nL(xn)
= 0. (5)

В работах 3) требуется дополнительное условие на приращения функ-
ции h(t) и по другому выглядит условие (4)

lim
n→∞

xn√
n
=∞, lim

n→∞

xn
v (−1)(1/n)

= 0, (6)

где v (−1) — обратная функция к функции

v(n) = h(n)n−2 = nβ−2L(n).

Можно показать, что зоны, определяемые условиями (6) и (5) при
одинаковых функциях h совпадают.



5) А.А. Боровков (2022), требуется чтобы было выполнено условие
[C(β)], где β ∈ (0, 1) и не требуется никаких условий на приращения
функции h(t).

Отметим также работы 6) А.А. Пухальский (1994) и 7) H. Djellout
(2002), в них получен п.у.б.у. для скачкообразных процессов постро-
енных по мартингальным разностям, а также работу 8) Y. Hu, T.–Y.
(2003) Lee, в ней получен п.у.б.у. для ломаных, построенных по неза-
висимым одинаково распределенным с.в. принимающих значения из
некоторого банахова пространства при условии аналогичному экспо-
ненциальному условию Крамера.
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