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♦ ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ ♦ ОБЗОР ИЗВЕСТНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ ♦ ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ♦ ПРИМЕРЫ

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ
Рассмотрим семейство {ξ, ξi,j}i,j≥1 i.i.d. (ξ ∼ F ) случайных величин
(с.в.) с нулевым средним

Eξ = 0. (1)

Для любой g : Z+ → R определим семейства (по i) g-смещённых
случайных блужданий:

Sg
i,0 = 0, Sg

i,k =
k∑

j=1

ξi,j − g(k), k ≥ 1

и соответствующих частичных максимумов:

Mg
i,n = max

0≤k≤n
Sg
i,k, n ≥ 1.
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ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Пусть

• Z – положительная целочисленная с.в. такая, что

Z не зависит от {ξi,j}i,j≥1 (2)

и
EZ < ∞. (3)

• µ ≤ ∞ – неотрицательная целочисленная с.в.

Мы изучаем асимптотику хвоста распределения

Rg
µ,Z = max

1≤i≤Z
Mg

i,µ.
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МОТИВАЦИЯ
Рассмотрим затухающее ветвящееся случайное блуждание в
меняющейся среде:

Zn — ВПМС
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МОТИВАЦИЯ
Предполагаем, что

ν = inf{n ≥ 1 : Zn = Zn+1 = . . .} < ∞ п.н.

{Zn} ↔ T = (V, E)

•

e1

ξ1,1

�� ''•
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e2
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•
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•
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•
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e3ξ3,3
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π = (e1, e2, . . .) – путь.

e ∈ E ↔ ξn(e),j(e) ∼ F , Eξ1,1 = 0.

ξn,j , n, j ≥ 1 независимы.

{ξn,j} и {ζn,j} независимы.

g-смещённое ВСБ:

Sg(π) =
∑
e∈π

ξn(e),j(e)−g(|π|).
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МОТИВАЦИЯ

Положим
Rg

n = sup
π:|π|≤n

Sg(π).

Задача: для «произвольного» момента времени µ ≤ ∞ исследовать

P
(
Rg

µ > x
)
∼ ? при x → ∞.

Рассматриваемая модель:

• Частный случай модели ВСБ.

• С помощью соображений каплинга позволяет получать ответ
для модели ВСБ в случае «больших» µ.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЯ С ТЯЖЁЛЫМИ ХВОСТАМИ
Пусть η, η1, η2 – i.i.d., η ∼ G, G(x) := 1−G(x).

Распределение G имеет тяжёлый правый хвост, если

Eeλη = ∞ для любого λ > 0.

Распределение G имеет длинный правый хвост (G ∈ L), если
G(x) > 0 при всех x > 0 и при любом y > 0 справедливо

G(x+ y) ∼ G(x) при x → ∞.

Распределение G – субэкспоненциально (G ∈ S), если G ∈ L и

P (η1 + η2 > x) ≡ G ∗G(x) ∼ 2G(x) ≡ 2P (η1 > x) при x → ∞.

S ⊊ L ⊊ H
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ПРИНЦИП ОДНОГО БОЛЬШОГО СКАЧКА
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РАСПРЕДЕЛЕНИЯ С ТЯЖЁЛЫМИ ХВОСТАМИ:
ПРИМЕРЫ

• Правильно меняющиеся распределения:

F (x) ∼ L(x)x−α при x → ∞,

где L – ММФ, а α > 0.

• Распределение Вейбулла:

F (x) = e−xβ

, x > 0

при β ∈ (0, 1).

• Логнормальное распределение.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЯ С ТЯЖЁЛЫМИ ХВОСТАМИ:
ПРИМЕРЫ

• Правильно меняющиеся распределения:

F (x) ∼ L(x)x−α при x → ∞,

где L – ММФ, а α > 0.

• Распределение Вейбулла:

F (x) = e−xβ

, x > 0

при β ∈ (0, 1).

• Логнормальное распределение.
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АСИМПТОТИКА ХВОСТА САМОЙ ПРАВОЙ ТОЧКИ

Всюду далее мы предполагаем, что F имеет тяжёлый правый
хвост.

Типичный ответ в этом случае:

P
(
Rg

µ,Z > x
)
∼ Hg

µ,Z(x) при x → ∞,

где

Hg
µ,Z(x) =

∑
n≥1

E [ZI(µ ≥ n)]F (x+ g(n)).
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КЛАСС МОМЕНТОВ µ

Мы рассматриваем моменты µ, условно не зависящие от
будущего приращений {ξi,j} при фиксации Z.

Т.е. µ такие, что для любого n ≥ 1, и для любых событий

A ∈ σ(ξi,j , i ≤ n, j ≥ 1; I(µ ≤ n); Z),

B ∈ σ(ξi,j , i > n, j ≥ 1; Z)

справедливо

P (AB|Z) = P (A|Z)P (B|Z) п.н.

Обозначаем класс таких моментов F(Z), а через

Fφ(Z) = {µ ∈ F(Z) : µ ≤ φ п.н.}
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КЛАСС МОМЕНТОВ µ

Типичная ситуация: µ = f(Z, {ξi,j}i,j≥1), например,

τc,Z = inf{n ≥ 1 : S ĉ
i,n ≤ 0 при всех i = 1, 2, . . . , Z},

где c > 0.

Эти моменты используются для получения нижней оценки!

Утверждение (ПТ&СФ, 2022)

Пусть выполнено условие (1), c > 0 и N ≥ 1 – произвольное
целое число. Тогда при всех k ≥ 1, если E|ξ|k < ∞, то

Eτkc,N < ∞.
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Структура доклада

♦ ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

♦ ОБЗОР ИЗВЕСТНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

♦ ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

♦ ПРИМЕРЫ
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«ОДНОМЕРНЫЙ» СЛУЧАЙ

Пусть Z = 1 п.н.

Rg
µ,1 = Mg

µ ,

где M соответствует случаю классического случайного
блуждания Sn =

∑n
k=1 ξk с i.i.d. приращениями.
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ВЕРАВЕРБЕКЕ (1977)

Обозначим через ĉ(n) := cn и F I(x) = min{1,
∫∞
x

F (y)dy} –
интегральный хвост.

Важное свойство: F (x) = o(F I(x)).

Теорема (N. Veraverbeke, 1977)

Пусть выполнено (1) и FI ∈ S. Тогда при всех c > 0

P
(
M ĉ

∞ > x
)
∼ P

⋃
n≥1

{ξn > x+ cn}

 ∼
∑
n≥1

F (x+ cn)

∼ 1

c
· F I(x)

при x → ∞.
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АСИМПТОТИКА МАКСИМУМА ПО КОНЕЧНОМУ
ИНТЕРВАЛУ ВРЕМЕНИ

• µ = n п.н.

: P(M ĉ
n > x) ∼ nF (x) при x → ∞ при всех c ∈ R –

прямое следствие определения.
• µ не зависит от {ξi, i ≥ 1} и Eeλµ < ∞ для некоторого λ > 0:

Kesten’s bound

Для любого ε > 0 существует c(ε) > 0 такая, что для всех
x, n,

F ∗n(x) ≤ c(ε)(1 + ε)n · F (x).

⇓ (при всех c ∈ R)

P
(
M ĉ

µ > x
)
∼ Eµ · F (x) при x → ∞.
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АСМУССЕН (1998)

Положим

τ = inf{n ≥ 1 : S ĉ
n < 0}.

Справедлива

Теорема (S. Asmussen, 1998)

Пусть выполнено (1) и F ∈ S∗. Тогда, для любого
c > 0,

P
(
M ĉ

τ > x
)
∼ Eτ · F (x) при x → ∞.
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ФОСС И ЗАХАРИ (2003)
Пусть µ не зависит от будущего приращений ξk (µ ∈ F = F(1))

,
т.е. при любом n ≥ 1 сигма алгебры

σ({ξk, k ≤ n; I(µ ≤ n)}) и σ(ξn+1, ξn+2, . . .)

независимы.

Теорема (S. Foss, S. Zachary, 2003)

Пусть выполнено (1).
(i) Если F ∈ S∗, то для любого µ ∈ F такого, что Eµ < ∞ и

любого c > 0,

P
(
M ĉ

µ > x
)
∼ Eµ · F (x) при x → ∞. (4)

(ii) Если эквивалентность (4) выполнена для некоторых
µ ∈ F и c > 0 таких, что P(S ĉ

µ ≤ 0) = 1, то F ∈ S∗.
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ФОСС, ПАЛЬМОВСКИ, ЗАХАРИ (2005)

Теорема (S. Foss, Z. Palmowski, S. Zachary, 2005)

Пусть выполнено (1) и F ∈ S∗. Тогда

P
(
Mg

µ > x
)
= (1 + o(1))Hg

µ(x) при x → ∞

равномерно по всем µ ∈ F и g ∈ G, где

Hg
µ(x) ≡ Hg

µ,1(x) =

∞∑
n=1

P(µ ≥ n)F (x+ g(n)),

а G – некоторый класс функций.

• Если ĉ(n) = cn и µ = ∞ п.н., то H ĉ
µ(x) ∼ 1

cF I(x) при x → ∞.

• Если ĉ(n) = cn и Eµ < ∞, то H ĉ
µ(x) ∼ Eµ · F (x) при x → ∞.
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Пусть выполнено (1) и F ∈ S∗. Тогда

P
(
Mg

µ > x
)
= (1 + o(1))Hg

µ(x) при x → ∞

равномерно по всем µ ∈ F и g ∈ G, где

Hg
µ(x) ≡ Hg

µ,1(x) =

∞∑
n=1

P(µ ≥ n)F (x+ g(n)),

а G – некоторый класс функций.

• Если ĉ(n) = cn и µ = ∞ п.н., то H ĉ
µ(x) ∼ 1

cF I(x) при x → ∞.

• Если ĉ(n) = cn и Eµ < ∞, то H ĉ
µ(x) ∼ Eµ · F (x) при x → ∞.
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Структура доклада

♦ ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

♦ ОБЗОР ИЗВЕСТНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

♦ ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

♦ ПРИМЕРЫ
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КЛАСС G

Пусть 0 < c1 < c2 < ∞.

Класс Gc1,c2 содержит все функции g такие, что

• lim
n→∞

g(n)/n = cg ∈ [c1, c2].

• sup
g

sup
m≥n

|g(m)/m− cg| → 0 при n → ∞.

Типичный пример: g(n) = cn для некоторого c > 0.
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РАВНОМЕРНАЯ ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА

Пусть выполнены условия (1), (2) F ∈ S∗, µ ∈ F(Z) и g ∈ Gc1,c2 .
Тогда

P
(
Rg

µ,Z > x|Z
)
= P

(
Z⋃

i=1

{Mg
i,µ > x}|Z

)

≤
Z∑

i=1

P
(
Mg

i,µ > x|Z
)

≤ (1 + α(x))

∞∑
n=1

E [ZI(µ ≥ n)|Z]F (x+ g(n)),

где α(x) → 0 при x → ∞ и не зависит от µ, g и Z.
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РАВНОМЕРНАЯ ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА

Утверждение (ПТ&СФ, 2022)

Пусть условия (1), (2) и (3) выполнены, и F ∈ S∗. Тогда при
любых 0 < c1 < c2 < ∞,

P
(
Rg

µ,Z > x
)
≤ (1 + o(1))Hg

µ,Z(x) при x → ∞

равномерно по µ ∈ F(Z) и g ∈ Gc1,c2 .
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РАВНОМЕРНАЯ НИЖНЯЯ ОЦЕНКА

Теорема (ПТ&СФ, 2022)

Пусть условия (1), (2) и (3) выполнены, и F ∈ L. Предположим
также, что выполнено одно из двух условий
(i) Z не зависит от σ(ξi,j , i, j ≥ 1;µ);
(ii) Z ≤ N , для некоторого целого N ≥ 1.
Тогда при любых 0 < c1 < c2 < ∞,

P
(
Rg

µ,Z > x
)
≥ (1 + o(1))Hg

µ,Z(x) при x → ∞

равномерно по µ ∈ F(Z) и g ∈ Gc1,c2 .



♦ ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ ♦ ОБЗОР ИЗВЕСТНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ ♦ ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ♦ ПРИМЕРЫ

МОЖНО ЛИ ПЕРЕЙТИ ОТ ОГРАНИЧЕННЫХ Z К
НЕОГРАНИЧЕННЫМ?

Попробуем срезать Z на уровне N ≥ 1:

P
(
Rg

µ,Z > x
)
≥ P

(
Rg

µ,Z∧N > x
)

= (1 + o(1))Hµ,Z∧N (x).

Если E [µZ] = ∞, то

F (x) = o (Hµ,Z(x)) , но Hµ,Z∧N (x) ≍ F (x)

Эта техника не работает в нашем случае!
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Теорема (ПТ&СФ, 2022)

Пусть условия (1), (2) и (3) выполнены, и F ∈ L. Пусть φ ∈ L
и E [φZ] < ∞. Тогда при любых 0 < c1 < c2 < ∞,

P
(
Rg

µ,Z > x
)
≥ (1 + o(1))Hg

µ,Z(x) при x → ∞

равномерно по µ ∈ Fφ(Z) и g ∈ Gc1,c2 .

В частности, если F ∈ S∗ и E [µZ] < ∞, то справедлив нерав-
номерный результат

P (Rµ,Z > x) ∼ Hg
µ,Z(x) при x → ∞.

С помощью этой теоремы можно получить лишь самую
тонкую асимптотику!
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Пусть

• P(Z > N) = N−α, α ∈ (0, 1).
• µ = n ∈ [0,∞] п.н.
• F ∈ S∗.

Тогда

P
(
Rĉ

µ > x
)
= E(1− (1− y)Z),

где y = P
(
M ĉ

1,µ > x
)
.
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Rĉ

µ > x
)
= E(1− (1− y)Z),

где y = P
(
M ĉ
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ВАЖНОСТЬ УСЛОВИЯ EZ < ∞

P
(
Rĉ

µ > x
)
= y

∞∑
k=0

(1− y)kP (Z > k)

∼ y

∫ ∞

0

(1− y)tt−αdt

∼ Γ(1− α)yα

= Γ(1− α)
(
P
(
M ĉ

1,µ > x
))α

.

Полученная асимптотика тяжелее, чем Hg
µ,Z(x)!
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ПРОМЕЖУТОЧНАЯ АСИМПТОТИКА

Можно получать за счёт µ:

Пусть

• (µ,Z) не зависит от {ξi,j , i, j ≥ 1};
• P (µ ≥ n) = K1n

−α для некоторого α ∈ (0, 1);
• Z = µ ∧N для некоторого целого N ≥ 1;
• F (x) = K2x

−β , где β > 1.

Тогда, согласно полученным результатам:

P
(
Rĉ

µ,Z > x
)
∼ Hg

µ,Z(x)

=

∞∑
n=1

E [(µ ∧N)I(µ ≥ n)]F (x+ cn)
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Далее,

∞∑
n=1

E [(µ ∧N)I(µ ≥ n)]F (x+ cn)

=

∞∑
n=1

E [(µ ∧N)I(µ ≥ n, µ ≥ N)]F (x+ cn)

+

∞∑
n=1

E [(µ ∧N)I(µ ∈ [n,N))]F (x+ cn)

=

N−1∑
n=1

E [(µ ∧N)I(µ ≥ N)]F (x+ cn)

+

∞∑
n=N

E [(µ ∧N)I(µ ≥ n)]F (x+ cn)

+

N−1∑
n=1

E [(µ ∧N)I(µ ∈ [n,N))]F (x+ cn)
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Получаем, что
∞∑

n=1

E [(µ ∧N)I(µ ≥ n)]F (x+ cn)

∼N

∞∑
n=N

P (µ ≥ n)F (x+ cn)

∼N

∞∑
n=1

P (µ ≥ n)F (x+ cn)

=NK1K2

∞∑
n=1

n−α(x+ cn)−β

∼NK1K2

∫ ∞

0

t−α(x+ ct)−βdt

∼Cx1−α−β
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СИЛЬНО СУБЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЕ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Klüppelberg, 1988

F – сильно субэкспоненциально (F ∈ S∗), если
F (x) > 0 при всех x > 0, m+ = Eξ+ < ∞, и∫ x

0

F (x− y)F (y)dy ∼ 2m+F (x) при x → ∞,

Свойства:
• S∗ ⊊ S ⊊ L ⊊ H.

• F ∈ S∗ ⇒ F, FI ∈ S.

• Все упомянутые субэкспоненциальные распределения – сильно
субэкспоненциальны.
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