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ÏÐÅÄÅËÀÌÈ 1

Èçâåñòíî, ÷òî âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ æèäêîñòíûå
ïðåäåëû ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè. Ìîäåëè è
óñëîâèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ñëó÷àéíûì æèäêîñòíûì ïðåäåëàì, èçó-
÷åíû äîñòàòî÷íî ñëàáî. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ è èññëåäó-
åòñÿ ïðèìåð ñåòè îáñëóæèâàíèÿ, æèäêîñòíûå ïðåäåëû â êîòîðîé
äîïóñêàþò ñëó÷àéíîå âåòâëåíèå â íåêîòîðûõ òî÷êàõ, è ÷èñëî âîç-
ìîæíûõ âåòâåé êîíòèíóàëüíî. Èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè
ýòîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðÿäà ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè âåòâÿ-
ùèõñÿ ïðîöåññîâ.

� 1. Ââåäåíèå. Ìåòîä æèäêîñòíîé àïïðîêñèìàöèè
Ïóñòü {X(t), t ≥ 0} � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé äèíàìè-

êó ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòè (îáñëóæèâàíèÿ) è îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì ñòðî-
ãîé ìàðêîâîñòè, è ïóñòü | · | � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ (òåñòîâàÿ)
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðÿäó óñëîâèé (ñêàæåì, íåêîòîðàÿ ïîëóíîð-
ìà). Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå è îáñóæäåíèå ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ
óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè (ýðãîäè÷íîñòè), ïðåäëîæåííîãî ïåðâîíà÷àëüíî â
[1, 2, 3], ðàçâèòîãî çàòåì âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïð., [4, 5, 6, 7, 8, 9] è
ñïèñêè ëèòåðàòóðû â íèõ) è ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèå �ìåòîä æèäêîñòíîé
àïïðîêñèìàöèè�.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ x òàêèå, ÷òî |x| > 0, è ââåäåì
ñåìåéñòâî ïðîöåññîâ

Xx def
= {Xx(t) =

X(|x|t)
|x| , t ≥ 0}, Xx(0) = x.

Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèé äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî T > 0 ñåìåéñòâî ïðîöåññîâ {Xx, |x| ≥ 1} ÿâëÿåòñÿ ñëà-
áî êîìïàêòíûì íà èíòåðâàëå âðåìåíè [0, T ]. Ïîýòîìó èç ëþáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè x = xn, |xn| → ∞ ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäâàòåëüíîñòü

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 02-01-
00358, 03-01-00045), ôîíäîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ãðàíò ÍØ � 2139.2003.1) è ïðîãðàììîé
1.1 Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé
ìàòåìàòèêè â ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ�
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òàêóþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîöåññû Xx ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó
ïðåäåëüíîìó ïðîöåññó (ñêàæåì, ϕ), íàçûâàåìîìó æèäêîñòíûì ïðåäå-
ëîì. Æèäêîñòíûå ïðåäåëû îáëàäàþò ðÿäîì õîðîøèõ ñâîéñòâ. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ëþáîãî æèäêîñòíîãî ïðåäåëà ïî÷òè íàâåðíîå âñå åãî òðà-
åêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè (ñ îäíîé è òîé æå ëèïøèöåâîé êîí-
ñòàíòîé) è ïîäîáíûìè äðóã äðóãó (ñì., íàïð., [3]), òî åñòü äëÿ ëþáîãî
æèäêîñòíîãî ïðåäåëà ϕ è äëÿ ëþáîãî u > 0 òàêèõ,÷òî P(|ϕ(u)| > 0) > 0,
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {ϕ̃(t), t ≥ 0} ñ óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì

P (ϕ̃(t) ∈ ·) = P

(
ϕ(u + t)

|ϕ(u)| ∈ · | ϕ(u)

)
(1)

òîæå ÿâëÿåòñÿ æèäêîñòíûì ïðåäåëîì (äëÿ èñõîäíîãî ïðîöåññà X) ï.í.
íà ìíîæåñòâå {|ϕ(u)| > 0}.

Íàõîæäåíèå óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè ñåòåé îáñëóæèâàíèÿ ïðèâëåêàåò
âíèìàíèå ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ. Ïîä ñòàáèëüíîñòüþ ñåòè îáñëóæèâà-
íèÿ áóäåì ïîíèìàòü ïîëîæèòåëüíóþ âîçâðàòíîñòü ïðîöåññà X(t), t ≥
0 (îòíîñèòåëüíî òåñòîâîé ôóíêöèè | · |), òî åñòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë C è ε òàêèõ, ÷òî

sup
|x|≤C

E{νC | X(0) = x} < ∞,

ãäå νC = inf{t ≥ ε : |X(t)| ≤ C}. Ñåòü îáñëóæèâàíèÿ íåñòàáèëüíà,
åñëè ïðîöåññ X(t) íåâîçâðàòåí, ò.å. õîòÿ áû îäíà èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
νC ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííîé.

Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ñ÷èòàëàñü ïðàâäîïîäîáíîé ãèïîòåçà î òîì, ÷òî
(H) åñëè íàãðóçêà íà êàæäîé ñòàíöèè ñåòè îáñëóæèâàíèÿ ìåíüøå åäè-
íèöû è âñå èñïîëüçóåìûå íà ñòàíöèÿõ äèñöèïëèíû îáñëóæèâàíèÿ �êîí-
ñåðâàòèâíû� (ò.å. ïðîñòîè íà ñòàíöèè íåâîçìîæíû ïðè íàëè÷èè âûçî-
âîâ), òî âñÿ ñåòü äîëæíà áûòü ñòàáèëüíà.

Òîëüêî â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ áûëè ïîñòðîåíû ïåðâûå ïðèìåðû, ïî-
êàçûâàþùèå, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü íå òàê. Òàê, â ðàáîòàõ [10, 11] áûëè
ïðåäëîæåíû ïðèìåðû íåêîòîðûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì, äëÿ êî-
òîðûõ ãèïîòåçà (H) íåâåðíà.

Ïî-âèäèìîìó, ñòàòüÿ [1] ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ðàáîòîé, ãäå ñòðîÿòñÿ è
èçó÷àþòñÿ ïðèìåðû ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòåé, â êîòîðûõ óñëîâèÿ âèäà
�íàãðóçêà ìåíüøå åäèíèöû� íå ïðèâîäÿò ê ñòàáèëüíîñòè. À èìåííî,
àâòîðû ïðèâîäÿò ïðèìåð ñåòè îáñëóæèâàíèÿ ñ 2 ñòàíöèÿìè è 2 ïîòî-
êàìè âûçîâîâ è ïîêàçûâàþò, ÷òî (à) åñëè íà îáåèõ ñòàíöèÿõ âûçîâû
îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ, òî ãèïîòåçà (H) âåðíà, (á) íî
åñëè íà ñòàíöèÿõ èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ïðèîðèòåòíûå äèñöèïëèíû,
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òî (H) ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé (ïðèìåð ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé åñòåñòâåí-
íûå óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè
ïðè îáñëóæèâàíèè âûçîâîâ íà êàæäîé ñòàíöèè â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ,
áûë íàéäåí ïîçæå â [12]). Â ðàáîòå [1] èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ òðåõ-
øàãîâàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé:
1) ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàëèñü æèäêîñòíûå ïðåäåëû ϕ è âûïèñûâàëàñü
ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÈÄÓ), êîòîðûì óäî-
âëåòâîðÿþò ï.í. âñå òðàåêòîðèè âñåõ âîçìîæíûõ æèäêîñòíûõ ïðåäåëîâ;
2) íàõîäèëèñü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âñå ðåøåíèÿ ýòèõ ÈÄÓ óõîäÿò â
íîëü, ò.å. |ϕ(t)| = 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ;
3) ïîêàçûâàëîñü, ÷òî ýòè æå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ïîëîæèòåëü-
íîé âîçâðàòíîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X.
Ïðè ýòîì ìíîãèå ôðàãìåíòû äîêàçàòåëüñòâà íà øàãå 3), ïî ñóòè, ïî-
âòîðÿëè ñîîòâåòñòâóþùèå ôðàãìåíòû øàãà 2).

Â ïîñëåäîâàâøèõ ðàáîòàõ ([2] è [3]) áûë ðàññìîòðåí äîñòàòî÷íî
øèðîêèé êëàññ ñåòåé îáñëóæèâàíèÿ (òàê íàçûâàåìûõ open multiclass
networks), ê êîòîðûì ïðèìåíèì èçëîæåííûé âûøå ïîäõîä, è � ñ ïîìî-
ùüþ íåêîåãî îáîáùåííîãî êðèòåðèÿ Ôîñòåðà � ïîêàçàíî, ÷òî øàã 3) â
èçëîæåííîé âûøå ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì. Â ÷àñòíî-
ñòè, áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ñòàáèëüíîñòè:

(C1) Ñóùåñòâóåò ÷èñëî T ∈ (0,∞) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî æèäêîñò-
íîãî ïðåäåëà ϕ

|ϕ(t)| = 0 ï.í. äëÿ âñåõ t ≥ T. (2)
Áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå (2) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ (êîòîðîå ôîðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì):
(C2) Äëÿ ëþáîãî æèäêîñòíîãî ïðåäåëà ϕ ñóùåñòâóþò (ñâîè) êîí-

ñòàíòû T
′ è ε ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî:

|ϕ(T
′
)| ≤ ε ï.í. (3)

Â [3] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ æèäêîñòíûõ ïðå-
äåëîâ êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(C3) Äëÿ ëþáîãî æèäêîñòíîãî ïðåäåëà ϕ âûïîëíåíî:

inf
t≥0
|ϕ(t)| < 1 ï.í.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, â áîëüøèíñòâå áàçîâûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ ñåòåé æèäêîñòíûé ïðåäåë åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ) è ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé (ýòî òàê, íàïðèìåð,
äëÿ îáîáùåííûõ ñåòåé Äæåêñîíà èëè äëÿ ñèñòåìû ïîëëèíãà íà îêðóæ-
íîñòè � ñì., íàïð., [4, 5, 6, 7, 8, 9]). Ýòîò ôàêò ìîæíî îáúÿñíèòü ñ
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ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé:
(à) â ðàññìàòðèâàåìûõ ñåòÿõ îáñëóæèâàíèÿ âõîäíûå ïðîöåññû (ïðîöåññ
ïîñòóïëåíèÿ âûçîâîâ â ñèñòåìó; ïðîöåññû, îïèñûâàþùèå íåïðåðûâíóþ
ðàáîòó îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ, è ò.ä.), êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ïðî-
öåññàìè âîññòàíîâëåíèÿ, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàêîïëåííûõ ñóìì óäî-
âëåòâîðÿþò óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, ÷òî ïðè ëèíåéíîì ñæà-
òèè âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèò ê äåòåðìèíèðîâàííûì ôóíêöè-
ÿì;
(á) åñëè àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ñåòüþ ÿâëÿåòñÿ �äîñòàòî÷íî ïðîñòûì�, òî
ðàçóìíî îæèäàòü, ÷òî è æèäêîñòíûé ïðåäåë � êàê ôóíêöèÿ îò âõîäà è
óïðàâëåíèÿ � òîæå áóäåò äåòåðìèíèðîâàííûì.

Åñòåñòâåíåí ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêîãî ðîäà ñëó÷àéíîñòü ìîæåò ñî-
õðàíÿòüñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ê æèäêîñòíîé äèíàìèêå? Íàñêîëü-
êî íàì èçâåñòíî, ýòîò âîïðîñ èçó÷àëñÿ ëèøü â íåáîëüøîì ÷èñëå ïóáëè-
êàöèé (ñì., íàïð., [13, 14, 15, 16]), ãäå áûëî ïîêàçàíî íà ïðèìåðàõ, ÷òî
æèäêîñòíûé ïðåäåë ìîæåò áûòü ñòîõàñòè÷åñêèì ïî ñëåäóþùèì äâóì
ïðè÷èíàì: (1) ñëó÷àéíîñòè, îïðåäåëÿåìîé íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì, è (2)
ñëó÷àéíîñòè çà ñ÷åò âåðîÿòíîñòíîãî âåòâëåíèÿ (ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì âåò-
âåé). Áîëåå ïîäðîáíî, ïðåäëàãàþùèåñÿ â ýòèõ ðàáîòàõ æèäêîñòíûå ïðå-
äåëû òàêîâû, ÷òî
(à) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå (ñ òî÷íîñòüþ
äî ëèíåéíîãî êîýôôèöèåíòà) ÷èñëî òî÷åê (ñêàæåì, {xi}k

i=1, ãäå |xi| = 1)
è ñîïîñòàâèòü êàæäîé òî÷êå xi íåêîòîðîå äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé {pi,j}li

j=1 è ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî {ϕi,j}li
j=1 äåòåðìèíè-

ðîâàííûõ æèäêîñòíûõ ïðåäåëîâ, ñòàðòóþùèõ èç òî÷êè ϕi,j(0) = xi;
(á) äëÿ ëþáîãî æèäêîñòíîãî ïðåäåëà ϕ ìîæíî óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êîíå÷íûõ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè 0 ≤ τ1 < τ2 < . . . òàêóþ, ÷òî ïðè
ëþáîì s ≥ 2,

τs = inf{t > τs−1 : ϕ(t) ∈ D},
ãäå ìíîæåñòâî D îïðåäåëÿåòñÿ êàê D = {cxi : c > 0; i = 1, . . . , k},
ïðè÷åì åñëè ϕ(τs) = cxi ïðè íåêîòîðûõ c > 0 è xi, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ
pi,j òðàåêòîðèÿ {ϕ(τs + u), 0 ≤ u ≤ τs+1 − τs} ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðèåé
äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîöåññà {cϕi,j(u/c), 0 ≤ u ≤ τs+1 − τs};
(â) íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè (0, τ1) æèäêîñòíûé ïðåäåë ìîæåò
áûòü ñëó÷àéíûì çà ñ÷åò íåêîòîðîé ñïåöèôèêè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ ìîäåëåé ñî ñëó÷àéíûìè æèäêîñòíûìè ïðåäåëàìè óñëîâèÿ ñòà-
áèëüíîñòè, ïðåäëàãàåìûå â êðèòåðèè (C1), ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷-
íûìè è äàëåêè îò íåîáõîäèìûõ. Áîëåå îáùèå óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè äëÿ
òàêèõ ìîäåëåé áûëè íàéäåíû â [16]:
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Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü âñå æèäêîñòíûå ïðåäåëû ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî
ìàðêîâñêèìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Åñëè äëÿ ëþáîãî æèäêîñòíîãî
ïðåäåëà ϕ íàéäåòñÿ òàêîé ìîìåíò îñòàíîâêè τ = τϕ, ÷òî

(à) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {τϕ} ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìû (ãäå ðàâíî-
ìåðíîñòü èìååò ìåñòî â êëàññå âñåõ æèäêîñòíûõ ïðåäåëîâ);

(á) äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

|ϕ(τϕ)| ≤ ε ï.í., (4)

òî ïåðâîíà÷àëüíûé ïðîöåññ X ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî âîçâðàòíûì.
Óñëîâèå (á) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:
(á') E|ϕ(τ

′
ϕ)| < ε äëÿ íåêîòîðîãî äðóãîãî ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìîãî

ñåìåéñòâà ìîìåíòîâ îñòàíîâêè τ ′ϕ.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó ñòðîãîé ìàðêîâîñòè, åñëè íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî
{τϕ}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (à)-(á) ïðè íåêîòîðîì ε > 0, òî òàêîå
ñåìåéñòâî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ëþáîì ε ∈ (0, 1).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòàÿ è åñòåñòâåí-
íàÿ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, æèäêîñòíûå ïðåäå-
ëû â êîòîðîé îñòàþòñÿ ñëó÷àéíûìè çà ñ÷åò íåñêîëüêî èíîãî ýôôåêòà:
âåòâëåíèÿ â îäíîé òî÷êå, íî ñ êîíòèíóàëüíûì ÷èñëîì âåòâåé. Ñ ïî-
ìîùüþ íåêîòîðîãî óñëîæíåíèÿ êîíñòðóêöèè ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð
ìîäåëè ñ êîíòèíóàëüíûì âåòâëåíèåì â íåñ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê. Ñóùå-
ñòâîâàíèå êîíòèíóàëüíîãî âåòâëåíèÿ ïðåäåëüíîãî (ïðè ëèíåéíîé íîð-
ìèðîâêå) ïðîöåññà äîêàçûâàåòñÿ â [14] äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â Z4

+

è â [17] äëÿ ïðîöåññà äëèí î÷åðåäåé â ñèñòåìå ñ ïîòåðÿìè, íî â îáå-
èõ ýòèõ ðàáîòàõ íå óäàåòñÿ ââåñòè âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà ìíîæåñòâå
âåòâÿùèõñÿ òðàåêòîðèé. Îòñóòñòâèå âîçìîæíîñòè îïèñàòü ïðåäåëüíûé
ïðîöåññ â îáùåì ñëó÷àå ïðèâåëî ê îòñóòñòâèþ ïîëíîé êëàññèôèêàöèè
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â Z4

+. Îòìåòèì, ÷òî
ïîâåäåíèå íàøåé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ìîæíî îïèñàòü áëóæäàíèåì ïî
ãðàíèöå Z4

+.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè ìîäåëü èíòåðåñíà ñ òîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî

æèäêîñòíûé ïðåäåë ñ êîíòèíóàëüíûì âåòâëåíèåì óäàåòñÿ òî÷íî îïè-
ñàòü êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ïðè åãî îïèñàíèè èñïîëüçóþòñÿ íîâûå ðå-
çóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ íàäêðèòè÷åñêèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Êðî-
ìå òîãî, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò íîâûé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé,
êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü �ôðàêòàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíûìè�.

Ðàáîòà óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïàðàãðàôå 2 ïðèâîäèòñÿ
îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ. Ïàðàãðàô 3 ïîñâÿ-
ùåí èçó÷åíèþ ìåòîäàìè òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ âñïîìîãàòåëüíîé
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íåýðãîäè÷åñêîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ïðèáîðîì. Â ïàðàãðàôå
4 ñòðîèòñÿ è èçó÷àåòñÿ æèäêîñòíàÿ ìîäåëü è � ñ åå ïîìîùüþ � íàõî-
äÿòñÿ óñëîâèÿ äëÿ ñòàáèëüíîñòè è äëÿ íåñòàáèëüíîñòè èñõîäíîé ìîäåëè.
Íàêîíåö, ïðèëîæåíèå ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà âñïîìîãàòåëüíûõ
òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé.

� 2. Îïèñàíèå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ è åå ñâîéñòâà

Ðàññìàòèâàåìàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ñòàíöèé îáñëóæèâàíèÿ è
äâóõ îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ. Íà êàæäóþ ñòàíöèþ ïîñòóïàåò ñâîé
âõîäíîé ïîòîê âûçîâîâ, ñîîòâåòñòâåííî ñ èíòåíñèâíîñòÿìè λ1 < 1 è
λ2 > 1, ïðèáîðû îáñëóæèâàþò âûçîâû ñ îäíîé è òîé æå èíòåíñèâíî-
ñòüþ 1. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âûçîâ ïîêèäàåò ñèñòåìó. Âòî-
ðîé ïðèáîð ïîñòîÿííî îáñëóæèâàåò âûçîâû íà âòîðîé ñòàíöèè. Òàê êàê
îí ñàìîñòîÿòåëüíî íå ìîæåò ñïðàâèòüñÿ ñ îáñëóæèâàíèåì âûçîâîâ íà
ñòàíöèè, òî ïåðâûé ïðèáîð, íàðÿäó ñ îáñëóæèâàíèåì âûçîâîâ íà ïåðâîé
ñòàíöèè, âðåìÿ îò âðåìåíè ïîìîãàåò âòîðîìó.

?

λ1 < 1

?

λ2 > 1

áóíêåð 1

áóíêåð 2

¾ - ¾

?

6

ïðèáîð 1

ïð
è
áîð
2

ñòàíöèÿ 1 ñòàíöèÿ 2

Ðèñ. 1. Cõåìà èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Áóíêåðû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ïî
ìåðå îïóñòîøåíèÿ, ïðèáîð 1 ïîìîãàåò ïðèáîðó 2 â ñîîòâåòñòâèè ñ

îïèñûâàåìûì íèæå àëãîðèòìîì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü àëãîðèòì ýòîé ïîìîùè, âûäåëèì 3 ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ.

Íåéòðàëüíîå ñîñòîÿíèå � êàæäûé ïðèáîð ðàáîòàåò íà ñâîåé ñòàí-
öèè îáñëóæèâàíèÿ (ïåðâûé � íà ïåðâîé, âòîðîé � íà âòîðîé). Ïåðâûé
ïðèáîð ðàáîòàåò êàê â îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ. Íà âòî-
ðîé ñòàíöèè èìååòñÿ äâà áóíêåðà: âòîðîé ïðèáîð îáñëóæèâàåò âûçîâû,
ñêîïèâøèåñÿ â îäíîì áóíêåðå, òîãäà êàê âûçîâû âõîäíîãî ïîòîêà íà
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âòîðóþ ñòàíöèþ ñêàïëèâàþòñÿ â äðóãîì áóíêåðå. Â ìîìåíò îïóñòîøå-
íèÿ î÷åðåäíîãî áóíêåðà îíè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè: îïóñòåâøèé ïðèíèìàåò
âõîäíîé ïîòîê, à íàïîëíåííûé ïîñòóïàåò íà îáñëóæèâàíèå (åñëè îáà
áóíêåðà ïóñòû, íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò äî ïðèõîäà î÷åðåäíîãî âûçîâà).

Ñîñòîÿíèå ãîòîâíîñòè � ñèñòåìà ðàáîòàåò òàê æå, êàê è â íåé-
òðàëüíîì ñîñòîÿíèè, íî ïðè ýòîì ïåðâûé ïðèáîð ãîòîâ ê ïåðåõîäó íà
âòîðóþ ñòàíöèþ.

Ñîñòîÿíèå ïîìîùè � îáà ïðèáîðà ðàáîòàþò âìåñòå íà âòîðîé ñòàí-
öèè. Îíè îáñëóæèâàþò âûçîâû èç î÷åðåäíîãî áóíêåðà, òî åñòü ðàáîòàþò
êàê äâóõêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, íî áåç âõîäíîãî ïîòîêà. Êî-
ãäà ïðîèñõîäèò îáñëóæèâàíèå ïîñëåäíåãî âûçîâà â áóíêåðå, ñâîáîäíûé
ïðèáîð æäåò åãî îêîí÷àíèÿ (ò.å. ïðîñòàèâàåò). Çàòåì áóíêåðû ìåíÿþò-
ñÿ ìåñòàìè. Åñëè â áóíêåðå îäèí âûçîâ, åãî âñåãäà îáñëóæèâàåò âòîðîé
ïðèáîð.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû ñîñòîèò â ïîî÷åðåäíîì ïåðåõîäå îò íåé-
òðàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ê ñîñòîÿíèþ ãîòîâíîñòè, çàòåì ê ñîñòîÿíèþ ïîìî-
ùè è âíîâü ê íåéòðàëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Îïèøåì àëãîðèòì ïåðåõîäà îò
ñîñòîÿíèÿ ê ñîñòîÿíèþ.

Íàõîäÿñü â íåéòðàëüíîì ñîñòîÿíèè, ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ðàáîòà-
åò â íåì äî òåõ ïîð, ïîêà íå îïóñòååò ïåðâàÿ ñòàíöèÿ. Çàòåì ñèñòåìà
ìîìåíòàëüíî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ãîòîâíîñòè.

Èç ñîñòîÿíèÿ ãîòîâíîñòè ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ïîìîùè â
ìîìåíò ñìåíû áóíêåðîâ íà âòîðîé ñòàíöèè, åñëè â ïîñòóïàþùåì íà îá-
ñëóæèâàíèå áóíêåðå èìååòñÿ íå ìåíåå äâóõ âûçîâîâ (åñëè íàêîïèëîñü
ìåíüøå, ïåðâûé ïðèáîð îñòàåòñÿ íà ïåðâîé ñòàíöèè è ïðîäîëæàåò òàì
îáñëóæèâàòü âûçîâû). Åñëè â ìîìåíò ïåðåõîäà íà ïåðâîé ñòàíöèè ïðî-
èñõîäèëî îáñëóæèâàíèå âûçîâà, îíî ïðåðûâàåòñÿ (ïðîäîëæåíèå îáñëó-
æèâàíèÿ ýòîãî âûçîâà îòêëàäûâàåòñÿ äî âûõîäà ñòàíöèè èç ñîñòîÿíèÿ
ïîìîùè).

Èç ñîñòîÿíèÿ ïîìîùè ñèñòåìà ïåðåõîäèò â íåéòðàëüíîå ñîñòîÿíèå â
ìîìåíò îïóñòîøåíèÿ âòîðîé ñòàíöèè îò âûçîâîâ (çà âðåìÿ îáñëóæèâà-
íèÿ âûçîâîâ â îäíîì áóíêåðå â äðóãîé íå ïîñòóïèëî íè îäíîãî âûçîâà).
Åñëè íà ïåðâîé ñòàíöèè â ýòîò ìîìåíò íåò âûçîâîâ, òî ñèñòåìà ñðàçó
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ãîòîâíîñòè. Åñëè âî âñåé ñèñòåìå íåò âûçîâîâ,
òî ñèñòåìà îñòàíàâëèâàåòñÿ â íåéòðàëüíîì ñîñòîÿíèè äî ïðèáûòèÿ î÷å-
ðåäíîãî âûçîâà èç âõîäíîãî ïîòîêà.

Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ìû ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ñòî-
õàñòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé.

(ÑÏ1) Èíòåðâàëû ìåæäó âûçîâàìè â ïåðâîì âõîäíîì ïîòîêå íåçà-
âèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñî ñðåäíèì 1/λ1. Âòîðîé âõîäíîé ïî-
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òîê � ïóàññîíîâñêèé ñ ïàðàìåòðîì λ2 è íå çàâèñèò îò ïåðâîãî. Âðåìåíà
îáñëóæèâàíèÿ âñåõ çàÿâîê íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû äëÿ
êàæäîãî èç ïðèáîðîâ. Ñðåäíèå äëÿ îáåèõ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ ðàâíû
1, è ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ σ âòîðûì ïðèáîðîì èìååò
êîíå÷íûé ìîìåíò E(σ ln σ).

(ÑÏ2) Âõîäíûå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïóàññîíîâñêèìè ñ
ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2, ñîîòâåòñòâåííî. Âñå âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ âçà-
èìíî íåçàâèñèìû, íå çàâèñÿò îò âõîäíûõ ïîòîêîâ è èìåþò ýêñïîíåíöè-
àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1.

Â ïàðàãðàôå 3 ìû ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû â ïðåäïîëîæåíèÿõ (ÑÏ1).
Çàòåì â ïàðàãðàôå 4 ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì æèäêîñòíîé ìîäåëè è
åå âçàèìîñâÿçåé ñ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì òîëüêî ïðè ÷àñòíûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ (ÑÏ2), òàê êàê â áîëåå îáùåì ñëó÷àå àíàëèç ìîäåëè ïðîâîäèòñÿ
ïî ñóòè òàê æå, íî ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêî.

Ìû èíòåðåñóåìñÿ âîïðîñîì ñòàáèëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

λ1 < 1 è λ1 + λ2 < 2 (5)

� èíà÷å ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü ñòàáèëüíà. Ïðè âûïîëíåíèè (5) íåñëîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà âñåãäà ñòàáèëüíà, åñëè λ2 ≤ 1. Ïîýòîìó, íàðÿäó
ñ (5), ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

λ2 > 1.

Îòìåòèì, ÷òî � ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ λ1 < 1 è λ2 < 2 � óñëîâèå
λ1 + λ2 < 2 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

K
def
=

λ1

1− λ1

λ2 − 1

2− λ2

< 1.

Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû � èñïîëüçóÿ ìåòîä æèäêîñòíîé àï-
ïðîêñèìàöèè � ïðèâåäåì óñëîâèÿ äëÿ ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Ïîïóòíî ìû ïîêàæåì, ÷òî åñòåñòâåííûå æèä-
êîñòíûå ïðåäåëû äîïóñêàþò âåòâëåíèå ñ êîíòèíóàëüíûì ÷èñëîì âåòâåé.

Ïóñòü Q1(t) � ÷èñëî âûçîâîâ íà ïåðâîé ñòàíöèè â ìîìåíò t, è Q2,1(t),
Q2,2(t) � êîëè÷åñòâà âûçîâîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ áóíêåðàõ âî âòîðîé
î÷åðåäè. Ïîëîæèì Q2(t) = Q2,1(t) + Q2,2(t).

Ïðè n = 1, 2, . . . ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû:

Q
(n)
1 (0) = X(n), Q

(n)
2 (0) = 0, ãäå X(n) ≡ X

(n)
1 →∞.

Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü R
(n)
0 = 0, T

(n)
1 � ïåðâûé ìîìåíò ïå-

ðåõîäà â ñîñòîÿíèå ãîòîâíîñòè (òî åñòü îïóñòîøåíèÿ ïåðâîé ñòàíöèè),
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U
(n)
1 ≥ T

(n)
1 � ìîìåíò ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ â ñîñòîÿíèå ïîìîùè, Y

(n)
1

� êîëè÷åñòâî âûçîâîâ íà âòîðîé ñòàíöèè â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè, Z
(n)
1 �

äëèíà ïåðâîãî ïåðèîäà ðàáîòû â ñîñòîÿíèè ïîìîùè, R
(n)
1

def
= U

(n)
1 + Z

(n)
1

� êîíåö ïåðâîãî ïåðèîäà ðàáîòû â ñîñòîÿíèè ïîìîùè, X
(n)
2 � êîëè÷åñòâî

âûçîâîâ íà ïåðâîé ñòàíöèè â ìîìåíò R
(n)
1 . Ïî èíäóêöèè, åñëè îáîçíà-

÷èòü ÷åðåç R
(n)
k−1 ìîìåíò (k− 1)-ãî ïåðåêëþ÷åíèÿ â íåéòðàëüíîå ñîñòîÿ-

íèå, à ÷åðåç X
(n)
k êîëè÷åñòâî âûçîâîâ íà ïåðâîé ñòàíöèè â ýòîò ìîìåíò,

òî R
(n)
k−1 + T

(n)
k åñòü ïåðâûé èç ïîñëåäóþùèõ ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ â

ñîñòîÿíèå ãîòîâíîñòè, R
(n)
k−1 + U

(n)
k � ñëåäóþùèé çà íèì ìîìåíò k-ãî ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ â ñîñòîÿíèå ïîìîùè, Y
(n)
k � êîëè÷åñòâî âûçîâîâ íà âòîðîé

ñòàíöèè â ýòîò ìîìåíò, è R
(n)
k = R

(n)
k−1 + U

(n)
k + Z

(n)
k .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè X
(n)
1 → ∞ ïðè n → ∞, òî ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì k êàæäàÿ èç ââåäåííûõ âûøå õàðàêòåðèñòèê (ò.å.
X

(n)
k , T

(n)
k , U

(n)
k , Y

(n)
k è Z

(n)
k ) òîæå ïî÷òè íàâåðíîå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè. Ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
k ∈ N è n →∞ èìåþò ìåñòî ïî÷òè íàâåðíîå ñõîäèìîñòè

X
(n)
k

T
(n)
k

→ 1− λ1,
Y

(n)
k

U
(n)
k

→ λ2 − 1,
Y

(n)
k

Z
(n)
k

→ 2− λ2,
X

(n)
k+1

Z
(n)
k

→ λ1 (6)

Ñïðàâåäëèâîñòü êàæäîãî èç ýòèõ ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé ïðàêòè÷å-
ñêè î÷åâèäíà. Íàïðèìåð, ïåðâîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ìîìåíò R

(n)
k−1 íà

ïåðâóþ ñòàíöèþ ïåðåøåë îáñëóæèâàþùèé ïðèáîð, èìååòñÿ X
(n)
k âûçî-

âîâ, âûçîâû îáñëóæèâàþòñÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ 1 è íîâûå âûçîâû ïîñòó-
ïàþò ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ1 < 1. Çíà÷èò, îáùàÿ äëèíà î÷åðåäè óìåíüøà-
åòñÿ ñî �ñêîðîñòüþ� 1− λ1.
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Ðèñ. 2. Òèïè÷íîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ïðîöåññîâ äëèíû î÷åðåäè íà
ïåðâîé (âåðõíèé ãðàôèê) è âòîðîé (íèæíèé ãðàôèê) ñòàíöèÿõ ïðè

X1 ≡ X
(n)
1 >> 1.

Íà ñàìîì äåëå, ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò ïðåäåëüíûé (n = ∞) ñëó÷àé
(ïðè åñòåñòâåííîé íîðìèðîâêå). Â äîïðåäåëüíîì æå ñëó÷àå òðàåêòîðèè
íà ãðàôèêàõ � ýòî ñëó÷àéíûå êðèâûå, êîëåáëþùèåñÿ â îêðåñòíîñòÿõ
èçîáðàæåííûõ ïðÿìûõ ëèíèé. Â ÷àñòíîñòè, ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêàì
ïðÿìûõ ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþò êîëåáëþùèåñÿ â îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ òðàåêòîðèè.

Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ æèäêîñòíûõ ïðåäåëîâ íàì íóæíî çíàòü âîç-
ìîæíûå ïðåäåëû îòíîøåíèé U

(n)
k /T

(n)
k ïðè n →∞. Êàê áóäåò ïîêàçàíî

â êîíöå ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà, ïðè îïðåäåëåííîé ñêîðîñòè ðîñòà T
(n)
1

ýòè îòíîøåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì è, â ÷àñò-
íîñòè, íà ðèñóíêå 2 ÷èñëî V1 ñëó÷àéíî ïî ñóòè.

Ìû íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé îä-
íîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ.
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� 3. Âñïîìîãàòåëüíàÿ íåýðãîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ
è âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû

Â äàííîì ïàðàãðàôå âñå èññëåäîâàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ïðåäïîëîæå-
íèÿõ (ÑÏ1), ëèøü èíîãäà ìû ïðèâîäèì ÷àñòíûé âèä óòâåðæäåíèé, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðåäïîëîæåíèÿì (ÑÏ2).

Â ìîìåíòû âðåìåíè R
(n)
k íà âòîðîé ñòàíöèè âûçîâû îòñóòñòâóþò,

è íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè (R
(n)
k−1, R

(n)
k−1 + U

(n)
k ) âòîðàÿ ñòàíöèÿ âåäåò ñå-

áÿ êàê îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ M/G/1, â êîòîðîé èíòåí-
ñèâíîñòü λ2 ïîñòóïëåíèÿ âûçîâîâ âûøå èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ,
ðàâíîé åäèíèöå. Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç ýòèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè. Äëÿ
óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ n.

Áóäåì íàçûâàòü ñåññèåé ïåðèîä îáñëóæèâàíèÿ îäíîãî áóíêåðà. ×å-
ðåç τ1, τ2, . . . áóäåì îáîçíà÷àòü âðåìåíà ìåæäó ïðèõîäàìè âûçîâîâ,
÷åðåç σ1, σ2, . . . � âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ âûçîâîâ. Ñèñòåìà îáñëóæè-
âàíèÿ ñòàðòóåò èç ñîñòîÿíèÿ Q2,1(0) = Q2,2(0) = 0, è ýòî ñîñòîÿíèå ñî-
õðàíÿåòñÿ â òå÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî âðåìåíè S0 = τ1 ñ ïàðàìåòðîì
λ2.

Ïóñòü νi � êîëè÷åñòâî âûçîâîâ, ïðèøåäøèõ â òå÷åíèå i-îé ñåññèè (è
îáñëóæèâàåìûõ â òå÷åíèå (i + 1)-îé ñåññèè) è Si � ïðîäîëæèòåëüíîñòü
i-îé ñåññèè (ò.å. ñóììà âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ). Åñòåñòâåííî ïîëîæèòü
S0 = τ1. ßñíî, ÷òî ν0 = 1 è S1 = σ1. Êðîìå òîãî, νi = Q2(S0 + . . . + Si−1)
ïðè i ≥ 2. Åñëè Q2(S0 + . . .+Si−1) = 0, òî i-àÿ ñåññèÿ ÿâëÿåòñÿ �ïóñòîé�,
ñëåäóþùàÿ (i + 1)-àÿ íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò ïðèõîäà î÷åðåäíîãî âûçîâà
èçâíå è ñîñòîèò â îáñëóæèâàíèè òîëüêî ýòîãî âûçîâà.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ν1 ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ: ïðè k =
0, 1, . . .

P{Q2(S0 + S1) = k} = EP{Q2(S0 + S1) = k|σ1}
=

∫ ∞

0

(λ2t)
k

k!
e−λ2tdFσ(t),

ãäå Fσ(t) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ σ1.
Åñëè, â ÷àñòíîñòè, σ1 èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

P{Q2(S0 + S1) = k} =
∫ ∞

0

(λ2t)
k

k!
e−λ2te−tdt =

λk
2

(λ2 + 1)k+1
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ν1 áóäåò

f(z) =
∞∑

k=0

zk
∫ ∞

0

(λ2t)
k

k!
e−λ2tdFσ(t) =

∫ ∞

0
e(z−1)λ2tdFσ(t) = φσ((1− z)λ2),
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ãäå φσ(λ) - ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ σ1.
Ïîñëåäíèå âû÷èñëåíèÿ âëåêóò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ë å ì ì à 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ν0, ν1, . . . îáðàçóþò íàäêðè-
òè÷åñêèé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ èììèãðàöèåé â íóëå, ãäå ν0 = 1;
ν1 èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé f(z) =
φσ((1− z)λ2) (â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû σ1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà f(z) = (1 + λ2(1 − z))−1 ) ñî
ñðåäíèì Eν1 = λ2 > 1; åñëè νk−1 > 0, òî νk äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
νk = ν

(1)
k + . . . + ν

(νk−1)
k , ãäå ν

(j)
i , i, j = 1, 2, . . ., íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû ñ ν1; åñëè νk−1 = 0, òî νk = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êàæäîãî âûçîâà ïðèõîäèò
ñëó÷àéíîå ÷èñëî âûçîâîâ, èìåþùåå òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ν1, è ýòè
ñëó÷àéíûå ÷èñëà íåçàâèñèìû â ñèëó ñâîéñòâ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà.

Îïðåäåëèì ïðîöåññ Ãàëüòîíà - Âàòñîíà N0, N1, . . ., îòëè÷àþùèéñÿ
îò èñõîäíîãî ïðîöåññà ν0, ν1, . . . îòñóòñòâèåì èììèãðàöèè â íóëå: N0 =
1, N1 = N

(1)
1 èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

f(z) = φσ((1− z)λ2), EN1 = λ2 > 1; åñëè Nk−1 > 0, òî Nk = N
(1)
k + . . . +

N
(Nk−1)
k , ãäå N

(j)
i , i, j = 1, 2, . . ., íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû

ñ N1; åñëè Nk−1 = 0, òî Nk = Nk+1 = . . . = 0.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Nk/λ2

k � íåîòðèöàòåëüíûé ìàðòèíãàë, êîòî-
ðûé ñõîäèòñÿ ï.í. ê ïðåäåëó W ([18], ãë. I, ðàçä. 8, èëè [19], ãë. II,
ðàçä. 1). Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W èìååò àòîì â íóëå, âå-
ëè÷èíà q êîòîðîãî ðàâíà âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà è ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûì íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ q =
f(q) = φσ((1− q)λ2) (åñëè σ1 èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî
q = λ−1

2 ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷åí ìîìåíò EN1 ln N1, è òîãäà
æå W èìååò íåïðåðûâíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïëîòíîñòü íà ïîëîæèòåëü-
íîé ïîëóîñè ([19], ãë. II, ðàçä. 1 è 2, ãë. III, ðàçä. 5 è 6). Ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà φ(s) äëÿ W óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ φ(λ2s) = f(φ(s)) ([19],
ãë. III, ðàçä. 5), ïðè ýòîì ïëîòíîñòü óäàåòñÿ íàéòè â ÿâíîì àíàëèòè÷å-
ñêîì âèäå òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðîÿòíîñòè èç ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
f(z) îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ([18], ãë. I, ðàçä. 8). Â íà-
øåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî σ1 ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåíà, è åñëè
îáîçíà÷èòü α = (λ2 − 1)/λ2, òî P{W ≥ x} = α exp{−αx} ïðè x > 0.

Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó W0, èìåþùóþ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå
{W ≥ x | W > 0}

P{W0 ≥ x} = P{W ≥ x | W > 0}.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç m1 < m2 < . . . < mr ïîñëåäîâàòåëüíûå íîìåðà ïî-
êîëåíèé, â êîòîðûå νk = 0, òî åñòü νm1 = νm2 = . . . = νmr = 0; νk 6= 0 ïðè
k 6= mj, j = 1, . . . , r. Òîãäà r (÷èñëî íóëåé ïðîöåññà) è m1, m2, . . . , mr

� ñîáñòâåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ãäå mr � ïîñëåäíèé íóëü ïðîöåñ-
ñà. Ïîëîæèì mr = −1 ïðè r = 0. Çàìåòèì, ÷òî mr = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà Ãàëüòîíà - Âàòñîíà ðàâ-
íà q ñîãëàñíî [18], à r � ÷èñëî âûðîæäåíèé âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñ
èììèãðàöèåé â íóëå � åñòü ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé äî ïåðâîãî
óñïåõà ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 1−q, òî P{r = k} = qk(1−q), k = 0, 1, . . ..
Ñëåäîâàòåëüíî, mr êîíå÷íî ï.í.

Ë å ì ì à 2. Èìååò ìåñòî ïî÷òè íàâåðíîå ñõîäèìîñòü νk/λ
k
2→ζ

ïðè k →∞, ãäå ζ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ζ ≥ t} =
∞∑

j=−1

P{W0 ≥ tλj+1
2 } ·P{mr = j}. (7)

Â ÷àñòíîñòè, P{ζ = 0} = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äëÿ t ≥ 0 è k > j + 1

P

{
νk

λk
2

≥ t

∣∣∣∣∣mr = j

}
= P

{
νk

λk
2

≥ t
∣∣∣νj = 0, νj+1 = 1, νj+i > 0, i = 2, 3, . . .

}

= P

{
Nk−j−1

λk
2

≥ t

∣∣∣∣∣N1 > 0, N2 > 0, . . .

}

= P

{
Nk−j−1

λk−j−1
2

≥ tλj+1
2

∣∣∣∣∣N1 > 0, N2 > 0, . . .

}
.

Îòñþäà ïðè k →∞

P

{
νk

λk
2

≥ t
∣∣∣ mr = j

}
→ P

{
W ≥ tλj+1

2

∣∣∣ W > 0
}

,

P

{
νk

λk
2

≥ t

}
=

∞∑

j=−1

P

{
νk

λk
2

≥ t
∣∣∣ mr = j

}
·P{mr = j}

→
∞∑

j=−1

P
{
W ≥ tλj+1

2

∣∣∣ W > 0
}
·P{mr = j},

òàê êàê mr � ñîáñòâåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Vk

def
=

νk

λk
2

ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì.
Â ñàìîì äåëå,

E{Vk|Vk−1 = a} = a

ïðè a > 0, è E{Vk|Vk−1 = 0} = λ−k
2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî νk ≤ ∑k
i=1 N

(i)
i , ãäå N

(i)
i íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåíû ñ Ni.
Òîãäà EVk ≤ ∑k

i=1 EN
(i)
i λ−k

2 =
∑k

i=1 λ−k+i
2 ≤ λ2(λ2 − 1)−1.

Ïî òåîðåìå Äóáà î ñõîäèìîñòè ñóáìàðèíãàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [22],
ãëàâà 7, ïàðàãðàô 4, òåîðåìà 1) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå
Vk ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ζ.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
Îáîçíà÷èì Σj = ν1 + . . . + νj.

Ë å ì ì à 3. Èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü Σn/λ
n
2

a.s.→ ζλ2/(λ2 − 1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåì

Σk

λk
=

k∑

i=1

νi

λi
2λ

k−i
2

a.s.→ ζ
∞∑

i=0

λ−i
2 = ζ

λ2

λ2 − 1
=

ζ

α
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ïðåäåëüíîé ñõåìå, ïðåäëîæåí-

íîé â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî
H > 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X

(n)
1 òàêóþ, ÷òî

T
(n)
1 /λn

2 → H.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè ïàðàãðàôà 2, U
(n)
1 � çíà÷åíèå íàè-

ìåíüøåãî èç Σj, ïðåâûñèâøèõ óðîâåíü T
(n)
1 :

U
(n)
1 = min{Σj : Σj ≥ T

(n)
1 }.

Îáîçíà÷èì η(n) = min{j : Σj ≥ T
(n)
1 }. Òîãäà U

(n)
1 = Ση(n) .

Ò å î ð å ì à 2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T
(n)
1 òàêîé, ÷òî

T
(n)
1 /λn

2 → H > 0, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü U
(n)
1 /T

(n)
1 → V (H) ï. í.,
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ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V (H) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [1, λ2] è
èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

FV (H)(t) =
∞∑

k=−∞
FW0(α

2λk
2Ht)− FW0(α

2λk
2H), t ∈ [1, λ2]. (8)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ âðåìåí îáñëóæè-
âàíèÿ

FV (H)(t) =
∞∑

k=−∞

(
e−α2λk

2H − e−α2λk
2Ht

)
, t ∈ [1, λ2]. (9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé 1 ≤ H ≤ λ2.
Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ k ∈ Z è 1 ≤ H ≤ λ2 è ïðè
n →∞ îòíîñèòåëüíûå ïðåäåëû ïåðåñêîêîâ V (H) è V (Hλk

2), 1 ≤ H ≤ λ2,
÷åðåç, ñîîòâåòñòâåííî, óðîâíè λn

2H è λn+k
2 H äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

U
(n)
1 òîæäåñòâåííî ðàâíû. Òîãäà, â ñèëó òîæäåñòâà V (H) ≡ V (λ2H),

óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò âåðíî ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ 0 < H <
∞.

Ñîãëàñíî ëåììå 3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 1 èç [21]. Îòñþäà

η(n) − n
a.s.→

[
− ln ζ

αH

ln λ2

]
def
= ηH .

Ïî òåîðåìå 2 èç [21]
(
η(n) − n, U

(n)
1 λ−n

2

)
a.s.→

(
ηH ,

ζληH
2

α

)
.

Îòñþäà

P{V (H) ≥ t} =
∞∑

k=−∞
P

{
ζλk

2 ≥ tαH, ηH = k
}

(10)

=
∞∑

k=−∞
P

{
tαHλ−k

2 ≤ ζ < Hαλ−k+1
2

}
.

Èç (7), (10) ïîëó÷àåì:

P{V (H) ≥ t} =
∞∑

k=−∞

∞∑

j=−1

P
{
tHλj−k+1

2 α ≤ W0 < Hλj−k+2
2 α

}
P{kr = j}

=
∞∑

s=−∞
P

{
tHλs

2α ≤ W0 < Hλs+1
2 α

} ∞∑

j=−1

P{kr = j}

=
∞∑

s=−∞
P

{
tHλs

2α ≤ W0 < Hλs+1
2 α

}
.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè îáñëó-

æèâàíèÿ V (H) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fV (H)(t) =
∞∑

k=−∞
α2λk

2H exp
{
−α2λk

2Ht
}

, (11)

t ∈ [1; λ2].
Çàìå÷àíèå 2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ðàñïðåäåëåíèå W0 íà ïîëî-

æèòåëüíîé ïîëóîñè èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïëîòíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî,
èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïëîòíîñòè ó V (H), ðàâíî-
ìåðíî ïî H îòäåëåííîé îò íóëÿ. Â ðàâåíñòâå (10) ñîâïàäàþò íå òîëüêî
âåðîÿòíîñòè, íî è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáûòèÿ (ñì. äåòàëè â [21]). Ïîýòîìó
ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà {V (H), 1 ≤ H < λ2}
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, çàäàíî
è cîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {V (H), 0 <
H < ∞}. Ïðè ýòîì èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8) è àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè
W0 ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ V (H) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðà-
ìåòðà H > 0. Èç ïðèâåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
n →∞, åñëè H(n) → H > 0, òî V (H(n)) → V (H) ï.í., è åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü T

(n)
1 èìååò âèä T

(n)
1 = λ

(n)
2 H(n), òî

∣∣∣∣∣∣
U

(n)
1

T
(n)
1

− V (H(n))

∣∣∣∣∣∣
→ 0 ï.í.

Áîëåå òîãî, èç ïåðâîé ÷àñòè äàííîãî çàìå÷àíèÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíî-
ãî ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ H(n) òàêèõ, ÷òî inf H(n) > 0 è sup H(n) < ∞ (ò.å. íå îáÿçà-
òåëüíî ñõîäÿùèõñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó H). Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî
ñåìåéñòâî {V (H)} îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè: åñëè H1 < H2,
òî H1V (H1) ≤ H2V (H2) ï.í.

Èç ëåììû 7 è îöåíîê (19) ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ (ÑÏ2) ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ V (H) õîòü è ðàçëè÷íû ïðè ðàçíûõ H, íî î÷åíü áëèçêè äðóã
ê äðóãó (èõ ëîãàðèôìû èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ïî÷òè íå îòëè÷àþùååñÿ
îò ðàâíîìåðíîãî íà [0, 1]).

Îïðåäåëèì æèäêîñòíûå ïðåäåëû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è
èçó÷èì èõ ñâîéñòâà.
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� 4. Ñâîéñòâà æèäêîñòíîé ìîäåëè

Æèäêîñòíîé ìîäåëüþ (ñì., íàïð., [2, 3]) íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ñëà-
áûõ ïðåäåëîâ ïðîöåññà ïðè ëèíåéíîì ìàñøòàáèðîâàíèè íà÷àëüíûì
óñëîâèåì ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè. Êàê áóäåò ñëåäîâàòü èç ïîñòðîå-
íèÿ, â íàøåé ìîäåëè èìååò ìåñòî îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü â áîëåå
ñèëüíîì ñìûñëå � ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå, òî åñòü âñå æèäêîñòíûå
ïðåäåëû ÿâëÿþòñÿ ï.í. ïðåäåëàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ïðîöåññîâ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé (ÑÏ2). Òîãäà ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ (íåïðåðûâíûì
ñïðàâà) ñòðîãî ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì (Q(n)(t); A(n)(t)), ãäå

Q(n)(t) = (Q
(n)
1 (t); Q

(n)
2,1 (t); Q

(n)
2,2 (t))

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Q(n)(0); A(n)(t) = (A
(n)
1 (t); A

(n)
2 (t)) � äèñêðåòíûé

ïðîöåññ, õàðàêòåðèçóþùèé ïîëîæåíèå ïðèáîðîâ â ñèñòåìå: A1 ∈ {1; 2}
� íîìåð ñòàíöèè, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïåðâûé ïðèáîð, A2 ∈ {0; 1; 2}
� íîìåð áóíêåðà, êîòîðûé îáñëóæèâàåòñÿ âòîðûì ïðèáîðîì; A2 = 0,
åñëè íà âòîðîé ñòàíöèè íåò âûçîâîâ; â ýòîì ñëó÷àå âòîðîé ïðèáîð áåç-
äåéñòâóåò. Ïåðâûé ïðèáîð ïðè îòñóòñòâèè âûçîâîâ â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ
íà ïåðâîé ñòàíöèè. Âñå ñîñòîÿíèÿ ýòîãî ïðîöåññà îáðàçóþò îäèí êëàññ
ñóùåñòâåííûõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé.

Ââåäåì íîðìó äëÿ ïðîöåññà Q(n) êàê |Q(n)(t)| = Q
(n)
1 (t) + Q

(n)
2,1 (t) +

Q
(n)
2,2 (t).
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà Q(n)(0) = (X

(n)
1 ; 0; 0), ãäå

X
(n)
1 = (1 − λ1)H

(n)λn
2 è {H(n)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó H > 0, ïðè n →∞.
Ïðè ïåðåõîäå ê æèäêîñòíûì ïðåäåëàì äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé

ìû áóäåì íîðìèðîâàòü ïðîöåññû äëèíû î÷åðåäè íå âåëè÷èíàìè X
(n)
1 ,

à ïðîïîðöèîíàëüíûìè èì ñòåïåíÿìè λn
2 . Áîëåå òî÷íî, ìû ðàññìîòðèì

ïðîöåññû, ïðåäåëüíûå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Q(n)(λn
2 t)

λn
2

.

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì H > 0 ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé æèäêîñò-
íûé ïðåäåë (q1(t), q2,1(t), q2,2(t)), t ≥ 0, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî çàâèñèò
îò H è íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hn ñõîäèòñÿ ê H.
Ïðè ýòîì æèäêîñòíàÿ ìîäåëü Φ åñòü ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ ïðîöåññîâ,
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çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà H. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññîâ

Q(n)(λn
2 t)

λn
2

ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìû, ñõîäèìîñòü ê ïðåäåëüíîìó ïðîöåññó ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîìåðíîé íà îòðåçêå [0; T ] ïðè ëþáîì T > 0.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî H > 0 è îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé
æèäêîñòíûé ïðåäåë. Òî÷íåå, ìû îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì äâóìåðíîãî
ïðîöåññà (q1(t), q2(t)), ãäå q2(t) = q2,1(t) + q2,2(t).

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïàðàãðàôå 2, è ñîîòíîøåíèÿ
(6). Èìååì

T
(n)
1

λn
2

→ t1 = H ï.í.

Áîëåå òîãî, ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, ïðè t ∈ [0, t1]

Q
(n)
1 (λn

2 t)

λn
2

→ q1(t) = (1− λ1)(H − t) ï.í.

è
Q

(n)
2 (λn

2 t)

λn
2

→ q2(t) = (λ2 − 1)t ï.í.

Äàëåå, ïî òåîðåìå 2,
U

(n)
1

λn
2

→ u1 = HV (H),

ãäå V (H) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì (9). Ïðè t ∈ (t1, u1)

q1(t) = 0 è q2(t) = (λ2 − 1)t,

òàê êàê íà ýòîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïåðâûé ïðèáîð ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü
íà ïåðâîé ñòàíöèè, ãäå íàãðóçêà ìåíüøå åäèíèöû. Â ÷àñòíîñòè,

q2(u1) = y1 = lim
y

(n)
1

λn
2

= (λ2 − 1)u1 ï.í.

Äàëåå,
R

(n)
1

λn
2

→ r1
def
= u1 + z1,

ãäå

z1 = lim
Z

(n)
1

λn
2

=
y1

2− λ2

ï.í.
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Ïðè t ∈ (u1, r1)
q1(t) = λ1(t− u1)

è
q2(t) = y1 − (2− λ2)(t− u1).

Â ÷àñòíîñòè,

q1(T1) = x2 = lim
X

(n)
2

λn
2

= λ1z1 è q2(r1) = 0.

Íàêîíåö,

t2 = lim
T

(n)
2

λn
2

=
x2

1− λ1

= t1V (t1)K ï.í.

Äàëåå ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ïîñòðîåíèå æèäêîñòíîãî ïðåäå-
ëà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíäóêöèè. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî
{Vi(H), H > 0}i≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ êîïèé ñåìåé-
ñòâà {V (H), H > 0}. Òîãäà ïðè âñåõ i ≥ 1

ui = tiVi(ti), yi = (λ2−1)yi, zi =
yi

2− λ2

, xi+1 = λ1zi, ti+1 =
xi+1

1− λ1

è, â ÷àñòíîñòè,
ti+1 = tiVi(ti)K.

Ïðè ýòîì òðàåêòîðèè q1(t) è q2(t) ÿâëÿþòñÿ ï.í. íåïðåðûâíûìè êóñî÷íî-
ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè ìîæ-
íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé âèäà Q(n)(0) =

(X
(n)
1 ; 0; 0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Q(n)(0) 6= (X

(n)
1 ; 0; 0), òî ìîìåíò

η(n) ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (·; 0; 0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
η(n)/R

(n)
1 ≤ 1 ï. í. Ïóñòü η(n)/T

(n)
1 → η ï. í. Òîãäà

η ≤ u1 + z1

t1
≤ λ2

(
1 +

λ2 − 1

2− λ2

)

ï. í., òàê êàê (ñîãëàñíî òåîðåìå 2) u1/t1 ≤ λ2 ï. í.
Òðàåêòîðèè ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà � íåïðåðûâíûå êóñî÷íî-

ëèíåéíûå ôóíêöèè, è ìàêñèìóì è ìèíèìóì íîðìû íà öèêëå (òî åñòü
â èíòåðâàëå âðåìåíè [0; r1]) äîñòèãàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êàõ t1
è u1. Ïðè ýòîì ìèíèìóì íîðìû íà öèêëå îòäåëåí îò íóëÿ, à ìàêñèìóì
� îò áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óêàçàòü ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå C1 < C2 òàêèå, ÷òî 0 < C1 ≤ |q(η)|/|q(0)| ≤ C2 < ∞ ï. í.
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Èòàê, íîðìà ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ èñêîìîãî
ñîñòîÿíèÿ îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò 0, à ïðåäåëüíîå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ
îãðàíè÷åíî ï. í. íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ðàññìàòðåíèåì ñîñòîÿíèé (·; 0; 0) â êà÷åñòâå èñõîäíûõ.

Ïóñòü t1 = H, è ïðè íåêîòîðîì ε ∈ (0, 1)

µ
def
= µH(ε) = min{n ≥ 2 : tn ≤ εH}

è
τ

def
= τH(ε) = rµ−1 + tµ.

Óñëîâèÿ òåîðåìû 1 áóäóò âûïîëíåíû, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû {τH , 1 ≤ H < λ2} ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìûìè.
Òàê êàê

tn ≤ rn − rn−1 ≤ tn
λ2

2− λ2

ï. í.,
òî

κ
def
=

µ∑

1

ti ≤ τ ≤ λ2

2− λ2

κ,

è íàøà ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà áóäåò ñòàáèëüíà, åñëè ïðè íåêîòîðîì
ε ∈ (0, 1) ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{κH(ε), H ∈ [1, λ2)} ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìî. (12)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè (12) èìååò ìåñòî ïðè íåêîòîðîì ε ∈ (0, 1),
òî îíî òàêæå âûïîëíåíî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1).

Ïóñòü t1 = H ∈ [1, λ) è θ
def
= θH = min{n > 1 : tn ≤ t1}. Òàê êàê

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí V (H) íåïðåðûâíû, òî ïðè óñëîâèè
θ < ∞ ï.í. âûïîëíåíî tθ < t1 ï.í. è Ct1

def
= Etθ/t1 < 1. Îáîçíà÷èì

Eθ = E

(
θ∑

1

ti

)
.

Ë å ì ì à 4. Óñëîâèå (12) c ε = λ−1
2 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Eθ1 < ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê θ1 ≤ κ1, òî óñëîâèå (12) âëå÷åò
êîíå÷íîñòü Eθ1 . Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Âî-ïåðâûõ, äîîïðåäåëèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû κH ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ H. Òîãäà, â ñèëó ñâîéñòâà ñàìîïîäîáèÿ
æèäêîñòíûõ ïðåäåëîâ, ïðè ëþáîì H > 0 è ëþáîì öåëîì n ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû κλn

2 H è λn
2κH áóäóò îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.
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Âî-âòîðûõ, âëîæåííûå öåïè Ìàðêîâà {tn+1 = tnVn(tn)K} óäîâëåòâî-
ðÿþò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè: åñëè îäíà öåïü tH1

n ñòàðòóåò
èç ñîñòîÿíèÿ tH1

1 = H1, à äðóãàÿ öåïü tH2
n � èç ñîñòîÿíèÿ H2 < H1, òî

tH1
n ≥ tH2

n ï.í. ïðè âñåõ n.
Â-òðåòüèõ, èç (11) ñëåäóåò (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 2 äëÿ ñëó÷àÿ óñëî-

âèé (ÑÏ1)), ÷òî ïðè âñåõ H è ïðè âñåõ t ∈ [1, λ2]

fV (H)(t) ≥ C = α2 exp
{
−α2λ2

2

}
> 0. (13)

Äàëåå, åñëè K ≤ λ−1
2 , òî V (H)K < 1 ï.í. ïðè ëþáîì H è, ñëåäî-

âàòåëüíî, tn+1 < tn ï.í. ïðè âñåõ n. Ïîýòîìó θ1 = 2 è Eθ1 ≤ 2. Êðîìå
òîãî, P(tn+1 ≤ λ

−1/2
2 tn | tn) ≥ (

√
λ2 − 1)C

def
= p ï.í. Çíà÷èò, ïðè ëþáîì

H ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µH ñòîõàñòè÷åñêè íå áîëüøå, ÷åì ñóììà äâóõ
íåçàâèñèìûõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ ññëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ óñïåõà p è , òåì ñàìûì, âñå {µH , H ∈ [1, λ2]} ðàâíîìåðíî
èíòåãðèðóåìû. Òîãäà è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

κH ≤ HµH

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìûìè ïðè H ∈ [1, λ2].
Ïóñòü òåïåðü K > λ−1

2 . Òîãäà, â ñèëó (13), íàéäóòñÿ òàêèå δ1, δ2 > 0,
÷òî

P(tn+1 ≥ (1 + δ1)tn | tn) ≥ δ2 ï.í.
Ïóñòü N òàêîâî, ÷òî (1 + δ1)

N ≥ λ2
2. Òîãäà

Eθ1 ≥ E




θ1∑

1

tiI(tk+1 ≥ (1 + δ1)tk, k = 1, . . . , N − 1)




≥ E




θ1∑

N

tiI(tk+1 ≥ (1 + δ1)tk, k = 1, . . . , N − 1)




Â ñèëó ìîíîòîííîñòè, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà N , öåïü Ìàðêîâà äîïóñêàåò
ìèíîðèðóþùóþ öåïü, ñòàðòóþùóþ â ìîìåíò N èç ñîñòîÿíèÿ λ2

2. Ïîýòî-
ìó ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå ìåíüøå, ÷åì δ2

NEκλ2
2
(λ−2

2 ).
Òàê êàê ïðè ëþáîì ε > 0 ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí κλ2H(ε) è
λ2κH(ε) îäèíàêîâû, òî è ñðåäíåå Eκλ2(λ

−2
2 ) êîíå÷íî.

Èç ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè, ïðè ëþáîì H ∈ [1, λ2]

κH(λ−1
2 ) ≤ κλ2(λ

−2
2 ) ï.í.,

èç ÷åãî ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñåìåéñòâà {κH(λ−1
2 ), H ∈

[1, λ2]}. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ë å ì ì à 5. (à) Åñëè infH EV (H) ≥ 1/K, òî Eθ1 = ∞.
(á) Åñëè supH EV (H) < 1/K, òî Eθ1 < ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fi ñèãìà-àëãåáðó, ïî-
ðîæäåííóþ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {tj, j ≤ i}. Íàïîìíèì, ÷òî ìû
ðàññìàòðèâàåì íà÷àëüíîå óñëîâèå H = 1 = t1.

Äîêàæåì (à). Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé θ1 < ∞ ï.í. Ïðåäïî-
ëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî Eθ1 < ∞. Òîãäà

Eθ1 = 1 +
∑

i≥2

E{tiI(θ1 ≥ i)}

= 1 +
∑

i≥2

EE{tiI(θ1 ≥ i) | Fi−1}

≥ 1 +
∑

i≥2

E{ti−1I(θ1 ≥ i)}

= 1 +
∑

i≥2

E{ti−1I(θ ≥ i− 1)} − C1

> Eθ1 .

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Äîêàæåì (á). Îáîçíà÷èì c = K supH EV (H). Ïðè ëþáîì n ≥ 2

Emin(θ1,n) = 1 +
n∑

2

E{tiI(θ1 ≥ i)}

≤ 1 + c
n∑

2

E{ti−1I(θ1 ≥ i)}

≤ 1 + c
n∑

2

E{ti−1I(θ1 ≥ i)}

≤ 1 + c
n+1∑

2

E{ti−1I(θ1 ≥ i− 1)}
= 1 + cEmin(θ1,n).

Çíà÷èò,
Emin(θ1,n) ≤ 1

1− c

ïðè ëþáîì n. Óñòðåìëÿÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

Eθ1 ≤
1

1− c
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Â ïðèëîæåíèè ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó.
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Ò å î ð å ì à 3. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (ÑÏ2), ïðè ëþáîì H ∈ [1, λ2]

∣∣∣∣∣EV (H)− (λ2 − 1)

ln λ2

∣∣∣∣∣ <
2(λ2 − 1) exp{−π2 ln−1 λ2}√

ln λ2

def
= ∆,

ãäå ∆ = ∆(λ2) <
(λ2 − 1)√

ln λ2
· 1.3098 · 10−6.

Ïðîâåäåì àíàëèç óñëîâèé êîíå÷íîñòè è áåñêîíå÷íîñòè ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ îæèäàíèé Eθ1 â òåðìèíàõ λ1 è λ2. Â ñèëó òåîðåìû 3, EV (H) �ïî÷òè
íå çàâèñèò� îò H è ïðèáëèæåííî ðàâíî (λ2 − 1)/ ln λ2. Ïðèâåäåì ãðà-
ôèê êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ K(λ2 − 1)/ ln λ2 = 1
(ïðèáëèæåííàÿ ãðàíèöà îáëàñòåé â ëåììå 5), ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ äëÿ K äàåò

λ1 =
1

1 + (λ2−1)2

(2−λ2) ln λ2

(14)

(ëåâàÿ ÷àñòü ðèñ. 3). Ýòà êðèâàÿ íà èíòåðâàëå (1, 2) áëèçêà ê ïðÿìîé
λ1 = 2 − λ2, ñîîòâåòñòâóþùåé íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýðãîäè÷íîñòè
λ2 + λ1 < 2. Íà ïðàâîé ÷àñòè ðèñ. 3 èçîáðàæåíà ðàçíîñòü ôóíêöèé
λ1 = 2− λ2 è (14).
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê óðàâíåíèÿ (14) â êîîðäèíàòàõ (λ2, λ1) (ñëåâà) è â
êîîðäèíàòàõ (λ2, 2− λ2 − λ1) (ñïðàâà). Îáëàñòü ýðãîäè÷íîñòè

ñîîòâåòñòâóåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèâîäèìûõ íèæå îöåíîê) ìíîæåñòâó
íèæå ãðàôèêà íà ëåâîì ðèñóíêå è ìíîæåñòâó âûøå ãðàôèêà - íà

ïðàâîì.

Îöåíèì, íàñêîëüêî òî÷íàÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà èç ëåììû 5 îòëè÷à-
åòñÿ îò ïðèáëèæåííîé, âû÷èñëÿåìîé ïî ôîðìóëå (14) è èçîáðàæåííîé
íà ðèñ. 3.
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Òî÷íàÿ ãðàíèöà ëåæèò â ïðåäåëàõ, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè
K((λ2 − 1)/ ln λ2 ± ∆(λ2)) = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ = δ(λ2) ìàêñèìóì
ìîäóëÿ ðàçíîñòè ìåæäó ðåøåíèÿìè ýòèõ óðàâíåíèé è çíà÷åíèÿìè,
îïðåäåëÿåìûìè óðàâíåíèåì (14). Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî δ(λ2) â íåñêîëüêî
ðàç ìåíüøå, ÷åì ∆(λ2). Ãðàôèêè ôóíêöèé ∆(λ2) è δ(λ2) èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ôóíêöèé ∆(λ2) è δ(λ2).

Ïîäâåäåì èòîã. Ïî ëåììå 5 Eθ1 < ∞, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
supH EV (H) < 1/K, êîòîðîå âåðíî, åñëè

0 < λ1 <
1

1 + (λ2−1)2

(2−λ2) ln λ2

− δ(λ2),

à Eθ1 = ∞, åñëè infH EV (H) ≥ 1/K, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî

1

1 + (λ2−1)2

(2−λ2) ln λ2

+ δ(λ2) < λ1 < 2− λ2,

ãäå 1 < λ2 < 2.
Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû ëåìì 4 è 5 è òåîðåì 1 è 3, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (ÑÏ2). Åñëè
Eθ1 < ∞, òî äâóõêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñòàáèëüíà. Äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ êîíå÷íîñòè Eθ1 ÿâëÿåòñÿ supH EV (H) <
1/K. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè

K((λ2 − 1)/ ln λ2 + ∆(λ2)) < 1,

ãäå ∆(λ2) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4, è |∆(λ2))| < 1.6 · 10−6.
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Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå â âèäå

0 < λ1 <
1

1 + (λ2−1)2

(2−λ2) ln λ2

− δ(λ2),

ãäå δ(λ2) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4, è |δ(λ2))| < 3.5 · 10−8.
Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå æèäêîñòíûõ ïðåäåëîâ â ñëó÷àå K > λ−1

2 . Çà-
ìåòèì, ÷òî åñëè K ≥ 1, òî KV (H) > 1 ï.í. ïðè ëþáîì H è, áîëåå òîãî,
íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå δ1 è δ2 òàêèå, ÷òî P(KV (H) ≥ 1 + δ1) ≥ δ2

ïðè ëþáîì H. Ïîýòîìó tn →∞ ï.í. ïðè K ≥ 1.
Ïóñòü òåïåðü K ∈ (λ−1

2 , 1). Äëÿ ÷èñëà x îáîçíà÷èì ÷åðåç [x] åãî
öåëóþ è ÷åðåç 〈x〉 äðîáíóþ ÷àñòè. Îòìåòèì, ÷òî 〈〈x〉+ y〉 = 〈x + y〉 äëÿ
ëþáûõ ÷èñåë x è y.

Ë å ì ì à 6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 〈logλ2
(HV (H))〉 îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåíû ïðè âñåõ H.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ïðè

H ∈ [1, λ2). Çàôèêñèðóåì H è ïîëîæèì h = logλ2
H.

Äëÿ ëþáîãî z ∈ (0, 1)

P(〈logλ2
(HV (H))〉 < z) = P(logλ2

(HV (H)) < z)

+ P(1 ≤ logλ2
(HV (H)) < 1 + z)

def
= P1(z) + P2(z).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 0 < z ≤ h. Òàê êàê V (H) > 1 ï.í., òî
P1(z) = 0. Äàëåå,

P2(z) = P

(
V (H) ≥ λ2

H

)
−P

(
V (H) ≥ λ1+z

2

H

)

=
∑
s

[
P(λs+1

2 α ≤ W0 < Hλs+1
2 α)−P(λs+1+z

2 α ≤ W0 < Hλs+1
2 α)

]

=
∑
s

P(λs+1
2 α ≤ W0 < λs+1+z

2 α)

=
∑
s

P(λs
2α ≤ W0 < λs+z

2 α).

Ïóñòü òåïåðü h ≤ z < 1. Òàê êàê V (H) ≤ λ2 ï.í., òî P2(z) =
P(HV (H) ≥ λ2). Ïîýòîìó

P1(z) + P2(z) = 1−P(λz
2 ≤ HV (H) < λ2)

= 1−∑
s

P(λs+z
2 α ≤ W0 < λs+1

2 α)

=
∑
s

P(λs
2α ≤ W0 < λs+z

2 α).
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Çíà÷èò, ïðè êàæäîì z ∈ (0, 1) çíà÷åíèå ñóììû P1(z) + P2(z) íå çàâèñèò
îò H.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 〈logλ2
(KHV (H))〉 îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû ïðè âñåõ H.

Äåéñòâèòåëüíî,

〈logλ2
(KHV (H))〉 = 〈〈logλ2

(HV (H))〉+ logλ2
K〉,

ãäå ðàñïðåäåëåíèå ïðàâîé ÷àñòè îò H íå çàâèñèò.
Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê 1 < V (H) < λ2 ï.í. ïðè âñåõ H, òî ïðè H =

1/K
KHV (H) = V (1/K) ∈ (1, λ2) ï.í.

è, çíà÷èò, 〈logλ2
V (1/K)〉 = logλ2

V (1/K).
Ðàññìîòðèì öåïü Ìàðêîâà tn+1 = tnVn(tn)K è îáîçíà÷èì An =

[logλ2
tn], Bn = 〈logλ2

tn〉 è Hn = λBn
2 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Ïðè êàæäîì n ≥ 2 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Bn íå
çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí t1, . . . , tn−1 è èìååò òî æå ðàñïðåäåëå-
íèå, ÷òî è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà logλ2

V (1/K).

Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû An çàâèñèò êàê îò
Bn, òàê è îò (t1, . . . , tn−1).

Èìååì

tn+1 = λ
An+1

2 Hn+1 = tnVn(tn)K = λAn
2 HnVn(Hn)K ï.í.

ïðè âñåõ n. Çíà÷èò,

Bn+1 = logλ2
Hn+1 = 〈logλ2

(HnVn(Hn)K)〉

è
An+1 − An

a.s.
= [logλ2

(HnVn(Hn)K)]
def
= Dn+1 (15)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3. Ïóñòü λ−1
2 < K < 1. Ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëî-

âèè t1 = H ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Dn, n ≥ 3} ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé
ìåòðè÷åñêè òðàíçèòèâíîé. Ïðè ýòîì

ED3 = P(V1(1/K)V2(V1(1/K))K ≥ λ2)−P(V1(1/K)V2(V1(1/K))K < 1),
(16)

ãäå, íàïîìíèì, {V1(H), H > 0} è {V2(H), H > 0} � äâå íåçàâèñèìûå
êîïèè ñåìåñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {V (H), H > 0}.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {D3+k+n}n≥0 îäíî è òî æå ïðè âñåõ k = 0, 1, . . .,
÷òî îçíà÷àåò ñòàöèîíàðíîñòü. Ïîêàæåì ìåòðè÷åñêóþ òðàíçèòèâíîñòü.
Òàê êàê 1 < 1/K < λ2, òî ìîæíî óêàçàòü ïîëîæèòåëüíîå ε òàêîå, ÷òî
(1 + ε)/K < λ2. Ïðè ýòîì ïðè âñåõ n ≥ 2

P (Hn ≥ (1 + ε)/K) ≥ C
(
1− 1 + ε

Kλ2

)
> 0.

Ïðè n ≥ 2 äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà G ⊆ [1, 1 + ε]

P (Hn+1 ∈ G,Dn+1 = 1 | Hn, An) ≥ Cν(G)

ï.í. íà ìíîæåñòâå {Hn ≥ (1 + ε)/K}, ãäå ν(G) � ëåáåãîâà ìåðà ìíî-
æåñòâà G. Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(Hn, Gn)} ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðè-
ðóþùåé. Ïîýòîìó è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gn} � ðåãåíåðèðóþùàÿ, è åå
îñòàíî÷íàÿ ñèãìà-àëãåáðà òðèâèàëüíà.

Äàëåå, ðàñïðåäåëåíèå H2 ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû V1(1/K). Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà D3 ìîæåò
ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 1, 0 è −1. Ïîýòîìó

ED3 = P(D3 = 1)−P(D3 = −1)

= P(H2V2(H2)K ≥ λ2)−P(H2V2(H2)K < 1),

÷òî âëå÷åò (16).
Îòìåòèì, ÷òî P(D3 = −1) = 0 ïðè K ≥ 1. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4. Ïóñòü K > λ−1
2 . Åñëè ED3 < 0, òî tn → 0 ï.í.

ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì t1 = H. Åñëè ED3 > 0, òî tn → ∞ ïðè ëþáîì
t1 = H.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê 1 ≤ Hn ≤ λ2 ï.í. ïðè âñåõ n, òî

λAn
2 ≤ tn ≤ λAn+1

2 ï.í.

Ïîýòîìó tn → ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà An → ∞, è tn → 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà An → −∞. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ óñèëåííûì
çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë.

Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (ÑÏ2). Åñëè
ED3 > 0, òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé äâóõêàíàëüíóþ ñèñòå-
ìó îáñëóæèâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåâîçâðàòíûì.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Îòìåòèì, ÷òî P(D3 = 1) = 0 ïðè K ≤ λ−1
2 .

Ïîýòîìó ED3 > 0 âëå÷åò K > λ−1
2 .

Ïðîöåññ Q(t) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìàðêîâñêèì, è âñå åãî ñîñòîÿíèÿ �
ñîîáùàþùèåñÿ. Ïóñòü C > 0 � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Êî-
ëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé, äëÿ êîòîðûõ |Q(t)| ≤ C, êîíå÷íî ïðè ëþáîì C.
Âîçâðàòíîñòü ïðîöåññà Q(t) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìå-
íè t ≥ 0 ìîæíî óêàçàòü cëó÷àéíûé ìîìåíò γ(t) ≥ t ï.í. òàêîé, ÷òî
|Q(γ(t))| ≤ C ï.í.

Ìû ðàññìîòðèì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå Q(0) = (C0, 0, 0) ïðè íåêîòî-
ðîì C0 ≥ 1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn ìîìåíò n-ãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðâîãî
ïðèáîðà èç âòîðîé î÷åðåäè â ïåðâóþ è ÷åðåç Xn = |Q(Tn)| � ñóììàðíóþ
äëèíó î÷åðåäè â ìîìåíò Tn, X0 = C0. Ïóñòü N ≥ 1 � ïðîèçâîëüíîå öå-
ëîå ÷èñëî. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðîöåññ Q(t) âîçâðàòåí,
òî äëÿ íåêîòîðîãî (äîñòàòî÷íî áîëüøîãî) C è ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè
t ≥ 0 ìîæíî óêàçàòü ñëó÷àéíûé èíäåêñ ν(t) ≥ 1 òàêîé, ÷òî TNν(t) ≥ t
ï.í. è XNν(t) ≤ 2C ï.í.

Íèæå ìû âûáåðåì N è ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðå-
ìû XNn →∞ ï.í. ïðè n →∞, èç ÷åãî áóäåò ñëåäîâàòü íåâîçâðàòíîñòü
ïðîöåññà äëèíû î÷åðåäè.

Çàìåòèì, ÷òî â æèäêîñòíîé ìîäåëè tn+1 > Ktn > λ−1
2 tn ï.í. ïðè âñåõ

n. Ïóñòü N ≥ 3 òàêîâî, ÷òî

E

(
N∑

n=3

Dn

)
> 3− logλ2

(1− λ1).

Òîãäà

inf
H>0

E
(
logλ2

(xN)− logλ2
(x0) | x0 = (1− λ1)H

)
def
= γ > 0.

Äàëåå, äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ìîäåëè, èñïîëüçóÿ ìíîãîêðàòíî ýêñïî-
íåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå äî-
ñòàòî÷íî ãðóáûå îöåíêè: ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C1 è C2 òàêèå, ÷òî

P(X1 ≥ kX0 | X0) ≤ C1 exp{−C2k}, (17)

è
P(X1 ≤ X0/k | X0) ≤ C1 exp{−C2k} (18)

ïðè âñåõ k ≥ 1 è âñåõ X0 ≥ 1. Îãðàíè÷èìñÿ, ê ïðèìåðó, ñõåìîé äîêàçà-
òåëüñòâà íåðàâåíñòâà (17).
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Çàìåòèì, ÷òî X1 = X̃1 + X̂1, ãäå X̃1 = Q1(U1) è X̂1 � êîëè÷åñòâî
âûçîâîâ, ïðèøåäøèõ íà ïåðâóþ ñòàíöèþ â èíòåðâàëå âðåìåíè (U1, R1).
Òîãäà

P(X1 > x) ≤ P(X̃1 > x/2) + P(X̂1 > x/2).

Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå X̃1 îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñòàöèîíàðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì äëèíû î÷åðåäè â ñèñòåìå M/M/1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ âõîäà λ1

è èíòåíñèâíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ 1, òî íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå C3 è C4

òàêèå, ÷òî
P(X̃1 > x/2) ≤ C3e

−C4x

ïðè âñåõ x. Äàëåå,
P(X̂1 > kX0) ≤ P(Z1 > kX0) + P(X̂1 > kX0 | Z1 = kX0).

Ïóñòü Sn =
∑n

1 τi, ãäå τi � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðîì λ1 < 1. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
α > 0

P(X̂1 > kX0 | Z1 = kX0) = P(SkX0 ≤ ckX0) = P(e−αSkX0 ≥ e−αkX0)

≤ eαkX0

(
Ee−ατ1

)kX0

=
(
(1 + o(1)) (1 + α)

(
1− α

λ1

))kX0

Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì α âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ìåíüøå åäèíèöû.
Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåì P(Z1 > kX0) ñóììîé

P(Q2(U1) > c1kX0) + P(Z1 > kX0 | Q2(U1) = c1kX0)

è ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè 0 < c1 < 2−λ2 âòîðîå ñëàãàåìîå òàêæå äîïóñêà-
åò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó. Äàëåå àíàëîãè÷íî îöåíèâàåì P(Q2(U1) >
c1kX0) ñ èñïîëüçîâàíèåì P(U1 > c2kX0) , ïîòîì ïîñëåäíþþ âåðîÿòíîñòü
ñ ïîìîùüþ P(T1 > c3kX0) ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå c2 è c3. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ñóììó ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ ôóíêöèé è ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó (17).

Âîçüìåì ïðîáíóþ ôóíêöèþ L(x) = max(0, logλ2
x). Òîãäà, â ñèëó

(17)-(18), ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû L(XNn) − L(X0) è (L(XNn) − L(X0))
2

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìûìè ïî X0.
Èç çàìå÷àíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü U

(n)
1 /T

(n)
1 → H ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíîé ïî H ∈ (H1, H2) ïðè ëþáîì âûáîðå 0 < H1 < H2 < ∞. Èç
ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè {L(XNn) − L(X0)} ñëåäóåò òàêæå ðàâ-
íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ ÷èñëî C >> 1 òàêîå,
÷òî

inf
X0≥C

E (L(XNn)− L(X0) | X0) ≥ γ/2.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XNn îáðàçóåò îäíîðîäíóþ ïî âðåìåíè öåïü Ìàð-
êîâà, è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ X0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè-
öà íàéäåòñÿ (ñëó÷àéíûé) ìîìåíò n0 òàêîé, ÷òî XNn0 ≥ C ï.í. Ïîýòî-
ìó âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ðàáîòû [24], èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî
L(XNn) →∞ ï.í. Ïîñëåäíåå âëå÷åò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 4. Â ïðèëîæåíèè íàéäåíî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå äëÿ
ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = logλ2

V (H), à ôîðìóëà (22) äàåò
îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà, èç êîòîðûõ ëåãêî ïîëó÷èòü

c0 = 1, |c1|+ |c−1| < ∆0 = 4π exp

(
− π2

ln λ2

) √
1

ln λ2

< 0.99 ·10−5, (19)

∑
|k|≥2 |ck|
∆0

< 10−4.

Îáîçíà÷èì δ0(λ2) = supH | logλ2
V (H) − 1|. Èç ïðèâåäåííûõ îöåíîê

ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî (H1, H2) ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà (logλ2

V1(H1), logλ2
V2(H2)) îòêëîíÿåòñÿ îò ðàâíîìåðíîé íà åäè-

íè÷íîì êâàäðàòå íå áîëåå ÷åì íà δ0(λ2), ãäå supλ2
δ0(λ2) ≤ ∆0(1+10−3) <

10−5.
Ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ED3 = 0. Ïóñòü ζ1, ζ2 �

íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [0; 1] ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû. Òîãäà

ED3 ≈ P(ζ1 + ζ2 + logλ2
K ≥ 1)−P(ζ1 + ζ2 + logλ2

K < 0).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî s
def
= logλ2

(1/K) ∈ (0; 1), ïîëó÷àåì:

ED3 ≈ 1

2
((1− s)2 − s2) =

1

2
− s ≈ 0.

Èòàê, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå ãðàíèöû: s = 1/2, èëè K =

λ
−1/2
2 , èëè

λ1 =
λ
−1/2
2

λ2−1
2−λ2

+ λ
−1/2
2

. (20)

Ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ãðàíèö ñòàáèëüíîñòè è íåâîçâðàòíîñòè
î÷åíü áëèçêè, è íà ðèñ 5. ìû ïðèâîäèì ðàçíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíêöèé.
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Ðèñ. 5. Ñëåâà - ðàçíîñòü ãðàôèêîâ ôóíêöèé èç óðàâíåíèé (20) è (14) â
êîîðäèíàòàõ (λ2, λ1). Ñïðàâà - ãðàôèê ôóíêöèè δ0(λ2).

Íàéäåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà ED3 > 0. Â
ñèëó ïðèâåäåííûõ â íà÷àëå çàìå÷àíèÿ îöåíîê, ED3 > 1

2
− s − δ0(λ2).

Îòñþäà ïîëó÷àåì K > λ
−1/2+δ0(λ2)
2 , èëè

λ1 >
λ
−1/2+δ0(λ2)
2

λ2−1
2−λ2

+ λ
−1/2+δ0(λ2)
2

.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (ÑÏ2) äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì äëÿ íåñòàáèëüíîñòè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ K >
λ
−1/2+δ0(λ2)
2 , èëè

λ1 >
λ
−1/2+δ0(λ2)
2

λ2−1
2−λ2

+ λ
−1/2+δ0(λ2)
2

,

ãäå |δ0(λ2)| < 10−5 (ãðàôèê ôóíêöèè δ0(λ2) ïðèâåäåí íà ðèñ. 5 (ñïðàâà)).

Çàìå÷àíèå 5. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûé ñëó-
÷àé, êîãäà Eθ1 = ∞ è ED3 < 0, ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé âîçâðàòíîñòè
èçó÷àåìîãî íàìè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Îäíàêî íàì ïîêà íå óäàëîñü
ýòî äîêàçàòü.
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� 5. Ïðèëîæåíèå

Äëÿ êðàòêîñòè âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî λ
def
= λ2. Äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 3 îñíîâàíî íà ðàçëîæåíèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η = lnλ V (H) â ðÿä Ôóðüå. Ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà
ïîëó÷åíû ïðè àêòèâíîì ñîäåéñòâèè Â.À. Âàòóòèíà.

Îáîçíà÷èì y =
ln(α2H)

ln λ . Òîãäà, âî ïåðâûõ, V (H) = λη è, âî âòîðûõ,
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η
èìååò âèä

fη(x; H)
def
= fη,y(x)

def
= ln λ

∞∑

k=−∞
λkλx+y exp{−λkλx+y}.

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî òåì, ÷òî ïî ïåðåìåííîé x + y ôóíêöèÿ
fη,y(x) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 1, è óäîáíîå äëÿ äàëüíåéøèõ
âû÷èñëåíèé ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè äëÿ ôóíê-
öèè fη(x)

def
= fη,0(x) íà îòðåçêå [0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : [1, λ2] → R ñ êîíå÷íûì ñðåä-
íèì Eg(V (H)) < ∞ âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

Eg(V (H)) = Eg(λη) =
∫ 1

0
g(λx)fη,y(x)dx. (21)

Ë å ì ì à 7. Ïóñòü

fη(x) = λx ln λ
+∞∑

k=−∞
λke−λk+x def

=
∞∑

k=−∞
cke

2πkix,

òîãäà
ck =

∫ 1

0
e2πkixfη(x)dx = Γ

(
1 +

2πki

ln λ

)
,

ãäå Γ(y) � ñòàíäàðòíàÿ ãàììà-ôóêöèÿ ïðè y ∈ C.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî e2πikx = e2πik(x+n)

ïðè n ∈ Z, âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â êîìïëåêñíûé ðÿä
Ôóðüå:

ck = ln λ
∞∑

n=−∞

∫ 1

0
e2πikxλx+n exp{−λn+x}dx

= ln λ
∞∑

n=−∞

∫ n+1

n
e2πikxλx exp{−λx}dx = ln λ

∫ ∞

−∞
e2πikxλx exp{−λx}dx

=
∫ ∞

0
z2πik/ ln λe−zdz = Γ

(
1 +

2πik

ln λ

)
.
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Äîêàæåì òåîðåìó 3. Âû÷èñëèì EV (H), èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïëîò-
íîñòè â ðÿä Ôóðüå èç ëåììû 7.

EV (H) =
∫ 1

0
λx

+∞∑

k=−∞
cke

2πki(x+y)dx =
+∞∑

k=−∞
cke

2πkiy
∫ 1

0
λxe2πkixdx

= (λ− 1)
+∞∑

k=−∞

ck

ln λ + 2πki
e2πkiy.

Â ñèëó òîãî, ÷òî Γ(1 + x) = xΓ(x), è |Γ(iy)| =
(

π
ysh(πy)

)1/2

(ñì. [23]
ñòð. 43) äëÿ k ∈ Z\0, ïîëó÷àåì

bk
def
=

(λ− 1)ck

ln λ + 2πki
e2πkiy = Γ

(
2πik

ln λ

)
1

ln λ

2πik(λ− 1)

ln λ + 2πki
e2πkiy,

|bk| =




ln λ

2|k| sh2π2|k|
ln λ




1/2

2|k|(λ− 1)

ln λ
√

ln2 λ + (2πk)2
,

à ïðè k = 0 èìååì
b0

def
=

(λ− 1)c0

ln λ
=

λ− 1

ln λ
.

Îöåíèì îòëè÷íûå îò b0 ñëàãàåìûå. Ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî
sh(x) ≥ ex/2, ïðè x > 0, ïîëó÷àåì

|bk| ≤
(

ln λ

|k| exp

(
−2π2|k|

ln λ

))1/2
(λ− 1)

ln λ
= exp

(
−π2k

ln λ

)
(λ− 1)√

k ln λ
,

qλ
def
= exp

(
− π2

ln λ

)
≤ exp

(
− π2

ln 2

)
def
= q.

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ äàþò q ≈ 6, 548698489 · 10−7, è

2
∞∑

k=1

qk
λ =

2qλ

1− qλ

≤ 2
∞∑

k=1

qk =
2q

1− q
< 1.3098 · 10−6

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 çàâåðøåíî.
Íàì íåîáõîäèìû îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ck. Ïðåæäå âñåãî îòìå-

òèì, ÷òî c0 = 1. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäøåñòâóþùèì,

|ck| def
=




ln λ

2π|k| sh2π2|k|
ln λ




1/2

2πk

ln λ
≤ q

|k|
λ

√
|k|
ln λ

, k ∈ Z\{0}, (22)
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èç ÷åãî ñëåäóåò îöåíêà (19) â çàìå÷àíèè 4.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, îñíîâûâàÿñü íà ðåàëèçîâàííîì â äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïîäõîäå è ïðåäñòàâëåíèè (21), áåç îñîáîãî òðóäà
ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà
ôóíêöèé g(x).
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