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Â ñàìîì íà÷àëå 1970-õ ãîäîâ Âèêòîð Àíäðååâè÷ Òîïîíîãîâ ïðåäëîæèë ñòóäåíòàì
ÍÃÓ ñëåäóþùóþ èíòåðåñíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Íà çàìêíóòîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè (x, y) îïðå-
äåëåíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f , òîæäåñòâåííî ðàâ-

íàÿ íóëþ íà ïðÿìîé y = 0, è âñþäó äëÿ f ìîäóëü ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y íå ïðå-

âîñõîäèò ìîäóëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x. Äîêàçàòü, ÷òî f ðàâíà íóëþ âñþäó.

Â äàííîé ðàáîòå äàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåêîòîðûå åå åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà

çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå Rn+1
+ = {(x, t) = (x1, . . . , xn, t) ∈ Rn+1|t ≥ 0}, ïðè÷åì
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ãäå A � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ‖ · ‖� ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà

íîðìà â Rn. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè u1 ∈ Rn+1
+ ñóùåñòâóåò òî÷êà u0 ∈ H ∩ Ku1 ,

ãäå H = {(x, t) ∈ Rn+1|t = 0}, Ku1 := Rn+1
+ ∩ (u1 − C), à

(2) C =
{

w ∈ Rn+1|‖w‖ ≤
√

A2 + 1wn+1

}
� îñòðûé çàìêíóòûé êîíóñ, òàêàÿ, ÷òî f(u1) = f(u0).

Èç òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ôóíêöèÿ f òîæäåñòâåííî ðàâíà ïîñòî-

ÿííîé c íà H, òî f ðàâíà c âñþäó.

Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à Â.À.Òîïîíîãîâà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.

Ìîæíî äàòü ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè u ∈ Rn+1
+ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ C

òàêîé, ÷òî df(u)(v) = 0, òî äëÿ êàæäîé òî÷êè u1 ∈ Rn+1
+ ñóùåñòâóåò òî÷êà u0 ∈

H ∩ (u1 − C) òàêàÿ, ÷òî f(u1) = f(u0).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà

çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå Rn+1
+ = {(x, t) = (x1, . . . , xn, t) ∈ Rn+1|t ≥ 0} "ïðî-

ñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî"(M, g) ðàçìåðíîñòè n+1, ïðè÷åì äëÿ êàæäîé òî÷-

êè u ∈ Rn+1
+ ñóùåñòâóåò íåïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé âåêòîð v ∈ TuM ñ óñëîâèåì

df(u)(v) = 0. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè u1 ∈ Rn+1
+ ñóùåñòâóåò òî÷êà u0 ∈ H∩J−(u1),

ãäå J−(u1) � ïðè÷èííîå ïðîøëîå òî÷êè u1,òàêàÿ, ÷òî f(u1) = f(u0).

Òåîðåìà 3 äîïóñêàåò íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå íà òàê íàçûâàåìîå ãëîáàëüíî

ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.
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