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1
◦. История вопроса. Понятие дискретной аналитической функции

на гауссовой решетке G = Z + i Z было введено Р. Ф. Айзеком [5](1941).
Он классифицировал эти функции на функции первого и второго рода и
исследовал функции первого рода.

Далее Ж. Ферран [4](1944) и Р. Дж. Даффин [6], [16] (1956) создали
теорию дискретных аналитических функций второго рода (далее: дискрет-
ные аналитические функции). Важные результаты, связанные с поведени-
ем дискретных аналитических и гармонических функций на бесконечности
были получены С. Л. Соболевым [10](1956). Новые комбинаторные и ана-
литические идеи принес Д. Цайльбергер [8] (1977). Их развил и обобщил
А. Д. Медных [1](1982).

Развитие нелинейной теории дискретных аналитических функций, осно-
ванной на использовании шаровых упаковок, началось с работ У. Тёрстона
[11](1985) и его учеников [12], [14]. Так была получена аппроксимация с
высокой скоростью сходимости в теории конформных отображений рима-
новых поверхностей.

В последние годы, начиная с 2000 г., число работ, связанных с теори-
ей дискретных аналитических функций, заметно возросло [13],[17]. Отме-
тим работы Р. Кэниёна [15] (2002), где была рассмотрена теория функции
Грина на ромбических графах; А. И. Бабенко, К. Мерка, Ю.Б. Суриса [9]
(2005) об эквивалентности линейного и нелинейного подходов в теории дис-
кретных аналитических функций; С. П. Новикова и И. Дынникова (2005);
С. Смирнова (2006) и Х. Киссельмана (2008).

Причина столь пристального интереса к теории — ее богатые приложе-
ния к теории отображения римановых поверхностей, квантовой механике и
теории кодирования.

2
◦. Определение дискретной аналитической функции. Всюду в

дальнейшем G = {x + iy : x, y ∈ Z} — целочисленная гауссова решетка, а
G

+ = {x+iy ∈ G : x > 0, y > 0} — часть гауссовой плоскости, содержащейся
в первом квадранте.

Рассмотрим комплекснозначную функцию f , определенную на некото-
ром подмножестве E ⊂ G. Если f определена на квадрате, содержащем

1Работа выполнена при поддержке ФЦП "Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России"(номер госконтракта 02.740.11.0457), а также программы под-
держки ведущих научных школ (грант НШ-6613.2010.1).
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точки {z, z + 1, z + 1 + i, z + i}, тогда f называется дискретной аналитиче-
ской функцией на этом квадрате, если справедливо соотношение:

f(z + 1 + i) − f(z)

i + 1
=

f(z + i) − f(z + 1)

i − 1
(1)

или иначе:

∂f(z) = f(z) + if(z + 1) + i2f(z + 1 + i) + i3f(z + i) = 0. (2)

Если соотношение (1) справедливо для каждого единичного квадрата,
принадлежащего множеству E ⊂ G, мы говорим, что f является дискрет-
ной аналитической функцией на E. Дискретная аналитическая функция,
определенная на всем G+ называется дискретной целой. Множество всех
дискретных аналитических функций на E и на G+ обозначим соответствен-
но D(E) и D(G+).

3
◦. Примеры дискретных аналитических функций.

1) (Д. Цайльбергер,[8] 1977). Пусть ξ ∈ C, z ∈ G+.

e(ξ, z) = e(ξ, x, y) = ((1 + i)e
ξ

i+1 − i)x((1 − i)e
−ξ
i+1 + i)y, (3)

где z = x + iy. Очевидно, что e(ξ, z1 + z2) = e(ξ, z1) · e(ξ, z2).

2) Дискретные полиномы в D(G+) и базис Гамеля в пространстве дис-
кретных полиномов.[8]

e(ξ, z) =

∞∑

k=0

πk(z)

k!
ξk. (4)

Полиномы πk(z) ∈ D(G). Они имеют вид:

πk(z) =
∂ke(ξ, z)

∂ξk

∣∣∣
ξ=0

, k = 0, 1, 2, . . . (5)

В частности,

π0(z) = 1, π1(z) = z, π2(z) = z2 −
i + 1

2
z,

π3(z) = z3 −
3

2
(i + 1)z2 +

1

2
(1 + 2i)z − iy.

(6)

3) 1, z, z2, z3 + x, z3 − iy, биконстанта c1 + (−1)x+yc2, где c1, c2 ∈ C.

4) Не являются дискретными аналитическими функциями: z3, z4, exp z.

4
◦. Основные свойства полиномов {πk(z)}∞k=0

. Ключевыми в даль-
нейшем изложении являются следующие свойства системы полиномов
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{πk(z)}∞k=0
.

(A1) πk(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,

(A2) πk(z1 + z2) =

k∑

s=0

(
k

s

)
πs(z1)πk−s(z2),

(A3) π0(z) ≡ 1, πk(z) = zk + Pk−1(x, y), где Pk−1(x, y)

является многочленом степени 6 k − 1 относительно (x, y).

(A4) Ряд

∞∑

k=0

akπk(z) сходится абсолютно в G
+ как только

F (ξ) =

∞∑

k=0

ak

( ξ

i + 1

)k

сходится в C.

5
◦. Канонический гомоморфизм. Свойство (A4) позволяет коррект-

но определить гомоморфизм Θ:A(C) → D(G+) из множества целых функ-
ций на множество дискретных целых функций по формуле:

Θ : F (ξ) =

∞∑

k=0

ak

( ξ

i + 1

)k

7−→ f(z) =

∞∑

k=0

akπk(z). (7)

Возникают две проблемы:
1) Является ли гомоморфизм Θ отображением “на”, то есть всякая ли це-

лая д.а.ф. разлагается в сходящийся ряд Тейлора по псевдостепеням πk(z)?
2) Описать ядро KerΘ, то есть описать все ряды Тейлора, тождественно

равные нулю на квадранте G+.
Справедливы следующие результаты.

Теорема 1 (А. Медных,[1] 1982). Всякая д.а.ф. f ∈ D(G+) разлагается в

сходящийся ряд Тейлора по псевдостепеням πk(z):

f(z) =

∞∑

k=0

akπk(z), z ∈ G
+. (8)

Теорема 2 (А. Медных,[1] 1982). Указанное разложение неединственно.

Более точно,

f(z) =

∞∑

k=0

akπk(z) ≡ 0, z ∈ G
+ ⇔ F (s) = 0, s ∈ Z.

Отсюда имеем Θ(F ) = 0 ⇔ F (ξ) = sin πξ · G(ξ), где G(ξ) — любая целая
функция. В частности,

D(G+) ≃ A(C)
/
〈sin πξ〉, (9)
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где 〈sin πξ〉 = sin πξ ·A(C) — главный идеал в A(C), порожденный функцией
sin πξ.

Недавно теоремы 1, 2 были обобщены в следующих направлениях.
Пусть UR = {ξ ∈ C : |ξ| < R} — стандартный круг радиуса R с центром

в 0, а QR = {x + iy ∈ G
+ : max{x, y} < R}— дискретный квадрат. Множе-

ство аналитических функций на UR и дискретных аналитических функций
на QR обозначим соответственно A(UR) и D(QR).Справедливы следующие
теоремы:

Теорема 3 (О. Данилов,[2] 2008). Гомоморфизм Θ:A(UR) → D(QR) яв-

ляется отображением “на”, при этом Θ(F ) ≡ 0 ⇔ F (s) = 0, s ∈ Z, |s| < R.

В этом случае

KerΘ = 〈FN (ξ)〉 = FN (ξ) · A(UR), (10)

— главный идеал в A(UR), порожденный функцией FN (ξ):

FN (ξ) = ξ

N∏

k=1

(ξ2 − k2), (11)

N =

{
[R], R — нецелое,

R − 1, R — целое.

Теорема 4 (О. Данилов, А. Медных, [3] 2009). Пусть f ∈ D(G+).

Тогда существует функция F (ξ) =

∞∑

|k|=0

ak

ξk

(1 + i)|k|
∈ A(Cn), такая, что

f(z) =

∞∑

|k|=0

akπk(z) и ряд абсолютно сходится при всех z ∈ G+. При этом

ΘF = 0 ⇔ F (s) = 0 при всех s ∈ Z
n.

6
◦. Схема доказательства основных результатов. Ключевым момен-

том в доказательстве теорем 1, 3, 4 является наличие взаимно-обратимых в
следующем комбинаторном смысле соотношений. Пусть заданы величины
{as, bs}, s = 0, 1, 2, . . . , k, при этом имеют место равенства:

bs =

s∑

x=0

(−1)x

(
s

x

)
ax. (12)

Тогда соотношения (12) обратимы и справедливы формулы:

ax =

x∑

s=0

(−1)s

(
x

s

)
bs. (13)
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Для указанных ранее F (ξ) и f(z) в одномерном случае справедливы равен-
ства: 




ixf(x) =
x∑

s=0

(−1)s
(
x

s

)
(1 − i)sF (s),

(1 − i)sF (s) =
s∑

x=0

(−1)x
(

s
x

)
ixf(x)

(14)

и 



(−i)yf(iy) =
y∑

s=0

(−1)s
(
y

s

)
(1 + i)sF (−s),

(1 + i)sF (−s) =
s∑

y=0

(−1)y
(

s
y

)
(−i)yf(iy)

(15)

и их многомерные аналоги:

F (s) = (1 − i)−|s+|(1 + i)−|s−|
s+∑

k+=0

s−∑

k−=0

(−1)|k
+|−|k−|

×

(
s+

k+

)(
s−

k−

)
f(k+ + ik−), s ∈ Z

n,

(16)

f(k+ + ik−) =

k+∑

s+=0

k−∑

s−=0

c(k+, k−, s)F (s), s ∈ Z
n, (17)

где

c(x, y, s) =
1

(2πi)n

∫

Γ

n∏

j=1

((1 + i)ζj − i)xj((1 − i)ζ−1

j + i)yj

ζ
sj+1

j

dζj . (18)

а Γ— остов любого полидиска, содержащего 0. Поскольку д.а.ф. f(z) одно-
значно восстанавливается по своим значениям на остове δG+, совпадающем
со всеми неотрицательными полуосями в G+, нам достаточно предъявить

f̃ =
∞∑

|k|=0

akπk(z), совпадающую с f(z) на остове δG+.

Соотношения (14), (15), (16) позволяют по заданным начальным значе-
ниям на δG

+ получить набор чисел {F (s)}, s ∈ Z
n. Теория Гельфонда —

Шефера [7] в одномерном случае по заданным значениям {F (s)}, s ∈ Z,

дает существование целой функции F (ξ) =
∞∑

k=1

ak

( ξ

i + 1

)k

, а канонический

гомоморфизм Θ:A(C) → D(G+) дает искомую f̃(z). Совпадение функций

f(z) и f̃(z) на остове δG
+ обеспечивается наличием взаимно-обратных со-

отношений (14), (15), (16). Более трудоемко получается соответствующая

функция F (ξ) =
∞∑

|k|=0

ak

ξk

(i + 1)|k|
∈ A(Cn) [3]. Поэтому не удается получить

описание ядра гомоморфизма Θ как в случае теорем 2, 3.
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