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Построение трехмерных гиперболических многообразий из пра-
вильных многогранников восходит к работе Вебера и Зейферта [1],
где в качестве фунднаментального многогранника выступал доде-
каэдр с двугранными углами 2π/5. Известно, что додекаэдральное
гиперболическое многообразие Вебера — Зейферта обладает сим-
метрией пятого порядка, которая позволяет представить это мно-
гообразие как 5-листное циклическое накрытие трехмерной сферы,
разветвленное над зацеплением Уайтхеда (рис. 1). В [2], как обоб-
щение конструкции Вебера — Зейферта, описаны фундаментальные
многогранники многообразий, являющихся n-листными (n > 5) цик-
лическими накрытиями трехмерной сферы, разветвленными над 2-
компонентным зацеплением Уайтхеда.

Рис. 1: Зацепление Уайтхеда

Различные способы описания циклических накрытий трехмерной
сферы, разветвленных над двухмостовыми узлами и зацеплениями
приведены в [3].

В [4] описаны трехмерные гиперболические многообразия, по-
лучаемые из 2π/3–икосаэдра. Авторами показано, что одно из них
является является трехлистным накрытием линзового пространства
L3,1, разветвленным над некоторым двухкомпонентным зацеплени-
ем. В данной работе предложено обобщение конструкции из [4].
А именно, в терминах фундаментальных многогранников, строит-
ся бесконечное семейство трехмерных многообразий, являющихся
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циклическими накрытиями линзового пространства L3,1, разветв-
ленными над двухкомпонентными зацеплениями.

Как видно из рис. 2, икосаэдр, который мы будем обозначать P3,
обладает симметрией третьего порядка. В дальнейшем нам удобно
изображать его как на рис. 3, подразумевая, что левый и правый
край рисунка должны быть отождествлены. Многогранник P3 имеет
12 вершин, 30 ребер, 20 граней.

Рис. 2: Многогранник P3.

Рис. 3: Многогранник P3.

Многообразие, построенное в [4], получается при следующем отож-
дествлении его граней:

a1 : K1 → K ′
1 [A1A2B1 → C3A3B2]



a2 : K2 → K ′
2 [A2A3B2 → C1A1B3]

a3 : K3 → K ′
3 [A3A1B3 → C2A2B1]

b1 : L1 → L′1 [A1B1C1 → D3C2D2]

b2 : L2 → L′2 [A2B2C2 → D1C3D3]

b3 : L3 → L′3 [A3B3C3 → D2C1D1]

c1 : M1 → M ′
1 [C1B1D2 → B1D2C2]

c2 : M2 → M ′
2 [C2B2D3 → B2D3C3]

c3 : M3 → M ′
3 [C3B3D1 → B3D1C1]

d : N → N ′.

Рассмотрим многогранник Pn, n > 3, имеющий 6n + 2 граней,
10n - ребер и 4n - вершин, представленный на рис. 4. В частности,
P3 является икосаэдром.

Рис. 4: Многогранник Pn.

Зададим попарное отождествление ϕn граней многогранника Pn:

ai : Ki → K ′
i [AiAi+1Bi → Ci+2Ai+2Bi+1]

bi : Li → L′i [AiBiCi → Di+2Ci+1Di+1]

ci : Mi → M ′
i [CiBiDi+1 → BiDi+1Ci+1]

d : N → N ′,

где i = 1, . . . , n и все индексы берутся по модулю n.



Теорема 1. При n > 3 псевдомногообразие, получаемое из много-
гранника Pn отождествлением ϕn, является трехмерным много-
образием.

Указанное многообразие будем далее обозначать Mn.

Теорема 2. Фундаментальная группа многообразия Mn, n > 3,
имеет следующее представление:

π1(Mn) =< a1, . . . , an; b1, . . . , bn; c1, . . . , cn; d | a1a2 . . . an = 1,

aib
−1
i c−1

i+1 = 1, aid
−1bi+2 = 1, bic

−2
i = 1, i = 1, . . . , n > .

Следующий результат показывает, что Mn являются естествен-
ными обобщениями многообразия из работы [4].

Теорема 3. Многообразия Mn, n > 3, являются n-листными цик-
лическими накрытиями линзового пространства L3,1, разветвлен-
ными над двухкомпонентным зацеплением.

Список литературы

[1]. Seifert H., Weber C. Die beiden Dodekaedräume // Math. Z. 1933.
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