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��� Q = {x ∈ R
n : 0 < xs < 1, s = 1, . . . , n} �� ��� �	
� ���	 ��� 
	 R

n

�	� Γiα = {x ∈ R
n : xi = α, s = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n}� ����� i = 1, . . . , n�

α = 0, 1� �� 
�� ���	 ����� ��������� ���� ��� l ∈ N �	� 1 < p <∞� tr∂Q W
l
p(Q)

�� ��� ���� �� ��� ����� �	 ∂Q �� ��	�
�	� 
	 ������� ���� W l
p(Q)� �
��	 �

��	�
�	 f ∈ tr∂Q W
l
p(Q)� ��� fiα ��	��� ��� �����
�
�	 �� f �� Γiα�

�������� ��� l ∈ N� n = 2 ��� 1 < p <∞� �� n > 2 ��� 1 < p < n� 	
��
f ∈ tr∂QW

l
p(Q) �� ��� ��� ��

�� fiα ∈W
l− 1

p
p (Γiα)� i = 1, . . . , n� α = 0, 1�

�� �� l > 1� �� l = 1 ��� p > 2� �
�� ��� � �������� ����� Γiα ��� Γjβ

trΓiα
⋂

Γjβ
fiα = trΓiα

⋂
Γjβ

fjβ ���� �	 Γiα ∩ Γjβ ;

�� �� l = 1 ��� p = 2� �
�� ��� � �������� ����� Γiα ��� Γjβ

1∫
0

. . .

1∫
0︸ ︷︷ ︸

n−2

( 1∫
0

|fiα(|t− α|, x̄) − fjβ(|t− β|, x̄)|2
t

dt

)
dx̄ <∞,

�
��� x̄ = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)�
 �� n = 2 !�� !��� �!��
���� ����
��
�	� �� tr∂Q W

l
p(Q) ���� "
��	 �#

�� $� %�&����� '�( �	� �� %�� )��
�*�
& '�(� +	 '�( ��� ����
��
�	 
	������ ���

�,
���	� �� ��	�
�	� fiα,m ∈ W
l−m− 1

p
p (Γiα)� m = 1, . . . , l−1� ���
��#
	" ����
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�	� fiα�  �� n > 2 	� ����
��
�	� �� tr∂Q W

l
p(Q) ���� &	��	 
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�
�	� fiα ∈W
l− 1

p
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�
�	� fiα �� ��� ���� Γiα �� � ��	�
�	 f ��/	�� �� ∂Q 
� 	�� ��0�
���
��� ��� ��	�
�	 f �� ����	" �� ��� ���� tr∂Q W

l
p(Q)� ��� n = 2 �	� f =

{fiα}i,α=0,1� ����� f10(x2) = x2 + . . . + xl−1
2 � f11(x2) = 1 + x2 + . . . + xl−1

2 �
f20(x1) = xl

1� f21(x1) = xl
1 + l − 1� .��	 f10(0) = f20(0)� f10(1) = f21(0)�

f11(0) = f21(1)� f11(1) = f21(1)� ���� ��#� f (m)
10 (0) �= f

(m)
20 (0)� m = 1, . . . , l − 1�

1������� f ∈ tr∂QW
l
p(Q) ������ f = tr∂Q(xl

1 + x2 + . . .+ xl−1
2 )�

 �� n = 2 �� "
�� ��� ������� 2	� �� ���! �	�
	��� ��� ����� "
��	 
	
����� '�(3 �	��� ��� ����!��
�	� �� ��� .�����! ��	�
�	� fiα,m� m = 1, . . . , l−
1� ��� �,��
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!��
/�� �	� ������ ��
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.�� ��� n > 2 ��0�
��� !�� ������� ���&�  
��� � ���
�� ����
�
�	 �� ���
�	
�# γiα� i = 1, . . . , n� α = 0, 1� ��� ��� ���Q 
� �	������� ��� ���� γiα|Γiα =
1� γiα|Γjβ

= 0 
� (j, β) �= (i, α)� Dkγiα|Γjβ
= 0� 0 < |k| � l − 1� ��� ��� (j, β)�

�	� ��� ���
���
��� Dkγiα(x) ���� ��� !
	
!�� ����
��� "����� �� x ���������

∂Γiα� $�,� 
� 
� ����!�� ���� ����� �,
�� ��	�
�	� fiα,m ∈ W
l−m− 1

p
p (Γiα)�

m = 1, . . . , l − 1� ���
��#
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uiα ∈ W l

p(Q) ��� �	�
����� ��� ���� trΓiα uiα = fiα �	� trΓiα

∂muiα

∂xm
i

= fiα,m�

m = 1, . . . , l − 1� 4���� ���� 
� 
� ������ ���� u =
n∑

i=1

1∑
α=0

γiαuiα ∈ W l
p(Q)

�	� tr∂Q u = f � .�� ���� ���� �� ��� ����� 
� ���
���� �� �	�����
�	 ��
��	�
�	� fiα,m ��� � ��	�
�	 f ���
��#
	" ��� ����!��
�	� �� ��� .�����!�
��
� 
� !�� !��� �
5��� ���	 ��� n = 2�

���� ��� m = 1, . . . , n�

H(m) = {x ∈ R
n : |xs| < 1, s = 1, . . . ,m, 0 < xs < 1, s = m+ 1, . . . , n}

�	� Q(m) = H(m) \Q� 4 �����!�	� �
!
��� �� ��� .�����! ����� ���� ��� Q(m)�
 
	���#� �	 �	���"�� �� ��� .�����! ����� ��� ���	��� ��!�
	� Ω ⊂ R
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x ∈ ∂Ω ����� �,
��� � 	�
"��������� Ux ��� ���� Ux ∩ Ω �	 �� ���	����!��

�# � 6"���* ���	����!��
�	 νx �� Q �� Q(m) �	� νx(Ux ∩ ∂Ω) =
m⋂

i=1

Γi0�
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GHIJ KLMIN IHMKLO3 PQRSNMQTLUJ VIWXNUHIHO V SHMQUQYZTL VQ[YHTHS9
SZTL MQSKHPKL\TL L YHRWIJUNUNTL UHQYLL ]WSMKLQSNIJSZ^ PYQVUYNSVU[�

_W`WU YNVVTQUYHSZ QabLH THUQ`Z QPLVNSL\ LSUHcYNIJSZ^ V[QOVU[ ]WSM9
KLO SN QVSQ[H PQS\ULO aNSN^Q[N ]WSMKLQSNIJSQcQ PYQVUYNSVU[N L PHYH9
VUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSQcQ PYQVUYNSVU[N� N UNMeH VPQVQaZ QPLVNSL\ `L]9
]HYHSKLNIJSZ^ V[QOVU[ V LVPQIJRQ[NSLHT QaQabfSSZ^ PYQLR[Q`SZ^ EPYQ9
VUYNSVU[N gQaQIH[N�� YNRSQVUSZ^ LIL NPPYQMVLTNUL[SZ^ ^NYNMUHYLVULM
cIN`MQVUL EPYQVUYNSVU[N _HVQ[N L hNIJ`HYQSN��

_W`WU YNRQaYNSZ `[H SH`N[SQ YHXfSSZH [NeSZH PYQaIHTZ UHQYLL [IQ9
eHSLO YNRSZ^ THUYLM `I\ PYQVUYNSVU[ gQaQIH[N� _HVQ[N L hNIJ`HYQSN3
WVUNSQ[IHSLH MYLUHYLH[ [IQeHSL\ iUL^ PYQVUYNSVU[ [ PHYHVUNSQ[QdSQ9LS9
[NYLNSUSZH PYQVUYNSVU[N L SN^Qe`HSLH L^ PHYHVUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSZ^
QaQIQdHM EQPLVNSLH TLSLTNIJSQcQ PHYHVUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSQcQ PYQVUYNS9
VU[N� [ MQUQYQH [IQeHSQ `NSSQH PYQVUYNSVU[Q gQaQIH[N� _HVQ[N� LIL hNIJ9
`HYQSN�� jNSSZH YHRWIJUNUZ [aLYNkU [ VHa\ Y\` MQSMYHUSZ^ UQdSZ^ UHQYHT
[IQeHSL\ YNRSZ^ THUYLM `I\ iUL^ PYQVUYNSVU[� lLVIQ PWaILMNKLO PQ iUQO
UHTNULMH QcYQTSQ� mYL[H`fSSZO [ MQSKH VPLVQM ILUHYNUWYZ RN[H`QTQ SH
PQIQS� nS RNUYNcL[NHU ILXJ SHVMQIJMQ TQSQcYN]LO L SHaQIJXQH dLVIQ YN9
aQU� SNLaQIHH UHVSQ V[\RNSSZ^ V QaVWe`NHTZTL [QPYQVNTL�

� �������������� ������������ �� !��� "#����!�

�� $���� �� "#���� ������� %� ��������� &$'()� o ILUHYN9
UWYH LVPQIJRWkUV\ aILRMLH PQS\UL\ `I\ QabHO ^NYNMUHYLRNKLL LSUHcYNIJ9
SZ^ V[QOVU[ ]WSMKLO3 PQS\ULH ���������� ���������� � E �!�����" ��#

$��!��� VT�� SNPYLTHY� MSLcW g� p� hYHOSN� q� r� mHUWSLSN L s� t� gHTf9
SQ[N '�(� N UNMeH SHVMQIJMQ aQIHH WRMQH PQS\ULH %���&� � '(�!)����������

���������� � EMYNUMQ3 _um�� VT�� SNPYLTHY MSLcW h� _HSSHUUN L v� wNYP9
IL 'C(� o dLVIQ NMVLQT _um [MIkdHSQ V[QOVU[Q uNUW� QaHVPHdL[NkbHH VPYN9
[H`IL[QVUJ QaQabfSSQcQ SHYN[HSVU[N tLSMQ[VMQcQ `I\ aHVMQSHdSZ^ VWTT
L LSUHcYNIQ[� xUQ SH VWeNHU SNaQY LSUHYHVWkbL^ SNV PYLTHYQ[ L PYLIQ9
eHSLO UHQYLL _um� SQ `HINHU UHQYLk aQIHH MQTPNMUSQO L PYQRYNdSQO� tZ

������6�
�6 ����	����	� ���_�8 �������� ��� `�
��a��`�
��#� �� `��
�� ;;<;"T�
�����#�

��



aW`HT VIH`Q[NUJ NMVLQTNULMH UHQYLL _um� YNR[LUQO [ MSLcH h� _HSSHUUN L
v� wNYPIL�

_W`WU [[H`HSZ3 PQS\ULH %���&� �" '(�!)��������" ���*+� QVSQ[NSSQH
SN SHO PQS\ULH _um� PQS\ULH ����)���� ������ ���������� � M _um EPYQ9
VUYNSVU[N ILSHOSZ^ LSUHcYNIJSZ^ ]WSMKLQSNIQ[�� _W`WU YNVVTQUYHSZ QV9
SQ[SZH V[QOVU[N _um EPYH`HIJSZO PHYH^Q` PYL TQSQUQSSQO V^Q`LTQVUL�
QaQabfSSQH SHYN[HSVU[Q pfIJ`HYN� ����)�� � �"�� �������3 VQ[PN`HSLH
LV^Q`SQcQ _um V `[Ne`Z NVVQKLLYQ[NSSZT PYQVUYNSVU[QT�� jI\ MQSWVQ[
SHQUYLKNUHIJSZ^ LRTHYLTZ^ ]WSMKLO aW`WU QaVWe`HSZ PQS\UL\ �����,�#

��- L .! � ���������� !��(�� L L^ V[\RJ V [IQeHSL\TL MQSWVQ[ [ _um�

�*� (������� � +� ,������������ %� ���������� _W`WU [[H`HSZ
PQS\UL\ '(�!)�� ������������- L (%+ �/,�" ��������� !� `I\ LRTHYLTQO
]WSMKLL L QaVWe`HSZ L^ QVSQ[SZH V[QOVU[N3 YN[SQLRTHYLTQVUJ ]WSMKLL L
HH PHYHVUNSQ[ML� iM[L[NIHSUSQVUJ L^ LSUHcYNIJSZ^ V[QOVU[ L iMVUYHTNIJ9
SZH V[QOVU[N WaZ[NkbL^ PHYHVUNSQ[QM EUHQYHTN yNY`L L zLUUI[W`N�� _W9
`HU [[H`HSQ PQS\ULH  ����" ��������� !� EVYH`SHcQ RSNdHSL\ WaZ[NkbHO
PHYHVUNSQ[ML SN LSUHY[NIH (0, t)�� YNVVTQUYHSZ Hf QVSQ[SZH V[QOVU[N L PYL9
[H`fS [NeSZO YHRWIJUNU Qa iM[L[NIHSUSQVUL [UQYQO PHYHVUNSQ[ML ]WSMKLL
L WaZ[NkbHO PHYHVUNSQ[ML Hf TNMVLTNIJSQO ]WSMKLL yNY`L { zLUUI[W9
`N� _W`HU [[H`HSQ PQS\ULH ��������� �0��#�� ���������� ���������� �

EMYNUMQ3 mrm�� MNM UNMQcQ _um� SQYTN [ MQUQYQT LS[NYLNSUSN QUSQVL9
UHIJSQ PHYHVUNSQ[QM� mQS\ULH mrm SHVMQIJMQ WeH YNVVTQUYHSSQcQ [ MSL9
cH '�( PQS\UL\ ��**����0���� ���������� �� PQVUYQHSSQcQ SN aNRH L`HNIJ9
SZ^ PYQVUYNSVU[� jI\ SNXL^ KHIHO PQS\ULH mrm `QVUNUQdSQ� PQVMQIJMW
[MIkdNHU QVSQ[SZH PYLTHYZ UHQYLL VLTTHUYLdSZ^ PYQVUYNSVU[3 PYQVUYNS9
VU[N Lp� MINVVLdHVMLH PYQVUYNSVU[N zQYHSKN� tNYKLSMH[LdN� nYILdN L L^
QaQabHSL\�

_W`WU PYL[H`HSZ [ZYNeHSLH SQYTZ ]WSMKLL [ mrm dHYHR SQYTW Hf
WaZ[NkbHO PHYHVUNSQ[ML EUHQYHTN PYH`VUN[IHSL\ zkMVHTaWYcN� L [ZYNeH9
SLH `I\ SQYTZ NVVQKLLYQ[NSSQcQ mrm� _W`HU [[H`HSQ PQS\ULH '(���*��#

������" '(�!)�� mrm� YNVVTQUYHSZ Hf V[QOVU[N L PYL[H`HSZ PYLTHYZ Hf
[ZdLVIHSL\�

_W`HU PYL[H`HSQ [NeSQH `I\ `NIJSHOXHcQ YHXHSLH RN`NdL Q PQVUYQHSLL
TLSLTNIJSQcQ mrm� VQ`HYeNbHcQ `NSSZO MQSWV SHQUYLKNUHIJSZ^ WaZ[N9
kbL^ ]WSMKLO� nSQ QVSQ[NSQ SN PYLSKLPH `[QOVU[HSSQVUL `I\ mrm�

*� �������������� -�""������������ �� !��� "#����!�

*�� �������������� � % . /�0  1 1/2���� %� ��� -���� _W9
`WU QaVWe`HSZ QPYH`HIHSL\ MINVVLdHVML^ PYQVUYNSVU[ gQaQIH[N� UHQYL\

��



MQUQYZ^ LRIQeHSN [ MSLcN^ g� z� gQaQIH[N '�(� v� |`NTVN ';(� n� o� _HVQ[N�
o� m� rIJLSN� g� t� }LMQIJVMQcQ '�(� o� r� _WYHSMQ[N '?(� o� p� tNRJL '�(�
g� t� }LMQIJVMQcQ '�(� p� ~YLaHI\ '-( L `Y�� N UNMeH L^ QaQabHSL\� V[\RNS9
SZH V LVPQIJRQ[NSLHT UH^ LIL LSZ^ mrm [ MNdHVU[H aNRQ[Z^ PYQVUYNSVU[
ESNPYLTHY� PYQVUYNSVU[N gQaQIH[N { nYILdN�� r^ UHQYL\ YNR[L[NINVJ [
YNaQUN^ o� g� hILTQ[N EVT�� SNPYLTHY� '�?(�� |� lJ\SML L z� mLMN EVT��
SNPYLTHY� '�;� �C(� L TSQcL^ `YWcL^�

hYNUMQ aW`WU QaVWe`HSZ QaQabHSL\� V[\RNSSZH V LVPQIJRQ[NSLHT `YQa9
SZ^ PYQLR[Q`SZ^� MQUQYZH PYL[HIL M MQSKHPKLL PYQVUYNSVU[ gQaQIH[N {
zLW[LII\ EaHVVHIH[Z^ PQUHSKLNIQ[�� N RNUHT L aQIHH QabHO XMNIZ PYQ9
VUYNSVU[ zLRQYMLSN { ~YLaHI\ EVT�� SNPYLTHY� MSLcW p� ~YLaHI\ '-(� YN9
aQUZ m� r� zLRQYMLSN '�@(� p� |� hNI\aLSN '�C( L `Y��� mYQVUYNSVU[N zL9
RQYMLSN { ~YLaHI\� PQVUYQHSSZH SN aNRH mrm� L L^ QaQabHSL\ NMUL[SQ
LVVIH`Q[NILVJ [ PQVIH`SLH cQ`Z q� o� }HUYWVQ[ZT EVT�� SNPYLTHY� '��(��

*�*� �������������� � % . /�0 ���� ���! � . -#��! ��%��,
���� ���� _W`WU QaVWe`HSZ QPYH`HIHSL\ MINVVLdHVML^ PYQVUYNSVU[ }L9
MQIJVMQcQ L _HVQ[N E[ UHYTLSN^ ��1�����" L *��(��" ������+ ������� PQ9
VUYQHSSZ^ SN aNRH PYQVUYNSVU[ Lp� L L^ QaQabHSLO SN aNRH mrm� _W`WU
[[H`HSZ PYQVUYNSVU[N _HVQ[N V QaQabfSSQO cIN`MQVUJk L QaVWe`HSN aQIHH
QabN\ MQSKHPKL\ ���������� 2��������� EVT� '�-(�� L Hf YNR[LULH [ YNaQ9
UN^ h� h� pQIQ[MLSN� q� |� _YW`SQcQ L o� h� wNINXQ[N� t� z� pQIJ`TNSN
EVT� '��B��(��

*�3� 4%%� ���.������� �������������� ���-� ���� _W`HU YNV9
VTQUYHSQ VHTHOVU[Q PQ`PYQVUYNSVU[ [ mrm� VQVUQ\bL^ LR )��+& '(�!)�"

.!������)�������� ���� EMYNUMQ3 Gux~� L [[H`HSQ PQS\ULH ����(0$�#

�� ���%��3���- ]WSMKLO PQ SQYTH mrm V PQTQbJk Gux~� gMQYQVUJ
WaZ[NSL\ SNLIWdXL^ PYLaILeHSLO PYL YNVXLYHSLL PYLaILeNkbL^ PQ`9
PYQVUYNSVU[ PQR[QI\HU ^NYNMUHYLRQ[NUJ V[QOVU[N cIN`MQVUL PYLaILeNHTQO
]WSMKLL� PYLdfT [ QdHSJ XLYQMQT `LNPNRQSH� _W`WU `NSZ iM[L[NIHSUSZH
QPLVNSL\ MINVVLdHVML^ L QaQabfSSZ^ PYQVUYNSVU[ _HVQ[N [ iUL^ UHYTLSN^
L QaVWe`HSN aQIHH QabN\ MQSKHPKL\ VQQU[HUVU[WkbL^ PYQVUYNSVU[ hNIJ9
`HYQSN L V[\RJ NPPYQMVLTNUL[SZ^ L YNRSQVUSZ^ ^NYNMUHYLVULM cIN`MQVUL�

*�5� 6 ����#������� �������������� ���-� ���� g NPPYQMVLTN9
UL[SZTL ^NYNMUHYLVULMNTL UHVSQ V[\RNSZ MQSVUYWMUL[SZH ^NYNMUHYLVULML
[ UHYTLSN^ YNRIQeHSLO ]WSMKLO LR mrm [ Y\`Z PQ Gux~� _W`WU PYL9
[H`HSZ iM[L[NIHSUSZH QPLVNSL\ MINVVLdHVML^ PYQVUYNSVU[ _HVQ[N [ iUL^
UHYTLSN^ L QaVWe`HSN MQSKHPKL\ VQQU[HUVU[WkbL^ PYQVUYNSVU[ hNIJ`HYQ9
SN� tZ SH VTQeHT RNUYQSWUJ R`HVJ `YWcL^ ULPQ[ YNRIQeHSLO EPQ VLVUHTNT

��



[VPIHVMQ[� NUQTNYSZ^ L U� `��� QUVZIN\ LSUHYHVWkbL^V\ M MSLcNT p� ~YL9
aHI\� VUNUJ\T q� o� }HUYWVQ[N� uYNRJH L �[HYUVN L `Y�

3� 7 �� ��.�� �� 8���� ������ .������

_W`WU QaVWe`HSZ `[H VIH`WkbLH QVSQ[SZH PYQaIHTZ UHQYLL [IQeHSL\
YNRSZ^ THUYLM� vNVVTNUYL[NHUV\ ]WSMKLQSNIJSQH PYQVUYNSVU[Q EQaQRSN9
dLT HcQ Λ(E,F )�� nSQ PQVUYQHSQ SN QVSQ[H mrm E L VQVUQLU LR UH^ HcQ
]WSMKLO� MQUQYZH QaIN`NkU QPYH`HIfSSZTL `QPQISLUHIJSZTL V[QOVU[NTL
cIN`MQVUL [ HcQ SQYTH EdUQ QUYNeHSQ VLT[QIQT F ��

(� 1��.� � jI\ PYQLR[QIJSQcQ mrm X SNOUL UQdSZH ESHWIWdXN9
HTZH� WVIQ[L\ [RNLTQV[\RL V[QOVU[ cIN`MQVUL F V SQYTNTL [ E L [ X �
QaHVPHdL[NkbLH [IQeHSLH Λ(E,F ) ⊂ X E[IQeHSLH YNRSZ^ THUYLM��

(� 1��.� *� jI\ `NSSQcQ PYQVUYNSVU[N Λ(E,F ) SNOUL TLSLTNIJSQH
EVNTQH WRMQH� mrm X � [ MQUQYQH QSQ [IQeHSQ� U� H� QPLVNUJ UNM SNRZ[NHTWk
��������� �0��#�� �������(/ �%���0!( PYQVUYNSVU[N Λ(E,F )�

jI\ PQISQcQ YHXHSL\ PQVUN[IHSSZ^ RN`Nd MIkdH[ZT \[I\HUV\ SN^Qe`H9
SLH iM[L[NIHSUSQcQ QPLVNSL\ MQSWVNM WaZ[NkbL^ PHYHVUNSQ[QM ]WSMKLO
LR PYQVUYNSVU[N Λ(E,F ) E[Q TSQcL^ YNaQUN^� c`H PQIWdHSZ UQdSZH UHQYHTZ
[IQeHSL\ YNRSZ^ THUYLM� PQ`QaSQH QPLVNSLH VQ`HYeLUV\ [ SH\[SQO ]QYTH��
mYL SNILdLL UNMQcQ QPLVNSL\ MYLUHYLO YHXHSL\ PHY[QO PYQaIHTZ VQVUQ9
LU [ VPYN[H`IL[QVUL [IQeHSL\ M ⊂ X � vHXHSLHT [UQYQO PYQaIHTZ aW`HU
TLSLTNIJSQH mrm X � VQ`HYeNbHH MQSWV M �

tZ SH aW`HT MNVNUJV\ R`HVJ HbH Q`SQO QVSQ[SQO PYQaIHTZ [IQeHSL\
YNRSZ^ THUYLM3 Qa QPLVNSLL V[QOVU[ cIN`MQVUL [ SQYTH X ]WSMKLO LR PYQ9
VUYNSVU[N Λ(E,F )�

5� 71  %��.���� . �� 8����  1 1/2���� %� �������� 9 1 ,
�����

5�� 6�����!  1� � ��������� ���#����� �� _W`WU PYL[H`HSZ MINV9
VLdHVMLH UHQYHTZ [IQeHSL\ YNRSZ^ THUYLM g� z� gQaQIH[N '�(� WVUNSN[IL9
[NkbLH MYLUHYLL [IQeHSL\ PYQVUYNSVU[N gQaQIH[N [ Lq L [ PYQVUYNSVU[Q
QcYNSLdHSSZ^ SHPYHYZ[SZ^ ]WSMKLO� o PYH`HIJSQT VIWdNH aW`WU PYL[H9
`HSZ YHRWIJUNUZ o� r� q`Q[LdN '��(� g� r� mQ^QeNH[N '��(� }� ~YW`LScH9
YN '��( Q [IQeHSLL [ PYQVUYNSVU[Q nYILdN L QUTHdHSZ `NIJSHOXLH WVLIHSL\
iUL^ YHRWIJUNUQ[ [ YNaQUN^ h� yNSVVQSN '��(� p� _YHRLVN { g� oHOScHYN '��(�
n*}HOIN '��(� o� p� tNRJL '�(� t� G[LMHI\ L s� r� mWVUZIJSLMN '�@(� |� lJ\S9
ML L z� mLMN '�;� �C( L `Y�

5�*� :�;���� ��-�+�  1  %��.���� . �� 8����� _W`HU PQIWdHSQ

��



YHXHSLH RN`NdL Qa iM[L[NIHSUSQT QPLVNSLL MQSWVN

Mm = {h = u∗ : u ∈ Cm
0 (Ω), |∇mu|∗ ∈ E}, m ∈ N,

WaZ[NkbL^ PHYHVUNSQ[QM ]LSLUSZ^ ]WSMKLO LR PYQVUYNSVU[N gQaQIH[N [
QcYNSLdHSSQO QaINVUL Ω ⊂ R

n EV THYQO |Ω|�� PQVUYQHSSQcQ SN QVSQ[H mrmE�
mQMNRNSQ� dUQ Mm ≈ Cm� m = 1, 3, . . .� Mm ≈ Km� m = 2, 4, . . .� c`H

Cm =


h(t) =

|Ω|∫
t

gsm/n−1 ds : g � 0, g∗ ∈ E


 , t ∈ (0, |Ω|];

Km =


h(t) = tm/n−1

t∫
0

g ds+

|Ω|∫
t

gsm/n−1 ds : g � 0, g∗ ∈ E


 .

}N QVSQ[H `NSSQcQ QPLVNSL\ PQIWdHSZ YHXHSL\ WPQT\SWUZ^ [ZXH PYQ9
aIHT [IQeHSL\ YNRSZ^ THUYLM `I\ PYQVUYNSVU[ gQaQIH[N� tZ YNRaHYfT
Y\` PYLTHYQ[ L PYLIQeHSLO� o QVSQ[W iUL^ PQVUYQHSLO PQIQeHSZ TQ`L9
]LKLYQ[NSSZH EL dNVULdSQ VMQYYHMULYQ[NSSZH� YHRWIJUNUZ YNaQUZ j� x`9
TWS`VN� v� hHYTNSN L z� mLMN '��(� _W`WU QUTHdHSZ UNMeH YHRWIJUNUZ
q� o� }HUYWVQ[N Qa QPULTNIJSZ^ [IQeHSL\^ [ PYQVUYNSVU[ zLRQYMLSN {
~YLaHI\� [MIkdNkbL^ PYQVUYNSVU[N `YQaSQO cIN`MQVUL gQaQIH[N { zL9
W[LII\ EVT� '��(��

<� 71  %��.���� . �� 8���� %� �������� $�� �� � 6���-�,
� ���

<�� 6�����!  1� � ��������� ���#����� �� _W`WU PYL[H`HSZ MINV9
VLdHVMLH UHQYHTZ [IQeHSL\ YNRSZ^ THUYLM g� t� }LMQIJVMQcQ� n� o� _H9
VQ[N EVT� '�@� �� �(� L QUTHdHSQ L^ YNR[LULH [ LVVIH`Q[NSL\^ PQ QaQabfSSQO
cIN`MQVUL m� z� �IJ\SQ[N L HcQ XMQIZ E[ PHY[Wk QdHYH`J QUTHULT R`HVJ YN9
aQUZ o� r� hQI\`Z�� N UNMeH [ YNaQUN^ t� �� _HYMQINOMQ� |� o� _W^[NIQ[N�
t� z� pQIJ`TNSN� p� |� hNI\aLSN� q� o� }HUYWVQ[N L `Y�

<�*� 71  %��.���� . �� 8���� %� �������� 6���-�� ��� _W`WU
YNVVTQUYHSZ PYQVUYNSVU[N hNIJ`HYQSN Λ(E,F )� c`H E { mrm� jL]]HYHS9
KLNIJSZH V[QOVU[N ]WSMKLO f ∈ Λ(E,F ) QPLVZ[NkUV\ [ UHYTLSN^ PYLSN`9
IHeSQVUL L^ SNLIWdXL^ PYLaILeHSLO et(f)E PQ SQYTH E V PQTQbJk Gux~
EMNM ]WSMKLO PNYNTHUYN PYLaILeHSL\ t > 0� RN`NSSQTW _um F = F (0,∞)�
~NMLT QaYNRQT�

f ∈ Λ(E,F ) ⇐⇒ f ∈ E(Rn), et(f)E ∈ F (0,∞).

��



nSL [MIkdNkU MINVVLdHVMLH PYQVUYNSVU[N _HVQ[N L YNRILdSZH L^ QaQa9
bHSL\� jI\ SL^ aW`HU PYL[H`HSQ YHXHSLH RN`NdL Qa iM[L[NIHSUSQT QPL9
VNSLL MQSWVN WaZ[NkbL^ PHYHVUNSQ[QM L YHXHSL\ `[W^ QVSQ[SZ^ PYQaIHT
[IQeHSL\ YNRSZ^ THUYLM� WPQT\SWUZ^ [ZXH� o dNVUSQVUL� aW`HU PQIWdHSQ
QPLVNSLH L^ PHYHVUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSQO QaQIQdML� oNeSWk YQIJ R`HVJ
LcYNkU TQ`L]LKLYQ[NSSZH [UQYZH PHYHVUNSQ[ML LRTHYLTZ^ ]WSMKLO� QP9
YH`HI\HTZH ]WS`NTHSUNIJSQO ]WSMKLHO mrm E EQSL VQ[PN`NkU V MINVVL9
dHVMLTL [UQYZTL PHYHVUNSQ[MNTL� HVIL E = L1��

<�3� (��� 8���� -��  1 1/2���� %� �������� $�� ��� _QIJXQH
[SLTNSLH aW`HU W`HIHSQ MQSMYHULRNKLL iUL^ PQVUYQHSLO [ VIWdNH QaQabfS9
SZ^ PYQVUYNSVU[ _HVQ[N E[ UHYTLSN^ SNLIWdXL^ PYLaILeHSLO�� PQR[QI\9
kbHO PQIWdLUJ QPLVNSLH PHYHVUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSQO QaQIQdML [ \[SQT
[L`H� jI\ iUQcQ LVPQIJRWHUV\ Y\` SH`N[SL^ YHRWIJUNUQ[ Qa QKHSMN^ SQYT
LSUHcYNIJSZ^ QPHYNUQYQ[ ULPN yNY`L SN MQSWVN^ TQSQUQSSZ^ ]WSMKLO� PQ9
IWdHSSZ^ [ YNaQUN^ |� pQcNULX[LIL L z� mLMN '��(� t� z� pQIJ`TNSN '��(�
t� hNYYQ L y� gQYLN '�?( L `Y� nUTHULT� dUQ `I\ YNRSQVUSZ^ [NYLNSUQ[
QaQabfSSZ^ PYQVUYNSVU[ _HVQ[N QPULTNIJSZH [IQeHSL\ aZIL PQIWdHSZ
q� o� }HUYWVQ[ZT '��(�

vHRWIJUNUZ� PYL[H`fSSZH [ PP� ���� ���� PQIWdHSZ [ YNaQUN^ '�-( ELRQ9
UYQPSZO VIWdNO� L '�;( ENSLRQUYQPSZO VIWdNO��

(��� ����� �����!�

=*� �������������� ������������ �� !��� "#����!�

_NSN^Q[Z ]WSMKLQSNIJSZH PYQVUYNSVU[N� L^ QabLH V[QOVU[N� �aZ[Nk9
bLH PHYHVUNSQ[ML ]WSMKLO L L^ V[QOVU[N� mHYHVUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSZH
PYQVUYNSVU[N� L^ QVSQ[SZH ^NYNMUHYLVULML� mYLTHYZ PHYHVUNSQ[QdSQ9LS9
[NYLNSUSZ^ PYQVUYNSVU[3 PYQVUYNSVU[N zHaHcN� zQYHSKN� nYILdN�

3=5� �������������� -�""������������ �� !��� "#����!�

naQabfSSZH PYQLR[Q`SZH L MINVVLdHVMLH PYQVUYNSVU[N gQaQIH[N� r^
QaQabHSL\ V LVPQIJRQ[NSLHT PHYHVUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSZ^ PYQVUYNSVU[�
jYQaSZH PYQLR[Q`SZH L PYQVUYNSVU[N gQaQIH[N { zLW[LII\ EaHVVHIH[Z^
PQUHSKLNIQ[�� wMNIN PYQVUYNSVU[ zLRQYMLSN { ~YLaHI\�

vNRSQVUL L TQ`WIL SHPYHYZ[SQVUL� mYQVUYNSVU[N _HVQ[N L SHMQUQYZH
L^ QaQabHSL\� hQSKHPKL\ PYQVUYNSVU[ hNIJ`HYQSN�

}NLIWdXLH PYLaILeHSL\ V PQTQbJk KHIZ^ ]WSMKLO iMVPQSHSKLNIJSQ9
cQ ULPN ENPPYQMVLTNUL[SZH ^NYNMUHYLVULML cIN`MQVUL��

mQ[H`HSLH YNRIQeHSLO [ Y\`Z PQ KHIZT ]WSMKL\T iMVPQSHSKLNIJSQcQ
ULPN EMQSVUYWMUL[SZH ^NYNMUHYLVULML cIN`MQVUL�

�-



<� 71  %��.���� . �� 8����  1 1/2���� %� �������� 9 1 ,
�����

nPLVNSLH MQSWVN WaZ[NkbL^ PHYHVUNSQ[QM ]WSMKLO LR PYQVUYNSVU[N
gQaQIH[N� hYLUHYLO [IQeHSL\ PYQVUYNSVU[N gQaQIH[N [ PHYHVUNSQ[QdSQ9
LS[NYLNSUSQH PYQVUYNSVU[Q� n PHYHVUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSQO QaQIQdMH PYQ9
VUYNSVU[N gQaQIH[N�

>� 71  %��.���� . �� 8���� %� �������� $�� �� � 6���-�,
� ���

nPLVNSLH MQSWVN WaZ[NkbL^ PHYHVUNSQ[QM ]WSMKLO LR PYQVUYNSVU[N
hNIJ`HYQSN� hYLUHYLO [IQeHSL\ PYQVUYNSVU[N hNIJ`HYQSN [ PHYHVUNSQ[Qd9
SQ9LS[NYLNSUSQH PYQVUYNSVU[Q� n PHYHVUNSQ[QdSQ9LS[NYLNSUSQO QaQIQdMH
PYQVUYNSVU[N hNIJ`HYQSN� mYLIQeHSL\ `I\ QaQabfSSZ^ PYQVUYNSVU[ _H9
VQ[N�

9%�� � �������#��

? � ���"��

'�( ����� �	 �	� ����� �	  	� !�"����"�# $	 %	 rSUHcYNIJSZH PYH`VUN[9
IHSL\ ]WSMKLO L UHQYHTZ [IQeHSL\� t�3 }NWMN� �??-�

'�( &'�#� $	 (	�  �)*��� +	 �	� $�,-��� .	 %	 rSUHYPQI\KL\ ILSHOSZ^
QPHYNUQYQ[� t�3 }NWMN� �?;C�

'�( %/0�1 �	 (	 mYQVUYNSVU[N gQaQIH[N� z�3 rR`9[Q zp�� �?C��
'�( !�"����"�# $	 %	 mYLaILeHSLH ]WSMKLO TSQcL^ PHYHTHSSZ^ L UHQ9

YHTZ [IQeHSL\� t�3 }NWMN� �?;;�
'�( $�2���� $	 3	 }HMQUQYZH PYLTHSHSL\ ]WSMKLQSNIJSQcQ NSNILRN [ TN9

UHTNULdHVMQO ]LRLMH� z�3 rR`9[Q zp�� �?�@�
'-( 4'�2��� (	 ~HQYL\ ]WSMKLQSNIJSZ^ PYQVUYNSVU[� t�3 tLY� �?C-�
';( 56�7� 8	 5	 ������� ������ $�� %��&B��	��	3 4��� A����� �?;��
'C( 9�::�;; <	� =��>?��@ 8	 +	��������
�	 �� 2��������� $�� %��&3 4���!
�

�?CC EA��� 4���� ����� )�� ��?��
'?( 9�>�:��� �	 A	 ������� ����� �	 ��!�
	�� �����"���B��
�:
"3 .���	���

�??C�

9�����

'�@( ����� �	 �	 rVVIH`Q[NSLH VHTHOVU[N ]WSMKLQSNIJSZ^ PYQVUYNSVU[ [
V[\RL V UHQYHTNTL [IQeHSL\ == ~Y� tNU� LS9UN LT� o� |� gUHMIQ[N�
�?-�� ~� -@� g� ��BC��

'��( ��'"��/#"� %	 B	� ��C����"�� �	 �	 }HYN[HSVU[N `I\ KHIZ^ ]WSMKLO
iMVPQSHSKLNIJSQcQ ULPN [ VLTTHUYLdSZ^ PYQVUYNSVU[N^ == ~Y� tNU�
LS9UN LT� o� |� gUHMIQ[N� �?C�� ~� �-�� g� �B�;�

�;



'��( �'*D�E# +	 F	� G/�/H�� �	 &	 zLPXLKH[Z PYQVUYNSVU[N ]WSM9
KLO == tHUYLdHVMLH [QPYQVZ UHQYLL ]WSMKLO L QUQaYNeHSLO� hLH[3
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�S(Ξ) =

b∫
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√
|ċ(t)|2 + |∇ċ(t)ξ(t)|2 dt.
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−−→
AB ��	���� ��� ������� ��
� (A,B)� .�� <7���������

������ 
� ��/	�� �#

cosq(
−−→
AB,

−−→
CD) =

ρ2(A,D) + ρ2(B,C) − ρ2(A,C) − ρ2(B,D)
2ρ(A,B)ρ(C,D)

.
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�	� �� ��� ��
	� P ∈ M �	� MP ��	��� ��� ����
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$�� ��� (M, ρ) �� � !���
 ����� ��� ΩP (M) �= ∅� ��	�
��� ��� ��
��
�� �
���
�	� (ξ, ζ) �	� (ξ′, ζ′) �� ��� ��
	� P � �� ��/	� ��� �
���	� ������	
����� ��
�� �# ψ((ξ, ζ), (ξ′, ζ′)) = max{�(ξ, ξ′),�(ζ, ζ′)}� 4 ��
� �� �
���
�	�
σ = (ξ, ζ) 
� ��
� �� �� � ������� �� P 
� 0 < �(ξ, ζ) < π� Ω2

P (M) ��	���� ���
��� �� ��� ���
�	� �� P �

��� {Tk = PBkCk}k=1,2,... �� � ��0��	� �� 	�	9��"�	����� ��
�	"��� �
�� �
�!!�	 �����, P �	� σ = (ξ, ζ) ∈ Ω2

P (M)� ��� ξk �	� ζk ��	��� ��� �
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��#� �� ��� σ(Tk) �� ��� ��
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� �� �� σ9���8��5��� �� ��� ��
	� P
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�	3 Tk
σ→ P � 
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� ��� ���"� �� ��� ���# �	� C 
� ��� ���
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� 
� 	�����
�� ���" � �	
� ���"� �����"� ��� ���
���� �
	� ����� 
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|∇u|2 dx+
∫

|∇v|2 dx � cap(F1) + cap(F2) + ε, E����

����� ε > 0 �	 �� !��� ���
����
�# �!����
+	 ��
� ������
�	 �� ���� ��� ��� E��
� ������� ���! ��� 
!��

� ��	�
�	

������!� ���� ��� �	# ��	�
�	 f ∈ C∞(Rn) ��� ���

{x : f(x) = 0, ∇f(x) �= 0}

��� !������ :��� E�� ������ ����# ��
� �� f = u− v�� .�� ������
	" 
	�0���
�#

	 E���� ����� ��� ����# ε > 0� ��	� ��� ε = 0� ��
� �	�� ��� ������ �

+� �	 �� ����	 ���� ��� ���0��� 
	�0���
�# ������ �� �,��	� ���
�# �� ���
<���� ����� �
&� � !������� �� �	 ����� �
�� ��� ������
	" ��� ��	�
�	� �� ����
��
� ��� ������� �� ���
�# �	� ��/	�� ��� �	# ��� 
	 R

n E�	�
&� ���
�#�3

�-



G�H
AFA�
 �5�

• H������ ��6����� �� �	# ��� E ⊂ R
n 
� ��/	�� ��

cap(E) = sup
K⊂E, K �������

cap(K)

• I=����� ��6����� �� �	# ��� E ⊂ R
n 
� ��/	�� ��

cap(E) = inf
G⊃E, G ���	

cap(G).

4� 
	 !������ �����# ��� ���� ���� ��� ��� �	�� ����� ��� ����� ��� ��/	
9
�
�	� �
	
��� .���� 
� �	��"� �� ���! ��� �� ��� ������
	" ���0��� ������!3

������� �<� cap(E) = cap(E) ��� ��� K��� ��� E E��� �8�� ��� �������

�����

��� �� ����� ���� ��� <���� ���� ��� ���� ���! � !
	
!�� σ9��"���� ��
�
�	��
	� ��� ���	 E�� ������ ����� 4	��#�
 ���� ���! � �
""�� σ9��"���� ��
�
�� �
�� 	�� ��/	� �����

4	# ��� E ���
��#
	" ��� ����� �	�
�
�	 
	 .�����! ��� 
� ����� ��6�����B��
+	 ����
����� ��� ���	 �	� ����� ���� ��� ���
������ �� ���� �� ��� ���� ��
�
��� ����
	�� ���! ���! �# ���
����
�# !�	# ��	����� �	
�	� �	� 
	������
�	��

.�� ������
	" ������! ������
���� � �����
�	 ������	 �����"�� !������ �	�
���
�#3

������� �>� G�� ��� K��� ��� F ⊂ R
nA n � 3A

mes(F ) � cn(cap(F ))
n

n−2 ,

���
 �<7���� ��� ��� ����� B�D

.�� �	���	� cn �	 �� ���	� ���! ��� �,��

� ������ �� ��� !������ �	�
���
�# �� ��� �	
� �����

R���BBD�S �W� H� F ⊂ R
n ��� cap(F ) = 0A �
�� mes(F ) = 0D

$��� ���� ��� �	����� 
� 	�� ����#� �����  �� �,�!���� ��� �	# ���	 ���� Br

�
�� ��� ���
�� r �� ����

cap(Br) = cap(∂Br) = (n− 2)ωnr
n−2,

��� mes(∂Br) = 0� 1��� Br !��	� ��� ������ �� Br� 
��� ��� �������	�
	"
����� �����

�;



*� KVVBA�DFA�
� F� OD�FADB GAX���
FADB YZJDFA�
��
�� �
�� ����
�� �
����� ������ ��� 
!�����	� ����
��
�	� �� ���
�# 
	

����
�� �
����	�
�� �0���
�	�� +	 ����� ����
��
�	� ��� ��	"��"� �� ���
�# 
�
�����# ������	�� 
	 ����
���� ������ ���# "
�� 	������# �	� ��5
�	� �	�
9
�
�	� �� ��!� 
!�����	� �������
�� �� �����  �� ��� ����� �� ����� ��� ������
�� '�(�

*�� ����MDPB� QA
[JBD�AFS O��V��FS�

G�H
AFA�
 *�� ��� E �� � �!��� ������ 
	 R
n� ������� ���� ��� �	#

���	 ��� Ω ⊂ R
n� ��� ���� Ω ⊃ E� �	� �	# u ∈ C∞(Ω \ E) ��� ���� ∆u = 0


	 Ω\E �	� u 
� ���	��� �	 Ω\E� ����� �,
��� U ∈ C∞(Ω)� ��� ���� ∆U = 0

	 Ω �	� U = u �	 Ω \ E E
���� �	# ���	��� ���!�	
 ��	�
�	 
	 Ω \ E �	
�� �,��	��� �� � ���!�	
 ��	�
�	 
	 Ω�� .��	 E 
� ��
� �� ���� ��;�8�B�

���57������� 6��6�����

+� 
� ������ 
	 A8F ��,����&� ���� � ��� �	�
��
	" �� �	� ��
	� ���
�/�� ���
��!������ �
	"����
�# �������#�

.�� ������
	" ������! �!������# �������
:�� ��� �!��� ���� 
	 R
n ��
�

���� ��� ��!������ �
	"����
�# �������#�

������� *�*� > ��;6��� ��� E 
�� �
� ��;�8�B� ���57����� 6��6���� ��

��� ��� �� cap(E) = 0D
$��� ���� 
� E 
� � ���!�	
���� ���	

cap(E) = 0 ⇐⇒ codimE � 2.

*�*� Q�BMDPABAFS �	 F�� GA�A��B�F O��PB���
��	�
��� ��� 8
�
���� ������! ������ 
	 ��� ����
�� ���! �� �������3

∆u = 0 
	 Ω ⊂ R
n, u|∂Ω = ϕ ∈ C(∂Ω), (2.1)

����� Ω 
� � ���	��� ���	 ������ �� Rn� ∂Ω 
�� ���	���#� ϕ 
� � "
��	 �	�
	����
��	�
�	 �	 ∂Ω �	� �� ��� ���&
	" ��� � �����
�	 u ∈ C2(Ω)∩C(Ω)� E.��	 u 
�
����� � ������� ��7������ <# ��� !�,
!�! ��
	
��� ��� �����
�	 
� �	
0���
+� ∂Ω 
� �!���� �� �
���
�� �!����� ���	 ��� ����
�� �����
�	 �,
��� ��� ��� ϕ�
<�� ��� "�	���� Ω ��� �����
�	 u !�# 	�� �,
�� ��� ��!� ϕ�

$� �
�	�� �
������� � 	������# �	� ��5
�	� �	�
�
�	 �	 Ω ��� ����
��� ����
�� �����
�	 �,
��� ��� ��� ϕ� �� �
�� 	�� ����
�� ��
� ������ ��
� 
�
����� �
�	�� ��
���
�	�

��� �� ����� �# �����	�
	" Ω 
	 ��� ���! �� � �	
�	 �� ��!�
	� �
�� �!����
���	���
��3

Ω =
∞⋃

k=1

Ωk, Ωk ⊂ Ωk+1,

�C



�	� ����!� ���� ϕ = Φ |∂Ω ����� Φ ∈ C(Ω)� 
��� Φ 
� � �	�
	���� �,��	�
�	
�� ϕ �� Ω� ��� �� �	����� � ���!�	
 ��	�
�	 uk 
	 Ωk ��� ����

uk |∂Ωk
= Φ |∂Ωk

������#�

|uk| � M = max
Ω

Φ.

+� ������� ���� ��� ��� �� ��� uk*� 
� ����!��� 
	 C(K) ��� �	# �!���K ⊂ Ω�
.��������� ����
	" �� � �����0��	� 
� 	������#� �� �	 ����!� ���� uk → U ∈
C∞(Ω) �	
���!�# �	 �	# �!��� ��� K ⊂ Ω�

+� 
� ���# �� ��� ���� U ���� 	�� ����	� �	 Φ �	� 
� E���� 
� ��������� ���	
u = U � 1������� 
	 "�	����� 
� 
� 	�� 	������
�# ���� ��� ��� ��
	�� x ∈ ∂Ω ����

lim
x∈Ω,x→x

U(x) = ϕ(x̄).

.�� ��
	�� x̄ ����� ��
� 
� ���� ��� ��� ϕ ��� ����� ��57��� E�� �
�� ���� ��� �
��
	� ����57�� 
� 
� 
� 	�� ��"������ .�� 8
�
���� ������! E���� 
� �������� ���
��� ϕ 
� �	� �	�# 
� ��� ��
	�� x ∈ ∂Ω ��� ��"�����

.�� ������
	" ������! "
��� � ��"����
�# �
���
�	3

������� *�3 &\A�
��)� > 6���� x̄ ∈ ∂Ω �� ��57�� �� ��� ��� ��

∞∑
k=1

2k(n−2) cap((B2−k \B2−k−1) ∩ (Rn \ Ω)) = +∞,

�
��� Br = Br(x̄) E�
� �6�� B� �� ����7� r �������� �� x̄�A Br �� �
� ���7�� ��

�
�� B�D

.�� ������
	" ������! ������� ���� ����� ��� ��5
�	��# !�	# ��"���� ��
	��3

������� *�5 &]�BB�[[)� G�� ��� B�7���� �6�� ��� Ω ⊂ R
n

cap{
���"���� ��
	�� �	 ∂Ω} = 0.

+� �	 �� ����	 ���� ���	 (n− 1)9�
!�	�
�	�� 1������� !������ �� ��� ���
�� 
���"���� ��
	�� 
� 0� +	 ����
����� ��� ��� �� ��"���� ��
	�� 
� ��	�� 
	 ∂Ω�

3� K
 KVVBA�DFA�
 �	 RDVD�AFS A
 QV��F�DB �����S
+	 ��
� ���
�	 �� ����
�� � ���	� ����
��
�	 �� ���
�# �� ������� �����#�

����� �	 
���� �� '�(�

�?



��� Ω �� � ���	��� ���	 ��� 
	 R
n �
�� � �!���� EC∞� ���	���# ∂Ω�

��	�
��� ��� �������� −∆ �	 ��� ��!�
	

D(−∆) = {u ∈ C2(Ω), u|∂Ω = 0}.

$�� ��� λ �� �	 �
"�	����� �� ��� �������� (−∆) �
�� � �������	�
	" �
"�	9
��	�
�	 u� 
��� u ∈ D(−∆)� u �≡ 0� �	� (−∆)u = λu 
	 Ω� +� 
� �	��	
�	�
�� �	�
��� −∆ �� �	 E�	���	���� �
	��� �������� 
	 ��� 1
����� ���� L2(Ω)
�
�� ��� ����� ������ (u, v) =

∫
Ω

uv̄ dx� .��	 ��� �	 �
"�	��	�
�	 u �
�� ���

�
"�	����� λ �� ����
	� 
	��"���
	" �# ����� E�� ��
	" ��� ����	 ���!����3

λ(u, u) = (−∆u, u) =
∫
Ω

|∇u|2 dx =
∫
Ω

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂u∂xj

∣∣∣∣
2

dx,

��
� 
!��
��

λ =

∫
Ω

|∇u|2 dx∫
Ω

|u|2 dx � 0.

+� �	 �� ������ ���� ����� �,
��� � �!����� �����	��!�� �#���! ψ1, ψ2, . . .
�� �
"�	��	�
�	� �� −∆ 
	 D(−∆)� �
�� ��� �
"�	������ λ1, λ2, . . .� �� ����
−∆ψj = λjψj � .�� �
"�	������ ���! � �
����� ��� �
�� ��� �	�# ��!����
�	
��
	� �� +∞� �� �� �	 �	�!����� ���! 
	 ��� 
	����
	" �����3

λ1 � λ2 � λ3 � . . . .

1��� ��� �
"�	����� 
� �
���� ��� 	�!��� �� �
!�� ��
� 
� �0��� �� 
�� !���
9
��

�#� E+	 ���� 
� �	 �� ������ ���� ��� ������ �
"�	����� 
� �
!���� �� ����
λ1 < λ2�� .��	

min
j
λj = λ1 = min

u

∫
Ω

|∇u|2 dx∫
Ω

|u|2 dx , (3.1)

����� ��� !
	
!�! 
� ��&�	 ���� ��� u ∈ D(−∆)� .� ���� ��
� 	��� /��� ����
λ1 
� ���
����# "������ �� �0��� ���	 ��� �
"�� ��	� �
�� �� E���� ������ �� �	
��&� u = ψ1�  �� ��� 
	����� 
	�0���
�# �� ������ ����� ���� ��� ���
� 
	 ���
�
"�� ��	� �
�� �� E���� 
� ����#� "������ �� �0��� ���	 λ1 ��� �	# u ∈ D(−∆)�
.� ��
� �	� ��� �� �,��	� u ���� ��� �#���! {ψj}3 u =

∑
j

cjψj � ����� cj ��� ���

�@



�������	�
	"  ���
�� ��5
�	��� .��	 (u, u) =
∑
j

|cj |2 �	�

(−∆u, u) =
∑

j

λj |cj |2 � (min
j
λj)

∑
j

|cj |2 = λ1(u, u),

��
� ������ ��� ���
��� 
	�0���
�#�
+� �	 �� ����	 ���� 
	����� �� ��&
	" !
	
!�! ���� u ∈ D(−∆) 
	 E���� ��

�	 ��&� 
	/!�! ���� ��� ��	�
�	� u ∈ C∞
0 (Ω)� E.� ����� ��
� �� 	��� �� ��9

���,
!��� �	# ��	�
�	 u ∈ D(−∆) �# ��	�
�	� ���! C∞
0 (Ω)� !���
��#
	" u �#

�������
��� ��9�� ��	�
�	� ��
� ��	
�� 	��� ��� ���	���#� �	� ���	 �!����9

	" ���! �� ��� ���! 
	�� C∞

0 (Ω)�� <�� ���	 ��� �������	�
	" 
	/!�! 
� ����
��/	�� ��� �	# ���	 ��� Ω ⊂ R

n E����
��# �	���	��� �	� ���
	" 	�	9�!����
���	���#�� �� ��� �	# ��� Ω �� �	 ��/	� 
�� 
	���
�	�

λ(Ω) = inf
u∈C∞

0 (Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx∫
Ω

|u|2 dx . (3.2)

+	 ���� λ(Ω) 
� ���� ��� �����! �� ��� ������! �� � ����9��7�
	� ��������
��
� �	 �� ����
	�� �# ���  �
���
�� �	�����
�	 ���! ��� 0������
 ���!
��
� 
� ��� 8
�
���� 
	��"��� E��� 	�!������ 
	 E������ �� �
�� 	�� ����
��
���  �
���
�� �	�����
�	� .�� �������	�
	" �������� ���� 	�� 	������
�#
���� �
����� ������! E�� ���	 �
"�	������� 
	 L2(Ω)� +� !�# ���� �	�
	����
������! �
&� 
	 ��� ��� �� Ω = R

n� +	 "�	���� ��� ������! !�# ���� � �!9
��
���� 	����� 
	������ �	� 
	����
"��
	" 
� 
� �	 
!�����	� ������! �� �������
�����#�

 �� "�	���� �	���	��� Ω 
� 
� 
!�����	� �� &	�� ������� ��� ������! 
�
��������� ���! 0� 
��� ������� λ(Ω) 
� ���
��# ���
�
��� ������#� ���
�
�
�# ��
λ(Ω) 
� �0�
����	� �� ��� 
	�0���
�#∫

Ω

|∇u|2 dx � λ

∫
Ω

|u|2 dx, u ∈ C∞
0 (Ω), (3.3)

�� ���� �
�� λ > 0 E
	����	��	� �� u�� �� 
	 ����� ������∫
Ω

|u|2 dx � C

∫
Ω

|∇u|2 dx, u ∈ C∞
0 (Ω), (3.4)

����� C = C(Ω) 
� 
	����	��	� �� u E��� ���� ����
��� C 
� λ(Ω)−1��

��



Y^D�VB� 3�� +	 1 �
!�	�
�	�� ���� ��� Ω = R� �	� ��&� u = uN ∈ C∞(R)
��� ���� uN = 1 �	 [−N,N ]� uN = 0 �	 [−∞,−N−1)∪(N+1,+∞]� |uN | � 1�
�	� |u′N | � C ��� ��!� C > 0 E
	����	��	� �� N�� .��	∫

|∇uN |2 dx∫
|uN |2 dx � C2

N
→ 0 �� N → ∞,

�� ��� ���
!��� E���� 
� 
!����
��� E��	� λ(R) = 0��
Y^D�VB� 3�*� $�� ��� �� �	�
��� ��� ��� �� � /	
�� 
	������ Ω = (0, �)�

����� � > 0� ��� u ∈ C1([0, �])� u(0) = 0� .��	 �� �	 ��
��

u(x) =

x∫
0

u′(t) dt,

�� �# ��� ����#B�����: 
	�0���
�#

|u(x)|2 � x

x∫
0

|u′(t)|2 dt � �

�∫
0

|u′(t)|2 dt,

��	� 
	��"���
	" 
� ���� (0, �)� �� ����
	

�∫
0

|u|2 dx � �2
�∫

0

|u′(t)|2 dt.

.�
� !��	� ���� �� �	 ��&� C = �2 
	 E���� �	� λ = �−2 
	 E����� �� �� ������
����

λ((0, �)) � �−2.

$��� ���� 
	 ��
� ��� ��� �
"�	��	�
�	� �	 �� �,��

��# ���	�3 ���# ��� sin πkx
� �

k = 1, 2, . . .� �	� ��� �
"�	������ ��� π2k2

�2 � �� ��� �!������ �
"�	����� ��� (0, �)

� 
	 ��� λ((0, �)) = π2/�2�

+	 ��
� �,�!��� �� ���� ���� �� ����
	 ��� ���
!��� �� ��� ���! E���� ���
Ω = (0, �) �
�� ��� �	�# �	�
�
�	 u(0) = 0�

$�� �� �
�� ��# �� �������
:� �!��� ���� F ⊂ Br E���� Br !��	� � /,��
���	 ���� �
�� �	 ���
����# �	��� 
	 R

n� Br 
�� �������� ��� ���� ��� ������
	"
���
!��� �����∫

Br

|u|2 dx � C

∫
Br

|∇u|2 dx, u ∈ C∞(Br), u|F = 0,
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����� C 
� 
	����	��	� �� u� .�� ������
	" �,�!��� ����� ���� ��� ��� �
!�	�
�	
n � 3 
� 
� 	�� �	��"� �� ��&� F �	�
��
	" �� � �
	"�� ��
	��

Y^D�VB� 3�3� ��� Br = Br(0)� F = {0} 
	 R
n� n � 3� ��� �� ���� ���� ���

���
!��� ∫
Br

|u|2 dx � C

∫
Br

|∇u|2 dx, u ∈ C∞(Br), u(0) = 0,

���� 	�� ����� .� ��
� �	� ��&� u = uε = uε(|x|)� ����� uε = 1 
� |x| � ε�
uε(0) = 0� |∇u| � C1ε

−1� .��	
∫

Br

|uε|2 dx � C2 > 0� ���

∫
Br

|∇u|2 dx � C3ε
−2εn = C3ε

n−2 → 0, �� ε↘ 0,

��
� �	����
�� ��� ���
!��� ������

+	 ���� 
� �	 �� ����	 ���� ��� ���
!���

∫
Br

|u|2 dx � C

∫
Br

|∇u|2 dx, u ∈ C∞(Br), u|F = 0,

����� 
� �	� �	�# 
� cap(F ) > 0� ���� ���
���#�
∫
Br

|u|2 dx � Cnr
n

cap(F )

∫
Br

|∇u|2 dx, u ∈ C∞(Br), u|F = 0,

����� Cn ����	�� �	 ��� �
!�	�
�	 n �	�#�
$�� ��� �� ��# �� ���
!��� λ(Ω) ��� �	 ���
����# ���	 ��� Ω ⊂ R

n 
	 "��!���

���!�� .� ��
� �	� �� �
�� /��� 	��
� ���� λ(Ω) ��� ��� ������
	" ;�����������

6��6���� 3

+� Ω′ ⊂ Ω, ���	 λ(Ω) ⊂ λ(Ω′).
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����# ������� ���! E���� ������ ��� �����# �� ��	�
�	� ��� ��&
	"
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	/!�! 
� ���"�� �	� ��������� ��� 
	/!�! 
� �!����� ��� Ω �!�����
�
�� Ω′�

$�� ��� �� �!���� Ω �
�� � ���� Br ⊂ Ω� <# � ���
	" E� �
!
���
�# ���	�9
���!��
�	 �� ���
����� ����
	" ��� ���� Br �� � �	
� ���� B1�� �� ���
�# ����
	
����

λ(Br) = cnr
−2,

��



����� cn = λ(B1)� <# !�	���	

�# �� "�� ���	3

λ(Ω) � cnr
−2.

.�
� ���
!��� ���!�� ����	"�� 
� r 
	������� �� �� ������ ��&� � ���� �� ���
!�,
!�� ���
�� �� "�� ��� ���� ���
!���� �
	� ��� �
""��� ���� Br ⊂ Ω !�# 	��
�,
��� �� �	 ��/	� ��� �������� ����7� �� Ω �#

rΩ = sup{r | ∃Br ⊂ Ω}. (3.5)

������#� 0 < rΩ � +∞ ��� �	# 	�	9�!��# Ω E�	� 
� �	 �� 
	���� +∞ ���
�	���	��� Ω��  ��! ��� ����
��� ��"�!�	�� �� ���
�# �	���� ����

λ(Ω) � Cnr
−2
Ω . (3.6)
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�#� <�� 
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� ��
�� ���
���! ��
	" ���
��� +	 ����
����� ��� �����
�� ���
!��� 
� 	�� ����� .�
� �	 ��
���	 ���! ��� ������
	" �,�!���� ���

Ω = R
n \

⋃
z∈Zn

Brz(z),

����� rz → 0 ��5
�	��# ���� �� |z| → ∞ E��"� rz = 2−|z| 
� ��5
�	��� 2��
����#�
rΩ < ∞� ��� 
� �	 �� ������ E��"� ���! � !��� ���
�� ���
!��� "
��	 ������
���� λ(Ω) = 0�

1������ �# !��
�#
	" ��� ��/	
�
�	 �� rΩ 
	 E����� �� �	 
!����� E��-� �	�
"�� � ���9�
��� ���
!��� ��� λ(Ω)� .�
� !��
/��
�	 �	�
��� �� 
"	��
	" ���� ��
��!���� ���
�#� ��
� �� �
�� ����� �� �� ��5�5�B� ����� +	 ��� ��� ��/	
�
�	
�� 	�"�
"
�
�
�# 
	����� � ����!���� γ� 0 < γ < 1� �� �
�� ��� � �!��� ���
F ⊂ Br ��5�5�B� 
	 Br� ��� !��� ���
���#� γ9��5�5�B� 
	 Br� 
�

cap(F ) � γ cap(Br).

$�� �� �	 !��
�# ��� ��/	
�
�	 �� rΩ �# 
	�����
	" � 	�� 0��	�
�#

rΩ,γ = sup{r | ∃Br ⊂ R
n, Br \ Ω 
� γ9	�"�
"
��� 
	 Br}.

�� ���� �� ����� 	�� �	�# ����� Br ⊂ Ω ��� ����� ��
� ��� 
	 Ω �� �� �
��� �� ��!���� ���
�#� E$���� �������� ���� ���� ��!���� !�# !��	 ��� ��
�

� ������� �� ��&� ??� �� ���
�# �� Br� 
� γ = 0.99��

.�� 0��	�
�# rΩ,γ 
� ����� �������� ��6������� ����7� �� Ω�

��



�� �
�� 	�� ���!����� � ������ ��
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���# �	��
	�� 
	 '�( �	� "
���
��� ���
��� ���9�
��� ���
!��� ��� λ(Ω)�

������� 3�5� ��� 7� 4= γ ∈ (0, 1)D 	
�� �
��� �=��� c = c(γ, n) > 0 ���

C = C(γ, n) > 0 �7�
 �
��

cr−2
Ω,γ � λ(Ω) � Cr−2

Ω,γ . (3.7)

��� �� ���!����� ��!� 
	������
	" �������
�� �� .�����! ����

R���BBD�S 3�<� λ(Ω) > 0 �� ��� ��� �� rΩ,γ <∞D
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�� ��� 8
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���
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0 (Ω)��
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	� ��� �	�
�
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	 γ� �� 
!!��
����# ����
	
R���BBD�S 3�>� J��������� rΩ,γ <∞A ��L�� ��� ��M����� γ:�A ��� �<7�8����D

8�	��
	" F = R
n \ Ω E��
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����# ����� ������ 
	 R

n�� ��
����
	 ���! ��� ����
��� ��������# E�!���
	" γ = 0.01 �	� γ = 0.99�3

R���BBD�S 3�W� ��� F B� � ����� �7B��� �� R
nA �
��
 
�� �
� ������5

6��6����3 �
��� �=���� r > 0 �7�
 �
��

cap(Br \ Ω) � 0.01 cap(Br)

��� � BrD 	
�� �
��� �=���� r1 > 0 �7�
 �
��

cap(Br1 \ Ω) � 0.99 cap(Br1)

��� � Br1 D
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