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�� � �'���!��
�
�� ���!�	�) ������ ���������� �������� ���������� %���� � &�������
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�
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��� 	��	���	 -
�������"��� ��	 ��
������ '��
#�������� .�����!��
�
�� ���!�� � ����#�� /������� �'�������������� �������� 
������
��
� ������� �������� ��	 ��
������"���� ������ ������ ������������	 �
������ �������!��
�� '��
#��� (
������� '��
#������ ����� �������"
�� ������ ������� � '��
#��� ���"
� �� '��
#�� � ����" �������������
��� 0���� ��������� 12� 345� 6�� ����� �����������" ���!��� �������������
� ����"� 174� ��!" ��
� �� ������$���� ��������"��� n���	���� ������� D�

�����$���� ���
���!�� ����
���� ��!
�� � �����#�� ∂D =
n⋃
j=1

Cj ��� ����

������ ��������$���	�8 25 �����#� ∂D ����������	 �� ��� ��������
���

����	 !���� Γ′ =
p⋃
j=1

Cj � Γ′′ =
n⋃

j=p+1

Cj � ���!
� f(Γ′) ���" ����
������"


���!��� �����
��"��� ��������� � f(Γ′′) ���" ����
������" 
���!��� ���
��������"��� ��������) 35 f(z) = z + a[f ]/z + o(1/z) ��� z →∞�

/�	 ������������ ����$���	 ������!�� !���� A
π/2
p ��������� '��
�

#��� ����������	���� ������� 35 � �������	��� Γ′ � ����
������" 
���!�
��� �����
��"��� ��������� � !���� ′A0

p ��������� '��
#��� ����������	�
���� ������� 35 � �������	��� Γ′′ � ����
������" 
���!��� ����������"�
��� ��������� *���� � ������ 174 ��
��������	 ��������	 '������8 ����

f ∈ Aπ/2p � Φ ∈ ′A0
p� ��∫∫

D

|f ′ − Φ′|2 dx dy � 2πRe(a[Φ]− a[f ]) (1)
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/���� ����� �������� -�� ������� �� ��� ���!��� 
���� 
�$��	 ����
��!��	 
��������� Cj ����������	 ��������"��� ������� �� 2mj !�����(
Cj =

2mj⋃
k=1

Cjk

)
� Γ′ =

n⋃
j=1

mj⋃
k=1

Cj2k−1� Γ′′ =
n⋃
j=1

mj⋃
k=1

Cj2k� ����� !��� ����"

�����$�����	� !�� ���������� �����������	 '��
#�	� ������$����	 ���
����" D 
��'����� � ���������� �� ����
���" ��
� !�� Γ′ ��������� � ���
��������"���� � Γ′′ � � �����
��"��� �����!��� !���"� <�
���	 '��
#�	
�����	 
�
 ��=���� -
�������"��� ����!� Re a[f ] = Max � 
����� '��
�
#��� ������$����� Γ′ � �����
��"��� �����!��� !���" 0��� Re a[f ] = Min
� 
����� '��
#��� ������$����� Γ′′ � ����������"��� �����!��� !���"5�
/�
������"���� �������������� ��
���� '��
#�� ��������	 �� '�����
�� 025� 
�����	 � -��� ���!�� �� ����� ������ 9�������� 3 
������������ ���

��������� ���������������" ������$���	� 6�������� '��
#�	 fβ(z) =
(z − 1)1/2(z − eiβ)3/2/z� �������	 � ������� D = {z : |z| > 1} ��� β = 2π/3
� β = 4π/3 ��������� D � Γ��������� ������� ��$���� �� ������������ �

������ ���� /����� ������ ��
� '��
#�	 Fβ(z) =
z∫
1

(z2−e2iβ)(z2−e−2iβ)√
z4+1 z2

dz�
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ZJ T]W VIJTWaT� _NXIJ bJYNTc 0T]W TWLMQJIOIRU XSW TI d]LWJPLWQY5 MWNJY T]W
RWJWLNO VIJVWPT IK LWVIJYTLSVTQIJY IK IefWVTY KLIM PLIPWLTQWY IK T]WQL LWYTLQVTQIJY�
^I� QJTWRLNO RWIMWTLU YTSXQWY LWVIJYTLSVTQIJ IK KSJVTQIJY KLIM T]WQL QJTWRLNOY
IgWL KNMQOQWY IK MNJQKIOXY8 OQJWY� PONJWY� YP]WLWY IL MILW RWJWLNO MNJQKIOXY�

ZJ T]W hLYT PNLT IK MU TNOi Z jQOO KIVSY MIYTOU IJ T]W _NXIJ TLNJYKILM IgWL
YP]WLWY� k]W PLIeOWM IK QJfWVTQgQTU NJX QJgWLYQIJ KIL T]QY TLNJYKILM QY N YSefWVT
IK NJ NVTQgW LWYWNLV] XSLQJR ONYT XWVNXW� ZJ PNLTQVSONL� XSW TI QTY NPPOQVNTQIJY TI
NPPLIaQMNTQIJ T]WILU� XWYVLQPTQIJ IK JIXNO 0YTNTQIJNLU5 YWTY KIL T]W jNgW WlSN�
TQIJ NJX JWjOU XWgWOIPQJR TUPWY IK TIMIRLNP]U 0T]WLMINVISYTQV TIMIRLNP]U5�
b YQRJQhVNJT LWVWJT PLIRLWYY QJ T]QY PLIeOWM jQOO eW LWmWVTWX QJ T]W TNOi�

ZJ VWLTNQJ YQTSNTQIJY T]W iWLJWO IK _NXIJ TUPW TLNJYKILMY jQOO eW XWYVLQeWX
NY TLNVWY IK KSJVTQIJY IK VWLTNQJ VONYY� YQMQONLOU TI V]NLNVTWLQcNTQIJ IK eISJX�
NLU gNOSWY IK ]IOIMILP]QV KSJVTQIJY QJ N PONJW XIMNQJ eU gNJQY]QJR IK VIMPOWa
MIMWJTY IJ T]W eISJXNLU� k]QY VQLVSMYTNJVW RQgWY N eLQXRW TI N eSJV] IK PLIe�
OWMY NeIST XWYVLQPTQIJ IK ]IOIMILP]QV KSJVTQIJY IL� MILW RWJWLNOOU� YIOSTQIJY IK
N `nd QJ TWLMY IK WaTWJXQeQOQTU KLIM KNMQOQWY IK VSLgWY IL VOIYWX YSLKNVWY�

ZJ T]QY VIJJWVTQIJ� d]LWJPLWQY QJTLIXSVWX� QJ ]QY LWVWJTOU PSeOQY]WX eIIi
opJQgWLYNOQTU IK T]W _NXIJ kLNJYKILMq� T]W JITQIJ IK VIJTNVT MNJQKIOXY NJX KIL�
MSONTWX N PLIeOWM IK YTSXUQJR T]W P]WJIMWJIJ j]WJ ROIeNO YIOSTQIJ IK N `nd
VNJ eW XWYVLQeWX QJ TWLMY IK TNJRWJVU TI YIOSTQIJY IJ N KNMQOU IK MNJQKIOXY� k]W
YWVIJX PNLT IK T]W TNOi jQOO eW XWgITWX TI LWYSOTY QJ T]QY XQLWVTQIJ� QJ PNLTQVSONL
TI LWVWJT LWYSOTY IJ YI�VNOOWX oYTLQP�PLIeOWMq KIL ]IOIMILP]QV KSJVTQIJY� NY jWOO
NY TI V]NLNVTWLQcNTQIJ IK YIOSTQIJY IK WOOQPTQV `nd QJ TWLMY IK ]QR] ILXWL VIJ�
TNVTY jQT] YIOSTQIJY IJ PNLNMWTLQV KNMQOQWY IK MNJQKIOXY� k]W TNOi QY eNYWX IJ
MU fIQJT jILiY jQT] rSQJTI� sOIeWgJQi� tNLNUNJNJ� NJX jILiY IK d]LWJPLWQY�
[SV]MWJT NJX bMeNLTYSMUNJ� kSMNJIg�
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ds2 = 2a13e
−αx4

dx1 dx3 + a22e
−2αx4

(dx2 + x1 dx3)2 + a44 dx
42

0α, aij = const5� �����
������ ������ ���$���� �	���� ���	�
�

X1(F ) =
∂F

∂x2
, X3(F ) = − ∂F

∂x1
+ x3 ∂F

∂x2
, X4(F ) = −x1 ∂F

∂x1
+ x3 ∂F

∂x3
,

X2(F ) =
∂F

∂x3
, X5(F ) = α

(
x1 ∂F

∂x1
+ x2 ∂F

∂x2

)
+
∂F

∂x4
,
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�� ����

��� ���� ������
����	��
�� 	
���������� 0i = 1, 45� ����

�� ����
�
��	 xi = ϕ 0ϕ �
��
���� �� xk� k = 1, 4) k �= i5� �	��� ��
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�
� ������ �����
��
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�
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��8

u1 =

∂ϕ

∂x1

(
x1 ∂ϕ

∂x2
− ∂ϕ

∂x3

)
∂ϕ

∂x2

∂ϕ

∂x4

, u2 = αx4 + ln
(
∂ϕ

∂x2

)
− ln
(
∂ϕ

∂x4

)
.
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~WT X eW N OIVNOOU VIMPNVT �SYWMNJJ YPNVW� T]NT QY VIMPOWTW RWIXWYQV
MWTLQV YPNVW jQT] KIOOIjQJR �SYWMNJJ PLIPWLTU IK JIJPIYQTQgQTU IK VSLgNTSLW�
}IL NJU TLQPOW IK PIQJTY x, y, z ∈ X NJX KIL MQXPIQJTY m� n IK YWRMWJTY [xy]�
[xz] VILLWYPIJXQJROU� T]W QJWlSNOQTU |mn| � 1

2 |yz| ]IOXY� k]WLW NLW TjI XQ�WLWJT
XWhJQTQIJ IK T]W QXWNO eISJXNLQWY ∂X NJX QXWNO VOIYSLWY X NPPOQVNeOW TI T]W
YPNVW X � bVVILXQJR TI T]W hLYT XWhJQTQIJ 134� ∂X QY N YWT IK WlSQgNOWJVW VONYYWY
IK NYUMPTITQV LNUY� �W jQOO VNOO T]QY VOIYSLW Xw NJX eISJXNLU ∂wX  !" #"$%
&'"$( )(*+,-" NJX #"$% &'"$( .*,/'$-0 QJ VIJTLNPIYQTQIJ TI T]W YWVIJX JITQIJ IK
)*$-+" IL 1" -&) &'"$( )(*+,-" 0YWW 1745 NJX )*$-+" &'"$( .*,/'$-0�

k]W Y]ILTWYT XWhJQTQIJ IK T]QY eISJXNLU QY KIOOIjQJR� k]W VINLYW VOIYSLW Xc

QY T]W VIMPNVTQhVNTQIJ IK X VILLWYPIJXQJR TI T]W PSLW YTNTWY IK T]W VIMMSTN�
TQgW SJQTNO C∗�NORWeLN G(X, d) RWJWLNTWX eU VIJYTNJTY� KSJVTQIJY gNJQY]QJR NT
QJhJQTU NJX XQYTNJVW KSJVTQIJY IK TUPW dx(y) = |xy| − |xx0| j]WLW x0 QY T]W
MNLiWX PIQJT j]QV] XIWY JIT QJmSWJVW SPIJ T]W LWYSOT� `IQJTY IK ∂cX MNU eW
VIJYQXWLWX NY OQMQTQJR KSJVTQIJY IK XQYTNJVW KSJVTQIJY VILLWYPIJXQJR TI WYVNP�
QJR TI QJhJQTU YWlSWJVWY IK PIQJTY mod(constants)� ^SV] OQMQTQJR KSJVTQIJY NLW
VNOOWX !*-*2,/) &*/+�

k]W TjI MWJTQIJWX NeIgW NPPLINV]WY VIQJVQXW j]WJ X QY vNXNMNLX MNJQ�
KIOX� Q� W� YQMPOU VIJJWVTWX JIJPIYQTQgWOU VSLgWX _QWMNJJQNJ MNJQKIOX� IL j]WJ
X QY CAT (0)�YPNVW� k]QY XIWY JIT LWMNQJ TLSW QK X QY RWJWLNO �SYWMNJJ YPNVW�
k]W T]WILWM ]IOXY 124�

������� �� 3!"-" &+ $ +,-4") &5" )*/ &/,*,+ 6-*4") &*/ Pr: Xc → Xw

#!&)! )*&/)&'"+ #& ! &'"/ &7)$ &*/ 1$6 IdX */ X = Xc\∂cX = Xw\∂wX8 3!"
6-*4") &*/ *2 "5"-0 9,+"1$// 2,/) &*/ βc ∈ ∂cX� βc(y) = |yc(t)|− t|� :"/"-$ "'
.0 $-) ("/: ! 6$-$1" "-&;"' :"*'"+&) -$0 c : [0,+∞)→ X� &+  !" $+016 * &) )($++
*2  !" -$0 c &/ ∂wX8

k]W PLIIK IK T]W T]WILWM QY eNYWX NJX QMMWXQNTWOU KIOOIjY KLIM T]W OWMMN�

������ <"  !" +6$)" X ." 6*&/ "' &/ x0 ∈ X $/' φ ∈ ∂cX ."  !" !*-*=
2,/) &*/ #& ! φ(x0) = 08 3!"/

25 3!" 2,/) &*/ φ &+ .*,/'"' */ $/0 .$(( &/ X8

�T*�*+ U$ $& >.!:&+;!$?� V+� W*�*.*;*:� 5� 7+-% .)&";- 2����2� @9;;! �
��� !"#  .,+&&:(� $%�V*�*+;9�+9X  .,+&&:�V :&"(V*�*+;9�+9
U9VV*+$&, 8? @Y<@� A+ .$ �5Z�2Z���2B�
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35 3!"-" ">&+ + ,/&?," -$0 c : [0,+∞) → X .":&//&/: $ c(0) = x0 #& !
2*((*#&/: 6-*6"- 08 @*- "5"-0 t > 0  !" 6*&/ c(t) &+  !" ,/&?," 6*&/ *2  !" .$((
B(x0, t) #!"-" φ|B(x0,t) $  $&/+ & + 1&/&1,1 $/' minφ|B(x0,t) = −t�

75 3!" #"$% &'"$( 6*&/ ξ ∈ ∂wX -"6-"+"/ "' .0  !" -$0 c '*"+ /* '"6"/'
*/  !" )!*&)" *2 1$-%"' 6*&/ x08

+5 A2 φ(y) = lim
t→+∞(|yc(t)| − t) &+ $ 9,+"1$// 2,/) &*/ '"7/"' .0  !" -$0

c : R+ → X�  !"/ & + -"+ -&) &*/+  * .$((+ B(c(0), t) $  $&/  !"&- 1&/&1$ &/ 6*&/ +
c(t)8

k]W YQMPOWYT VISJTWLWaNMPOW IK T]W YPNVW jQT] WYYWJTQNOOU XQ�WLWJT eISJX�
NLQWY NLQYWY KLIM T]W YQJRSONL \QJiIjYiQ YPNVW� ZT QY N hJQTWOU XQMWJYQIJNO �N�
JNV] YPNVW jQT] YTLQVTOU VIJgWa JILM� ^QJRSONLQTU IK T]W YPNVW MWNJY T]NT T]W
QJXQVNTLQa IK T]W JILM QY YTLQVTOU VIJgWa� eST JIT YMIIT] ]UPWLYSLKNVW� nQLWV�
TQIJY VILLWYPIJXQJR TI LWRSONL 0VILLWYPIJXQJROU YQJRSONL5 PIQJTY IK T]W QJXQVNTLQa
jQOO eW VNOOWX -":,($- 0VILLWYPIJXQJROU +&/:,($-5 XQLWVTQIJY�

������� �� <" X ." $ +&/:,($- B&/%*#+%& +6$)" $/' φ ∈ ∂cX ." $ !*-*=
2,/) &*/ :"/"-$ "' #& !  !" +"?,"/)" {xn}+∞

n=1 -,//&/:  * &/7/& 08 3!"/ φ &+  !"
9,+"1$// 2,/) &*/ &C */" *2  #* 2*((*#&/: +& ,$ &*/+ *)),-+8

25  !" +"?,"/)" {xn}+∞
n=1 -,/+ $#$0 &/  !" -":,($- '&-") &*/) *-

35  !" +"?,"/)" {xn}+∞
n=1 -,/+ $#$0 &/  !" +&/:,($- '&-") &*/ $/' &+ $+016=

 * &)  * +*1" k=6($/" α� 1 � k < n� #!&)! )*/ $&/+  !&+ '&-") &*/ $+ -":,($-
'&-") &*/ *2  !" /*-1� -"+ -&) "'  * α='&-") &/: +,.+6$)"8
D !"-#&+" φ &+ $ (&1& *2 9,+"1$// 2,/) &*/+ ., &+ /* 9,+"1$// 2,/) &*/
& +"(28

����������
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4 � k]QJ WJXY IK YSV] MNJQKIOXY PONU NJ
QMPILTNJT LIOW QJ QJYTNeQOQTU IK T]WQL XWKILMNTQIJY� k]W YTLSVTSLW IK YSV] T]QJ
WJXY QY XWYVLQeWX eU \NLRSOQY ~WMMN NJX ISL YTLSVTSLNO T]WILWM KIL QYIMWTLQV
NVTQIJ IJ JQOPITWJT RLISPY� YWW 124� }QLYT LWYSOTY QJ T]QY XQLWVTQIJ jWLW IeTNQJWX
QJ T]W NST]IL�Y jILiY 13� 74�
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� ������ ��
����� ������� �� ������!������� ��������� ��
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� � �����
��� ������������ G����� � 	����� ����������	���� ��
������� ��������
������	 �
���������

9���" Rn � n������� ��
������ ������������ ��!�
 x = (x1, . . . , xn)�
n ∈ N� ��� N � ���$����� �������"��� !����� Rn0 = Rn \ {0}� (x, y) =
n∑
i=1

xiyi � |x| = (x, x)1/2� 9�������$��� !�� ω � ����$����"��	� ��������	

� �����������	 '��
#�	� �������	 � Rn� �� ��� 	��	���	 ������� '��
#����
%���� Lp,ω(Rn) ����� ������!��" ������������ ��������� �� Rn '��
#��

f(x)� ��	 
������ 
���!�� ����� ‖f‖Lp,ω(Rn) =
( ∫

Rn

|f(x)|pω(x) dx
)1/p

, 1 �

p < ∞� ;����	�� !�� f ∈ Lloc
p (Rn)� 1 � p < ∞� ���� f ∈ Lp(F ) �� �����

���
����� ������!����� ���$����� F ⊂ Rn�
9�������$��� !�� K : Rn0 → R� K ∈ Lloc

1 (Rn0 ) � ��
�����	 '��
#�	�
����������	���	 ������	�8

25 K(tx) ≡ K(tx1, . . . , txn) = t−nK(x) ��	 ����� t > 0� x ∈ Rn0 )
35
∫

|x|=1

K(x) dσ(x) = 0)

75
1∫
0

w(t)
t dt <∞� ��� w(t) = sup

|ξ−η|�t
|K(ξ)−K(η)| ��� |ξ| = |η| = 1�

/�	 '��
#�� f ∈ Lp(Rn)� 1 < p <∞� ���������� ��������� ������	��
��� ��������8

Tf(x) = lim
ε→0+

∫
|x−y|>ε

K(x− y)f(y) dy = p. v.
∫

Rn

K(x− y)f(y) dy, (1)

��� ��������� �������� ���������	 � ������ �������� ���!���	 � ε > 0 �
��
������ !�����

<���� ����� ��������	

�M������� 1
��1
���� � 1�C
���� �
D���
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�� J0���
	�`
�
�
��� E� J
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� �� a
��� 7KZ2252� J0���
	�`
��
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�	�
	�� � 124� E���� ���� K ��
��
��
��� �
�����
� 025 ����
����=
���� ��
����	 25E758 E�����
���	� ��� f ∈ Lp(Rn)� 1 < p < ∞8 F����
��
��
��
�� �
�����
 ��G������� �
� �8 �8 x ∈ Rn � �	��� 	���� 
���=
��
���� ‖Tf‖Lp(Rn) � C‖f‖Lp(Rn)� ��� C > 0 
� ������� �� f 8

>�� ������� ���� ��
����� � ������ .��"������ � �������� 124 � �����
�������� ������� .��"������ � ��������� /����� � ������ 134 �
�������
���������� �� 	��� ������	����� ��������� 025 ����� ������ ������!�����
� ������� ∫

|x|>2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx � C, (2)

��� K ∈ Lloc
1 (Rn0 )� C > 0 � �����	���	� �� �����	��	 �� y� �����		 �����

��� 75 �� ������� 035 ��� ���������� ������� 25� 35� �� ��
���� ������� 2
��	 ������	���� ���������� � 	������ ����������	����� ������� 035�
>�� ������� ��	���� � �������� 75 � ��� ���������� -���� ������	 �����
����� ����������� 035 0��� 1745� & ������ �������� ������	���� ����������
	��� 
������ �� ����������	�� ������� �
�������� 035� ��������������
�	 ��=���� 0��������� ��#���	#������ � ������ ������	���� ���������5
0��� 1+45�

9�������$��� !��K ∈ L2(Rn) � ��
�����	 '��
#�	� ����������	���	
��������� ������	�8

0[25 ‖K̂‖∞ � C)

0[35 |K(x)| � C

|x|n )
0[75 ���������� '��
#�� A1, . . . , Am ∈ Lloc

1

(
Rn0
)
� 
���!��� ���������

Φ = {φ1, . . . , φm} ����������� ������!����� '��
#�� � Rn ��
��� !��
| det[φj(yi))]|2 ∈ RH∞(Rnm)� yi ∈ Rn� i, j = 1, . . . ,m)

0[+5 ��	 '�
����������� γ > 0 � ��	 ������ |x| > 2|y| > 0�∣∣∣∣∣K(x− y)−
m∑
i=1

Ai(x)φi(y)

∣∣∣∣∣ � C
|y|γ

|x− y|n+γ
, (3)

��� C > 0 � ��
�����	 �����	���	� K̂(ξ) =
∫

Rn

e−i(x,ξ)K(x) dx � ��������

������� w��"� '��
#�� K� ������ �����	� '��
#�� Ai� φi� i = 1, . . . ,m�
������������ �� Rn0 � 	��	���	 
�����
������!�����

 ��	!�"�	 �� z������� !�� 
�$��� 	���� ����������	���� �����

A,



��� 075� ����������	�� ��
$� �������∫
|x|>2|y|

∣∣∣K(x− y)−
m∑
i=1

Ai(x)φi(y)
∣∣∣ dx � C ��� |x| > 2|y|. (4)

9�-���� ������� 0+5 	��	���	 ������ ������!����� �� 	��� K !�� �����
��� 075�

z������� !�� ������	 0[25E0[+5 ���� ����$��� � ������ 1+4� � �����
��� 0+5 ���� ����������� � ������ 1A4� 6�������� ��� m = 1� A1(x) = K(x)�
φ1(y) ≡ 1 �� ������	 0+5 ����!����	 ������� �
�������� 035� z������� !�� �
-��� ������ ������� 0+5 	��	���	 ���������� ������	 �
�������� 035� &��
�������� ��
 ������� � ������� ������	� 
������ ���"��� !�� ������� 035
0��� 1D� |45�

#
��	
� ���������� 	��� K(x) = sin x
x � x ∈ R0� >�� '��
#�	 �������

����	�� ������	� 0[25E0[+5� �� �� ����������	�� ������	� 25� 35 � �������
�
�������� 035�

$�
	%	�	"�	 � 1+4� ;����	�� !�� ����$����"��	� ��������	 � ��
��"��
����������	 '��
#�	 ����
�������� �����
�	� ��
���H I�
����� RH∞�
��� g ∈ RH∞(Rn)� ���� 0 < sup

x∈B
g(x) � C 1

|B|
∫
B

g(x) dx� ��� B � ��������"�

��� =�� � #������ � ���� � C > 0 � �����	���	� �� �����	��	 �� B�

$�
	%	�	"�	 � 1,4� ;����	�� !�� ��
��"�� ������������	 ������	'��
�
#�	 ν ��������$�� Ap(Rn)� 1 < p <∞� ����

sup
B

(
|B|−1

∫
B

ν(x) dx
)(
|B|−1

∫
B

ν(x)1−p
′
dx

)p−1

<∞,

��� �������� ���
��	 �� ���� =���� B ⊂ Rn � p′ =
p

p− 1
�

 ��	!�"�	 �� z������� !�� �� ������	 RH∞(Rn) ������� ����=� ���
������� �������� ����������� ;��"����(

1
|B|
∫
B

g(x)1+ε dx
)1/(1+ε)

� C

(∫
B

g(x) dx
)
,

��	 ������ ε > 0� @ -�� ������� 
�
 ��������� ����
�������� �������
Ap(Rn) 0��� 1D� �� +B745�

A:



9�������$��� !�� '��
#�	 K ����������	�� ������	� 0[25E0[+5� /�	
f ∈ Lp(Rn) ��������� ������!��� ��������� ����$�
���� 	���� K8

Af(x) =
∫

Rn

K(x− y)f(y) dy. (5)

/�	 ������!���� ��������� 0A5 ��
����� ��������	

�	�
	�� � 1+4� E���� 1 < p < ∞� w ∈ Ap(Rn)� � ������
���	� ���
���� �������
��� ��������� 0A5 ����
�������� ��
����	 0[25E0[+58 F�=
��� �	��� 	���� 
�����
���� ‖Af‖Lp,w(Rn) � C‖f‖Lp,w(Rn)� ��� C > 0 
�
������� �� f 8

z������� !�� � ��������� ���!�� ��� ���������� ������	 0[35 � ����
�������" ������� 075 �� ������� 0+5� ������� 3 ���� ��
����� � 1A4�

z������� �����"�����

�	�
	�� &� E���� 1 < p < ∞� ���� K �������
��� ��������� 0A5
����
�������� ��
����	 0[25E0[+58 E�����
���	� ��� u� u1 � ��
���=
��
�
�� 
������HG�� ��
���� 
� (0,∞)� ϕ ∈ Ap(Rn) � �����
�
�� ��
�=
���� ω = uϕ � ω1 = u1ϕ8 J�
��� ������
���	� ��� ������� ���� (ω, ω1)
����
�������� �
���HG�	� ��
���H

sup
t>0

( ∞∫
t

ω1(τ)τ−1−n(p−1) dτ

)( t/2∫
0

ω(τ)1−p
′
τn−1 dτ

)p−1

<∞.

F���� ��G������� C > 0 ������ ��� �
� 
H���� f ∈ Lp,ω(Rn) �	��� 	����

�����
���� ∫

Rn

|Tf(x)|pω1(|x|) dx � C

∫
Rn

|f(x)|pω(|x|) dx. (6)

�	�
	�� '� E���� 1 < p < ∞� ���� K �������
��� ��������� 0A5
����
�������� ��
����	 0[25E0[+58 E�����
���	� ��� u� u1 � ��
���=
��
�
�� 
���������HG�� ��
���� 
� (0,∞)� ϕ ∈ Ap(Rn) � �����
�
��
��
����� ω = uϕ � ω1 = u1ϕ8 J�
��� ������
���	� ��� ������� ����
(ω, ω1) ����
�������� �
���HG�	� ��
���H

sup
t>0

( t/2∫
0

ω1(τ)τn−1 dτ

)( ∞∫
t

ω(τ)1−p
′
τ−1−n(p′−1) dτ

)p−1

<∞.
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 ��	!�"�	 &� z������� !�� � ���!�� 
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'��
#��� \�8 F��� 2:|7�
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pJQg� HNLIO� 3BB7� �� ++� C 2� �̀ 27|E2A3�

1A4 @#�// '	 B	� ���#$ 0	 C	 b gNLQNJT IK v�ILMNJXWL VIJXQTQIJ KIL YQJRSONL
QJTWRLNOY ?? HIOOIl� \NT]� 2::|� �� |7� C 3� �̀ 2DAE2|3�

1D4 @�#),�?0�$#%� B	� A�/,� "$ D#�!),� B	 9	 �WQR]TWX JILM QJWlSNOQTQWY NJX
LWONTWX TIPQVY� bMYTWLXNM� 2:,A� 0tILT]�vIOONJX \NT]� ^TSXQWY) 22D5�

1|4 .��-�! '	 �	�WQR]TWX WYTQMNTWY KIL YQJRSONL QJTWRLNOY gQN }ISLQWL TLNJY�
KILM WYTQMNTWY ?? nSiW \NT]� �� 2::B� �� DB� C 3� �̀ 7,:E7::�

1,4 ��)+$!*��1� 2	 �WQR]TWX JILM QJWlSNOQTQWY KIL vNLXU MNaQMNO KSJV�
TQIJY ?? kLNJY� bMWL� \NT]� ^IV� 2:|3� �� 2DA� �̀ 3B|E33D�

D2



8$O-1C1/P- D"-$'/'/-&
;,!.!0'-./(/$O Q/$/'- *#17!G1- L.#:+&

+�,'��� �� &��$-�� �

�������� �������� != ������

b YSefWVT IK T]W VIMMSJQVNTQIJ QY N fIQJT jILi IK k� �NJXMNJ� s��\� sLWSWO�
}� sLSJWjNOX� �� [SJUNgYiQ��� s� `hYTWL� NJX dS� `OITiQJ� �W V]NLNVTWLQcW YIOg�
NeOW RLISPY QJ T]W VONYY IK hJQTW RLISPY eU QXWJTQTQWY QJ TjI gNLQNeOWY�

bOT]ISR] T]W T]WILWM QY N PSLWOU RLISP�T]WILWTQV LWYSOT� QTY PLIIK QJgIOgWY
YSLPLQYQJROU XQgWLYW MWT]IXY IK NORWeLNQV TIPIOIRU� NORWeLNQV RWIMWTLU� NLQT]�
MWTQV RWIMWTLU� RLISP T]WILU� NJX VIMPSTWL NORWeLN� b YPWVQNO LIOW jNY PONUWX
eU PLIeOWM ILQWJTWX YIKTjNLW8 PLIIKY NJX WgWJ T]W PLWVQYW YTNTWMWJT jISOX ]NLX�
OU ]NgW eWWJ KISJX jQT]IST WaTWJYQgW VIMPSTWL WaPWLQMWJTY�

�W XWhJW N YWlSWJVW8 u1(x, y) := x−2y−1x� NJX QJXSVTQgWOU un+1(x, y) :=
[xun(x, y)x−1, yun(x, y)y−1 ]. �SL MNQJ LWYSOT QY

������� �� K 7/& " :-*,6 G &+ +*(5$.(" &2 $/' */(0 &2 2*- +*1" n  !"
&'"/ & 0 un(x, y) ≡ 1 !*('+ &/ G8

k]W oIJOU QKq PNLT IK T]W T]WILWM QY TLQgQNO� k]W JIJ�TLQgQNO XQLWVTQIJ IK T]W
T]WILWM KIOOIjY QMMWXQNTWOU KLIM T]W KIOOIjQJR

������� �� <" G ." $ 7/& " /*/=$."(&$/ +&16(" :-*,68 3!"/  !"-" $-"
x, y ∈ G +,)!  !$ u1(x, y) �= 1 $/' u1(x, y) = u2(x, y)8

pYQJR k]IMPYIJ�Y OQYT IK T]W MQJQMNO YQMPOW JIJ�YIOgNeOW RLISPY jW IJ�
OU JWWX TI PLIgW k]WILWM 3 KIL T]W RLISPY G QJ T]W KIOOIjQJR OQYT� 025 G =
PSL(2,Fq) j]WLW q � 4 0q = pn� p N PLQMW5� 035 G = Sz(2n)� n ∈ N� n � 3 NJX
IXX� 075 G = PSL(3,F3)� vWLW Fq YTNJXY KIL T]W hJQTW hWOX jQT] q WOWMWJTY NJX
Sz(2n) 0n ∈ N� n � 35 XWJITW T]W ^ScSiQ RLISPY�

}IL YMNOO RLISPY KLIM T]QY OQYT QT QY NJ WNYU VIMPSTWL WaWLVQYW TI gWLQKU
k]WILWM 3� k]WLW NLW KIL WaNMPOW NOTIRWT]WL 44928 YSQTNeOW PNQLY x, y QJ T]W
RLISP PSL(3,F3)�

k]W RWJWLNO QXWN IK ISL PLIIK VNJ eW LISR]OU XWYVLQeWX NY KIOOIjY� }IL N
RLISP G QJ T]W NeIgW OQYT� SYQJR N MNTLQa LWPLWYWJTNTQIJ IgWL Fq jW QJTWLPLWT
YIOSTQIJY IK T]W WlSNTQIJ u1(x, y) = u2(x, y) NY Fq�LNTQIJNO PIQJTY IK NJ NORWeLNQV
gNLQWTU� �W QJgWYTQRNTW RWIMWTLU NJX TIPIOIRU IK T]QY gNLQWTU QJ ILXWL TI SYW
~NJRE�WQO TUPW WYTQMNTWY KIL T]W JSMeWL IK LNTQIJNO PIQJTY IJ N gNLQWTU XWhJWX
IgWL N hJQTW hWOX� j]QV] RSNLNJTWW T]W WaQYTWJVW IK YSV] PIQJTY KIL eQR q�
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	�����" � �
����� ���!����	 �����!��� �� ��������	8 ������	���� ���
#������	� �������"��� ��#������	� ��#������	 �� ����
����

z���� �� �������� 
 ���!���� 
�����!��
�� ��#������� 	��	���	 ����
!���� ������ 
�� Bn� ;����� 
�� Bn� n � 2� �� n ���	� ����
��	 ����$���
����� -��������� σ1� σ2� � � � � σn−1 � �������	����� ������=���	��

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2, 025

σiσj = σjσi, |i− j| � 2. 035

;����� �������"��� 
�� V Bn ������� � ������ 124� ����� -
�����!��	
������� ������=���� 0������
���	 ��$�5 ������� � 134� ;����� V Bn ���
��$�����	 -��������� σi� ρi� i = 1, 2, . . . , n − 1� 9�� -��� -������� σi ���
��$���� ������ 
�� Bn � ����������	�� ������=���	� 025� 035� � -������
�� ρi ����$���� ������ ����������
 Sn� &��=����� ������=���	 �����
���

σiρj = ρjσi, |i− j| � 1,
ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2.
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��� ��	 �������"��� ��#������� ���������� � ������ 1+4�

� ������������ ������ ���!����	 �������� ������ �������"��� 
��
V Bn�

z�������� ������$���� ν : V Bn → Sn ������ V Bn �� ��������!��
��
������ Sn ��������� �� ����$������ ν(σi) = ν(ρi) = ρi� i = 1, 2, . . . , n− 1�
��� Sn �������������� 
�
 ������� ����$������ ρi� ���� -���� ������$��
��	 iWL(ν) ������� ������� ������
�
�� ���L�
�� ��� � ������!�� ����
����� V Pn� z!������� V Pn 	��	���	 ������"��� ���������� ����
�� n! �

�M������� 1
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�� /�Q�R
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������ V Bn � ������ �������"��� 
�� 	��	���	 ������	��� ������������
�� ������ V Pn � Sn�

z�������� -�������

λi,i+1 = ρiσ
−1
i , λi+1,i = ρiλi,i+1ρi = σ−1

i ρi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

λij = ρj−1ρj−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρj−2ρj−1,

λji = ρj−1ρj−2 . . . ρi+1λi+1,iρi+1 . . . ρj−2ρj−1, 1 � i < j − 1 � n− 1.

z!������� ��� ��� ��$�� � ������ V Pn�

�	�
	�� �� I����� V Pn ����������� M
�	�
��	� λkl� 1 � k �= l � n�
� ������
����� ����
�L�
��	�

λijλkl = λklλij , λki(λkjλij) = (λijλkj)λki,

��� ���
�	� �����	� ����
���
� ���
�� �
�����8

����
� ���������

Vi = 〈λ1,i+1, λ2,i+1, . . . , λi,i+1;λi+1,1, λi+1,2, . . . , λi+1,i〉, i = 1, 2, . . . , n− 1,

������ V Pn� .�$��	 Vi 	��	���	 ���������� ������ V Pi+1� 9���" V
∗
i �

������"��� ����
���� ��������� Vi � ������ V Pi+1�

�	�
	�� �� I����� V Pn� n � 2� ����������� � ��
����	�� ���������
��

V Pn = V ∗
n−1 � V Pn−1 = V ∗

n−1 � (V ∗
n−2 � (. . .� (V ∗

2 � V ∗
1 )) . . .),

��� V ∗
1 � ������
�� ������ ��
�� 2� � V ∗

i � i = 2, 3, . . . , n − 1� � ������
��
�����
��
� �������

�� ������8

;����� 
�� �� ����
��� WBn 	��	���	 �������'��� ������� ������
V Bn� &������� ������ WBn 0
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134 F$#-*,!,! F	 F	�J ]IMIOIRU IK gQLTSNO eLNQXY NJX �SLNS LWPLWYWJTNTQIJ ??
�� [JIT k]WILU _NMQhVNTQIJY� 3BB2� �� 2B� C A� �̀ |:AE,23�

174 2,#��! B	 G	 �LNQXY� OQJiY NJX MNPPQJR VONYY RLISP� `LQJVWTIJEkIiUI8
pJQg� `LWYY� 2:|+�

1+4 ����"� G	 �LNQX PLWYWJTNTQIJ IK gQLTSNO iJITY NJX jWOXWX iJITY� 0`LW�
PLQJT? NL�Qg8MNT]�sk?BBB,B:3) �������������������5�
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k]QY TNOi QY XWgITWX TI NJ WaPIYQTQIJ IK ISL LWYSOTY KLIM T]W PNPWL 124� ZJ
T]QY PNPWL jW QJgWYTQRNTW QJTWLVIJJWVTQIJY eWTjWWJ VIJTQJSWX KLNVTQIJY� YIMW
YSeYWMQRLISPY IK T]W RLISP GL(2,Z)� `QYIT JSMeWLY� PIOUJIMQNOY� MNTLQVWY�
NJX LWVSLLWJT QJTWRWL YWlSWJVWY� k]W MNQJ TIIO IK T]QY QJgWYTQRNTQIJ QY T]W MN�
TLQa VNOVSOSY j]QV] PWLMQTY KLIM T]W NST]IL�Y PIQJT IK gQWj TI WaPONQJ QJTWL�
VIJJWVTQIJY eWTjWWJ T]WYW JITQIJY MSV] eWTTWL� �eTNQJWX YTLSVTSLNO LWYSOTY IJ
YSeYWMQRLISPY IK T]W RLISP GL(2,Z) NLW SYWX TI YTSXU PLIPWLTQWY IK RWJWLNOQcWX
}QeIJNVVQ NJX ~SVNY JSMeWLY� bOYI jW KILMSONTW YIMW SJYIOgWX PLIeOWMY�

k]W PNPWL 124 QY XQgQXWX QJTI WQR]T YWVTQIJY� ZJ T]W hLYT YWVTQIJ jW RQgW N
JWVWYYNLU QJKILMNTQIJ IJ VIJTQJSWX KLNVTQIJY NJX VILLWYPIJXQJR MNTLQVWY� QJ�
gWYTQRNTW YIMW PLIPWLTQWY IK T]WYW MNTLQVWY� ZJ T]W YWVIJX YWVTQIJ jW XQYVSYY
`QYIT JSMeWLY� PIOUJIMQNOY NJX MNTLQVWY� PLIgW YIMW LWYSOTY IJ `QYIT PIOUJI�
MQNOY� ZJ T]W T]QLX YWVTQIJ jW PLIgW N YWLQWY IK LWYSOTY IJ LWVSLLWJT YWlSWJVWY� �J
T]QY RLISJX jW RQgW N JWj PLIIK IK T]W VONYYQVNO `QYITE�QfNUNLNR]NgNJ T]WILWM
QJ T]W KISLT] YWVTQIJ� ^IMW PLIPWLTQWY IK YSeYWMQRLISPY IK T]W RLISP GL(2,Z)�
VIJJWVTWX jQT] VIJTQJSWX KLNVTQIJY NJX `QYIT JSMeWLY� NLW QJgWYTQRNTWX QJ T]W
hKT] YWVTQIJ� ZJ T]W YQaT] YWVTQIJ jW YTSXU NYUMPTITQV PLIPWLTQWY IK YWlSWJVWY IK
OQJWNL�KLNVTQIJNO TLNJYKILMNTQIJY� VILLWYPIJXQJR TI QJhJQTW VIJTQJSWX KLNVTQIJY�
ZJ T]W YWgWJT] YWVTQIJ jW hJX YIMW LWONTQIJY eWTjWWJ T]W WJTLQWY IK JNTSLNO PIj�
WLY IK (2 × 2)�MNTLQVWY� k]W ONYT� WQR]T] YWVTQIJ� QY XWgITWX TI NJ QJgWYTQRNTQIJ
IK PLIPWLTQWY IK RWJWLNOQcWX RIOXWJ YWVTQIJY� }QeIJNVVQ NJX ~SVNY JSMeWLY� ~WT
SY LWMNLi T]NT 0RWJWLNOQcWX5 RIOXWJ YWVTQIJY NLW `QYIT JSMeWLY�

����������

124 2$#$-��%-+,, F	 C	� C,+�!�#�% ��	 @	 HIJTQJSWX KLNVTQIJY� T]W RLISP
GL(2,Z)� NJX `QYIT JSMeWLY� 3BB+� 0`LWPLQJT?\`Z) 3BB+E725�
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<��!����	 ������������ Bsp,q(G) 01 � p, q � ∞5 � F sp,q(G) 01 < p, q <∞5
'��
#��� ������������ �� ������� G ⊂ Rn � ���=�#���� �����#��) s =
s(x) > 0 0x ∈ G5 � ���������	 ����
���"�
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���� 124� !�� �����	 ���������������� Fn ������������ G��
��!���
��� Ln+1 
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������� 
������ kn � 1�
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�	�
	�� �� E���� Mn+1 � (n + 1)=	��
�� 	
���������� N��	��� �
����
���

�	� ������

�	� ������
�	� 0 > −k2

1 � Kσ � −k2
2 0k1, k2 >

058 E���� Fn � ��

�� �������

�� �����������
����� ��� 
��	�
�
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������
� ������� 
� 	�
�L� k28
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�� �����
�� ��	=
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�� �����������
����� ������	���
�� �����8

3� O�
� �� ���� ������ ��G������� 
�����
�
��� � ������	 �������=
���� ����
����� �� �����������
���� Fn � ��������� � ��	�
���
	
���������� Mn+1 ��
����� �������
����	 P����������� ������
=

�� ������
� −k2
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���������� Fn ���=
	��
���� n � 2� ��� M��	 � ������ ����� Fn 
��	�
�
�� ������
� kn

� 	�
�L� 
��	�
�
�� ������
 ������
�
�� ����� ������� R0 0k cth(kR0)=
�����
��5�

2� O�
� ���� �� � ��
�� ����� 
��	�
�
�� ������
� ������
�
�� ���=
�� ������ 	�
�L� 
��	�
�
�� ������
 �����������
���� � ����=
�������HG�� 
�����
�
���� �� Fn ����� �
���

�� ��	����
��
�����
�� �����������
����H� ������	���
�� ������ �
���
�
� ���=
��HG���� � ������ ����� 
� ����� ������� R0 	
���������� N��	�=
�� M � 
���G�� � ����� ������� 	�
�L��� R08

3� O�
� �� ���� ������ ��G������� 
�����
�
�� � ������	 �������=
���� ����
���� 
��	�
�
�� ������
� ����� Fn ����� ������ 	
�=
��������� N��	��� M ������� R0� ������� ����
������� � M L��
���	�����
�� L��� �������
���� P����������� ������
� −k28
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C���D�� C6��50� E� �0��� �������� !

�W QJTLIXSVW NJ NJNOIRSW IK H]WLJE~NY]IK NeYIOSTW VSLgNTSLW KIL N VIMPOWa
YSeMNJQKIOX QJ N VIMPOWa dSVOQXWNJ YPNVW� �W PLWYWJT T]W LWONTQIJ eWTjWWJ T]QY
VSLgNTSLW NJX T]W gIOSMW IK T]W sLNYYMNJJ QMNRW IK VIMPOWa YSeMNJQKIOX�

�W PLIgW T]NT QK T]W ]IOIMILP]QV VSLgNTSLW IK VIMPOWa sLNYYMNJJ MNJ�
QKIOX QY MNaQMNO NOIJR T]W ]IOIMILP]QV PONJWY TNJRWJT TI T]W JIJXWRWJWLNTW
sLNYYMNJJ QMNRW IK VIMPOWa YSeMNJQKIOX� T]WJ T]W YSeMNJQKIOX QY N VIMPOWa
]UPWLYSLKNVW�

�� n� }WLSY 124 IeTNQJWX T]W LWONTQIJ eWTjWWJ H]WLJE~NY]IK NeYIOSTW VSLgN�
TSLW IK N YSeMNJQKIOX QJ dSVOQXWNJ YPNVW NJX T]W gIOSMW IK sLNYYMNJJ QMNRW�
�W VIJYQXWL N RWJWLNOQcNTQIJ IK T]QY LWYSOT KIL N VIMPOWa YSeMNJQKIOX�

~WT f : F l → Cl+p eW N VIMPOWa l�XQMWJYQIJNO YSeMNJQKIOX QJ VIMPOWa dS�
VOQXWNJ (l+p)�YPNVW� ~WT TqF l NJX NqF l eW N TNJRWJT YPNVW NJX N JILMNO YPNVW
IK F l NT q ∈ F l LWYPWVTQgWOU� �W VIJYQXWL T]W KIOOIjQJR MNPPQJRY8

25 k]W IJW j]QV] NYYQRJY TI WgWLU SJQT VIMPOWa ν ∈ NqF l T]W PIQJT QJ T]W
VIMPOWa PLIfWVTQgW YPNVW CP l+p−1�

35 k]W sLNYYMNJJ MNPPQJR Γ: F l → CG(l, l + p) j]QV] NYYQRJY TI N PIQJT
q ∈ F l N PIQJT Γ(q) QJ T]W VIMPOWa sLNYYMNJJ MNJQKIOX CG(l, l+ p)� k]W PIQJT
Γ(q) QY T]W l�XQMWJYQIJNO VIMPOWa OQJWNL YSeYPNVW IK Cl+p PNLNOOWO TI TqF l�

~WT Aν eW N VIMPOWa YWVIJX KSJXNMWJTNO KILM jQT] LWYPWVT TI T]W SJQT VIM�
POWa JILMNO ν ∈ NqF

l� nWhJW H]WLJE~NY]IK NeYIOSTW VSLgNTSLW KIL N )*16(">
+,.1$/&2*(' eU τ(f, q) = 1

σl+p−1

∫
CPp−1

| detAν |2 dσp−1� j]WLW dσp−1 QY T]W gIO�

SMW KILM IK CP p−1� ~WT σn XWJITW T]W gIOSMW IK VIMPOWa PLIfWVTQgW YPNVW CPn�

nWhJW σ(f, q) = 1
σl

detB� j]WLW B :=
p∑
i=1

Re(AνiAνi) jQT] LWYPWVT TI NJ IL�

T]IJILMNO KLNMW ν1, ν2, . . . , νp QJ NqF
l� k]W gIOSMW IK VIMPOWa sLNYYMNJJ

QMNRW Vol(Γ(F l)) =
∫
F l

detB dµ� j]WLW µ QY N gIOSMW KILM IK N YSeMNJQKIOX F l�

�W PLIgW T]W KIOOIjQJR T]WILWMY�

�[&V +$�&.$ *\ A&*�&$+?� Y '9"$? *\ ]&'% .!';  ., ] $%&� $!';� _ + K!. _% +-*: 6 �
$!*. " >.!:&+;!$?� U:*8*,? Un� 5� _% +-*: �2�II� >-+ !.&�

��� !"# 8*+!;&.-(9.!:&+�-% +-*:�9 
�[&V +$�&.$ *\ A&*�&$+?� Y '9"$? *\ ]&'% .!';  ., ] $%&� $!';� _ + K!. _% +-*: 6 �

$!*. " >.!:&+;!$?� U:*8*,? Un� 5� _% +-*: �2�II� >-+ !.&�
��� !"# "&?8!. (9.!:&+�-% +-*:�9 
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������� �� K++,1" l � 28 3!"/ τ(f, q) � σ(f, q)8 3!" "?,$(& 0 !*('+ &2
$/' */(0 &2 $ ("$+ */" *2  !" 2*((*#&/: )*/'& &*/+ &+ +$ &+7"'8

25 3!" )*16("> '&1"/+&*/ *2  !" 7-+ /*-1$( +6$)" $ ? &+ "?,$(  * 2�
35 detB = 0� &8"8 )*16("> "> -&/+&) /,((& 0 &/'"> µC(q) �= 0�
������� �� K++,1" l � 28 A2 $ "$)! 6*&/ q ∈ F l  !" )*16("> "> -&/+&)

/,((& 0 &/'"> µC(q) = 0 $/' τ(f, q) = σ(f, q)�  !"/ F l &+ $ )*16("> !06"-+,-2$)"
&/ Cl+1 ⊂ Cl+p8

k]WILWM 3 RWJWLNOQcWY T]W LWYSOT IK b� b� �ILQYWJiI 134

�� }IL l, p �= 1 T]W YWVTQIJNO VSLgNTSLW k̄ IK sLNYYMNJJ MNJQKIOX G(l, l + p)
YNTQYhWY k̄ ∈ [0, 2]� b� b� �ILQYWJiI NJX �S� b� tQiIONWgYiU 174 PLIgWX T]NT QK T]W
sLNYYMNJJ QMNRW Γ(F l) IK T]W YSeMNJQKIOX F l ⊂ El+p QY YSV] T]NT T]W YWVTQIJNO
VSLgNTSLW IK sLNYYMNJJ MNJQKIOX G(l, l + p) QY MNaQMNO 0k̄ = 25 NOIJR T]W
PONJWY TNJRWJT TI Γ(F l)� T]WJ F l QY 3�XQMWJYQIJNO 0l = 25 MQJQMNO YSeMNJQKIOX
NJX QTY JILMNO VSLgNTSLW WOOQPYW NT WNV] PIQJT QY N VQLVOW jQT] T]W VWJTWL IJ
T]W YSLKNVW� ZJ PNLTQVSONL� j]WJ p = 2 T]W YSeMNJQKIOX QY N VIMPOWa VSLgW QJ
C2 = E4� bVVILXQJR TI 1+4 T]W ]IOIMILP]QV VSLgNTSLW IK VIMPOWa sLNYYMNJJ
MNJQKIOX CG(l, l + p) YNTQYhWY Khol ∈ [2/r, 2]� j]WLW r = min(l, p)� ZK F l ⊂
Cl+1 QY N VIMPOWa ]UPWLYSLKNVW� T]WJ QTY sLNYYMNJJ QMNRW QY N YSeMNJQKIOX IK
CP l = CG(l, l+1) IK VIJYTNJT ]IOIMILP]QV VSLgNTSLW Khol ≡ 2� �W PLWYWJT T]W
KIOOIjQJR LWYSOT�

������� &� <" F l ⊂ Cl+p ." $ )*16("> +,.1$/&2*(' 0l � 25 +,)!  !$ 
$ "5"-0 6*&/ q ∈ F l  !" )*16("> "> -&/+&) /,((& 0 &/'"> µC(q) = 08 A2  !"
!*(*1*-6!&) ),-5$ ,-" *2 CG(l, l + p) &+ 1$>&1$( 0Khol = 25 $(*/:  !" !*(*=
1*-6!&) 6($/"+  $/:"/  *  !" Q-$++1$// &1$:" Γ(F l)�  !"/ F l &+ $ )*16(">
!06"-+,-2$)" &/ Cl+1 ⊂ Cl+p8

����������
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134 2�#,-$!+�  	  	 ^SLKNVWY j]IYW NeYIOSTW H]WLJE~NY]IK VSLgNTSLW WlSNOY
T]W NLWN IK T]W sLNYYMNJJ QMNRW ?? \NT� uNMWTiQ� 2:,:� �� +D� C 7�
�̀ :E22� dJRO� TLNJYO� QJ \NT� tITWY� 2:,:� �� +D� �̀ D,|ED,,�

174 2�#,-$!+�  	  	� C,+�4�$%-+6 ��	  	 ^SLKNVWY jQT] MNaQMNO VSLgNTSLW IK
sLNYYMNJJ QMNRW ?? \NT� uNMWTiQ� 2::B� �� +,� C 7� �̀ 23E27�

1+4 .�!7 �	 0	 ^WVTQIJNO VSLgNTSLWY IK sLNYYMNJJ MNJQKIOXY ?? `LIV� tNT�
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�
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����������� ���
���

8� 9� *���:; <� �

FG�&���	 
����
��������	 
��
#�����	
��"��@����	 �����������

9�� �������#������ ����
��� ���������	 
���!��� ��������� ���
(ci, ti)� ��� t0 < t1 < . . . < tn � ������� �������� ci � ������� ���
������� � ��������������� ������� ������� 0-�� ����!��� ����������
����� !���� ci ��	�����"�� ���" ����$����"��� � ����#����"���� ����#��
���"��� ���!���	 ci ������������� �����$��� ������������ ����������5�
9������������	� !�� �������� ����� �����$����" ��"������������ ���$��
��	 ������� � ���
� ��	���"����" 
������� ����
���������	 �����������
'��
#��� ���
����������	 f(t)� ������#����"��� � �������������� ���
t � 0 � ��
��� !�� f(0) = 1� &�����"����" '��������� �������� 
���� ����

���
�� ���#��� �� ���	���	 �� �������� ����$����	 � ���� !�� f(t) = vt�
��� v < 1 � ���
�������$����"� � ��
������ ���!�	� ��������� ������
�����	���	 ����� � ������������ ���
�� �����������" ����	 �����$��� ��
�����		 �� ��������� � ��
���� ����������� ���
��"
� ����! ���������
#�� ���������� �������#������� ����
�� ��� �������� �����$�� � ����
��$����� ���"�������	 �������� �����$��� 9������������	 ���������
������!���	 �� ������� �����$���

2� /��� !���� τ1� τ2� � � � � τn� ����� 
������ � �������"�� ����������
����	 ��$�� ������������"���� �����$���� � ��������� �������� T � ��
������� 
������� ����
� ���$�� �����=��"�	�

3� /��� ���� !���� τ1′, τ1′′) τ2′, τ2′′) � � � ) τn′, τn′′� ������� ����� ���
�����"��� � ��
�����"��� ���������� ��������� �����$��
�� ��$��
����
����� 9�� -���� �����	 ������� ���$�� ����������"�	 � ������� ���
�����

��������������	 ��������� ����
�������
� �������#������� ����
���

2� %����	 ������
���	 ��������" NPV =
n∑
i=0

cif(ti)� 6��������� �����

���'�
 �����$��� ��� 
������ ���!���� NPV ��
�����"���

�mb�1���	 
����
��������	 
��
D�����	 ��C��G����	 ������������ ��� /� F
���
�
� 2�� mb
 5B����� �������

��� !"# 8+&�(;*+*;�8 ;%&,9�+9
�
���
 Q�����`
�
 �EEM cQ����� �5Z��Z3����e�
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3� F������ �������� ����������� ��	 '������������	 ����
�� MC =

−min
k∑
i=0

cif(ti) 0k = 0, 1, . . . , n5 ��� c0 < 0� >�� ���" ������ 
������ ���
���

��������� 6��������� ����� ���'�
 �����$��� ��� 
������ ���!���� MC
�������"���

7� <���
� ��������"����� IR =
NPV

n∑
i=0

c−i f(ti)
� ��� a− = (|a| − a)/2 � �����

#����"��	 !���" !����� 6��������� ����� ���'�
 �����$��� ��� 
������
���!���� IR ��
�����"���

����������� �������� �������"��� ���'�
�� ������� /�	 ������"���
'��������� ������� ����!��� ������� -''�
������ ��������� 0������
��� ���$����� ��� ���$����� ���	�
� n25 ��=���	 �'�������������� ���
��!�
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�������
������ ������ @�����
��?

3� �� *
�= �� �

A�$
�
�
����	 
����
��������	 �����������

9���" (Ω,F , P, {Ft}t�0) � ������ ����	�������� ������������ � '��"�
���#���� �� 
������ ���������� ��
�� ����������� #������������	 �����
������
�	 ���� ν � ����������� ���������� ��������
�� ���$���� w� !��
{Ft}t�0 	��	���	 ������������ '��"���#���� ����$�
���� w � ν� ���������
��� ����� P ��������� -��������� �� F � ���������� �������� ������	����
��������!��
�� ��''����#���"��� ���������8

dx(t) = [A(t)x(t) +B(t)u(t)] dt+ [C(t)x(t) +D(t)u(t)] dw(t)

+
∫
Rd

[K1(t, θ)x(t) +K2(t, θ)u(t)] ν(dt, dθ), x(τ) = ξ, t ∈ [τ, T ], 025

��� τ � (Ft)t∈[0,T ]������� �������
�� ξ � Fτ ���������� n������� ���!���
��� ��
��� � 
���!��� ������ ��������) A,B,C,D,K1,K2 � (Ft)t∈[0,T ]�
������������� ������!����� �����#�� /��������� 
���� ����������
u(t, ω) 	��	���	 (Ft)����������������������� ���#����� ��	 ���� t ∈ [τ, T ]�
9�� -��� ��������$���	� ��������� 025 ����� ������������ ���"��� ��=��
��� x(·)� z�������� '��
#�����"��� ��������" ��������� �������8

J(τ, ξ;u) = E


T∫
τ

[x∗(t)Q(t)x(t) + u∗(t)Ru(t)] dt+ x∗(T )Gx(T )|Fτ

 ,
��� Q(·)� R(·) 	��	���	 {Ft}t�0��������������� ������!������ ���������
!��
��� �����#���� G � ��������!��	 FT ���������	 ������!����	 ����
��#��

����!� �������"���� ���������	 � ���!��� 
���� K1� K2 ����� ����
��������������" � ����"� 124�

����
� ��������� ������!����8 ∆[0, T ] =
⋃

τ∈[0,T ]

[{τ} × Xτ ]� ��� Xτ �


���� ���� Fτ ���������� n������� ���!����� ��
����� � 
���!���� ����
���� ����������

�j��
�
�
����	 
����
��������	 ������������ ��� ��� ������4�
�� ��� j��
�
�
�
5������ �������

��� !"# ;8!$*"?(� !"�+9
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�	�
	�� �� E�����
���	� ��� 
�
��
�=�������������� ������ ��=
����
� ����
���
� �
� 
��������� (τ, ξ)∈∆[0, T ]8 F���� R(T )+D∗(T )GD(T )
� 0 �
� ω ∈ (V (τ, ξ) > −∞)8

�	�
	�� �� E�����
���	� ��� 
�
��
�=�������������� ������ ��=
����
� �����L�	� ��� (τ, ξ) ∈ ∆[0, T ] � R−1 ��
����� {Ft}t�0=���
�����
=

�� ����
���

�� ��		���������� 	�������8 F���� ����	�
�
�� �����=

�
�� ����
�
�� 025 �	��� ���8

ū(t) = −R−1(t)

B∗(t)p̄(t) + C∗(t)q̄(t) +
∫
Rd

K∗
1 q̄1m (dθ)

 .
������ ���	
���
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3� �� ���	�> �� �

H�&���	 
����
��������	 �����������

6����������� ����������"� π3 124 �������� ����
������" ���� �����
����"��� 
����� �� ������ �������������� ��������	 9'�''� Pα dx

α = 0
0α = 1, 45� ��� ��
�� 
������ ������	��� !���� ��!
� M ∈ G� 
������	
����� ���������
���� T3� z�� ���������	 
������"��� ����
���"� 
 π3 �
��!
� M � 9�	��	� ������	��	 !���� M ��������
��	��� T3� ���������	
������"� 
 π3 � ��!
� M � F� ������������� π3� ������� 
������ �����
��
��� ��� �������$��� ���������������
��	���� ��������� ����
����
0��� �������	5� ������
������	 � ����� ��!
�� 6����
� �
 ������������
����������"� �������� �������	 0�� �� �� ��5� /�
����� ��������� �����
���� �� �� �� ��8

25 /�	 �� �� �� �� ��� ��� 
������� 3��� ���� ����������� � �����!���
35 G���� 
������� 3��� ���� �� �� �� ��� ����" 
������ ������� �������

�� 
����� ��$�� �� ��������� �'���� � #������� �� ����
���	� �������	�
>�� ����� ���������	 ��������	�� �� �� �� ��

75 G���� 
������� 3��� ���� �� �� �� ��� ��$���� � ��������� ����
��
��	�� ���������	 ����������� �� �� �� ��

+5 F�������� 	��	���	 �������!��
��� ��	���=����
A5 ����" 
�$��� ��������� ���� �� ������� 
������ 3��� ���� ������

	����
D5 G���	 ��
� ��
������� ���	 �������� �� �� �� �� ��$�� � ����� ����

������ ����
���� � ���������� � ���������"�� ����
|5 F������� �� �� �� �� 	��	���	 ��	��� ����� � ���"
� ������ 
����

�����	 
������� 3��� ���� K2 ����� �����
,5 {��� K2 = 0 ��	 �� �� �� ��� �� �� 
������"��� ����
���� ��������

��
����������!��
�� ����������
:5 &��������� �� �� �� �� ������� ������ 
������� 3��� ����� ��	 
����

��� ���� �� ���������� ��������
��	��� ��������� � ����� -�� ��������"
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�W YTSXU RLNP] PLWYWJTNTQIJY KIL T]W bLTQJE�LQWYiILJ eLNQX RLISPY IK T]W
TUPW B� YQJRSONL eLNQX MIJIQXY� NJX T]W eLNQX RLISPY KIL T]W YP]WLW S2� ZJ
PNLTQVSONL jW PLIgW T]W KIOOIjQJR T]WILWM�

������� �� <" Γ ." $ /*-1$( :-$6! */  !" +6!"-" S2 #& ! n 5"- &)"+8
3!" .-$&' :-*,6 2*-  !" +6!"-"� Bn(S2)� $'1& + $ 6-"+"/ $ &*/ 〈XΓ |RΓ〉� #!"-"
XΓ = {σ | σ &+ $/ "':" *2 Γ} $/' RΓ &+  !" +" *2 2*((*#&/: -"($ &*/+8

• R&+4*&/ "'/"++ -"($ &*/+ 0n_58 &2 σi $/' σj $-" '&+4*&/ �  !"/ σiσj = σjσi)

• K'4$)"/)0 -"($ &*/+ 0b_58 &2 σi, σj !$5" $ )*11*/ 5"- ">�  !"/ σiσjσi =
σjσiσj )

• S*'$( -"($ &*/+ 0t_58 &2 {σ1, σ2, σ3} !$5" */(0 */" )*11*/ 5"- "> $/'
 !"0 $-" )(*)%=#&+" *-&"/ "'�  !"/

σ1σ2σ3σ1 = σ2σ3σ1σ2;

• T+",'*=)0)(" -"($ &*/+ 0`_58 &2 σ1 . . . σm &+ $ 6+",'*=)0)(" $/' σ1 &+ /* 
 !" + $- "':" *- σm  !" "/' "':" *2 $ -"5"-+&/:�  !"/

σ1σ2 · · ·σm−1 = σ2σ3 · · ·σm;

• 3-"" -"($ &*/+ 0k_58 δx,y(∆) = 1� 2*- "5"-0 1$>&1$(  -"" ∆ *2 Γ $/' "5"-0
)*,6(" *2 5"- &)"+ x� y +,)!  !$  !"0 $-" $'4$)"/  *  !" +$1" "':" σ *2 ∆8

k]W WaPLWYYQIJ δx,y(∆) QY XWhJWX NY KIOOIjY� ~WT ∆ eW N MNaQMNO TLWW IK N
JILMNO RLNP] Γ IJ q+1 gWLTQVWY� k]WJ ∆ ]NY q WXRWY� ~WT v1� v2 eW TjI gWLTQVWY
YSV] T]NT T]WU NLW NXfNVWJT TI T]W YNMW WXRW σ IK ∆� �W YWT σ eU σ(f1)� �W
XWhJW T]W )&-),& σ(f1) . . . σ(f2q) NY KIOOIjY8

�[p&V +$&�&.$ ,&; U'!&.'&; ] $%p&� $!n9&;� >.!:&+;!$p& ]*.$V&""!&+ ==� T" '& �9)p&.& < $ !"�
"*.� �5��B ]*.$V&""!&+ '&,&S B� Y+ .'&�

��� !"# :&+;%!.!(� $%�9.!:��*.$V��\+
U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� ������ 6*:*;!8!+;-� @9;;! �
��� !"# :&+;%(� $%�.;'�+9

|D



� QK T]W gWLTWa vj+1 QY JIT SJQ�gNOWJT� T]WJ σ(fj+1) QY T]W hLYT WXRW IJ T]W
LQR]T IK σ(fj) 0jW VIJYQXWL σ(fj) RIQJR KLIM vj TI vj+15 NJX T]W gWLTWa vj+2 QY
T]W IT]WL gWLTWa NXfNVWJT TI σ(fj+1))

� QK T]W gWLTWa vj+1 QY SJQ�gNOWJT� T]WJ σ(fj+1) = σ(fj) NJX vj+2 = vj �
k]QY jNU jW VIMW eNVi TI v1 NKTWL jW PNYYWX TjI TQMWY T]LISR] WNV]

WXRW IK ∆� �W YWT δv1,v2(∆) KIL T]W jILX QJ XΓ VILLWYPIJXQJR TI T]W VQLVSQT
σ(f1) . . . σ(f2q)�

||
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~WT Hg NJX H
′
g eW T]W TjI ]NJXOWeIXQWY IK N RWJSY g vWWRNNLX YPOQTTQJR IK N

VOIYWX ILQWJTNeOW 7�MNJQKIOX N NJX OWT Sg = ∂Hg = ∂H ′
g� b OQJi L ⊂ N QY YNQX TI

eW QJ b=.-&':" 6*+& &*/ jQT] LWYPWVT TI Sg QK8 0Q5 L QJTWLYWVTY Sg TLNJYgWLYNOOU NJX
0QQ5 L ∩Hg NJX L ∩H ′

g NLW eIT] YWTY IK b MSTSNOOU XQYfIQJT PLIPWLOU WMeWXXWX
TLQgQNO NLVY� k]QY YPOQTTQJR QY VNOOWX N (g, b)='")*16*+& &*/ *2 L� ZJ PNLTQVSONL�
N (0, b)�XWVIMPIYQTQIJ QY T]W VONYYQVNO eLQXRW XWVIMPIYQTQIJ KIL OQJiY QJ S3� b
OQJi L QY VNOOWX N (g, b)=(&/% QK QT NXMQTY N (g, b)�XWVIMPIYQTQIJ�

sQgWJ N iJITK ⊂ N QJ N 7�MNJQKIOX N � NJ n�KIOX VUVOQV VIgWLQJR f : M → N
eLNJV]WX IgWL K QY YNQX TI eW + -*/:(0=)0)(&) QK T]W eLNJV]QJR QJXWa IK K QY n�
k]QY MWNJY T]NT T]W heWL f−1(x) IK WNV] PIQJT x ∈ K VIJTNQJY N YQJROW PIQJT� }IL
iJITY QJ S3� YTLIJROU�VUVOQV eLNJV]WX VIgWLQJRY NJX VUVOQV eLNJV]WX VIgWLQJRY
NLW WlSQgNOWJT JITQIJY� ^TLIJROU�VUVOQV eLNJV]WX VIgWLQJRY IK (1, 1)�iJITY� iJIjJ
NOYI NY R,/#**'0 1$/&2*('+ � jWLW YTSXQWX QJ 124�

vWLW jW jQOO XQYVSYY VIJXQTQIJY IJ T]W WaQYTWJVW NJX T]W SJQlSWJWYY IK
YTLIJROU�VUVOQV eLNJV]WX VIgWLQJRY IK (g, 1)�iJITY� IeTNQJWX QJ 134 QJ TWLMY IK
T]W hLYT QJTWRWL ]IMIOIRU RLISP IK NJ SJXWLOUQJR 7�MNJQKIOX� }IL WaNMPOW� NY
N VILIOONLU� jW RWT T]NT N iJIT K QJ N 7�MNJQKIOX N NXMQTY NJ SJQlSW n�KIOX
YTLIJROU�VUVOQV eLNJV]WX VIgWLQJR� SP TI WlSQgNOWJVW� QK NJX IJOU QK H1(N) QY
hJQTW NJX gcd(|H1(N)|, n) = 1�
����������

124 0����/#,7�  	� ��4����!, �	 ^TLIJROU�VUVOQV eLNJV]WX VIgWLQJRY IK (1, 1)�
iJITY NJX VUVOQV PLWYWJTNTQIJ IK RLISPY ?? \NT]� `LIV� HNMe� `]QOIY� ^IV�
3BB7� �� 27A� �̀ 27|E2+D�

134 0#,-��N�#, &	� ��4����!, �	� F$-!,!  	 HUVOQV eLNJV]WX VIgWLQJRY IK (g, 1)�
iJITY� 0`LWPLQJT?NL�Qg8MNT]8sk?B+B37:7) ]TTP8\\aaa�ONJO�RIg5�

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# :&;.!.(� $%�.;'�+9
f%& +&;& +'% h ; ;9VV*+$&, 8? @Y<@ c)+ .$ ��Z�2Z�2223e  ., =6f7U cV+*q&'$ i "'*]&$�

Af� @&\� ��ZB2Z����e�
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~WT Ω ⊂ Rn eW eISJXWX VIJJWVTWX YTLIJROU ~QPYV]QTc XIMNQJ� ~WT u(x) : Ω →
Rn eW N YPNTQNO MNPPQJR� k]W KSJVTQIJ u(x) eWOIJRY TI KWNYQeOW YWT Ã j]WJ
u(x) ∈W 1,p(Ω; Rn)� p > n� NJX

det(∇uH−1)− tφ(∇uH−1, det(∇uH−1)) > 0 (1)

N�W� QJ Ω� vWLW φ : Rn×n × R → R QY RQgWJ eU

φ(S, η) = θ

(
1
n

tr(STS)
)n/2

+
1
2
(1− θ)

(
v̄ +

1
v̄
η2

)
, (2)

NJX 0 < θ < 1� 0 < t < 1� v̄ > 0 NLW RQgWJ VIJYTNJTY� }SJVTQIJ H(x) : Ω → Rn×n

eWOIJRY TI L∞(Ω)� detH(x) > 0 NOMIYT WgWLUj]WLW QJ Ω� NJX YQJRSONL gNOSWY
IK H(x) NLW N�W� SJQKILMOU eISJXWX KLIM eWOIj NJX KLIM NeIgW� `IOUVIJgWa
QJWlSNOQTU 025 XWhJWY N YSeYWT IK T]W YWT IK MNPPQJRY jQT] eISJXWX XQYTILTQIJ 124�

\NPPQJR u(x) QY YISR]T NY T]W MQJQMQcWL IK T]W KSJVTQIJNO J(u) 1348

J(u) =
∫
Ω

f(∇uH−1(x)) detH(x) dx, 075

f(S) =

{
(1− t) φ(S,detS)

detS−tφ(S,detS) , QK detS − tφ(S, detS) > 0;

+∞ IT]WLjQYW .

k]W YWT IK NXMQYYQeOW XWKILMNTQIJY QY NSRMWJTWX eU eISJXNLU VIJXQTQIJY�
k]LWW YWTY IK eISJXNLU VIJXQTQIJY NLW VIJYQXWLWX� ~WT ∂Ω = Γ1∪Γ2 NJX u(Γ1) =
u0(Γ1)� j]WLW u0 QY RQgWJ VIJTQJSISY KSJVTQIJ� �W VIJYQXWL T]W KIOOIjQJR VNYWY8
0N5 Γ1 = ∂Ω� 0e5 Γ1 QY IPWJ YSeYWT IK ∂Ω jQT] PIYQTQgW MWNYSLW NJX 0V5 Γ1 = ∅�
ZJ T]W VNYW 0V5 T]W NXMQYYQeOW YWT QY NSRMWJTWX eU VIJYTLNQJT

∫
Ω

u dx = e� j]WLW

e ∈ Rn QY VIJYTNJT gWVTIL�

������� �� U,66*+"  !"-" ">&+ v ∈ Ã +,)!  !$ J(v) < +∞�  !"/  !"-"

">&+ ū ∈ Ã +,)!  !$ J(ū) = inf
v∈Ã

J(v)8

�7� 7� [*+*,.!'?. i*�V9$!.) i&.$&+ @7U� r :!"*: 5�� ]*;'*h 22���2� @9;;! �
��� !"# ) + .('' ;�+9
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`LIIK IK T]QY T]WILWM KIOOIjY T]W QXWN IK T]W PLIIK IK k]WILWM |�2+ KLIM 174�
}SJVTQIJNO 075 VNJ eW SYWX TI VIJYTLSVT IPTQMNO lSNYQ�QYIMWTLQV VIILXQJNTWY

QJ TjI�XQMWJYQIJNO MNJQKIOXY IK eISJXWX VSLgNTSLW QJ T]W YWJYW IK b� n� bOWaNJ�
XLIg 1+4� ZJ T]QY VNYW WaQYTWJVW IK v ∈ Ã PLIgQXQJR hJQTW gNOSW IK KSJVTQIJNO 0IL
WaQYTWJVW IK QJQTQNO lSNYQ�QYIMWTLQV mNTTWJQJR5 VNJ eW PLIgWX SJXWL VWLTNQJ VIJ�
YTLNQJTY IJ JWRNTQgW NJX PIYQTQgW PNLTY IK VSLgNTSLW 1+� A4�

������� �� <" u0 : Ω → Rn ." */"= *=*/" )*/ &/,*,+ 1$66&/: $/' u0(Ω)
." .*,/'"' )*//") "' + -*/:(0 <&6+)!& ; '*1$&/8 A2 u(∂Ω) = u0(∂Ω) $/' * !"-
)*/'& &*/+ *2 3!"*-"1 2 !*('�  !"/ 1&/&1&;&/: 1$66&/: &+ */"= *=*/" .&(&6+)!& ;
1$66&/:8

k]QY T]WILWM QY N XQLWVT VIJYWlSWJVW IK �� �NOO QJgWLYW KSJVTQIJ T]WILWM 1D4
NJX WMeWXXQJR T]WILWMY KIL ^IeIOWg YPNVWY�

������� &� U,66*+"  !$  !" +" *2 $'1&++&.(" '"2*-1$ &*/+ Ã &+ '"7/"'
.0 025 $/' &/"?,$(& 0

∫
Ω

det∇u dx � volu(Ω)� #!"-" vol '"/* "+ 5*(,1" *2 '*=

1$&/8 A2 * !"- )*/'& &*/+ *2 3!"*-"1 2 !*('�  !"/ 1&/&1&;&/: 1$66&/: ">&+ +
$/' &+ */"= *=*/" $(1*+ "5"-0#!"-"8

k]W PLIIK IK T]QY T]WILWM QY YQMQONL TI T]W PLIIK IK k]WILWM |�:E2 KLIM 1|4�

����������

124 A$-*$�!6�+ ��	 @	 \NPPQJRY jQT] eISJXWX XWKILMNTQIJ NY WaTLWMNOY IK
nQLQV]OWT TUPW QJTWRLNOY ?? ^Qe� \NT]� �� 2:D,� �� :� �̀ +,|E+:,�

134 @�#�!�*� F	  	 �NLLQWL gNLQNTQIJNO RWJWLNTQIJ IK lSNYQ�QYIMWTLQV RLQXY ??
HIMPST� \NT]� \NT]� `]UY� 3BBB� �� +B� C 22� �̀ 2D2|E2D7|�

174 2�44 B	 �	 HIJgWaQTU VIJXQTQIJY NJX WaQYTWJVW T]WILWMY QJ JIJOQJWNL WONY�
TQVQTU ?? bLV]� _NT� \WV]� bJNO� 2:||� �� D7� �̀ 77|E+B7�

1+4 A$-*$�!6�+ ��	 @	 kjI�nQMWJYQIJNO \NJQKIOXY IK �ISJXWX HSLgNTSLW ??
sWIMWTLU Z�8 tIJ�LWRSONL _QWMNJJQNJ sWIMWTLU� �WLOQJ8 ^PLQJRWL� 2::7�
�̀ 7E2DA� 0dJVUVOIPNWXQN IK \NT]� ^VQ�) |B5�

1A4 2�!+ �	� 9�!7 O	 �Q�~QPYV]QTc PNLNMWTWLQcNTQIJ IK YSLKNVWY ?? \NT]� bJJ�
3BB7� �� 73|� C 2� �̀ 27AE2D:� 0 !" #$�#$$%��$$&$'($$)($**)('5�

1D4 2�44 B	 �	 sOIeNO QJgWLTQeQOQTU IK ^IeIOWg KSJVTQIJY NJX T]W QJTWLPWJWTLN�
TQIJ IK MNTTWL ?? `LIV� _IU� ^IV� dXQJe� 2:,2� �� ,,b� �̀ 72AE73,�

1|4 0,�#4$� &	 @	 \NT]WMNTQVNO dONYTQVQTU� �� 28 k]LWW nQMWJYQIJNO dONYTQVQTU�
tWj �ILi8 dOYWgQWL� 2:,,� 0^TSX� \NT]� bPPO�) 3B5�

,B
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�� �� .��;�� �� �� 5� A
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9���" A � ����������� 
�������	 � B � �
 �����	 ��'��
�����	 ���
��
������	� 9�������� ��
�� ��� 
�������� ���$�� ���
�������	 ���������
������ ��������!��
�� ��
������ ����������� � 
�������� ���� �������
��!��
�� ��
������ ������������ ���
�������	 �������� ����� ��� 
��!��
��	 � 
�������� ���� �������� ������ ����� �����"�����" ��������� ����

���!���	8 O
A(B)
C � MA(B)� M

A(B)
C � PA(B)� P

A(B)
C � 
����� ���� ������� ����

'������ �������'������ ������� �������'������ -�����'������ �������
-�����'����� 
�������� A 0
�������� B5 ��������������) S � 
���� ����
��
�� �� �
��� C 
�������� A� ��	 
������ �������	 ������� -�����'���
p : A→ C � �������'��� u : C → B ��
��� !�� A,B ∈ Ob(B)� /�	 �� �
��
A ∈ Ob(A) �������� πA : A→ RA ������!����	 ���'��� ��'��
#�� -����
�� �
�� � ���
�������� B� ���������� ��������� �
������ �����	����
�	 
 ���� 
�������� B ⊂ A� ��� B � �����	 ��'��
�����	 ���
�������	
������������ 
�������� A�

92� R(KerπA) = 0 �
� ���� ��V����� A ∈ Ob(A)� ������� ��
�H���
������	� � A 	�����	�� ��������� B8

93� O�
� C ∈ S� u : C → B� B ∈ Ob(B)� u ∈MA� �� Ru ∈MB8
97� E����

A
ν−−−−→ B

µ

� πB

�
C −−−−→

λ
RB

� ���
������
�
�� �������� C ∈ Ob(B)� B ∈ S� λ ∈ MB
C 8 F���� µ � ��=

�
�����8

9+� O�
� � ���
�������
�
���� A
ϕ−→ B

ψ−→ C −→ 0 ψ = cokerA ϕ�
A,B ∈ Ob(B)� ϕ ∈M � �� ϕ ∈MB

C ����� � ��
��� ������ ����� C ∈ Ob(B)8
�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������

����� ������� �������
��� !"# )"*$-*(� $%�.;'�+9
�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������

����� ������� �������
��� !"# -9K�!.*:(� $%�.;'�+9
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&�������� ��� ������� ���� 
������� �������������� � ������������
��� ������ ��'��
������ ���
�������� ������������ 
���������

�	�
	�� �� E�

�� ���
�����
�� ������������ B ��
����
���� ����=
����� A �������
��� ����� � ��
��� ������ ����� ����

�
� �����	� 92
� 93�

�	�
	�� �� W��
�����
�� ��

�� ������������ B ��
����
���� ����=
����� A ��
����
��� ����� � ��
��� ������ ����� ����

�
� �����	� 92
� 978

$�
	%	�	"�	 �� 9���" A � ������� ����� �
� �� �
�� B� A,B ∈
Ob(A)� ����� �������"� !�� ����� �
�A ��	�
�� � B � �����" A ∈ ClA(B)�
���� πB/A ∈M �

9���" A = (Ai, diA)i∈Z � 
�#����� 
�����
� 
�������� B�
$�
	%	�	"�	 �� ����� �������" ����������

�	� ����	�
����	� 
���

���
�� A �� �
�� Hi
BA = KerB diA/ ImB di−1

A � � 
�����������

�	� ����	�=

����	� � Hi

AA = KerA diA/ ImA di−1
A �

9���" 0 −→ A
ϕ−→ B

ψ−→ C −→ 0 � 
����
�	 ������ ��!��	 ������
�������"����" 
�����
��� 
�������� B� {� ������������� ��� ������!���
������������"����� 
����������8

. . . −→ Hi
AA

HiAϕ−→ Hi
AB

HiAψ−→ Hi
AC

HiAδ−→ Hi+1
A A −→ . . . ,

. . . −→ Hi
BA

HiBϕ−→ Hi
BB

HiBψ−→ Hi
BC

HiBδ−→ Hi+1
B A −→ . . . .

6�� ���������� ������� 
�
 ���	�� ��������$���� � ��������� ������
�� ��''����#����� 
�����
���� ���������� 
����
�� ������ ��!��� ���
����������"����" 
�����
��� � ��'��
������ ������ ���
�������� �����
�������� 
�������� �� �������� ������ ��''����#����� -��� 
�����
����
z���� �� -��� ������ ��
� ��������	 ��������

�	�
	�� &� E���� 0 −→ A
ϕ−→ B

ψ−→ C −→ 0 � �������� ������
���
�� ���
�������
�
���� ��	�
����� ��������� B� F����

25 O�
� diA ∈ OB
C � �� di−1

C ∈ OB
C ����� � ��
��� ������ ����� ImAHi

Aϕ ∈
ClA(Hi

AB)�
35 O�
� diB ∈ OB

C � �� diA ∈ OB
C ����� � ��
��� ������ ����� ImAHi

Aψ ∈
ClA(Hi

AC)�
75 O�
� di−1

C ∈ OB
C ��� di−1

B ∈ OB
C ����� � ��
��� ������ ����� ImAHi

Aδ ∈
ClA(Hi

AA)�
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�W VIJTQJSW ISL YTSXU IK 7�XQMWJYQIJNO MIXWOY IK RWJW JWTjILiY jQT] JWR�
NTQgW KWWXeNVi LWRSONTQIJ LWNOQcWX eU eQIV]WMQVNO iQJWTQV JIJOQJWNL XUJNMQVNO
YUYTWMY 012458

dxi
dt

= α(1 + xγi−1)
−1 − xi, 025

dxi
dt

= α(1 + xγi−1 + xµi−2)
−1 − xi, 035

dxi
dt

= α(1 + xγi−1x
µ
i−2)

−1 − xi, 075

dxi
dt

= α− (1 + xγi−1)xi, 0+5

dxi
dt

= α− (1 + xγi−1 + xµi−2)xi 0A5

dxi
dt

= α− (1 + xγi−1x
µ
i−2)xi. 0D5

vWLW α > 0� γ > µ > 1� xi � 0) i = 1, 2, 3 NJX i−1� i−2 NLW VIJYQXWLWX mod 3�
bOO T]WYW XUJNMQVNO YUYTWMY VILLWYPIJX TI XQ�WLWJT LWRSONTQIJ MWV]NJQYMY QJ
T]W RWJW JWTjILiY NJX NLW YUMMWTLQV jQT] LWYPWVT TI VUVOQV PWLMSTNTQIJ IK T]W
gNLQNeOWY x1 → x2 → x3 → x1�

�W hJX YTNTQIJNLU PIQJTY IK NOO T]WYW YUYTWMY NJX VIJXQTQIJY IK WaQYTWJVW IK
N VOIYWX TLNfWVTILU QJ T]W YUYTWMY 025� 0+5� bT T]W eQKSLVNTQIJ PIQJTY IK T]WYW
TjI YUYTWMY� T]W VILLWYPIJXQJR vIPK VUVOWY QJ T]W VWJTLNO MNJQKIOXY NLW SJQlSW
NJX YTNeOW� �W PLIgW T]W WaQYTWJVW IK T]W vIPK VUVOWY KIL IT]WL YUYTWMY OQYTWX
NeIgW� k]W eQKSLVNTQIJ PIQJTY NLW VIJTNQJWX QJ T]W XQNRIJNO x1 = x2 = x3 IK T]W
VSeW Q = [0, α]× [0, α]× [0, α] QJ T]W PIYQTQgW IVTNJT IK R3�

�W ]NgW XWMIJYTLNTWX T]NT T]W YTNJXNLX JSMWLQVNO NORILQT]MY� SYWX QJ
()*�+,-� XI JIT RQgW LWNOQYTQV LWYSOTY QJ T]W VNYW IK T]W YUYTWM 0A5 JWNL

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# )"8$.(� $%�.;'�+9
f%& h*+- h ; ;9VV*+$&, 8? $%& "& ,!.) ;'!&.$!g' ;'%**"; )+ .$ �22������2 *\ T+&;!,&.$ *\

@9;;! . Y&,&+ $!*.  ., @Y<@ )+ .$ ��Z�2Z����3�

,7



QTY YTNeOW YTNTQIJNLU PIQJTY� j]QV] NLW OIVNTWX QJ YIMW YMNOO JWQR]eIL]IIXY IK
T]W gWLTQVWY (α, 0, 0)� (0, α, 0)� (0, 0, α) IK T]W VSeW Q�

^QMQONL MIXWOY IK T]W RWJW JWTjILiY VNJ eW VIJYTLSVTWX NJX YQMQONL LWYSOTY
VNJ eW IeTNQJWX QJ T]W ]QR]WL�XQMWJYQIJNO WSVOQXWNJ YPNVWY�

k]W NST]IL QY QJXWeTWX TI �� }� ~Qi]IY]gNQ� [� �� ^TILIc]Si� NJX d� �̀ �IOIi�
QTQJ KIL ]WOPKSO XQYVSYYQIJY NJX NYYQYTNJVW�

����������

124 @�4�/6��!,+�% F	 &	� 9,+*�-*%�, F	  	� D�"$$% G	 P	� ����-*+,! ��	 @	�
A���-*!6  	 F	� ��4)*�!�% C	  	 \NT]WMNTQVNO NJX VIMPSTWL MIXWOQJR
IK RWJWTQV JWTjILiY ?? `LIV� D�T] ZJT� HIJK� vSMNJ NJX HIMPSTWLE3BB7�
k]W pJQgWLYQTU IK bQcS� 3BB7� �̀ 3BBE3BA�
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�W VIJYQXWL T]W gNLQNTQIJNO PLIeOWM (P) IK MQJQMQcNTQIJ IK T]W QJTWRLNO
KSJVTQIJNO

J(u) =
∫
Ω

g(∇u(x)) dx

IgWL NOO YVNONL ^IeIOWg KSJVTQIJY YSefWVT TI N�JW eISJXNLU VIJXQTQIJ u(x) =
〈v, x〉� x ∈ ∂Ω� vWLW Ω QY NJ IPWJ XIMNQJ KLIM Rn� g : Rn → R ∪ {+∞} QY N
OIjWL YWMQVIJTQJSISY JIT JWVWYYNLQOU VIJgWa KSJVTQIJ gWLQKUQJR YIMW YSPWLOQJWNL
RLIjT] NYYSMPTQIJ� NJX 〈·, ·〉 MWNJY T]W QJJWL PLIXSVT QJ Rn� HIJTQJSQJR QJgWY�
TQRNTQIJY IK b� HWOOQJN� s� }LQWYWViW� \� ^UV]Wg NJX T]W hLYT NST]ILY� jILiY�
jW YTSXU gNLQISY YIOSTQIJY IK T]W PLIeOWM (P) NJX IK T]W LWONaWX IJW j]QV] NLW
VIJTQJSISY j�L�T� T]W PNLNMWTWL v�

^I� jW ]NgW WaPOQVQTOU VIJYTLSVTWX T]W MNaQMNO NJX MQJQMNO YIOSTQIJY IK
T]W LWONaWX PLIeOWM j]QV] NLW OQPYV]QTc VIJTQJSISY QJ v NJX� PLIeNeOU� NLW T]W
YIOSTQIJY IK (P) QTYWOK KIL T]IYW v KIL j]QV] YIOSTQIJ WaQYTY� �eYWLgW T]NT NY
jWOO NOLWNXU iJIjJ (P) VNJ ]NgW IL XI JIT ]NgW YIOSTQIJY XWPWJXQJR IK T]W
PIYQTQIJ IK T]W gWVTIL v QJ T]W RWIMWTLQVNO YTLSVTSLW IK T]W WPQRLNP] IK T]W
eQPIONL KSJVTQIJ g∗∗�

}SLT]WLMILW� SYQJR T]W TWV]JQlSW IK PIOUJIMQNO NPPLIaQMNTQIJY NJX �NQLW�Y
HNTWRILU k]WILWM� jW ]NgW PLIgWX T]NT WNV] YIOSTQIJ IK T]W LWONaWX PLIeOWM
VIJTQJSISYOU XWPWJXQJR IJ v VNJ eW SJQKILMOU NPPLIaQMNTWX eU YIOSTQIJY IK T]W
ILQRQJNO PLIeOWM (P) iWWPQJR VIJTQJSQTU QJ T]W eISJXNLU XNTN� ~WT SY JITQVW
T]NT QJ XQ�WLWJVW IK T]W PLWgQISY jILiY jW SYW ]WLW MILW XQLWVT VIMPNVTJWYY
NLRSMWJT QJYTWNX IK �QTNOQ�Y HIgWLQJR k]WILWM�

�[&V +$ �&.$* ,& ] $&�p $!' � >.!:&+;!, ,& ,& p�:*+ � +9 @*�s * @ � "%* B��
THI���H�I2� p�:*+ � T*+$9) "�

��� !"# )*.'% (9&:*+ �V$
�[&V +$ �&.$* ,& ] $&�p $!' � >.!:&+;!, ,& ,& p�:*+ � +9 @*�s * @ � "%* B��

THI���H�I2� p�:*+ � T*+$9) "�
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~WT F 2 eW N LWRSONL TjI�XQMWJYQIJNO YSLKNVW QJ PYWSXI�dSVOQXWNJ YPNVW
{Mn, dσ2 = (dx1)2 − (dx2)2 − . . . − (dxn)2}� ~WT ds2 = gij du

i duj YTNJX KIL
T]W MWTLQV KILM IJ F 2 QJXSVWX KLIM dσ2� k]W YSLKNVW F 2 QY VNOOWX QYITLIPQV Q�
g11g22 − (g12)2 gNJQY]WY) QJ T]QY VNYW OIVNO VIILXQJNTWY u1� u2 IJ F 2 MNU eW
V]IYWJ QJ YSV] N PNLTQVSONL jNU T]NT T]W VIILXQJNTW VSLgWY u2 = const QJ F 2 NLW
JSOO�VSLgWY IK Mn� YI ds2 = g22 (du2)2�

b LWRSONL MNP ϕ : F 2 → F̃ 2 QY VNOOWX N CG�TLNJYKILMNTQIJ QK QT YNTQYhWY TjI
KIOOIjQJR VIJXQTQIJY8 25 ϕ QY VIJKILMNO� Q�W� ds̃2 = Λ2 ds2) 35 PONJWY TNJRWJT

TI F 2 NJX TI F̃ 2 NT VILLWYPIJXQJR PIQJTY NLW PNLNOOWO� kLNJYONTQIJY NJX ]IMI�
T]WTQWY NLW TLQgQNO CG�TLNJYKILMNTQIJY� sWJWLQVNOOU� N YSLKNVW QJ Mn XIWY JIT
NXMQT JIJ�TLQgQNO CG�TLNJYKILMNTQIJY� ZJ KNVT� N JIJ�QYITLIPQV YSLKNVW F 2 ⊂Mn

NXMQTY N JIJ�TLQgQNO VIJTQJSISY CG�XWKILMNTQIJ Q� T]W MWNJ VSLgNTSLW IK F 2

gNJQY]WY� ^SV] N YSLKNVW QY PLWYWJTWX eU N PIYQTQIJ�gWVTIL x = ρ(u1, u2) YIOgQJR
T]W KIOOIjQJR WlSNTQIJY8

25 YPNVW�OQiW VNYW

∂u1u1ρ+ ∂u2u2ρ = 0, 〈∂u1ρ, ∂u1ρ〉 = 〈∂u2ρ, ∂u2ρ〉, 〈∂u1ρ, ∂u2ρ〉 = 0;

35 TQMW�OQiW VNYW

∂u1u1ρ− ∂u2u2ρ = 0, 〈∂u1ρ, ∂u1ρ〉 = −〈∂u2ρ, ∂u2ρ〉, 〈∂u1ρ, ∂u2ρ〉 = 0.

bY KIL CG�TLNJYKILMNTQIJY IK QYITLIPQV YSLKNVWY� T]W YQTSNTQIJ QY MILW YSeTOW�
k]W KIOOIjQJR YTNTWMWJT NOOIjY SY TI XQYTQJRSQY] N VONYY IK PNLTQVSONL QYITLIPQV
YSLKNVWY QJMn j]QV] VNJ eW QJTWLPLWTWX NY QYITLIPQV YSLKNVWY IK gNJQY]QJR MWNJ
VSLgNTSLW�

�������� <" F 2 ⊂Mn ." $/ &+* -*6&) +,-2$)"� x = ρ(u1, u2) ." $ 6*+& &*/=
5") *- *2 F 2 +,)!  !$  !" )**-'&/$ " (&/"+ u2 = const $-" /,((=),-5"+ *2 Mn� &8"8
〈∂u1ρ, ∂u1ρ〉 = 0� 〈∂u1ρ, ∂u2ρ〉 = 0� +* ds2 = g22(u2)28 3!" +,-2$)" F 2 $'1& +
$ )*/ &/,*,+ /*/= -&5&$( CG= -$/+2*-1$ &*/ &2 $/' */(0 &2 "& !"-

25 ∂u1u1ρ = α∂u1ρ+ β∂u2ρ� *-

�<� r&+-!. =.;$!$9$& \*+ W*h f&�V&+ $9+& T%?;!';� 5I W&.!.  :&�� _% +-!: �22��� >-+ !.&�
��� !"# )*+- :!?(!"$�-% +-*:�9 
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35 ∂u1u2ρ = α∂u1ρ+ β∂u2ρ+ γ∂u1u1ρ� #!"-" ∂u1ρ� ∂u2ρ� ∂u1u1ρ $-" (&/"$-(0
&/'"6"/'"/ 8

tITW T]NT QJ T]W hLYT VNYW F 2 QY NJ QYITLIPQV YSLKNVW LSOWX eU RWIXWYQV JSOO�
VSLgWY IKMn� ZJ T]W YWVIJX VNYW T]W PNLNMWTWLQcNTQIJ u1� u2 VNJ eW YPWVQNOQcWX
QJ YSV] N jNU T]NT γ = 0� YI ρ(u1, u2) YIOgWY N ~NPONVW WlSNTQIJ ∂u1u2ρ =
α∂u1ρ+β∂u2ρ� k]W XWYVLQeWX PNLTQVSONL VONYYWY IK QYITLIPQV YSLKNVWY QJMn MNU
eW gQWjWX NY N JNTSLNO NJNOIRSW IK TQMW� NJX YPNVW�OQiW YSLKNVWY jQT] gNJQY]QJR
MWNJ VSLgNTSLW�

tITW NOYI T]NT NJ QYITLIPQV YSLKNVW QJMn� n = 3, 4� NOjNUY NXMQTY N VIJTQJS�
ISY JIJ�TLQgQNO CG�XWKILMNTQIJ� YQJVW ∂u1ρ� ∂u2ρ� ∂u1u1ρ NJX ∂u1u2ρ NLW OQJWNLOU
XWPWJXWJT eWVNSYW IK XQMWJYQIJ n� �J T]W IT]WL ]NJX� QK ∂u1ρ� ∂u2ρ� ∂u1u1ρ�
∂u1u2ρ NLW OQJWNLOU QJXWPWJXWJT� T]NT QY N RWJWLQV VNYW KIL n > 4� j]WJ F 2 XIWY
JITW NXMQT JIJ�TLQgQNO CG�XWKILMNTQIJY� k]SY� KIL n > 4 T]W QYITLIPQV YSLKNVWY
T]NT NXMQTY VIJTQJSISY JIJ�TLQgQNO CG�XWKILMNTQIJY KILM N LWNOOU PNLTQVSONL
VONYY IK QYITLIPQV YSLKNVWY�

*��./��� 3* )*/+ -,) $ 5$-&$ &*/$( 6-*.("1� #!*+" "> -"1$( 6*&/ + $-"  !"
X1&/&1$(Y &+* -*6&) +,-2$)"+ &/ Mn '"+)-&."' $.*5"8
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~WT X NJX Y eW NJ NLeQTLNLU VIMPOWTWOU LWRSONL TIPIOIRQVNO YPNVWY� ZJ 124
[JQR]T� \ILNJ NJX `UM ]NgW XWTWLMQJWX N TIPIOIRQVNO YPNVW X ⊗̃ Y IJ T]W
PLIXSVT X × Y jQT] T]W PLIPWLTQWY8 KIL NJU VIMPOWTWOU LWRSONL YPNVW Z T]W
MNPPQJR f : X × Y → Z QY YWPNLNTWOU VIJTQJSISY QK NJX IJOU QK f : X ⊗̃ Y → Z
QY VIJTQJSISY� NJX YPNVW X ⊗̃ Y QY NOjNUY VIMPOWTWOU LWRSONL�

k]WLW NPPWNLY N JNTSLNO PLIeOWM TI XWYVLQeW T]W VONYYWY IK T]W YPNVWY X
NJX Y KIL j]QV] T]W YPNVW X ⊗̃ Y QY IL QY JIT JILMNO� ^IMW IK YSV] VONYYWY IK
YPNVWY jWLW VIJYTLSVTWX QJ 12� 34�

ZJ T]QY jILi T]W YPNVWY IK T]W KILM X ⊗̃ X j]WLW X QY T]W YPNVW VIJTNQJ�
QJR �HWV]�VIMPOWTW YSeYPNVW NLW VIJYQXWLWX� �U SYQJR T]W LWYSOTY T]W KIOOIjQJR
YTNTWMWJTY NLW PLIgWX�

������� �� <" X )*/ $&/ $ Z[")!=)*16(" " /*/=+)$  "-"' +6$)" $/'  !"
+6$)" X ×X×X ." !"-"'& $-&(0 /*-1$(8 3!"/  !" +6$)" X ⊗̃X &+ /* /*-1$(8

������� �� <" X ." $ 1" -&;$.(" .0 $ )*16(" " 1" -&) +6$)"8 3!"/  !"
+6$)" X ⊗̃X &+ /*-1$( &2 $/' */(0 &2  !" +6$)" X &+ +)$  "-"'8

����������

124 �!,7*� 0	 B	� ��#�! .	� &6� B	 G	 k]W TIPIOIRQWY IK YWPNLNTW VIJTQJS�
QTU� ZZ ?? `LIV� HNMeLQXRW `]QO� ^IV� 2:|3� �� |2� �̀ 7B|E72:�

134 @#,!-*1�! ��	 G	 tILMNOQTU IK T]W VIMPOWTWOU LWRSONL TIPIOIRU IK YWPNLNTW
VIJTQJSQTU ?? �SOO� kIMYi ^TNTW pJQg� 3BB7� �� 3,B� �̀ 3|E7B�
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)�������	 
����
��������	 �����������=
)�������	 
����
��������	 ��"��@����	 �����������

9���" Ca � ������� �
��� 0������� !���� .-��5� ������ G� G2 � �

������ �������'����� 124� /������ �
��	���� �����#�� ����!�� 
��'����
��� ������ � ������ COG2 = {λ · A : λ ∈ R+, A ∈ G2}� z��������"���
���������� 
 �����#� � ������� Ca 	��	���	 ���������� ��
������ ����
����������� ������������ ���������"�� �������	 ����� G2 � COG2� *�
��
������������ �� ����
������ ������� COG2 ����� �������" ��
���	
�=
�����
�	 ������
�	 �������
����	� � -��� ������������ � ��!����"�
�� �
��	����� ���$����	 ���������� ��
������ [·, ·] � �
��	���� 〈·, ·〉 ����
��������	� ��	������ ��	 ����� -�������� x � y -���� ������������ �����
��=���	��8 {

〈[x, y], y〉 = 0,
[[x, y], y] = 〈x, y〉y − 〈y, y〉x,


������ ���
� ����!��" �� ������	������	 � ������� �
��� ��$������
��"������������� a(ab) = (aa)b�

9���" S � ��������"��	 ���������������" 
��'�������
������� ����
���������� U � ��
����� ���$����� � R6 � � = �(U) � �����$���� ��
���
!�� �(U) = S� *���� � = �(u1, u2, u3, u4, u5, u6) � �����������#�	 ���������

��� S � d� =
6∑
i=1

rui dui� 9���������� 
 
�$��� ��!
� ����������� S �����

{�1, . . . , �7} ��������� �������8 ����$�� �i = �ui � i = 1, 6� � ��
��� �7 ���
�����!�� ����
���������	 ������	��

〈�i, �7〉 = 0, i = 1, 6,
6∑
k=1

�
2
k

�27
= 1,

�M�������	 
����
��������	 ������������ ��� /� F
���
� 2� M������ ��5���� �������
��� !"# )+9;%-*(� $%�!;9�+9
�M�������	 
����
��������	 ��C��G����	 ������������ ��� O��1�����
� 3�� M������

��5�I5� �������
��� !"# ) &+(!;$9�&,9

,:



� ��������� �������#��� ���������������� S� z������� !�� ��
��� �7 ���"
�� !�� ����� 
�
 ��
��� ������� � � ������ ��!
� �����������������

�	�
	��� \�M������
�� ���������

�� ���	�
{
d� = �β du

β ,

d�i = Γαiβ�α du
β ,

β = 1, 6, α = 1, 7,

�������
�
� ����	��������

�� ������
���� ��
��
��
� ������
�H���

����� ��M������
�� ���������
�� ���	 Ĩ =
d�2

�
2

� ĨI = −〈d�, d�〉
�

2
� ��=

M������
�� 
�
��
�� ���	� ĨV =
〈d�,�〉
�

2
� �� ��������
��8

������ ���	
���
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=� �������
������ ����B>����� Bk,nC���
������

�� G� .
�	 � �� H� �� G�I���� �

)������� &
��&
���� � &�"
���� �.� .����
	�<
�


� ������ ��������������	 �������� �����
����� ������ ������	 � w��
�"� 0Bk,n������5� & ��� �����"� ���������� Bk,n���
��
� � ��	 ��
 ����!��
������ ������� z�6����� /�
���� ������ ������� &������� ��	 �����
��
���� Bk,n������#���� � ������������ Lp,γk,n(R

n
k,+)�

9���" Rn � n������� ��
������ ������������ ��!�
 x = (x1, . . . xn)�

|x|2 =
n∑
i=1

x2
i � 1 � k � n − 1� x′ = x1,k = (x1, . . . , xk) ∈ Rk� x′′ = xk,n =

(xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k� x = (x′, x′′) = (x1,k, xk,n) ∈ Rn� (x′, y′) = x1y1 +
. . . + xkyk� Rnk,+ = {x = (x1,k, xk,n) ∈ Rn; xk+1 > 0, . . . , xn > 0}� γk,n =
(γk+1, . . . , γn)� γk+1 > 0, . . . , γn > 0� xγk,nk,n = x

γk+1
k+1 · . . . · xγnn � Q = n+ |γk,n|� �

���!�� k = 0 x = x′′ = x0,n ∈ Rn� Rn++ ≡ Rn0,+ = {x ∈ Rn; x1 > 0, . . . , xn >
0}� γ = γ0,n = (γ1, . . . , γn)� %���� Lp,γk,n = Lp,γk,n(Rnk,+) ����� �������
!��" ������������ ��������� '��
#�� f(x)� x ∈ Rnk,+� � 
���!��� ������

‖f‖Lp,γk,n(Rnk,+) = ‖f‖p,γk,n =
( ∫

Rnk,+

|f(x)|pxγk,nk,n dx
)1/p

, 1 � p < ∞� 9����

$�� L∞,γk,n(Rnk,+) = L∞(Rnk,+)� ��� L∞(Rnk,+) 
���� ���� ����������� �����
��!����� '��
#�� f � 
���!��� ������ ‖f‖L∞,γk,n

(Rnk,+) ≡ ‖f‖L∞(Rnk,+) =
ess sup
x∈Rnk,+

|f(x)|� z������� �����
����� ������ w��"� � ������	 0Bk,n������5

�������	���	 ��������� ������� 0���� ��������� 12� 3458

T yf(x) =

n∏
i=k+1

Γ
(
γi+1

2

)
[
Γ
(

1
2

)]n−k n∏
i=k+1

Γ
(
γi
2

)
π∫

0

. . .

π∫
0

f
(
x1 − y1, . . . , xk − yk,

√
x2
k+1 − 2xk+1yk+1 cosαk+1 + y2

k+1, . . . ,
√
x2
n − 2xnyn cosαn + y2

n

)
n∏

i=k+1

sinγi−1 αi dαk+1 . . . dαn.

�M������� 1
��1
���� � 1�C
���� �
D���
�4��	 J�
��1�� �
�� J0���
	�`
�
�
��� E� J

��
� �� a
��� 7KZ2252� J0���
	�`
��

�M������� 1
��1
���� � 1�C
���� �
D���
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��1�� �
�� J0���
	�`
�
�
��� E� J

��
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��� 7KZ2252� J0���
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z������� !�� -��� ����� ����� ��	��� V Bk,n�������	���� ��''����#��
��"��� ���������� ������	 0���� ��������� 1345 Bk,n = (Bk+1, . . . , Bn)� ���
Bj = ∂2

∂x2
j
+ γj
xj

∂
∂xj

� j = k+1, . . . , n� 6� ������ -���� ������ �������	 ��������

��	 �����
� 0Bk,n������
�5 '��
#�� (f ∗ g)γk,n =
∫

Rnk,+

f(x)(T yg(x))xγk,nk,n dx�

/�	 ��������� Bk,n������� �����������

0	��� � 174� E���� 1 � p �∞� f ∈ Lp,γk,n(Rnk,+)8 F����

‖T yf(·)‖Lp,γk,n(Rn
k,+) � ‖f‖Lp,γk,n(Rn

k,+), y ∈ Rnk,+.

9���" f : Rnk,+ → R � ��������	 '��
#�	� γk,n���
����� ��������
�
��
'��
#�� f ����� �������" '��
#�� f∗,γ � �������	���� ��	 t ∈ [0,∞)
���������� f∗,γk,n = |{x ∈ Rnk,+ : |f(x)| > t}|γk,n � ��� |E|γk,n =

∫
E

x
γk,n
k,n dx ��	

������ ���������� ���$����� E�

9���" f : Rnk,+ → R � ��������	 '��
#�	� γk,n��������
����� '��
�
#�� f � �����HG�	 ������� �������� '��
#�� f∗

γk,n � �������	���� ��	

t ∈ [0,∞) ���������� f∗
γk,n(t) = inf{s ∈ [0,∞) : f∗,γk,n(s) � t}� 0 < t < ∞�

%���� WLp,γk,n(Rnk,+) ����� ������!��" ������������ ��������� '��
#��

f(x)� x ∈ Rnk,+� � 
���!��� ������ ‖f‖WLp,γk,n
= sup

t�0
t1/pf∗

γk,n(t) < ∞�

1 � p < ∞� w��
#�	 f∗∗
γk,n �� (0,∞) �������	���	 ��������� �������

0���� ��������� 1+458 f∗∗
γk,n(t) = 1

t

t∫
0

f∗
γk,n(s) ds� t > 0� /�	 f∗∗

γk,n(t) ����� �����

(f + g)∗∗γk,n(t) � f∗∗
γk,n

(t) + g∗∗γk,n(t)� &��������� ������ ����������� z�6����
��	 Bk,n�������
8

0	��� �� E���� f � g � ��
�����
�
�� ��	���	�� ��
���� 
� Rnk,+8
F���� �
� ���� 0 < t <∞� �������
��� �
���HG�� 
�����
����

(g ∗ f)∗∗γk,n(t) � f∗∗
γk,n

(s) ds

t∫
0

g∗∗γk,n(u) du+

∞∫
t

f∗
γk,n

(u)g∗∗γk,n(u) du.

9���" Kα ∈ WL Q
Q−α ,γk,n

(Rnk,+)� 0 < α < Q� 6�������������� ������

�	���	� !�� ��	 0 < α < Q Kα(x) = |x|α−Q ∈ WL Q
Q−α ,γk,n

(Rnk,+)� /�	
�����
����� Bk,n������#���� (Kα ∗ f)γk,n ����������� ��������	

:3



�	�
	�� �� E���� Kα ∈ WL Q
Q−α ,γk,n

(Rnk,+)� 0 < α < Q8 F����

(Kα ∗ f)∗γk,n(t) � Ct
α
Q−1

t∫
0

f∗
γk,n

(s) ds+ C

∞∫
t

s
α
Q−1f∗

γk,n
(s) ds.

�	�
	�� �� E���� Kα ∈ WL Q
Q−α ,γk,n

(Rnk,+)� f ∈ Lp,γk,n(Rnk,+)� 0 < α <

Q� 1 < p < Q/α� 1/p− 1/q = α/Q8 F���� (Kα ∗ f)γk,n ∈ Lq,γk,n(Rnk,+) �

‖(Kα ∗ f)γk,n‖Lq,γk,n (Rnk,+) � C‖f‖Lp,γk,n(Rnk,+).

��	%��1�	 �� E���� f ∈ Lp,γk,n(Rnk,+)� 1 < p < Q/α� 1/p− 1/q = α/Q8

F���� Iαγk,nf(x) =
∫

Rnk,+

T y|x|α−Qf(y)yγk,nk,n dy ∈ Lq,γk,n(Rnk,+) �

‖Iαγk,nf‖Lq,γk,n (Rnk,+) � C‖f‖Lp,γk,n(Rnk,+).

6��������� �������" !��� ��
������"���� -���� ��������	 ������� ���
�	�� ����!��� � 1A� D4 � ���!�� k = n− 1 � � 1|4 � ����� ���!�� 0 � k � n�

������ ���	
���
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"� �� 21-%�1� �
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HIJYQXWL N MWLIMILP]QV KSJVTQIJ f : C → C� �U fn XWJITW T]W n�T] QTWLNTW IK
T]W KSJVTQIJ f � 3!" @$ *, +" F(f) QY T]W MNaQMNO IPWJ YWT j]WLW fn QY XWhJWX
KIL NOO n ∈ N NJX T]W KNMQOU {fn}n∈N QY JILMNO� k]W YWT J (f) := C\F(f) QY
VNOOWX �*$ B�4,� -$� IK T]W KSJVTQIJ f � }IL MILW XWTNQOY YWW W�R� 12� 34�

^SPPIYW T]NT f(0) = 0� f ′(0) = λ �= 0� k]W TNOi VIJVWLJY N OIjWL WYTQMNTW IK
T]W lSNJTQTU R(f) := dist(0,J (f))� _WPONVQJR f(z) eU r−1f(rz) jQT] YSQTNeOW
r > 0 jW VNJ NYYSMW T]NT T]W VIJYQXWLWX KSJVTQIJ eWOIJRY TI T]W VONYY λS IK NOO
SJQgNOWJT ]IOIMILP]QV KSJVTQIJY f QJ D := {z : |z| < 1} JILMNOQcWX eU T]W Wa�
PNJYQIJ f(z) = λz+a2z

2+. . . � ~WT λSm := {f |D ∈ λS : f &+ 1"-*1*-6!&) &/ C}�
R(λ) := inf

f∈λSm
R(f)�RS(λ) := inf

f∈λS
dist(0, ∂A∗(f))� j]WLWA∗(f) YTNJXY KIL T]W

MNaQMNO XIMNQJ W � YSV] T]NT 0 ∈ f(W ) ⊂ W ⊂ D� IL KIL T]W YWT {0} QK T]WLW
NLW JI XIMNQJY W YNTQYKUQJR T]QY VIJXQTQIJ�

������� �� @*- $/0 λ �= 0  !" 2*((*#&/: "?,$(& 0 !*('+ R(λ) = RS(λ)8
������� �� @*- $/0 t ∈ (0, 2π)  !"-" ">&+ + µ0 = µ0(t) > 0� +,)!  !$ 

RS(µeit) =
µ+ 2−√4µ+ µ2

2
, µ ∈ (0, µ0).

�JW VNJ Y]Ij T]NT RS(λ) QY VIJTQJSISY QJ D� bT T]W YNMW TQMW �� H� �IV�
VIc 174 PLIgWX T]NT RS(e2πiα)� α ∈ R� QY PIYQTQgW QK NJX IJOU QK α QY N �LfSJI
JSMeWL� ZT KIOOIjY T]NT RS(λ) QY XQYVIJTQJSISY NOMIYT WgWLUj]WLW IJ ∂D�

������� &� 3!" $/:,($- (&1& *2 RS(f) ">&+ + $ "5"-0 6*&/ λ0 ∈ ∂D $/'
)*&/)&'"+ #& ! RS(λ0)8
����������
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J?� 2� 21�%'��� � ��$ ('?�B K�% �

M��70�9 �������� != R9�5�!

HIJYQXWL T]W VIJTLIOONeOW YUYTWM XWYVLQeWX eU T]W XQ�WLWJTQNO QJVOSYQIJ

ẋ ∈ F (t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ P, t ∈ T = [0, θ], (1)

j]WLW P ⊂ Rp QY N VIMPNVT YWT� ZT QY NYYSMWX T]NT F (t, x, u) QY N VIJgWa VIMPNVT
YWT KIL WgWLU (t, x, u), YWT gNOSWX MNP (t, x) → F (t, x, u) QY SPPWL YWMQVIJTQJSISY
KIL NJU haWX u ∈ P NJX YNTQYhWY T]W RLIjT] VIJXQTQIJ� k]W VIJTLIO IK YUYTWM 025
QY VNLLQWX IST eU KWWXeNVi PLQJVQPOW NJX T]W MITQIJ IK T]W YUYTWM RWJWLNTWX eU
YTLNTWRU (U∗, δ∗(·)) KLIM QJQTQNO PIYQTQIJ (t0, x0) QY XWhJWX� vWLW U∗ QY N PIYQTQIJ�
NO YTLNTWRU NJX QT YPWVQhWY T]W VIJTLIO W�ILT TI T]W YUYTWM KIL LWNOQcWX PIYQTQIJ
(t∗, x∗). k]W KSJVTQIJ δ∗(·) XWhJWY T]W TQMW QJTWLgNO� NOIJR T]W OWJRT] T]W VIJTLIO
W�ILT U∗(t∗, x∗) jQOO ]NgW NJ W�WVT� k]W JITQIJ IK PIYQTQIJNOOU jWNiOU QJgNLQNJT
YWTY jQT] LWYPWVT TI YUYTWM 025 QY QJTLIXSVWX NJX PIYQTQIJNO jWNiOU QJgNLQNJVW
PLIPWLTQWY IK T]W RQgWJ VOIYWX YWT W ⊂ T × Rn jQT] LWYPWVT TI N YSV] YUYTWMY
QY YTSXQWX� k]W PIYQTQIJNO jWNi QJgNLQNJVW IK T]W YWT W MWNJY T]NT T]WLW WaQYTY
N YTLNTWRU (U∗, δ∗(·)) YSV] T]NT KIL NJU (t0, x0) ∈ W � T]W RLNP] IK NOO MITQIJY IK
YUYTWM 025 RWJWLNTWX eU YTLNTWRU (U∗, δ∗(·)) KLIM QJQTQNO PIYQTQIJ (t0, x0) NLW QJ
T]W YWTW LQR]T SP TI QJYTNJT IK TQMW θ� tITW T]NT T]QY JITQIJ QY N RWJWLNOQcNTQIJ
IK T]W JITQIJY IK jWNiOU NJX YTLIJROU QJgNLQNJT YWTY jQT] LWYPWVT TI N XQ�WLWJTQNO
QJVOSYQIJ NJX VOIYW TI T]W PIYQTQIJNO NeYILeQJR YWTY JITQIJ QJ T]W T]WILU IK XQ�WL�
WJTQNO RNMWY� ^S�VQWJT VIJXQTQIJY KIL N VOIYWX YWTW ⊂ T×Rn TI eW PIYQTQIJNOOU
jWNiOU QJgNLQNJT jQT] LWYPWVT TI YUYTWM 025 NLW IeTNQJWX� k]WYW VIJXQTQIJY NLW
WaPLWYYWX QJ TWLMY IK XWLQgNTQgW YWTY IK YWT gNOSWX MNPY� j]QV] NLW jQXWOU SYWX
KIL QJgWYTQRNTQJR gNLQISY PLIeOWMY IK JIJYMIIT] NJX YWT gNOSWX NJNOUYQY� �NYWX
IJ T]WYW VIJXQTQIJY� T]W VIJYTLSVTQgW PLIVWXSLW KIL XWTWLMQJQJR T]W YTLNTWRQWY�
RSNLNJTWWQJR PIYQTQIJNO jWNi QJgNLQNJVW IK T]W YWTY QY RQgWJ� }QJNOOU� PIYQTQIJNO
jWNi QJgNLQNJVW IK T]W YWTY W = {(t, x) ∈ T × Rn : c(t, x) � 0} jQT] LWYPWVT TI
YUYTWM 025 QY YTSXQWX j]WLW c(·) : T×Rn → R QY N OIjWL YWMQVIJTQJSISY KSJVTQIJ�

�7. ,*"9 >.!:&+;!$?� ] $%&� $!'; [&V +$�&.$� �;-!;&%!+ ��5I�� f9+-&?�
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����
 ���@��@�� �� SU(2) × SU(2)

�� �� 4�
�= �� �

��&�������	 
����
��������	 �����������

��������������	 ��!�� 
�����
���� ����
���� �� ������ G� SU(2)×
SU(2) = S3 × S3� <�������� !�� ������������ ��!
��������� �'�� ������

��� ������������!��
�� ��������� 
�����
���� ����
��� 12� 34� 9�� ��
���������� �����"�����	 
������
#�	 ���������	 ���'�� ��� -�� ����
���
�� ����������� ���������"�� �������	 U(2) × U(2)� z��������"�� 
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���� ���������� 
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���� ������������ �������� ����� �����"�
��� ;������� � �������� 174 � ������������� ��
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���� ����������	�� ������	� ������� 174� �� �� ��������� ����������
�� ����
���� �������'���� ���������	 �� S3 × S3� ����#������	 ������

�����
���� ����
���� �� -��� ������������� 9��
��"
� ������� �������
�������� 
�����
���� ����
���� ���������"�� SU(2) × SU(2) ���!����"�
�� ������ ������	 �������������� ���������"�� U(2)× U(2)� �� �����
���
������������ ������� ���������� �� ����� ��� 
�����
���� ����
���� ���
��!��� �� ����������

�	�
	�� �� ��� 
����
�����
�
�� ��	�
���
�� ��������� 
� SU(2)×
SU(2) �
��������
� ���������� ����
��
�� ]����8

9���" B � �����
� .������� � .������ �� SU(2) × SU(2)� ��������
��� ���$����� ���� ������������� ������	���� �������#��� ��!�� 
���
���
���� ����
��� I ��
��� !�� B(IX, IY ) = B(X,Y )� >�� ���$�����
AO+

B = SO(6)/U(3) 
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���� z�������� �� -��� ���$����� '��
#���
��� ����� ������� 6���������� 9� ������� 6"�������� � 6��������� 124
������� N ����������	 �� 
����� 
�����
���� ����
���� ��������� � ����
���� 2�

�	�
	�� �� ^����	�	 
��	� ��
���� _���
����� 
� AO+
B ����
 8

√
3 �

����������� 
� 	
������� ����� ��	�
���
�� �������� J ������ ���
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�����
�
� �M
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T���
����	 
����
��������	 ��"��$�
�@����	 �����������

9���" A � B � ����
��� ���� n�������� ��
������ ������������ Rn

0n � 25� /�	 �� 
�� V (A + ρB)� ρ � 0� ���� A + ρB ����� ����� '������
;� F��
���
���

V (A+ ρB) =
n∑
k=0

CknVk(A,B)ρk,

��� Vk(A,B) = V (A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−k

, B, . . . , B︸ ︷︷ ︸
k

) � k�� ���=����� �� �� ��� A � B�

9����� ����������� ;� F��
���
��� ��	 ���=����� �� 
���

∆1(A,B) = V n1 (A,B)− V (B)V n−1(A) � 0

���������	 �������	���������	 
�����
����	� ��� ����	 !���"∆1(A,B)�
�������	���������� ���
����H ��	 ��� A � B� 6����������

∆k(A,B) = V nk (A,B) − V k(B)V n−k(A) � 0, 2 � k � n− 1,

���������	 k=	 �
�
���	 �������	����������� 
�����
����� � ��� ����	
!���" ∆k(A,B) � k=	 �
�
���	 �������	���������� ���
���� ��	 ��� A
� B 124�

9���" A−ρ(B) = A\(ρB) � �������" ��� A � ρB 134� q = q(A,B) �

�-''�#���� ����������� ���� B � ���� A� Q = Q(A,B) � 
�-''�#����
������ ���� A ����� B 124�

/�
����� ��������� �����������8

V
n

n−k
k (A,B)− V k

n−k (B)V (A)

�
(
V

1
n−k
k (A,B)− ρV 1

n−k (B)
)n
− V k

n−k (B)V (A−ρ(B))

� V
n

n−k
k (A−ρ(B), B)− V k

n−k (B)V (A−ρ(B)), 0 � ρ � q, 025
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V
n

n−k
k (A,B)− V k

n−k (B)V (A) �
(
V

1
n−k
k (A,B)− qV 1

n−k (B)
)n

� V
n

n−k
k (A−q(B), B), 035

V
n

n−k
k (B,A)− V k

n−k (A)V (B) �
(
V

1
n−k
k (B,A)− 1

Q
V

1
n−k (A)

)n
� V

n
n−k
k (B− 1

Q
(A), A), 1 � k � n− 1. 075

&��������� 025 	��	���	 �����$�����8 k=� �
�
�� �������	����������
���
���� ��� �������� �� ��
� A � ��
� A−ρ(B) � �
����

�	� ��
��
����

�
�
�	� ��
� A ��
�����
�
� B � ��M������
��	 ρ� 
� ���
���=
������8

&��������� ����� !����� ���������� 035 � 075 	��	���	 ��������	 ����
���� �����!������ ��=���	 ��������	 ∆k(X,B) = 0 ��� V (X) = V (B)8

�	�
	��� E���� X � B � �������

�� 0�	�HG�� �
����

�� �����5
�����
�� ��
� � Rn 0n � 258 _������� ����� ��
���
� ε0 > 0� C > 0�
������G�� �� n� k� rB� RB � ��� �� ����

�
�� ��
����

∆k(X,B) < ε, 0 � ε < ε0, V (X) = V (B), k ∈ 1;n− 1,

�
������ ��� δ(X,B) < Cε1/n8

� ������� rB � ������ ���������� � B =���� RB � ������ ����������
�
��� B =���� δ(X,B) � ��
������� ��� X � B 134�

{������������" ��=���	 ��������	 ∆k(X,B) = 0 ��� V (X) = V (B)
��
����� � 124�

������ ���	
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#���� /�	
������!����� ����������� '��
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 ��������� �����"����� �� 6����� � �� {� @����#���� ��������������	
��
$� ����� ��������	 -��� ����������� �����$����� � !��������� �#��
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����#���� ������ '��
#��� 6�
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��� ������ F� @� G������"��� � � ��������� ����	 ��=�� ������������
�����$���	 � ��������!��
�� ������ '��
#�� 
�����
����� ����������
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 *, -.�

��������������	 �������� �����!������ 
������ ������$����� ������
	��� �� ��=���� u : U → Rm� U ⊂ Rn� ��''����#���"��� ������=��
��� ���� F (u(l)(x)) = G(u(l)(x)) ��� u(l)(x) ∈ A ��	 ��!�� ���� x ∈ U �
l ∈ N� ��� u(l)(x) ������!��� ��''����#��� ���	�
� l ������$���	 u �

��!
� x� F : Rmn
l

s → R ���" 
��������
��	 '��
#�	� G : Rmn
l

s → R �

���"�������$���� A ⊂ Rmn
l

s � 
����
�� ����" Rmn
l

s � ������������ ����
�����!��� l��������� ������$���� �� Rn � Rm� 6������ ����� ������	�
�������!��� ��	 �����!������ � Cl−1������ ��������������� 
������ ���
=���� ��''����#���"��� ������=����� 9���!����� �����"���� 	��	���
�	 ���������� �� ���!�� ��''����#���"��� ������=���� ��������"����
���	�
� �	�� ������� ������������� � ������� 12� 34 ��	 ���!�	 l = 1� 9��
������� ������� �
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� ����B>����� ������������

5� �� M
����N� �

A�$
�
�
����	 
����
��������	 �����������

� ��
���� ������������ ������� �� �������� '��
#�� ��	 ���������
��� ������$���� ��������
��� 
����� W 1

1,loc(D) 12� 34 � ��	 ��
��"�� ����
=�#���� ������$�����

&������� B(a, r) ��������	 ������!��" =�� � Rn � #������ a �������
r > 0� z�����!�� !���� Mn �������� ������������ n × n������# � �����
��������� -���������� ����$
���� ������ |C| = sup

|h|=1, h∈Rn

|Ch|�
9���" D � ������" � Rn � f : D → Rn � ����������� ������$���� 
����

��W 1
1,loc(D)� � ���"���=�� f ′(x) � �����#� �
��� f(x)� 9�������$��� !��

|f ′(x)| > 0 �� �� �D� 9���"D∗
f ����$����� ���� ��!�
 ��''����#���������

'��
#�� f(x) � S � ��
������ ���$����� ������� ���� G������ /�	 ��!�

� a ∈ D �������� ∂N{f, a, S} ������!�� ���
����� ����
��� �����!
�
���$����� ���� �����# M ∈Mn� ��	 
������ ����
��	 ��
�	 ����	��	�	


 a ������������"����" xp ∈ D∗
f\S� p ∈ N� !�� f ′(xp)

|f ′(xp)| →M ��� p→∞�

{��� '��
#�	 F : D → Rn ��
��"�� ���=�#���� �� ��	 ���$����� K�
�����$������	 � D� �������� Lip(F,K) ������!�� ��!��� ��$��� ����
��#� ��� !���� L� ��	 
������ ������	���	 ����������� |F (x2)− F (x1)| �
L|x2 − x1|� x2� x1 ∈ K� %���� ∂F (a) ������!�� ����������� .���
� 1+4
'��
#�� F (x) � ��!
� a ∈ D � ����
��� �����!
� ���$����� ���� �����#
M ∈ Mn� ��	 
������ �������	 ��
�	 ����	��	�	 
 a ������������"����"
xp ∈ D∗

F � p ∈ N� !�� F ′(xp) →M ��� p→∞�

�	�
	�� �� E���� D � ��
���� � Rn � f : D → Rn � 
�������
��
��������
�� �
���� W 1

1,loc(D)8 E�����
���	� ��� |f ′(x)| > 0 �8 �8 � D � �
����� a ∈ D ������ 	������ �� ∂N{f, a, S} 
� �������
�� ��� S � 
���=

����� 	
������� 
�
���� 	��� P�����8 E���� K =
(

1+
√

1−d2
1−√

1−d2
)n

� ��� d =

min
M∈∂N{f,a,S}

∣∣M−1
∣∣−1

8 F���� �
� 
H���� K∗� K < K∗� 
������� 
��������

������
���� ����� a� � ������� ��������
�� f(x) K∗=�������
���	
�8

�j��
�
�
����	 
����
��������	 ������������ ��� ��� ������4�
�� ��� j��
�
�
�
5������ �������

��� !"#!)*+�K%9+ :"&:(:*";9�+9

2B7



/�
������"���� ������� 2� ������� ���� 
�
 -�� �������" � ������ 1A4�
�����"���� �����$����" ���������" ������$���� f(x) ����
��� 
����
���
'������� ������$���	�� � ��� n > 2 ��������	 �� ������� � �������
�� �
�������� ��	 ������$���� � ������!����� ��
�$����� 174�

&�������� �����"��� ���!�	�� ������� �� �������� '��
#�� �� 1+4�

�	�
	�� ��E���� U � ��
���� � Rn � F : U → Rn � 
��L������ ����=
����
��8 O�
� ∂F (a)� a ∈ U � �	��� 	����	�
�
�� ��
�� �� ��G�������
����� ������
���� V ����� a� ��� F ��	��	���
� 
� V � � ��������
��
F−1 : F (V ) → Rn 
��L����� 
� F (V )8 E�� M��	 lim

r→0+
Lip(F−1, B(F (a), r) �

max
D∈∂F (a)

|D−1|8
������ ���	
���
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 �
��� �
S
��
 @����
��? ��
����

5� �� H��	�� �� �� .� O��P � �

A�$
�
�
����	 
����
��������	 �����������

����!� � ������������� #���� ��=���� ���������� 
�������������
��������	 -������!��
��� ����

uxx(1 + u2
x) + 2uxyuxuy + uyy(1 + u2

y) = 0. (1)

���� ������� ���������� G� &������� � �������� ����"� 13� �� 7AB4� z�����
������� -�� ����!� �������� � ����� ����� !�� ��	 ��������	 �������"���
������������ uxx(1+u2

y)−2uxyuxuy+uyy(1+u2
x) = 0 � ��������	 @��������

u2
xuxx−2uxyuxuy+u2

yuyy = 0 ����������� �������� ����=�����8 ��
�	� C2=
�
����	� ��L�
��	� ��
�H��� ��
��� 
�
��
�� ��
���� u = ax+ by+ c�

@������� ��
����� ��������� �����$������ ������ ����� �� �������
������������ � 134�

�	�
	��� J
� 
H���� 
�����
�
��� N � 2 ��G������� ��
�� ��L�
��
uN (x, y)� ������� ��
����� ��G�����

�=�
�
��������	 �� ���� �
����=
��� � ������ 
� �����
��
���� ���

lim sup
(x,y)→∞

uN (x, y)
(x2 + y2)αN/2

= 1, αN = N2/(2N − 1).

E�� M��	 �	��� 	���� �
���HG�� ����	���������� ��������
�
��

x = A(ρ) cos(2N − 1)θ +B(ρ) cos θ,
y = A(ρ) sin(2N − 1)θ −B(ρ) sin θ,

uN = (f − ρf ′) cosNθ,

��� A(ρ) = 1
2 (f ′ − k

ρf)� B(ρ) = 1
2 (f ′ + k

ρf)� f(ρ) = ρkΦ
(
k−k2

2 , 1 + k;− ρ2

2

)
�

Φ(a, c; t) � �������

�� ��������	���������� ��
���� \�		��� � k =
N/(N − 1)8

�j��
�
�
����	 
����
��������	 ������������ ��� ��� ������4�
�� ��� j��
�
�
�
5������ �������

��� !"# !+!. �K*+!. (:*";9�+9
�j��
�
�
����	 
����
��������	 ������������ ��� ��� ������4�
�� ��� j��
�
�
�
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�
���
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�
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z������� !�� � �������� ������ 174 ������� ������ ���� ��
������ !��
��� 
����������"��� N ���=���	 ��������	 γ�G������ � ��������	 @�����
���� 	��	���	 ��������!��
��� '��
#�	��� �� �� ��	 ������ �������"���
�� N �������	 �����!��� PN (x, y, u) ��
��� !�� PN (x, y, uN ) ≡ 0� <����"��	
���������� ���������� � ��������� &������ 025� 9� ���������� 124 ��
����
������������� 3���=���	 u2� 
������� � ��!����"� �� ���������������#��
� ���������� ��$�� ���" ������������ ��������� ������� x = ξ + ξ3/3�
y = η + η3/3� ũ2 = ξ2−η2

2 + ξ4−η4

4 � 6� 	���� ����
�� ������	���	 �� -��
�������� ��	 �����"��� N � 3�
������ ���	
���
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��
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���!�� ����� �'��� ����� � �'���� z�����$���� 
����
��'������ ���
�� ���
���!�� ����	 �'��� ������������	 �� � ���
���!�� ����� -�������
��� � 
������� ����=���� ������"=�� ������� 
 ������"=�� �� ���������
��� ��
������� 
���!���� !����� �����	���� ���"
� �� ������� ������$��
��	 0�� �� ;� ��=���	
�5� 6������ ������$��� �����
�	 ��	�" ��$�� 
���
��
��'������� ������$���	�� � ��
 ����������� �����������������
�������������� ��������� 12E74� 9�������� 	��	���	 ��$��� ���
����
��� ������������� 0����������5 ���������� ��''����#���"��� �������
��� � !������ ������������ � ������ ������ � �����"� ��������	 ����
���"����� 0�������� 
����
��'������ ������$����5 ������� ��
������
����� ��!��� ��=���	 ����������������� ��������	 .����#��� � 9�����
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������������� �
�
�� �� λC������������
 ���������5

��
 2λ ≡ 1 (mod 3) � λ � 5

4� �� 5�>R;�� �

?��������	 
����
��������	 �����������
�&' ?' A' +�&������


� ������ ������ �����	 �������� ����
���� -
�������"��� ����� ��
λ�������������� ����
���	�� ��� 2λ ≡ 1 (mod 3) � λ � 5� z������� !��
� ���!�� '��
#������ ��������� ����� 
����� ��
��"�� �������"���
����� � -
�������"��� ����� ���������� � � ���!�� ������������� ����
�� 
���� ��
��"�� �������"��� ����� ��$�� �
����"�	 ����������� =��
�� 
����� -
�������"��� ������ 9��	��� -
�������"��� ���� ��	��	���	
��� ���!���� ��������� ��������� ��������� � ���������� 
�
 ��������
��������� ����!� ������� � ���������8 ����� ���� ������ ��������HG��
��

�� ��
��
�� 	
������� X ����� �
�������� �8 �8 ����� ���� �������
	
������� ���L�
 ������� �������� 	
������� X� 
���� ���� 
��=
	�
�L�� �
�
�� 9����� ������� ����	������ ���!���� �������� �����
���� �� ������������� ����
���	�� ��	�����" � DB�� ���� �� ��
�� ��� 124�
� ��	�� � ������ ��������� -��
�����
� � �����������
�� � ��� ������
�������" 
���!��=�� ���� �� ����������
�� ����
����� � ������ �����"�
���� ���� ����!��� ������� 174� � !��������� ����� ��
����� !�� ������
���������� 
���!��=�� ��	������"��� ������� 
������ 	��	���	 �������
$������ ��L���� ]�
�
� � ���$����� ���� �����
��"��� � ����������"�
��� ��	���� ������	��� !���� �����!��� ��!
�� � 
��#� |B�� ����� ��
��
� ;-�� � /$����� 134 ��
������ !�� ����!� ����
� 
���!��=��� �����
�� 	��	���	 NP �������� �� �� �
���� ����� �� ���������� ����������"����
��������� ��=���	 -��� ����!�� z��� �� �����$������ ����������	 -���
�������� ������� � �������� ��������!��
�� ������� ������ �� �� � ����!��
��� ������!���� �� ����
���� ������ � ����� ������� 1+� A4 @� z� <����� �
@� @� *�$���� �
����� ������������ 
������� ���$�� ����������	�" ���"
��	 ����� !���� 	��	�"�	 -
�������"���� �� �� ������ ����������� �� ����
�� ����
���� ���� 0�����$��	 ������" ���=���� ���� ��$�� ���$����

�F��������	 
����
��������	 ����������� �1� F� j� O�1������
� j����4��� k����
F����
 22�3��� �������

��� Q��
������ �
���	 �
���� 
���� Q��40��
��� G
���G��	 Q�����`��	 
�
���� ����
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������� � �� ��5� � -��� ������� ��� ����!�� ��������!��
�� 
������� -
��
������"����� ��
��"�� �������"��� ���� �� 2�������������� ����
�����
� �����	��� ������ �� ������
� ��������!��
�� 
������� -
�������"���
��� ��
��"�� �������"��� ���� �� λ�������������� ����
����� ��� 2λ ≡ 1
(mod 3) � λ � 5�

$�
	%	�	"�	�6�����������	 ����
���" (R2, ‖·‖) ���������	 λ=
��	�=
����

�� �
�������H� ���� �����!��	 �
��$����" Σ = {x ∈ R2 : ‖x‖ = 1}
	��	���	 ������"��� 2λ�����"��
��� ��������� � ��
������ �����!���
�
��$����"�

9�� ����H �� ����� �������" ��������"��� ������ Γ � ���$������
���=�� V (Γ) � ���$������ ����� E(Γ)� ����� �������"� !�� ���" Γ ����=
������ ��
��
�� 	
������� X � ���� V (Γ) �����$�� ���$����� X � ����
=��� �� ���$����� X ���������	 ���
��
�	� ��	 ���� Γ� � ���=��� ��
V (Γ) \ X � �
����

�	� ��	 ���� Γ� F� ����� ������������" ��=" ���
��� � 
������ ���������� ���=��� ����� ������" ���"=� 2� F��$�����
�����!��� ���=�� ���� Γ ������!����	 !���� ∂Γ� P���
�
�� ����H Γloc(z)
� ��
���	 � ����� z ∈ Γ ���� Γ ���������	 ����
���� ��	���� �
�����
����� U -��� ��!
�� �� �����$���� ���=�� ���� Γ� ����!��� �� z� ����
z � ���=���� z�������� ��
�
������H ���
��� ∂Γloc(z) ��
��"��� ����
Γloc(z)� ����$�� ∂Γloc(z) = (∂Γ∩U)∪ (Γ∩ ∂U)� 9��
��"
� ������
 ��	����
������	���� ��� ��������"��� ��!
� ������������� ����
����� 	��	���	

���!��=�� 
����� ����� ���� 
������ ������	���� ��� ������ ��!
�� ��
��� ������!���	 �������� �� ����� ������������" ���"
� �������� �����
�� �� ����� ��� �
��� 
������ 	��	���	 �����
��� ��	���� J
�
�� len(Γ)
���� Γ �����
� ����� len(Γ) =

∑
xy∈E(Γ)

‖x− y‖�

$�
	%	�	"�	� &��"� ���	�������	 ��
������ ���$������ ���������	
�������L��� ���� �
 ����� �� ����������� ����� ����� ����� ���	������
��� ������ ���$������ &��" ���������	 
���
�
� 	�
�	�
�
��� ���� 
�$�
��	 ��
��"��	 ���" � #������ � ��
������ ��!
� 	��	���	 
���!��=�� ���
�"��

9���" Γ � ��������"��	 �������	 ���" �� λ�������������� ����
�����
� γ � ��
������ �
 ������ ��������������� ����� �� ���� �����$��� ������
���� {��� ����������� -���� ����� �������� �� ���������� ��!
� �������
2λ�����"��
� Σ� �� ����� �������"� !�� ��	���
�� fl(γ) ����������	 ����
�� γ ����� -��� ������� 2λ�����"��
� Σ 0� -��� ���!�� ����� γ ���������	

������
�	 ������5� � ���� ����������� -���� ����� �������� � ���=���
2λ�����"��
�� �� ����� �������"� !�� ��	���
�� fl(γ) ����������	 ����� γ
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����� -��� ���=��� 0�����
�� �����5� /�	 
�$���� ����!����� ����� γ ����
���!�� !���� γ1 � γ2 ��� ���$��=�� 
 ���� ��!�!��� ������ /�	 �����
������$���� A � B �� Σ ������!�� !���� α(A,B) ��!��� ��$��� ����"
����� ��$�� ���������
������ ��!�
 x ∈ A � y ∈ B� {��� γ1 � γ2 � ���
���$��� ������ �� � ����$���� α(fl(γ1), fl(γ2)) ��� ����
���	�� fl(γi) ��
����� �������" ����
���	 ��	 �
��� γi� i = 1, 2� ��������������� �� ��
����� ���=����

�	�
	�� �� 0��� 1D� |45 `��� Γ � 
�������� ���
���� ∂Γ 
� λ=
��	���=
��

�� �
�������� ��� 2λ ≡ 1 (mod 3)� ��
����� 
���
�
� 	�
�	�
�
���
��
� � ��
��� ��
� ������ ���L�
� �����
� 1 ���
��
�� � �
� 
H��� ����
�	��
�� ����� γi � γj ����

����� 
�����
���� α(fl(γi), fl(γj)) � 2π

3 − π
3λ �

<� ������� 2 ����
���� !�� ������" ���=��� �� ����������� 3 ��� λ � 5�
$�
	%	�	"�	�&��" Γ ���������	 M�����	�
�
��� ���� ��	 ����� �����

���$��� �� �����#� ��'����#�� Γt� t ∈ [0, 1]� �������	���� ���=���� ���
Γt=0 = Γ� ��������� ������=���� d

dt

∣∣
t=0+

len(Γt) � 0�
�	�
	�� �� \����� M�����	�
�
�� ���� 
� λ=
��	�����

�� �
����=

��� ��
����� 
���
�
� 	�
�	�
�
��8
�������� !�� �� 
�$��	 ��
��"�� �������"��	 ���" �� λ������������

��� ����
���� 	��	���	 -
�������"���� /�	 ������ λ ���
� ��������" ���

��"�� �������"���� �� �� -
�������"��� ���"�

���������� ��������"��� ���� (γ, γ′) ���$��� �
���� �������������
��� �� �� ����� ���=���� z�������� ���
 -��� ���� ε(γ, γ′) ���������
�������8 ��	 ������� ����������� �
��� γ � γ′ ����$�� ε(γ, γ′) = 1� ����
����� (γ, γ′) ����$����"�� ������������ �� R2� � ε(γ, γ′) = −1 � �������
��� ���!��) ��	 ������� ��������� �
��� γ � γ′ ����$�� ε(γ, γ′) = 1�
z�������� ��	 ���� (γ, γ′) �����L
���� fall(γ, γ′) � ����
������

�H ��=
���L
���� fall0(γ, γ′)� ����$��8 fall(γ, γ′) = k� ���� α(fl(γ), fl(γ′)) = 2π

3 − kπ
3λ �

� fall0(γ, γ′) = ε(γ, γ′) fall(γ, γ′)�
���������� ��������"��� ��������������� ���" P = {γ1, . . . , γn} �

���� Γ� ��� γi � ������������"��� �
��� ���� P � 9�� 
�$��� 1 � i � n− 1
���������� ���=��� zi ���� P � ��#�������� �
���� γi � γi+1� �������� �
������������ ���
 ε(zi) = ε(γi, γi+1)�

$�
	%	�	"�	� 9��" P ���������	 �����
�
� �����
���	� ���� ���
���������� ���=��� ���� P � �����!��� � ���� Γ� ���� ��
���� ������
�	� ����� �����
���� ���
� z������#�	 ������"�� ���
������� ���� P
���������	 ��
�
�������� ���� ���
 
�$��� ���������� ���=��� ���� P �
�����!��� � ���� Γ� ����$�������
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z�������� ��	 
�����!��
� ���������������� ���� P � ��� ����������
�
��� 
������� ��!�!��� ����
������

�H �����L
���� fall0(P)� ����$��8

fall0(P) = max
j,l

(fall0(γ
j
1 , γ2) +

n−2∑
i=2

fall0(γi, γi+1) + fall0(γn−1, γ
l
n)).

9���" Π � ���$����� 
�����!��
� ��������������� ����� � Γ� ���
���������� �
��� 
������ ��!�!��� 9���$�� Fall0(Γ) = maxP∈Π fall0(P)�

�	�
	�� &� E���� Γ � �������
�
�� 
���
�
� 	�
�	�
�
�� ���� 
�
λ=
��	�����

�� �
�������� ��� 2λ ≡ 1 (mod 3) � λ � 58 `��� Γ M�����=
	�
�
� ����� � ��
��� ������ ����� Fall0(Γ) � 38

@���� ����$��� �����
�� ������������" ���'������� @� z� <������ �
@� @� *�$����� �� ��������
� ����!� � �����	���� �������� 
 �������

������ ���	
���



124 D#�!),- A	 9	 b JITW IJ T]W IPTQMSM OIVNTQIJ IK JWj MNV]QJWY QJ WaQYTQJR
PONJT ONUISTY ?? �� ZJXSYT� dJRLR� 2:D7� �� 2+� �̀ A|EA:�

134 @�#$6 �	 A	� B�*!-�! '	 G	 k]W LWVTQOQJWNL ^TWQJWL PLIeOWM QY t`�VIM�
POWTW ?? ^Zb\ �� bPPO� \NT]� 2:||� �� 73� �̀ ,3DE,7+�

174 (�!�! �	 �J ^TWQJWL�Y PLIeOWM jQT] LWVTQOQJWNL XQYTNJVW ?? ^Zb\ �� bPPO�
\NT]� 2:DD� �� 2+� �̀ 3AAE3DA�

1+4 P%�!�%  	 �	� =��*,4,!  	  	 �LNJV]QJR YIOSTQIJY TI IJW�XQMWJYQIJNO gN�
LQNTQIJNO PLIeOWMY� ^QJRNPILW8 �ILOX ^VQWJTQhV� 3BB2�

1A4 <���K� �	 e	� f�X���� �	 �	 *����	 -
�������"��� ������ F� �
<$���
8 <��� 
���"������� ������������� 3BB7�

1D4 <�gU�JK Y	 Q	 G�
��"�� �������"��� ���� � N �������������� ����
���������� ?? F��� ���� 3BB7� *� |+� ���� A� &� DADEDD,�

1|4 G��!$1�$4 �	 B	 k]W OIVNO ^TWQJWL PLIeOWM QJ JILMWX PONJWY ?? tWTjILiY�
3BBB� �� 7D� �̀ 2B+E227�
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c�������� � �������� ���@���
 �������������
�������
���� ������������� �
��

�� A� 5��	� �

)������� &
��&
���� �&' *' +' *���$��
 *, -.�
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��"�� ����
��� ����������
��
�� � ��
������� ������������� >�� ����������	 ��������� � ���!���
������������ � ���!��� 
���� �������� ���� 	��	���	 ���
����� ��������
����������� w�����������	 �������!��� ������	� ��� 
������ ���$�����
������"�� ����
��� �����������
�� ��������� � ���$������ ��
��"�� ���
��
��� �����������
���

�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������
����� ������� �������
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�� �� 5���L
��� �

)������� &
��&
���� �&' *' +' *���$��
 *, -.�

� ������� �����"��	 SU(2)�������������� '����������"��� ����� ���
#�����"��� ��#�������� ����!��� ��
�������� '������ ��	 ��!������	
����������"��� ����������� �
������� ��#������� �� � !��������� ������
������

6�������� !�� �����
�
�
�� ���
 K(p, q) ��� �����
�
�
�� �����
�=

�� L(p, q) �������	���	 ������� #���� !���� [c1, c2, . . . , cN ]� ��� p/q =
c1 +(1/c2 +(1/ . . .+(1/cN)))� �������� !�� ���� #���� !���� (p, q)� ��� p � q
������� �������� p � 2� q ��!
��� � |q| < p� �������	�� ��#�����"��� �����
���� p ��!
���� � ��#�����"��� ��#�������� ���� p !
���� 9�� -��� ��#��
����"��� ��#������	 ����� ���"
� ��� 
���������� F����=��
� T (p) �
-�� ��#�����"��� ���� ���� K(−2p+ 1, p)�

<�������� !�� ���$����� ������������� ������ ��������� � ������
SU(2) �������� ��������!��
�� ������������� ���" ������ ������" ����
��!���� �������	���� ������ ������������� ��
 ���������� ���������
��"��� ��������� ���� ��� ��#������	�

9���!��� ��������� �����"����� ���������� ������ 12� 34�

�	�
	�� �� W�������
�� ���	�
� ��
�
�	��
�
�� �
�����
��� ����=
�
�
�
�� �����
�
�� L(p, q) �	��� �
���HG�� ���8

zk(τ, n,m) =
( n
m
µk(m2 − 1)− 2τ

)
zk−1(τ,m, n)

+
(
(n2 − 1)(m2 + 1)− 2τ

n

m
µk(m2 + 1)

)
zk−2(τ, n,m)

− n

m
µk(n2 + 1)(m2 + 1)2zk−3(τ,m, n),

�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������
����� ������� �������

��� !"# !; .(� $%�.;'�+9
�
���
 ��Q�����
 Q�� b��
�����	 Q�����`�� N����
 Q� ����|�1 �
�G��1 }���
1

�E c�y �22������2e�
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� 
���
�
�	� ��
����	�

z0(τ, n,m) = −εk+1, z1(τ, n,m) = −2nmεk + 2τεk+1,

z2(τ, n,m) = −2n2m2εk−1 − n2m2εk+1 + 2n2εk−1 − n2εk+1 +m2εk+1

+ 4τnmεk−1εkεk+1 + 4τnmεk − 4τ2εk+1 + εk+1.

a���� k = p−2
2 � µi = εk−i+1εk−i+2� µ1 = εkεk+1 = 1�

�	�
	�� �� E�
�
�	��
�
�� �
�����
�� �����=��
�� T (p)� ��� p =
−2k� �	�H� ���8

zk(τ, n) =
[ k+1

2 ]∑
r=0

C2r+1
k+1 a

k−2rb2r − c1
[ k2 ]∑
r=0

C2r+1
k ak−2r−1b2r,

z−k(τ, n) =
[ k2 ]∑
r=0

C2r
k a

k−2rb2r − 2c2

[ k2 ]∑
r=0

C2r+1
k ak−2r−1b2r, k = 1, 2, . . . ,

��� z0(τ, n) = 18 a����

a = −1 + 2n2 + n4 + 2τ2, b = 2
√

(−1 + τ2)(2n2 + n4 + τ2),

c1 = (n2 + 1)(−1 + n2 − 2τ), c2 = (n2 + τ)(1 + τ).

2��3�%�
"����� @���� ����������� ���!���� ��
��������� ���'���
���� @� /� F����� �� ��������
� ����!� � �����	���� �������� 
 �������

������ ���	
���

�

124 2�#"$ @	 SU(2)�LWPLWYWJTNTQIJ YPNVWY KIL TjI�eLQXRW iJIT RLISPY ??\NT]�
bJJ� 2::B� �� 3,,� �̀ 2B7E22:�

134 (�-�$ B	� G*�!�*�! &	 '	 kLNVW hWOXY IK TjQYT iJITY ?? �� [JIT k]WILU
_NMQhVNTQIJY� 3BB2� �� 2B� �̀ D3AED7:�
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K#0!1 *'!G/1/'H #3 F:!&/0#$3#.4!1 <!++/$O& /$
',- *#G#1-7 2#+#1#OH W 1

ν #$ ;!.$#' L.#:+&

#� /� S����1B��� �

2080��� ��� � 9 � 03 :� 6�1� �;�

�W VIJYQXWL N HNLJIT RLISP G jQT] HNLJITEHNLNT]WIXILU MWTLQV ρ NJX
vNSYXIL� XQMWJYQIJ ν� b MNPPQJR ϕ : Ω → G IK T]W VONYYW 1

ν,loc(Ω;G) QY N 1$6=
6&/: #& ! .*,/'"' '&+ *- &*/ IJ N XIMNQJ Ω IK G� QK

25 ϕ QY VIJTQJSISY� IPWJ� NJX XQYVLWTW)

35 T]W KILMNO ]ILQcIJTNO XQ�WLWJTQNO Dhϕ YNTQYhWY VIJXQTQIJ
∣∣Dhϕ(x)

∣∣ν �
KJ(x, ϕ) KIL N�W� x ∈ Ω� k]W YMNOOWYT VIJYTNJT K QY T]W )*"b)&"/ *2 ?,$+&=
)*/2*-1$(& 0 NJX XWJITWX eU K(ϕ)� b ]IMWIMILP]QV MNPPQJR jQT] eISJXWX
XQYTILTQIJ QY VNOOWX N ?,$+&)*/2*-1$( 1$66&/:�

�������� 3!"-" $-" $ /,1."- q ∈ (0, 1) $/' $ /*/'")-"$+&/: 2,/) &*/
µi : (0,∞) → R +,)!  !$ µi(t) → 0 $+ t → 0� i = 1, 2� $/'� 2*- "5"-0 ?,$+&=
)*/2*-1$( 1$66&/: ϕ : B(a, r) → G  !"-" ">&+ + $ c=?,$+&)*/2*-1$( 1$66&/: ψ
+,)!  !$ 

cd ρ
(
x, (ψ−1 ◦ ϕ)(x)

)
� rµ1

[
K(ϕ)− 1

]
2*- $(( x ∈ B(a, qr)e

fd
∫

B(a,qr)

|Dh(ψ−1 ◦ ϕ)(x) − I|ν dx � rνµ2

[
K(ϕ)− 1

]
8

k]W hLYT QTWM IK T]W YTNTWMWJT QY N OIVNO YTNeQOQTU QJ T]W SJQKILM TIPIOIRU
0YWW 12� 345� kI PLIgW T]W YWVIJX QTWM jW VIJYQXWL N YWlSWJVW IK lSNYQVIJKILMNO
MNPPQJRY gk IJ B = B(a, qr)� K(gk) → 1� gk → g0 = id OIVNOOU SJQKILMOU NY
k →∞� ZT YS�VWY TI Y]Ij T]NT

∫
B(a,qr/2)

|Dhgk(x)− I|ν dx→ 0 NY k →∞�

kNiW N JIJJWRNTQgW KSJVTQIJ α ∈ C∞
0 (B)� α = 1 IJ B(a, qr/2)� �J T]W IJW

]NJX jW ]NgW∫
B

|Dhgk(x)|να(x) dx � K(gk)
∫
B

J(x, gk)α(x) dx→
∫
B

α(x) dx

NY k →∞ QJ gQWj IK jWNi VIJgWLRWJVW IK �NVIeQNJY 134� �J T]W IT]WL ]NJX T]W

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# , ;% (� $%�.;'�+9
f%& +&;& +'% h ; V +$! ""? ;9VV*+$&, 8? $%& @9;;! . Y*9., $!*. \*+ < ;!' @&;& +'% c)+ .$

��Z�2���3��e  ., =6f7U c)+ .$ ��ZBBZ��Be�
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YWMQVIJTQJSQTU IK T]W WJWLRU QJTWRLNO 174 QMPOQWY∫
B

α(x) dx =
∫
B

|Dhg0(x)|να(x) dx � lim inf
k→∞

∫
B

|Dhgk(x)|να(x) dx.

k]SY� jW ]NgW ‖Dhgk‖Lν(B(a,qr/2)) → ‖Dhg0‖Lν(B(a,qr/2)) NY k →∞� k]W ONTTWL
TIRWT]WL jQT] SJQKILM VIJgWLRWJVW gk → g0 QMPOQWY T]W XWYQLWX VIJgWLRWJVW�

ZK G QY N vWQYWJeWLR RLISP T]WJ T]W T]WILWM QY gNOQX KIL MNPPQJRY jQT]
eISJXWX XQYTILTQIJ� ZJ T]W VNYW G = Rn T]QY LWYSOT QY PLIgWX QJ 1+4�

����������

124 F�"�1h6�!�% G	 �	� ��"#6�%�-$%� C	  	 tILMNO KNMQOQWY IK MNPPQJRY IJ
RLISPY HNLJIT ?? ^Qe� \NT� u]� 2::D� �� 7|� C 3� �̀ 3|7E3,D� dJRO� TLNJYO�
QJ ^Qe� \NT]� �� 2::D� �� 7|� C 3� �̀ 373E3++�

134 F�"�1h6�!�% G	 �	\NPPQJRY jQT] eISJXWX XQYTILTQIJ NJX hJQTW XQYTILTQIJ
IJ HNLJIT RLISPY ?? ^Qe� \NT� u]� 2:::� �� +B� C +� �̀ |D+E,B+� dJRO�
TLNJYO� QJ ^Qe� \NT]� �� 2:::� �� +B� C +� �̀ D++ED||�

174 F�"�1h6�!�% G	 �	 �J VOIYSLW IK VONYYWY IK MNPPQJRY jQT] eISJXWX XQY�
TILTQIJ IJ HNLJIT RLISPY ?? \NT� kLSXU� 3BB3� �� A� C 3� �̀ :3E27|� dJRO�
TLNJYO� QJ ^Qe� bXg� \NT]�

1+4 A$-*$�!6�+ ��	 @	 ^TNeQOQTU T]WILWMY QJ RWIMWTLU NJX NJNOUYQY� nIL�
XLWV]T8 [OSjWL� 2::+� 0\NT]WMNTQVY NJX QTY bPPOQVNTQIJY 0nILXLWV]T5) 7B+5�
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I/d-.-$'/!G/1/'H #3 <!++/$O& #3 ;!.$#'e;!.!',-#"#.H
*+!0-& /$ ',- *#G#1-7 2#+#1#OH

#� /� S����1B��� � ��$ E� J� /�$�)����� �

2080��� ��� � 9 � 03 :� 6�1� �;�

�W PLIgW VV�XQ�WLWJTQNeQOQTU IK MNPPQJRY IJ HNLJITEHNLNT]WIXILU YPNVWY
IK ^IeIOWg VONYY QJ ^IeIOWg TIPIOIRU� bY N VIJYWlSWJVW jW IeTNQJ NJNOIRSWY
IK HNOXWLIJEuURMSJX T]WILWMY KIL MNPPQJRY IK HNLJITEHNLNT]WIXILU YPNVWY
0VV�YPNVWY5�

�W VIJYQXWL N VV�YPNVW M NY N VIJJWVTWX _QWMNJJQNJ MNJQKIOX jQT] T]W
YPWVQhVNTQIJ IK N YSe�eSJXOW H1 ⊂ TM � bYYSMW T]NT� KIL NJU PIQJT g ∈ M �
T]WLW WaQYTY N OIVNO eNYQY X1, . . . , Xn� n = dimH1� IK H1 QJ N JWQR]eIL]IIX Og
IK T]W PIQJT g ∈ M � ~WT Hi(x) eW N YSeYPNVW IK TM(x)� x ∈ Og� RWJWLNTWX eU
T]W RQgWJ gWVTIL hWOXY X1, . . . , Xn NJX NOO T]WQL VIMMSTNTILY SP TI T]W ILXWL
i − 1 NT T]W PIQJT g ∈ M � i > 1� k]W YSe�eSJXOW H1 QY "?,&-":,($- QK T]WLW
WaQYTY N JSMeWL m YSV] T]NT Hm(g) = TM(g) NJX dimHi(g) QY QJXWPWJXWJT
IK g ∈ M � i = 1, . . . ,m� VV�\WTLQV d(x, y) eWTjWWJ x, y ∈ M QY XWhJWX NY
inf{length(γ) | γ fIQJY x, y ∈M, γ̇(t) ∈ H1(γ(t))}�

bVVILXQJR TI jWOO�iJIjJ sLIMIg VIJYTSVTQIJ jW VNJ VIJYQXWL T]W YWT Og
eIT] NY N MWTLQV YSeYPNVW IK (M,d) NJX NY N OIVNO HNLJIT RLISP jQT] RLISP
IPWLNTQIJ XWhJWX eU HNMPeWOOEvNSYXIL� KILMSON jQT] T]W VV�MWTLQV dgc � g QY
QXWJTQTU IK T]W RLISP�

b !*-&;*/ $( !*1*1*-6!&+1 L : O → Õ QY� eU XWhJQTQIJ� N ]IMIMILP]QYM
IK OIVNO HNLJIT RLISPY YSV] T]NT L(O ∩ expH1) ⊂ Õ ∩ ẽxp H̃1 ]IOXY KIL v ∈
O ∩ expH1 YSV] T]NT L(v) ∈ Õ�

4�5�676�� 124� b MNPPQJR f : E → M̃ QY YNQX TI eW VV�'&C"-"/ &$.(" NT N
PIQJT g ∈ E� QK T]WLW WaQYTY N ]ILQcIJTNO ]IMIMILP]QYM

L : (Og, dgc) → (Õf(g), d̃
f(g)
c ) YSV] T]NT d̃(f(u), L(u)) = o(d(g, u))

NY E ∩ Og � u→ g�

ZJ T]W VNYW IK dSVOQXWNJ YPNVWY� VV�XQ�WLWJTQNeQOQTU QY WlSQgNOWJT TI VONYYQVNO
XQ�WLWJTQNeQOQTU� ZJ T]W VNYW IK HNLJIT RLISPY� VV�XQ�WLWJTQNeQOQTU QY WlSQgNOWJT

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# , ;% (� $%�.;'�+9
�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# :*,*V!;(� $%�.;'�+9
U9VV*+$&, 8? ;'!&.$!g' V+*)+ � v>.!:&+;!$!&; *\ @9;;! w# m� �5��2�����
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TI P�XQ�WLWJTQNeQOQTU� \ILWIgWL� b� �� sLWY]JIg NJX ^� [� �IXIPUNJIg 124 ]NgW
PLIgWX _NXWMNV]WL�TUPW T]WILWM8 &2 f : E → M̃ &+ $ <&6+)!& ; 1$66&/: '"7/"'
*/ $ 1"$+,-$.(" +" E�  !"/ f &+ ))='&C"-"/ &$.(" $8"8 */ E8

b KSJVTQIJ f : Ω → R ."(*/:+  * U*.*("5 )($++ W 1
q (Ω)� q ∈ [1,∞]� QK f ∈

Lq(Ω) NJX T]WLW WaQYT RWJWLNOQcWX XWLQgNTQgWY NOIJR ]ILQYIJTNO gWVTIL hWOXYXif ∈
Lq(Ω)� i = 1, . . . , n�

4�5�676��� b MNPPQJR f : Ω → M̃ ."(*/:+  * U*.*("5 )($++ W 1
q (Ω; M̃)�

q ∈ [1,∞]� QK8
0b5 [f ]z : x ∈ Ω �→ d̃(f(x), z) eWOIJRY TI W 1

q (Ω) KIL NOO z ∈ M̃ )
0�5 T]WLW QY N KSJVTQIJ h ∈ Lq(Ω) QJXWPWJXWJT IK z� YSV] T]NT

|∇L[f ]z(x)| � h(x)

KIL NOMIYT NOO x ∈ Ω�
*��8��676��� <" f ∈ W 1

q (Ω, M̃)� 1 � q < ∞8 3!"/ 2*- $(1*+ $(( x ∈ Ω
 !"-" ">&+ + $ (&/"$- 1$66&/: Dhf(x) : H1(x) → H̃1(f(x)) #!&)! :"/"-$ "+ $

!*-&;*/ $( !*1*1*-6!&+1 Df(x) : (Ox, dxc ) → (Õf(x), d̃
f(x)
c )8

�������� <" f ∈ W 1
q (Ω, M̃)� 1 � q < ∞8 3!"/ f &+ ))='&C"-"/ &$.(" $8"8

&/ Ω &/  !" U*.*("5  *6*(*:0 W 1
q � &8"88

(
−
∫

Br(x)

d̃((Df(x))(y), f(y))q dy
)1/q

+ r

(
−
∫

Br(x)

|Dh(Df(x))(y) −Dhf(y)|qdy
)1/q

= o(r) $+ r → 0.

k]W T]WILWM RWJWLNOQcWY _WY]WTJUNi T]WILWM 134 QJ dSVOQXWNJ YPNVW� NJX
T]WILWM eU �IXIP�UNJIg 174 QJ HNLJIT RLISPY�

k]W PLIIK QY eNYWX IJ T]W YV]WMW IK �IXIPUNJIg 174 NJX LWOU IJ NPPLIaQMN�
TQIJ IK ^IeIOWg MNPPQJRY eU ~QPYV]QTc MNPPQJRY� XWhJWX IJ MWNYSLNeOW YSeYWTY
IK Ω� NJX _NXWMNV]WL TUPW T]WILWM KILMSONTWX NeIgW�

~WTQ eW N vNSYXIL� XQMWJYQIJ IK VV�YPNVWM 8Q =
m∑
i=1

i(dimHi−dimHi−1)�

dimH0 = 0� bPPOUQJR QMeWXXQJR T]WILWMY jW IeTNQJ
9���//��: �� <" f ∈ W 1

q (Ω, M̃)� q > Q8 3!"/ f &+ ))='&C"-"/ &$.(" $8 "8
&/ Ω8
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9���//��: �� <" f ∈ W 1
q (Ω, M̃)� 1 � q < Q8 3!"/ f &+ ))='&C"-"/ &$.(" &/

 !"  *6*(*:0 *2 L Qq
Q−q

$8"8 &/ Ω� &8"88

(
−
∫

Br(x)

d̃((Df(x))(y), f(y))
Qq
Q−q dy

)Q−q
Qq

= o(r) $+ r → 0.

ZJ dSVOQXWNJ YPNVWY T]WYW VILIOONLQWY NLW XSW TI HNOXWLIJEuURMSJX 1+4�

����������

124 F�"�16�!�% G	 �	� @#$-*!�%  	 F	 nQ�WLWJTQNeQOQTU IK MNPPQJRY QJ RWIM�
WTLU IK HNLJITEHNLNT]WIXILU YPNVWY ?? Zcg� biNX� tNSi 0QJ PLWPNLNTQIJ5�

134 A$-*$�!6�+ ��	 @	 sWJWLNOQcWX XQYTLQeSTQIJY NJX XQ�WLWJTQNeQOQTU NOMIYT
WgWLUj]WLW ?? \NT� ^e� 2:D,� �� |A� C 7� �̀ DA|ED|A�

174 F�"�16�!�% G	 �	 �J XQ�WLWJTQNeQOQTU IK MNPPQJRY IK ^IeIOWg VONYY IJ
HNLJIT RLISP ?? \NT� ^e� 3BB7� �� 2:+� C D� �̀ D|E,D� 0_SYYQNJ5�

1+4 0�4"$#�!  	 &	� 567��!"  	 ~IVNO PLIPWLTQWY IK YIOSTQIJY IK WOOQPTQV XQK�
KWLWJTQNO WlSNTQIJY ?? ^TSX� \NT]� 2:D2� �� 3B� �̀ 2|2E33A�
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2,- L-$-.!'/$O Q:$0'/#$ #3 ',- E/7!./!'-
f-.$/P- T#1H$#4/!1&

E� 2� J�@��,�%� �

2080��� ��� � 9 � 03 :� 6�1� �;�

~WT D = {z : |z| < 1} eW T]W IPWJ SJQT XQYV QJ C� ZT QY jWOO�iJIjJ 124 T]NT
T]W eQgNLQNTW uWLJQiW PIOUJIMQNOY

Zn,k(z, z) =


k∑
s=0

(−1)k−sCsn−kC
k−s
n−sz

k−szn−k−s KIL k = 0, 1, . . . ,
[n
2

]
,

(−1)nZ
n,n−k

(z, z) KIL k =
[n
2

]
+ 1, . . . , n,

KILM N VIMPOWTW ILT]IRIJNO YUYTWM 0eNYQY5 KIL T]W vQOeWLT YPNVW L2(D)� VIM�
PLQYQJR YlSNLW QJTWRLNeOW 0VIMPOWa�gNOSWX5 KSJVTQIJY IJ D� uWLJQiW PIOUJIMQNOY
]NgW SYWKSO NPPOQVNTQIJY� KIL WaNMPOW� QJ IPTQVY 124� QMNRW PLIVWYYQJR NJX TWJYIL
TIMIRLNP]U 134�

ZJ T]QY PNPWL T]W RWJWLNTQJR KSJVTQIJ G KIL uWLJQiW PIOUJIMQNOY Zn,k NLW
VIJYTLSVTWX NJX YIMW JWj PLIPWLTQWY IK T]QY PIOUJIMQNOY NLW IeTNQJWX�

�������� 3!" 2,/) &*/

G(λ, λ; z, z) =
1

1 + zλ− zλ− |λ|2 =
∞∑
n=0

n∑
k=0

λkλ
n−k

Zn,k(z, z), |z| � 1, |λ| < 1,

&+  !" :"/"-$ &/: 2,/) &*/ 2*- g"-/&%" 6*(0/*1&$(+� +* #" !$5"

Zn,k(z, z) =
1

k!(n− k)!
∂nG(λ, λ; z, z)

∂λk∂λ
n−k

∣∣∣∣
λ=0

.

����������

124 2�#! �	� .�4N _	 `LQJVQPOWY IK �PTQVY� tWj �ILi8 `WLRNMIJ� 2:,7�
134 ����!�-$% G	 @	� 2�+*7$,�  	  	 ^QJRSONL gNOSW XWVIMPIYQTQIJ IK T]W 3n

KNJ�eWNM _NXIJ TLNJYKILM IK TWJYIL hWOXY ?? �� ZJgWLYW ZOO�`IYWX `LIeO�
3BB+� �� 23� C +� 0TI NPPWNL5�

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# - K .(� $%�.;'�+9
f%!; +&;& +'% h ; ;9VV*+$&, 8? @Y<@ )+ .$ d ��Z�2Z������
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;#4+1-'-$-&& #3 ',- _;* *H44-'./-&

/� E� J�B�',��� �

2��� �/� ���89�L 2 � � �������� !

k]W YWT IK gWVTIL hWOXY {Yα} QY VNOOWX S*/(&/"$- [*/ -*( U0+ "1 0tH^5 QJ
gQWj IK XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJ ẋ = uαYα(x) j]QV] T]WU XWhJW IJ MNJQKIOX� vWLW
{uα} QY T]W YWT IK PQWVW�jQYW VIJYTNJT KSJVTQIJ IK TQMW� k]W TLNfWVTILU IK T]QY
WlSNTQIJ QY PQWVW�jQYW NLVY IK T]W YIMW OQJWNL VIMeQJNTQIJ IK hWOXY tH^ TLNfWVTI�
LQWY� �W jQOO XWJITW TjI PIQJT z ∼ z′ QK T]WLW QY T]W YWT IK VIJTLIO KSJVTQIJY {uα}
YSV] T]NT T]W TLNfWVTILU jQT] QJQTQNO z LWNV] z′� ~WT JIj Mn eW C∞�MNJQKIOX)
L = {Yα} eW tH^�

4�5�676��� k]W tH^ L QY #"$% )*/ -*(($.(" 0�H5 IJ T]W YWT A ∈ M QK
∃x0 ∈M : ∀z ∈ A∀Ux0∃z′ ∈ Ux0 : z ∼ z′� j]WLW Ux0 QY N JWQR]eIL]IIX�

kI XWYVLQeW T]W RWIMWTLQVNO YWJYW IK T]W NeIgW JITQIJ� OWT SY QJTLIXSVW T]W
IMWRN�OQMQTY IK mIj Ω±

X(A) =
⋂
z∈A

Cl γ±(z)� ΩX = Ω+
X ∪ Ω−

X � j]WLW γ(z) QY T]W

TLNfWVTILU IK hWOX X PNT]QJR T]LISR] PIQJT z� ZK T]W tH^ VIJYQYTY IK IJW hWOX X
T]WJ QT QY �H IJ A Q� ΩX(A) �= ∅� k]W JWaT YTNTWMWJT XWMIJYTLNTWY T]W VIJJWV�
TQIJ IK NeIgW JITQIJY NJX VIMPOWTWJWYY� ~WT U∞

X XWJITW T]W YWT IK PIQJTY eWOIJR�
QJR TI NulX IL VOIYWX TLNfWVTILQWY� ZK Ω+

x (M\U∞
X ) �= ∅ NJX Ω−

x (M\U∞
X ) �= ∅

T]WJ X QY VIMPOWTW�
bPPOUQJR T]W QXWN SYWX QJ T]W [IeNUNY]Q T]WILWM 124 IJ T]W N�JW YUMMWTLQWY

VIMPOWTWJWYY jW VNJ KILMSONTW T]W MNQJ LWYSOT�

�������� <" 7"(' Y ." $ +011" -0 *2  !" S[U )*/+&+ &/: *2 )*16(" "
7"('+8 A2 S[U &+ h[ */ 1$/&2*('  !"/ Y &+ )*16(" "8

k]QY T]WILWM VNJ LWRNLXWX NY PLIOIJRNTQIJ IK T]W `NONQY k]WILWM 134� tNMW�
OU� QK T]W YWT IK VIMPOWTW hWOXY RWJWLNTW NJ hJQTW XQMWJYQIJNO ~QW NORWeLN� T]W
ONTTWL VIJYQYTY IK VIMPOWTW hWOXY eST XIWY JIT QJVOSXW T]WQL YUMMWTLQWY� ZK ]Ij�
WgWL T]W YWT IK hWOXY QY jWNi�VIJTLIOONeOW IJW jW VNJ WaTWJX T]W ~QW NORWeLN jQT]
hJQTW YWT IK YUMMWTLQWY QK T]WLW NLW�

����������

124 ��/�6�-*, G*	 kLNJYKILMNTQIJ RLISPY QJ XQ�WLWJTQNO RWIMWTLU� tWj �ILiE
vWQXWOeWLR8 ^PLQJRWL� 2:|3�

134 &�4�,- A	 b ROIeNO KILMSONTQIJ IK T]W ~QW T]WILU IK TLNJYKILMNTQIJ RLISPY ??
\WM� bMWL� \NT]� ^IV� 2:A|� �� 33�

�U !.$�T&$&+;89+) U$ $& >.!:&+;!$?� V+� >.!:&+;!$&$;-?� �3� U !.$�T&$&+;89+) 2�3B�5� @9;;! �
��� !"# ;- ".!$;-?(%*$� !"�'*�
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*#4- T.#G1-4& 3#. *#G#1-7 *+!0-& #$ ',- ^!1g/$-

2%���$� �� J�B��7'� �

�1�L� /�0;�����L 2!� �1� ��� � 9 � 03 >M2=
2�1��� M;�7�1! 03 W91��� ���

�W LWgQWj LWVWJT LWYSOTY 12E74 UQWOXQJR T]W YIOSTQIJ KIL YWgWLNO PLIeOWMY
LWONTWX TI T]W YPNVWY Wn

2 (R1
+)8

� PLIeOWM PIYWX eU �� Z� �SLWJiIg 1+4 IJ NYUMPTITQV eW]NgQISL KIL T]W OWNYT
JILMY IK WaTWJYQIJ IPWLNTILY Wn

2 (R1
+)→Wn

2 (R1) NY n→∞)

� kQi]IMQLIg lSWYTQIJ IJ WaPOQVQT KILMSONW KIL T]W Y]NLP VIJYTNJTY QJ [IO�
MIRILIg TUPW QJWlSNOQTQWY 1A� � 3�+4� 0 � k < n8

sup
x>0

|f (k)(x)| � Kn,k‖f (n)|L2(R1
+)‖α‖f |L2(R1

+)‖1−α, α :=
2k + 1

2n
;

� PLIeOWM TI WYTNeOQY] T]W MQJQMNO Wn
2 (R1

+)�JILMY IK WaTLNPIONTQIJY SJXWL
gNLQISY eISJXNLU VIJXQTQIJY8

0Q5 f (s)(0) = 1, f (k)(0) = 0, k �= s; 0QQ5

n−1∑
k=0

σ2k|f (k)(0)|2 = 1, σ > 0,

� ^TWV]iQJEsNeSY]QJ PLIeOWM 1D4 IJ VIJYTLSVTQgW VNOVSONTQIJ IK T]W eWYT
NPPLIaQMNTQIJY 0QJ SJQKILM� Q�W� C�JILM5 IK XQ�WLWJTQNTQIJ IPWLNTILY Dk :=
dk/dxk� eU MWNJY IK (&/"$- *6"-$ *-+ V : L2(R1

+) → C(R1
+) j]IYW JILMY XI

JIT WaVWWX N � IJ T]W VONYY IK KSJVTQIJY jQT] L2(R1
+)�JILM IK f (n) JIT RLWNTWL

T]NJ 28

E(N) := inf
‖V |L2(R1

+)→C(R1
+)‖�N

sup
‖f(n)|L2(R1

+)‖�1

‖f (k) − V f |C(R1
+)‖.

k]W NST]IL QY RLNTWKSO TI ^� \� tQiIO�YiQU� �� \� kQi]IMQLIg� �� Z� �SLWJiIg�
NJX s� s� \NRNLQO�ZOUNWg KIL gNOSNeOW XQYVSYYQIJY�

����������

�=� )& T+*'&;;!.) U?;$&�; =.;$!$9$&� ]*"*,*): +,&q;- ? 2B2� U � + 55���2� @9;;! �
��� !"# - "? 8!.(�8�;; 9�+9� - "? 8!.("?'*;�'*�� -").  (� !"�+9
f%& h*+- h ; ;9VV*+$&, 8? $%& )+ .$; *\ @Y<@ cV+*q&'$ d ��Z�2Z�����e  ., i@[Y

cV+*q&'$ U7Z�25Z��e�
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124 ��46�/,! @	  	 �WYT WaTWJYQIJ IPWLNTILY KIL ^IeIOWg YPNVWY IJ T]W ]NOK�
OQJW ?? }SJVT� bJNO� bPPO� 3BB3� �� 7D� C 3� �̀ 2BDE227�

134 ��46�/,! @	  	 daTLNPIONTQIJY jQT] OWNYT JILMY QJ T]W ^IeIOWg YPNVWY
W 2
n IJ T]W ]NOK�NaQY NJX T]W j]IOW NaQY ?? kL� \NT� ZJYT� ^TWiOIgN� 3BB7�

�� 3+7� �̀ 37BE37D� 0_SYYQNJ5�
174 ��46�/,! @	  	 }SJVT� bJNO� bPPO� 3BB+� �� 7,� C 7�
1+4 2�#$!+�% F	 P	� @�#/�!�%  	 9	 ^]NLP WYTQMNTWY KIL T]W MQJQMNO JILM

IK WaTWJYQIJ IPWLNTILY KIL ^IeIOWg YPNVWY ?? Zcg� \NT]� 2::|� �� D2� C 2�
�̀ 7E++�

1A4 =,+*��,#�% F	 �	 ^IMW PLIeOWMY QJ NPPLIaQMNTQIJ T]WILU� \�8 \^p�
2:|D�

1D4 @�/�-*,! F	 C	 k]W eWYT NPPLIaQMNTQIJ IK T]W XQ�WLWJTQNTQIJ IPWLNTIL IJ
T]W ]NOK OQJW ?? \NT� uNMWTiQ� 2:D:� �� D� �̀ A|7EA,3� 0_SYYQNJ5�
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<-'./0 I/d-.-$'/!G/1/'H #3 <!++/$O& !$" /'& %++1/0!'/#$&

�� &� J��-����� �

E0�0��8���5 2 � � �������� !

�W YTSXU XQ�WLWJTQNO PLIPWLTQWY IK MNPPQJRY f : E → X XWhJWX IJ MWNYSL�
NeOW YSeYWTY E ⊂ Rn jQT] gNOSWY QJ N VIMPOWTW MWTLQV YPNVW (X, dX)�

2� }IL N ~QPYV]QTc MNPPQJR f : E → X� jW PLIgW T]W WaQYTWJVW N�W� IK T]W
OQMQT

lim
|α−β|→0
α<0<β

x+αu,x+βu∈E

dX(f(x+ βu), f(x+ αu))
|α− β|

���= MD(f, x)(u)

j]WLW u ∈ Sn−1� �W Y]Ij T]W ]IMIRWJWQTU NJX MWNYSLNeQOQTU IK T]W KSJVTQIJ
MD(f, x)(u)�

3� }IL N eISJXWX YSeYWT E′ ⊂ E NJX N ~QPYV]QTc MNPPQJR f : E → X� RQgWJ
ε > 0 jW PLIgW T]W WaQYTWJVW IK T]W VIMPNVT YWT K ⊂ E′ YSV] T]NT |E′ \K| < ε
NJX IJ j]QV] T]W KIOOIjQJR WYTQMNTW ]IOXY8

dX(f(z), f(y))−MD(f, x)(z − y) = o(|z − y|), x, y ∈ K, z ∈ E,

j]QOW z, y → x j]WLW o(|z − y|) QY SJQKILM IJ K�
7� �W PLIgW T]NT N ~QPYV]QTc MNPPQJR f : E → X QY MWTLQVNOOU XQ�WLWJTQNeOW

N�W� NJX MD(f, x)(u) QY QTY MWTLQV XQ�WLWJTQNO� Q�W�� MD(f, x) : Rn → R QY N
YWMQJILM NJX T]W KIOOIjQJR WYTQMNTW ]IOXY8

dX(f(z), f(y))−MD(f, x)(z − y) = o(|z − x|+ |y − x|)

KIL N�W� x ∈ E j]QOW z, y → x 0_NXWMNV]WL�TUPW T]WILWM5�
k]W YTNTWMWJTY 2 NJX 7 ]NgW eWWJ IeTNQJWX QJ 134 QJ T]W VNYW IK NJ IPWJ

YWT E�
+� �W PLIgW T]NT N MNPPQJR f : E → X YSV] T]NT

lim
y→x,y∈E

dX(f(x), f(y))
|x− y| <∞ KIL N�W� x ∈ E� (1)

QY MWTLQVNOOU XQ�WLWJTQNeOW N�W� 0N ^TWPNJIg�TUPW T]WILWM5�

�6*:*;!8!+;- U$ $& >.!:&+;!$?� T!+*)*: ;$+�� �� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# � +?- (*."!.&�.;-�;9
U9VV*+$&, 8? ;'!&.$!g' V+*)+ � v>.!:&+;!$!&; *\ @9;;! w# m� �5��2�����
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A� }IL N ~QPYV]QTc MNPPQJR f : E → (X, dX) jQT] VIJTQJSISY NJX JIJ�XWRW�
JWLNTW IJ E T]W MWTLQV XQ�WLWJTQNO MD(f, x)(·)� jW ]NgW

|dX(f(y), f(z))−MD(f, x)(y − z)| = o(MD(f, x)(y − z))
j]QOW y, z → x� j]WLW x, z NLW XWJYQTU PIQJTY IK T]W YWT E� \ILWIgWL� T]W n�
XQMWJYQIJNO vNSYXIL� MWNYSLW IK T]W QMNRW IK T]W YWT Z = {x ∈ E : ∃u0 ∈
Sn−1 : MD(f, x)(u0) = 0} WlSNOY B�

D� �W XWhJW T]W NPPLIaQMNTW MWTLQV XQ�WLWJTQNO NJX PLIgW T]W NPPLIaQMNTW
MWTLQV XQ�WLWJTQNeQOQTU N�W� IK N MNPPQJR f YSV] T]NT

ap lim
y→x

dX(f(x), f(y))
|x− y| <∞ (2)

KIL N�W� x ∈ E� �W IeTNQJ T]NT
N5 MNPPQJRY IK N ^IeIOWg VONYY W 1

q (Ω; X)� q � 1 174� NLW NPPLIaQMNTWOU
MWTLQVNOOU XQ�WLWJTQNeOW N�W� QJ T]W VNYW IK T]W YWPNLNeOW VIMPOWTW MWTLQV YPNVW X�

e5 VIJTQJSISY MNPPQJRY IK N ^IeIOWg VONYY W 1
q,loc(Ω,X)� q > n� NJX VIJTQJ�

SISY lSNYQMIJITIJW MNPPQJRY IK N ^IeIOWg VONYY W 1
n,loc(Ω,X) NLW MWTLQVNOOU

XQ�WLWJTQNeOW N�W�
|� }IL
N5 ~QPYV]QTc MNPPQJRY f : E → (X, dX))
e5 MNPPQJRY f : E → (X, dX) KSOhOOQJR T]W VIJXQTQIJ 025 IL 035)
V5 MNPPQJRY IK T]W ^IeIOWg VONYY W 1

q (Ω; X)� q � 1� j]WLW X QY T]W YWPNLNeOW
VIMPOWTW MWTLQV YPNVW)

X5 VIJTQJSISY lSNYQMIJITIJW MNPPQJRY IK T]W ^IeIOWg VONYY W 1
n,loc(Ω,X)

NJX VIJTQJSISY MNPPQJRY IK T]W ^IeIOWg VONYY W 1
q,loc(Ω,X)� q > n�

jW RQgW T]W XWhJQTQIJ IK N MWTLQV VINLWN KNVTIL Jk(MD(f, x)) NJX IeTNQJ T]W
NLWN KILMSON ∫

A

J (MD(f, x)) dx =
∫
X

N(f, y, A \ Σf ) dHn(y),

T]W V]NJRW�IK�gNLQNeOW KILMSON QJ T]W ~WeWYRSW QJTWRLNO∫
A

u(f(x))J (x, f) dx =
∫
X

u(y)N(f, y, A \ Σf ) dHn(y),

NJX T]W VINLWN KILMSON∫
E

g(x)Jk(MD(f, x)) dHn(x) =
∫
X

dHk(s)
∫

f−1(s)\Σf

g(u) dHn−k(u)
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0j]WLW Σf ⊂ E� |Σf | = 0� A ⊂ E 0A ⊂ Ω5 NLW MWNYSLNeOW YWTY) QJ T]W VINLWN
KILMSON X QY N Hn�LWVTQhNeOW MWTLQV YPNVW5�

,� }IL ~QPYV]QTc MNPPQJRY f : Y → X IK MWTLQV YPNVWY� jW XWhJW T]W MWTLQV
�NVIeQNJ J (f, x) NJX IeTNQJ T]W NLWN KILMSON∫

Y

J (f, x) dHn(x) =
∫
X

N(f, y,Y) dHn(y)

QJ T]W VNYW IK N Hn�LWVTQhNeOW MWTLQV YPNVW Y�
k]W PLIPWLTU , ]NY eWWJ PLIgWX QJ 124 QJ T]W VNYW IK YWPNLNeOW MWTLQV YPNVWY Y

NJX X�
:� }IL T]W ~QPYV]QTc MNPPQJRY f : Y → X IK N Hn�LWVTQhNeOW MWTLQV YPNVW Y

QJTI N Hk�LWVTQhNeOW MWTLQV YPNVW X� k � n� jW RQgW T]W XWhJQTQIJ IK T]W MWTLQV
VINLWN KNVTIL Jk(f, x) NJX IeTNQJ T]W VINLWN KILMSON∫

Y

f(x)Jk(f, x) dHn(x) =
∫
X

dHk(s)
∫

f−1(s)

f(u) dHn−k(u).

k]W PLIPWLTU : ]NY eWWJ PLIgWX QJ 124 QJ T]W VNYW IK YWPNLNeOW MWTLQV YPNVW Y
NJX N ~QPYV]QTc MNPPQJR f : Y → Rk� �W SYW MWT]IXY IK 1+ED4 QJ T]W PLIIKY IK
3� +� AE:�
����������

124  �/#�-,� 9	� �,#)**$,� 2	 _WVTQhNeOW YWTY QJ MWTLQV NJX �NJNV] YPNVWY ??
\NT]� bJJ� 3BBB� �� 72,� �̀ A3|EAAA�

134 �,#)**$,� 2	 _WVTQhNeOW MWTLQV YPNVWY8 OIVNO YTLSVTSLW NJX LWRSONLQTU IK
T]W vNSYXIL� MWNYSLW ?? `LIV� bMWL� \NT]� ^IV� 2::+� �� 232� �̀ 227E
237�

174 A$-*$�!6�+ ��	 @	 ^IeIOWg VONYYWY IK KSJVTQIJY jQT] gNOSWY QJ N MWTLQV
YPNVW ?? ^QeQLYi� \NT]� u]� 2::|� �� 7,� C 7� �̀ DA|ED|A�

1+4 F�"�1h6�!�% G	 �	 P�XQ�WLWJTQNeQOQTU IJ HNLJIT RLISPY QJ XQ�WLWJT TIPIOI�
RQWY NJX LWONTWX TIPQVY ?? `LIV� bJNO� sWIM� tIgIYQeQLYi8 ^IeIOWg ZJYTQTSTW
`LWYY� 3BBB� �̀ DB7ED|B�

1A4 F�"�1h6�!�% G	 �	 k]W T]WILU IK ~WeWYRSW QJTWRLNO� ~WVTSLW JITWY IJ T]W
MNT]WMNTQVNO NJNOUYQY� t^p� 2:::E3BB7�

1D4 F�"�1h6�!�% G	 �	 sWIMWTLU IK T]W HNLJITEHNLNT]�WIXILU YPNVWY� lSNYQ�
VIJKILMNO NJNOUYQY NJX RWIMWTLQV MWNYSLW T]WILU ?? �ONXQiNgiNc� \NT]�
u]� 3BB7� �� A� C 2� �̀ 2E32�
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y′′′={−3X(x, y)y′′2+[P (x, y)y′2+Q(x, y)y′+R(x, y)]y′′+S(x, y)y′5+L(x, y)y′4

+K(x, y)y′3+M(x, y)y′2+N(x, y)y′+T (x, y)}/(Y (x, y)−X(x, y)y′). 025

���������� ��������� ����8

y′′′ =
y′′2Qt(x, y; y′) + y′′Rt+2(x, y; y′) + Pt+5(x, y; y′)

Kt+1(x, y; y′)
. (2)

w��
#�� �� ������ !���� ��������	 035 ���" �������� �� y′ V 
�-''�#��
������� �����	���� ���"
� �� (x, y)� t ∈ N08

Qt(x, y; y′) = qty
′t + . . .+ q0, Rt+2(x, y; y′) = rt+2y

′(t+2) + . . .+ r0,

Pt+5(x, y; y′) = pt+5y
′(t+5) + . . .+ p0, Kt+1(x, y; y′) = kt+1y

′(t+1) + . . .+ k0.

�	�
	��� J
� ����� ����� �
��� ����
�
�� 035 ��
 ��	�
�� ��
���=
��
�
� �����
�� �����������
��� 
�������	� � ��������
�� ����� ��=
��

�
��� ��
���� qt = 3kt+18

6������ 
���� ��������� 035� ��	 
������� ��������� ������� ��������
t=�	 ���L���
��	 �
���� 025�

������ ���	
���
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b�����������? hC����������� ���� {5} �� ��@���� �
���
���� N� ���
������� ����
��


�� �� A��
�	� �

�
�
����	 
����
��������	 �����������

<����"��	 ����� @������� 0���� ��������� 1245� ����������� � ������
��!��� ������	 ������������	 � A������� ������������ R5 ���
���!�� ���
��� ��������������� �������	��� �������!��
�� ����� � �������!��
��� �
����
������ ���$����� ��$�� �������" � ����

(hAB),C = 2GABϕ,C +GACϕ,B +GBCϕ,A 0��������	 >���������5, 025

LξGAB = hAB 0���������� ��������	 .�������5,

��� GAB � �����!��
�� ������ ������������ R5� hAB � ��
������ ����
���� ϕ � ��
�����	 2�'����� ���	��	 ����!��� 
����������� ������������
� LξGAB � ����������� G�� A,B,C = 1, . . . , 5� � ����!� �������������	
��������� 025 � 035 ����������	 �� �	� ���!���� � ����������� �� ����� 
��

�� ��� 0����
�������
� &����5 ����� ������ hAB� F����
�� �����
�����
���������"��� ��=���	 ��������� 025� ���������	 h������
���� � �����
���	���� ��� ������������ � h��������������� ���������������� �����

� ������ ������ ���������� ���!�� h������������ ���� �A�� ����	 
��
��������"��� ������ ���� ���������������� ��������	 >��������� 025
� ������� ����
������ ������ h������
� � ��������������� �� h�������
�������� ���� ����������� ����
��������������� �������� h������������
�
�������� ����� & �����"� ����!����� �����"����� ����������������
��������	 035 � ����!��� 
�����'�
�#�	 h������������ ���� �A� �� �����
��� � �������� G� ����
������ ���$�����

�����"���� ������ ����������	 �����"�����" ��� ���������� ��������

��������� ������� ������ .���#� � .������

������ ���	
���
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9���" Ω � ������	���	 ������"� ��$���	 � 
���� D = {|z| < 1}� z��
����" Ω ���������	 �������
������ �����
��� ���� ����� ��� ��!
� �� Ω
��$�� ��������" ����� �
��$������ ��$���� � Ω � ���������"��� 
 �
��$�
����� |z| = 1� ;������'��	 � ����������	 � D '��
#�	 f ���������	 ��=
�����
������ �����
��� ���� ������" f(D) ��$�� � D � 	��	���	 ��������
��!��
� ����
����

� ������ ��
��������	 �������� F���� � 9�������
� � ���� !�� ������
����
�� 
�-''�#����� ���������!��
� ����
��� '��
#�� � 
���� �����
���	 
�
 O(log−2 n/n) ��� n → ∞� � ��������$����� !�� ����� �����!���
�� 
���� ��� ������$���� ��
��� '��
#�	�� 	��	���	 ������"� � �����
��!����� �����!��� ���������� .���� ����� ����!��� ���������!��
�
��!��� �#��
� ��������"��� ������� ����������� ��
�� '��
#��� � ��
�
$� ���������� ������ ���������!��
� ����
��� '��
#��� ������$�����
�����!��� 
��� �� ������" � ���
���!��� �����!��� ����������

��
�G�����������
���4���	 �������� 1�C
���� � 1
��1
���� �1� �� k� x����
���
�
m������������
�� 2I� /
0
�4 5����3� �������

��� !"# !- ?9�*:(-;9�+9
��
�G�����������
���4���	 �������� 1�C
���� � 1
��1
���� �1� �� k� x����
���
�

m������������
�� 2I� /
0
�4 5����3� �������
�
���
 ��Q�����
 Q�� G
���G��	 Q�����`�� 
�
���� �EEM ��Z�2Z��2�3� ��Z�2Z���2B�

��Z�2Z��2���
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3� �� A�	
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�����
������� � ��������� ����� ��'����#������ ����������� � ���
!���� <��������� ��
������ ������ 
 �����"������� ��������� �� 
�� ���
'����#��� � !��������� ��������!��
��� �����
��� �����	���"��	 �������
������" � �����������#�� �������

� ���� ���������	 ����
�� �������������	 ����������" ��'����#�� �
���� ������������ -��
�������� 
�������� � 
������ �����!��� ����� ���
����������� �����!��� �������� ��������
�� ����� ����� ����������"�
�	� ������	 ����� ����������	� /����	�" �� ����	�� ��$�� ����� �����
!��" ��������� ��'����#��� ��	������ � 
��
������ ��������!��
��
������������8 ������������ 
�'����� ���!��� =
��� � 
��
������ ���#��
������� �����������	 ������ ����������
��� ��������#�� � ������ -��
�
������� �������� ����
� �� $������� � 
������ �����
����	 ����"� ��
-���� ����������� � 
��'����#�� � ����
�� ������
���

<�'����#�����	 ������� ����� �������������" �������� ������� ���
���������"���� ������������� & �
 �����"� ��$�� ����� ���������	�"
������ 
����'�#��������� 
����� �� ��������!��
�� ���#�������� ���
��
 ������!��
�� ����������� �!����� ����������� ������� � ��� &��!��
�$� ������ �������� -��
�������� 
�������� � ������ ��� ����
��� ������
���� �!����� <������� ��������
� ��� &� G� &������� &z �@6� <�������
��!�������"��� ��������
� � ��������!��
�� ���'���
� &z �@6� <�����
��� ������ ��'������
� ��� @� 9� {�=��� &z �@6�

�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������
����� ������� �������

��� !"# -"!�&.-*(� $%�.;'�+9
�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������

����� ������� �������
��� !"#  "&S(� $%�.;'�+9
�
���
 ��Q�����
 Q�� Q�����`�� NP �J�� ��1Q������	 ����
�
D�����	 Q����� d 2Z

�����
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� ���B���

4� A��;��R� �� �� �U����� �

)������� U���$
���	 &
��&
���� � &�"
����

�������	 ����� ������������ 
���� FADk ������$���� 
���!���� ���

�$���	 ������� � ����������� k = 1, . . . , n− 1� 
������ ��� k = 1 ������
���� � 
������ FLD ������$���� � 
���!��� ��
�$����� ������ ����
��
��� F������ &������ �	�������� �
������ 03BB25� �� ���� ����������	�
k = 1, . . . , n − 1 �� ��
�������� !�� ������$���� f � Rn � 
���!��� ���

�$���� ������� ����������	�� ������������ �����"��� ������������ �
�������� ���������� � ���=��� ������#�� ������$�����

/���� �� ������������� !�� Ω � ��
����� ���$����� Rn� n � 2� � !��
������$���� f : Ω → Rn ����������� @������!�� ������ F����� � &����
�� � �	������ � �
������ ��	 ���� Q(x, y) = (Q1(x), Q2(y)) ���������
'��
#�� Q1 : Ω → [1,∞] � Q2 : Ω∗ → [1,∞]� �� �������� !�� ������$����
f : Ω → Rn� f(Ω) = Ω∗� 	��	���	 �����=Q=��������
��	 � ���	��
����
k = 1, . . . , n− 1� ����

M(fΓ) �
∫
Ω

Q1(x)ρn(x) dm(x)

�

M(Γ) �
∫
Ω∗

Q2(y)ρn∗ (y) dm(y)

��	 
�$���� ��������� Γ k������� ������������ S � Ω � ���� ρ ∈ adm Γ
� ρ∗ ∈ adm fΓ� F� ��
$� �������� !�� ������$���� f : Ω → Rn 	��	���
�	 �����=Q=��������
��	� ���� f 	��	���	 ������Q�������$����� �� ����
����������	� k = 1, . . . , n− 1� ����" M(Γ) ������!��� 
��'������ �����"
��������� Γ�

�	�
	��� E���� ��������
�� f : Ω → Rn �� �
���� FADk �
� 
���=
������ k = 1, . . . , n − 18 F���� f ��
����� �����=Q=��������
��	 � ���=
	��
���� k �

Q(x, y) = (KI(x, f),KI(y, f−1)). (1)
�M������� Q����
���	 1
��1
���� � 1�C
����� ��0� OR���1���
� I5� z���D� 3�225�
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����" KI(x, f) � ��������		 ������#�	 ������$���	 f � ��!
� x� �
KI(y, f−1) :=

∑
x∈f−1(y)

KO(x, f)� ��� KO(x, f) � ���=�		 ������#�	 �������

$���	 f � ��!
� x�
/�	 ��������� ������$���	 ϕ : E → Rn � ��!
� x ∈ E ⊆ Rn ���

��$�� L(x, ϕ) = lim sup
y→x y∈E

|ϕ(y)− ϕ(x)|
|y − x| � l(x, ϕ) = lim inf

y→x y∈E
|ϕ(y)− ϕ(x)|
|y − x| �

z�����$���� f : Ω → Rn ���������	 ������$����� ��
��
��� 	������=
����� ������
��� ��=�� f ∈ FMD� ���� f �������� 0N5���������� �
0 < l(x, f) � L(x, f) < ∞ ��	 ��!�� ���� x ∈ Ω� z������� !�� �������
$���� f : Ω → Rn �� 
����� FMD� ���� � ���"
� ���� f ��''����#������
�� �� � �������� 0N5� � 0N−15������������

����� �������"� !�� ������$���� f : Ω → Rn �������� 0Ak5���������	�
���� ��������� ��� ������	8

0A
(1)
k 58 ��	 �� �� k������� ������������ S � Ω ��$���� f |S ��������

0N5����������)

0A
(2)
k 58 ��	 �� �� k������� ������������ S∗ � Ω∗ = f(Ω) ��$���� f |S

�������� 0N−15���������� ��	 
�$���� ����	��	 S ����������� S∗�
����" ����������" S � Ω ���������	 ���
����	 ����������� S∗ � Rn

��� ������$���� f : Ω → Rn� ���� S∗ = f ◦ S� F� ��
$� �������� !��
������$���� f : Ω → Rn ��
��
��� ������
�� �
�G��� � ���	��
���� k =
1, . . . , n − 1� ��=�� f ∈ FADk� ���� f ∈ FMD � �������� 0Ak5�����������
6�
���#� �� �������� !�� ������$���� f : Ω → Rn � ��
��
��� ������
��
�
�G���� ��=�� f ∈ FAD� ���� f ∈ FADk ��	 
�$���� k = 1, . . . , n− 1�

��	%��1�	� \����� ��������
�� f �� �
���� FAD ��
����� �����=
Q=��������
��	 � Q� ����

�	 � 025�
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���������� �������

V� 5� A���� ��� �

)������� &
��&
���� �&' *' +' *���$��
 *, -.�

��������������	 ������	��� ����������	 ������� ���
�������� ��'�
'����#���"��� ���������

ẋ = f(x, y, t, ε),
εẏ = g(x, y, t, ε),

��� x ∈ Rm� y ∈ Rn� t ∈ R� ε � ����� ��������� f � g � �������!�� ����
��
'��
#��� ẋ� ẏ � ����������� �� �������) x � ��������	� y � ������	
�����������

<����������� �������� �� ���������� ������ ��������"��� ����������
��� � �����"�������� -�������� �������������� ������� 12E74� 9��������
������� � ������������� ���������� ��������"���� �����������	 ��������
�������� ������� � ���!�� m = n = 2 �� 	��
� �������������� ������� 1+4�
������ ���	
���
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�g� Q	 &�����	���� ���������	 ���
�������� ��''����#���"�
��� ��������� � ������������� ������ ?? (����� ���� ���
� 2:,+�
*� 7:� ���� 3037D5� &� A|E|A�

134 i�K�J�� �	 �	� ��\�� �	 �	 6������������ ������ � ������	����
���������	 ?? (����� ���� ���
� 2:,+� *� 7:� ���� 3037D5� &� ||E23|�

174 ���
��� �	 L	� ��������I^� :	 :	 6������������ ������ �������� 6��
��������
8 6��
�� 2::B�

1+4 �K�K���JK R	 <	 <�'����������"��� ������ ������	���� ������ �
�������� � ���������� ����������� ?? &��� $���� �������� �����
����
�� 3BB7� *� D� C +02D5� &� A2EA:�

�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
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�� /�Q�R
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����� ������� �������
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*'!G/1/'H !$"  -O:1!./'H #3 *#1:'/#$& '# 811/+'/0 *H&'-4&
#3 T!.'/!1 I/d-.-$'/!1 89:!'/#$&

�� "� J�)�B�� �

2080��� ��� � 9 � 03 :� 6�1� �;�

; �� <7�.6/67: �� 9/����� �� <�/=76��� 7� <:�7��� �� �6���� *��76�/

46>����76�/ +?=�76����

�JW IK T]W MIYT QMPILTNJT PLIeOWMY QJ MIXWLJ NJNOUYQY QY T]NT IK QJgWYTQ�
RNTQJR YTNeQOQTU IK VONYYWY IK MNPPQJRY� pJKILTSJNTWOU� T]W OQMQTY IK T]QY OWVTSLW
XI JIT NOOIj SY TI XQYVSYY T]W PLIeOWM KSOOU� k]WLWKILW� jW KIVSY IJ QTY YPW�
VQNO 0NJX gWLU YQRJQhVNJT5 VNYW IK YTNeQOQTU IK VONYYWY IK YIOSTQIJY TI YUYTWMY IK
OQJWNL PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY 0T]QY VNYW QY NOYI QMPILTNJT QJ YIOgQJR T]W
PLIeOWMY IK T]W W l

q�LWRSONLQTU IK YIOSTQIJY TI SJQKILMOU WOOQPTQV YUYTWMY IK OQJ�
WNL PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY jQT] XQYVIJTQJSISY VIW�VQWJTY NJX LQR]T�]NJX
YQXWY 0YWW � 355�

~WT n� m� k� NJX l eW JNTSLNOY YSV] T]NT n � 2� m � 1� k � 1� l � 1� NJX

D = (D1, D2, . . . , Dk) =
∑
|p|=l

ap∂
p, (1.1)

j]WLW ap =
(
ajκp
)
j = 1, 2, . . . , k
κ = 1, 2, . . . ,m

QY N LWNO 0VIMPOWa5 (k × m)�MNTLQa� p QY N

MSOTQ�QJXWa IK ILXWL |p| = l� NJX ∂p = (∂1)p1 ◦ (∂2)p2 ◦ . . . ◦ (∂n)pn QY T]W
YUMeIO IK T]W PNLTQNO XWLQgNTQgW VILLWYPIJXQJR TI p (∂s = ∂/∂xs)� eW NJ lT]�
ILXWL OQJWNL XQ�WLWJTQNO IPWLNTIL jQT] VIJYTNJT VIW�VQWJTY� bYYSMW T]NT N MNP�
PQJR f : U → Rm 0U QY NJ IPWJ YWT QJ T]W n�XQMWJYQIJNO LWNO NLQT]MWTQV dS�
VOQXWNJ YPNVW Rn 0U ⊂◦ Rn55 QY OIVNOOU VOIYW 0QJ j]NTWgWL YWJYW5 TI T]W YIOSTQIJY
g = (g1, g2, . . . , gm) TI T]W YUYTWM Dg = 0� ZY QT TI eW WaPWVTWX T]NT f jISOX eW
ROIeNOOU VOIYW TI T]WM�

`IYQTQgW NJYjWLY TI T]QY lSWYTQIJ jWLW RQgWJ QJ 12� 34� k]WLW jW SJXWLYTIIX
PLIaQMQTU IK f TI T]W YIOSTQIJY TI YUYTWM Dg = 0 QJ T]W YPQLQT IK T]W VIJVWPT IK
ξl−1�YTNeQOQTU QJ T]W Cl−1�JILM IK VONYYWY IK MNPPQJRY� �U T]W LWYSOTY IK 12� 34�
QJ T]W NYUMPTITQVNO YWJYW� YSV] 0OIVNO5 PLIaQMQTU QY WlSQgNOWJT TI T]W KSOhOOMWJT
IK T]W KIOOIjQJR VIJXQTQIJ8 f QY N W l

p,loc(U,R
m)�YIOSTQIJ� j]WLW p = p(f) > n�

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# -*V?"*:(� $%�.;'�+9
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TI T]W XQ�WLWJTQNO QJWlSNOQTU

|Df(x)| � ε

{ n∑
µ1,...,µl=1

∣∣∂µ1...µlf(x)
∣∣2}1/2

(1.2)

(∂µ1µ2...µl = ∂µ1 ◦ ∂µ2 ◦ . . . ◦ ∂µl) jQT] N YMNOO gNOSW IK T]W PNLNMWTWL ε�
�����@ ���� ZJ 12� 34� T]W IPWLNTILY D IK T]W KILM IK 02�25 jQT] LWNO VIWK�

hVQWJTY NLW VIJYQXWLWX� ZJ T]W OWVTSLW� jW NOYI VIJYQXWL T]W IPWLNTILY 02�25 jQT]
VIMPOWa VIW�VQWJTY� \ILWIgWL� jW MNiW SYW IK T]W KIOOIjQJR JITQIJY�

4�5�676�� ���� K +*(, &*/ *2 )($++ W l
q,loc(U,R

m) 0W l
q,loc(U,C

m)5 IL $

W l
q,loc�+*(, &*/� q � 1� TI QJWlSNOQTU 02�35 NJX NOO IT]WL QJWlSNOQTQWY NJX YUY�

TWMY IK PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY VIJYQXWLWX QJ T]W OWVTSLW QY N MNPPQJR
f ∈W l

q,loc(U,R
m) 0∈W l

q,loc(U,C
m)5 MWWTQJR T]W QJWlSNOQTU 0YUYTWM5 SJXWL VIJ�

YQXWLNTQIJ NOMIYT WgWLUj]WLW QJ U 0Cm = C×C× . . .×C QY T]W m�XQMWJYQIJNO
VIMPOWa dSVOQXWNJ YPNVW5�

4�5�676�� ��� 0YWW 1745� bJ IPWLNTIL 02�25 QY VNOOWX "((&6 &) QK QTY YUMeIO
σD(ζ) =

∑
|p|=l

ζpap =
∑
|p|=l

(ζ1)p1 . . . (ζn)pnap MWWTY T]W VIJXQTQIJ rankσD(ζ) = m

KIL NOO ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζn) ∈ Rn \ {0}� b YUYTWM

Dg = 0, (1.3)

jQT] D NJ IPWLNTIL IK T]W KILM IK 02�25� QY VNOOWX "((&6 &) QK D QY WOOQPTQV�

�����@ ���� k]W YUMeIO W l
q(U,R

m) 0W l
q(U,C

m)5 YTNJXY KIL T]W ^IeIOWg
YPNVW IK NOO MNPPQJRY g = (g1, g2, . . . , gm) : U → Rm 0→ Cm5 j]IYW WgWLU
VIMPIJWJT KSJVTQIJ gκ� κ = 1, 2, . . . ,m� eWOIJRY TI T]W ~WeWYRSW YPNVW Lq(U,R)
0Lq(U,C)5 IK MWNYSLNeOW LWNO�gNOSWX 0VIMPOWa�gNOSWX5 KSJVTQIJY ψ : U → R 0→
C5 jQT]

∫
U

|ψ(x)|q dx <∞ 0]WLW NJX eWOIj� ∞ = +∞5 NJX ]NY NOO jWNi PNLTQNO

XWLQgNTQgWY ∂pgκ� |p| � l� QJ T]W YWJYW IK ^IeIOWg 1+4 SP TI lT] ILXWL QJTWRLNeOW
TI T]W PIjWL q) NJX eU W l

q,loc(U,R
m) 0W l

q,loc(U,C
m)5 jW XWJITW T]W YPNVW IK NOO

MNPPQJRY g : U → Rm 0→ Cm5 jQT] T]W KIOOIjQJR PLIPWLTU8 WgWLU PIQJT x ∈ U
]NY N JWQR]eIL]IIX Ux ⊂ U YSV] T]NT g|Ux ∈ W l

q(Ux,R
m) 0∈ W l

q(Ux,C
m)5�

tITW NOYI T]NT ]WLW 0NY QT QY SYSNO QJ T]W T]WILU IK QJTWRLNO5� TjI MWNYSLNeOW
KSJVTQIJY IJ U NLW LWRNLXWX NY WlSQgNOWJT QK T]WU VIQJVQXW NOMIYT WgWLUj]WLW
0IJ U5�

������� ��� 0IJ YTNeQOQTU QJ T]W Cl−1�JILM IK VONYYWY IK YIOSTQIJY TI YUY�
TWMY Dg = 0 12� 345� 3!" )($++ G = GD *2 +*(, &*/+  *  !" "((&6 &) +0+ "1 02�75�
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&8"8�  !" )($++
⋃

V⊂Rn

GV � #!"-" GV &+  !" +" *2 0$((5 +*(, &*/+ g : V → Rm  *  !&+

+0+ "1 &/ $ '*1$&/ 0*6"/ )*//") "' +" 5 V ⊂ Rn $/'  !" ,/&*/ &+  $%"/ *5"- $((
'*1$&/+ *2 Rn� &+ + $.(" &/  !" Cl−1=/*-1 &/  !" 2*((*#&/: +"/+"8 <" U ." $ '*=
1$&/ &/ Rn $/' (" V ." $ .*,/'"' +,.'*1$&/ *2 U #!*+" )(*+,-" clV &+ &/)(,'"'
&/ U 8 3!"/  !"-" ">&+ + $ /*//":$ &5" -"$( 2,/) &*/ α = αU,V,G : [0,∞[→ [0,∞[
+,)!  !$ 

025 lim
ε↘0

α(ε) = α(0) = 0)

035 &2 $ )*/ &/,*,+ 1$66&/: f : U → Rm &+ $ W l
q,loc=+*(, &*/� q > n�  *  !"

'&C"-"/ &$( &/"?,$(& 0 02�35� #!"-" 0 � ε <∞� $/' +$ &+7"+  !" )*/'& &*/

diam f (l−1)(U) = sup
x,y∈U

‖f (l−1)(x) − f (l−1)(y)‖ <∞,

 !"/  !"-" ">&+ + $ 1$66&/: g = gU,V : U → Rm &/  !" )($++ G #!&)! 1"" +  !"
&/"?,$(& 0

l−1∑
u=0

(diamV )−(l−u−1)‖(f − g)(u)(x)‖ � α(ε) diam f (l−1)(U)

2*- x ∈ V 8 i"-" h(ν)(x) &+  !" ν !=*-'"- '"-&5$ &5" 0'&C"-"/ &$(5 *2 $ 1$66&/: h
$ $ 6*&/ x� ‖h(ν)(x)‖ &+ & + *6"-$ *- /*-1� $/' diamV = sup

x,y∈V
|x− y|�

�����@ ��&� ZK D QJ 02�35 ]NY VIMPOWa VIW�VQWJTY T]WJ k]WILWM 2�2 QY WNY�
QOU LWXSVWX TI QTY YPWVQNO VNYW j]WJ T]W VIW�VQWJTY IK D NLW LWNO 0JITW T]NT QK D
]NY VIMPOWa VIW�VQWJTY T]WJ g NJX f NLW Cm�gNOSWX MNPPQJRY QJ k]WILWM 2�25�

�����@ ��'� ZT jNY NOYI WYTNeOQY]WX QJ 134 T]NT T]W VIJXQTQIJ IK WOOQPTQVQTU
IK D QY JWVWYYNLU KIL YTNeQOQTU QJ T]W Cl−1�JILM IK VONYYWY G = GD IK YIOSTQIJY
TI YUYTWMY 02�75�

�����@ ��A��JW IK T]W MIYT QMPILTNJT VNYWY IK k]WILWM 2�2 QY T]W T]WILWM
IJ YTNeQOQTU IK T]W VONYY IK ]IOIMILP]QV KSJVTQIJY g : U → C� U ⊂◦ C� IK N YQJROW
VIMPOWa gNLQNeOW� �W hLYT MWJTQIJ T]W KIOOIjQJR NYYWLTQIJ�

����� ���� A2 f : U → C� U ⊂◦ C� &+ $ )*/ &/,*,+ W 1
2,loc(U,C)=+*(, &*/

 *  !" '&C"-"/ &$( &/"?,$(& 0

|∂zf(z)| � ε
{|∂zf(z)|2 + |∂zf(z)|2}1/2 (1.4)

0∂z = 1
2 (∂x − i∂y)� ∂z = 1

2 (∂x + i∂y)� x = Re z� y = Im z� i + $/'+ 2*-  !"
&1$:&/$-0 ,/& � &/"?,$(& 0 02�+5 &+ &/"?,$(& 0 02�35 &/ )*16("> /* $ &*/+ &/  !"
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)$+" #!"/� &/ 02�35� n = m = k = 2� l = 1� $/' D = DC−R &+  !" [$,)!0j
k&"1$// *6"-$ *-5 #& ! 0 � ε < 1/

√
2�  !"/ f &+ $ +*(, &*/  *  !" 9"( -$1&

+0+ "1
∂zf(z) = µ(z)∂zf(z), M = ess sup

z∈U
|µ(z)| < 1, (1.5)

#& ! M � ε/
√

1− ε28 D/  !" * !"- !$/'� &2 f &+ $ )*/ &/,*,+ W 1
2,loc(U,C)=

+*(, &*/  * 02�A5 #& ! M < 1  !"/ & &+ $(+* $ +*(, &*/  * 02�+5 #& ! ε = M �

tWaT� OWT G◦ eW T]W VONYY IK 0NOO5 ILQWJTNTQIJ�PLWYWLgQJR PONJNL VIJKILMNO
MNPPQJRY� k]W T]WILU IK YTNeQOQTU QJ T]W C�JILM IK T]QY VONYY QY eNYWX IJ T]W
KIOOIjQJR T]WILWM XSW TI \� b� ~NgLWJTQWg NJX �̀ �̀ �WOQJYiQQ 0YWW� KIL WaNM�
POW� 1A� D45�

������� ���� A2 f : clB → clB� B &+  !" ,/& '&+% &/ C� &+ $ !*1"*=
1*-6!&+1 +,)!  !$ f(0) = 0� f(1) = 1� $/' f |B &+ $/ *-&"/ $ &*/=6-"+"-5&/:
(1 + ε)=?,$+&)*/2*-1$( 1$66&/: 0&8"8� $ !*1"*1*-6!&) W 1

2,loc=+*(, &*/  * +*1"
9"( -$1& +0+ "1 02�A5 #& ! M = ε/(2 + ε)5  !"/  !" &/"?,$(& 0

|f(z)− z| � m ln(1 + ε), (1.6)

#!"-" m &+ $ )*/+ $/ � !*('+ $ "5"-0 z ∈ B�
�T]WL NST]ILY NOYI TIIi SP T]W YTNeQOQTU PLIeOWM IK T]W VONYY G◦ 0YWW� KIL

WaNMPOW� 1|� ,45� ZT jNY �̀ �̀ �WOQJYiQQ j]I MNXW T]W RLWNTWYT VIJTLQeSTQIJ TI
YIOgQJR T]QY PLIeOWM� vW IeTNQJWX YTNeQOQTU WYTQMNTW 02�D5 NJX KISJX T]W OWNYT
gNOSW IK T]W VIJYTNJT m QJ 02�D5�

ZT Y]ISOX eW JITWX QJ T]QY VIJJWVTQIJ T]NT t� ^� nNQLeWiIg WaTWJXWX k]WI�
LWM 2�3 TI T]W VNYW IK MNPPQJRY IK NLeQTLNLU PONJNL XIMNQJY� tNMWOU� QJ 1:4� ]W
PLIgWX

������� ��&� U,66*+"  !$ f : U → C &+ $ (1+ ε)=?,$+&)*/2*-1$( 1$66&/:
*2 $ '*1$&/ U ⊂ C8 3!"/  !"-" ">&+ + $ )*/2*-1$( 1$66&/: g : U → C +,)!
 !$ 

|f(z)− g(z)| � m ln(1 + ε)R(f(U)),

#!"-" m &+  !" )*/+ $/ *2 02�D5 $/' R(f(U)) &+  !" ("$+ *2  !" -$'&& *2  !"
'&+%+ &/)(,'&/: f(U) 0R(f(U)) =∞ &2 f(U) &+ ,/.*,/'"'5�

k]SY� k]WILWMY 2�3 NJX 2�7 RSNLNJTWW YTNeQOQTU IK T]W VONYY G◦ IK PONJNL
VIJKILMNO MNPPQJRY QJ T]W j]IOW XIMNQJ U IK f NJX JIT IJOU QJ VIMPNVT
YSeXIMNQJY V IK U 0QJ IT]WL jILXY� k]WILWMY 2�3 NJX 2�7 RSNLNJTWW YTNeQOQTU
IK G◦ QJ N VOIYWX XIMNQJ5� k]W KIOOIjQJR JNTSLNO lSWYTQIJ NLQYWY� ZY QT PIYYQeOW
TI YTLWJRT]WJ k]WILWM 2�2 QJ N YQMQONL jNU� ZT TSLJY IST T]NT� QJ RWJWLNO� T]QY
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T]WILWM VNJJIT eW Y]NLPWJWX� k]QY WJYSWY KLIM LWYSOTY eU [IPUOIg 12B� 224 NJX
nNQLeWiIg 1234 eU j]QV] T]W VONYY Gn,m IK 0NOO5 ]IOIMILP]QV MNPPQJRY g : V →
Cm IK XIMNQJY V ⊂ Cn� j]WLW n NJX m NLW NLeQTLNLU JNTSLNOY� QY JIT YTNeOW QJ
T]W C�JILM QJ N VOIYWX XIMNQJ U WgWJ QK U QY IK N YS�VQWJTOU YQMPOW RWIMWTLQV
YTLSVTSLW� }IL WaNMPOW� T]W LWYSOTY IK 1234 NJX ~WMMN 2�2 QMPOU

������� ��'� A2 0 < ε < ∞  !"/ µ(ε) = sup
f

inf
g

sup
|z|<1

|f(z) − g(z)| = 1�

#!"-"  !" +,6-"1,1 &+  $%"/ *5"- $(( )*/ &/,*,+ W 1
2,loc=+*(, &*/+ f : B → B

(B &+  !" ,/& '&+% &/ C)  * '&C"-"/ &$( &/"?,$(& 0 02�35 &/ #!&)! ε &+ /*#  !"
$.*5"=1"/ &*/"' /,1."-� $/'  !" &/71,1 &+ )$(),($ "' *5"- $(( !*(*1*-6!&)
2,/) &*/+ g : B → C�

ZT QY SYWKSO TI VIMPNLW k]WILWMY 2�2E2�+ jQT] T]W VILLWYPIJXQJR NYYWL�
TQIJY QJ T]W YTNeQOQTU T]WILU IK YPNTQNO VIJKILMNO MNPPQJRY KISJXWX 0MNQJOU5
eU �S� s� _WY]WTJUNi 0YWW 12745� }QLYT� ]W XWMIJYTLNTWX T]NT YTNeQOQTU QJ T]W
C�JILM IK VONYYWY IK n�XQMWJYQIJNO VIJKILMNO MNPPQJRY� n � 3� TNiWY PONVW QJ
N VOIYWX XIMNQJ U QK U QY QJ T]W gWLU eLINX VONYY IK YI�VNOOWX �I]J XIMNQJY�
^WVIJX� ]W Y]IjWX T]NT T]W XWRLWW IK QJTWRLNeQOQTU IK 1YT�ILXWL PNLTQNO XWLQgN�
TQgWY IK YPNTQNO (1 + ε)�lSNYQVIJKILMNO MNPPQJRY QJVLWNYWY QJhJQTWOU NY ε ↘ 0�
}QJNOOU� ]W PLIgWX T]NT T]W VONYY IK YPNTQNO VIJKILMNO MNPPQJRY QY YTNeOW QJ T]W
W 1
q �JILMY� j]WLW q = q(ε)→∞ NY ε↘ 0�
_WTSLJQJR TI k]WILWMY 2�2E2�+� JITW T]NT T]WU VILLWYPIJX TI T]W hLYT IK T]W

NeIgW�MWJTQIJWX LWYSOTY XSW TI _WY]WTJUNi� k]W KIOOIjQJR TjI T]WILWMY 0k]W�
ILWMY 2�A NJX 2�D5 NLW QJ TSLJ NJNOIRY TI ]QY YWVIJX NJX T]QLX LWYSOTY� _WNOOU�
eU k]WILWM 2�A T]W XWRLWW IK QJTWRLNeQOQTU IK T]W lT]�ILXWL PNLTQNO XWLQgNTQgWY IK
YIOSTQIJY TI 02�35� j]WLW D QY WOOQPTQV� RLIjY QJhJQTWOU NY ε ↘ 0� NJX eU k]WI�
LWM 2�D T]WYW XWLQgNTQgWY NLW VOIYW TI T]W VILLWYPIJXQJR XWLQgNTQgWY IK YIOSTQIJY
TI 02�75 QJ T]W Ld�JILMY KIL NLeQTLNLQOU ONLRW d�

������� ��A� A2 G &+  !" )($++ *2 +*(, &*/+  * $/ "((&6 &) +0+ "1 02�75
 !"/ lim

ε→0
{εPD(ε)} > 0� #!"-" D &+  !" '&C"-"/ &$( *6"-$ *- :&5"/ .0  !" ("2 =

!$/' +&'"+ *2  !" "?,$ &*/+ *2  !" +0+ "1 $/' PD(ε) = inf
f∈G(ε)

{
sup
[
d � 1

∣∣
f ∈ W l

d,loc(dom f)
]}
� 0 � ε < ∞ &+  !" +,6-"1,1 *2  !" +" *2 $(( /,1."-+ d

+,)!  !$  !" l !=*-'"- 6$- &$( '"-&5$ &5"+ ∂pf *2 "$)! 1$66&/: f &/  !" )($++
G(ε) = GD(ε) =

⋃
U⊂Rn

GU (ε) 0GU (ε) &+  !" +" *2 $(( )*/ &/,*,+ W l=+*(, &*/+�

W l =
⋃

U⊂Rn

⋃
q>n

W l
q,loc(U,R

m)�  * '&C"-"/ &$( &/"?,$(& 0 02�35 &/ U5 ."(*/:  * Ld

(*)$((08
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�����@ ��-� �U ]UPIWOOQPTQVQTU IK WOOQPTQV OQJWNL XQ�WLWJTQNO IPWLNTILY 174�
G(0) VIQJVQXWY jQT] T]W VONYY G IK YIOSTQIJY TI WOOQPTQV YUYTWM 02�75�

������� ��-� U,66*+"  !$ G &+  !" )($++ *2 +*(, &*/+  * $/ "((&6 &) +0+=
 "1 02�75 $/' d &+ $ -"$( /,1."- :-"$ "-  !$/ n8 3!"/  !"-" ">&+ $ 6*+& &5"
/,1."- εd = εd,G $/' $ 2,/) &*/ γd = γd,G : [0, εd[×]0, 1[→ [0,∞[ +,)!  !$ 

025 lim
ε↘0

γd(ε, t) = γd(0, t) = 0 2*- "$)! t ∈]0, 1[)

035 &2 $ )*/ &/,*,+ 1$66&/: f : U → Rm *2 $ '*1$&/ U &/ Rn ."(*/:+  *
 !" )($++ G(ε)� #!"-" 0 � ε < εd�  !"/ f $(+* ."(*/:+  *  !" )($++ W l

d,loc $/'
2*- "5"-0 t ∈]0, 1[ $/' "5"-0 .*,/'"' '*1$&/ V #!&)! (&"+ &/ U  *:" !"- #& !
& + ϕ=/"&:!.*-!**' Oϕ(V )� ϕ = 1−t

2t diamV �  !"-" ">&+ + $ +*(, &*/ g : V → Rm

 * 02�75 +$ &+20&/:  !" &/"?,$(& 0

∥∥∥[∑
|p|=l

|∂p(f − g)|2
]1/2∥∥∥

Ld(V )

(
=
{∫
V

[∑
|p|=l

|∂pf(x)− ∂pg(x)|2
]d/2

dx

}1/d)
� γd(ε, t)(diamV )n/d−1 diam f (l−1)(Oϕ(V )).

k]W KIOOIjQJR NYYWLTQIJ QY NJ NJNOIR TI ~WMMN 2�2 QJ T]W VNYW IK YIOSTQIJY
TI QJWlSNOQTQWY 02�35 IK T]W RWJWLNO TUPW�

����� ���� K )*/ &/,*,+ 1$66&/: f : U → Rm 0→ Cm5� U ⊂◦ Rn� &+ $
W l
q,loc=+*(, &*/� q � 1�  * '&C"-"/ &$( &/"?,$(& 0 02�35� #& ! D $ (&/"$- '&C"-"/ &$(

*6"-$ *- *2  !" 2*-1 *2 02�25� &2 $/' */(0 &2 f &+ $ +*(, &*/  * +*1" +0+ "1 *2
(&/"$- 6$- &$( '&C"-"/ &$( "?,$ &*/+

Df(x)=Q(x)(. . . ∂µ1...µlf1(x) . . . . . . ∂µ1...µlf2(x) . . . . . . . . . ∂µ1...µlfm(x) . . .)T ,
(1.7)

#!"-" (·)T + $/'+ 2*- 1$ -&>  -$/+6*+& &*/ $/' Q : U → Rk×mn
l

(→ Ck×mn
l

)
&+ $ 1"$+,-$.(" 1$66&/: +,)!  !$ ‖Q‖∞ = ess sup

x∈U
‖Q(x)‖ � ε (‖Q(x)‖ &+  !"

*6"-$ *- /*-1 *2  !" 1$ -&> Q(x))�

ZK D QY WOOQPTQV NJX ε QY YS�VQWJTOU YMNOO T]WJ T]W YUYTWM 02�|5 MNU eW
JNTSLNOOU VIJYQXWLWX NY N MSOTQXQMWJYQIJNO NJNOIR TI N �WOTLNMQ YUYTWM 02�A5�

HIJVOSXQJR T]W YWVTQIJ� JITW T]NT T]W LWYSOTY IK ^WVTQIJ 3 MNiW QT PIYYQeOW TI
WYYWJTQNOOU LWXSVW N PLQILQ NYYSMPTQIJY IJ T]W XQ�WLWJTQNO PLIPWLTQWY IK MNPPQJRY
QJ T]W NeIgW�MWJTQIJWX NYYWLTQIJY� ZJXWWX� k]WILWM 3�2 NJX ~WMMN 2�3 QMPOU

������� ��B� A2 D &+ $/ "((&6 &) (&/"$- '&C"-"/ &$( *6"-$ *- *2  !" 2*-1
*2 02�25 #& ! )*/+ $/ )*"b)&"/ + $/' d &+ &/ ]1,∞[  !"/  !"-" ">&+ + $ 6*+& &5"
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/,1."- εD,d +,)!  !$ "$)! W l
d,loc=+*(, &*/  * 02�35� #!"-" ε � εD,d� &+ & + W l=

+*(, &*/8

; �� C� ��D=/��67: �� <�/=76��� 7� E�6����/: +//6876� <:�7��� ��

�6���� *��76�/ 46>����76�/ +?=�76��� F67� 46����76�=�=� 9��G�6��7�

��H �6D�7IJ��H <6H���

ZJ T]QY YWVTQIJ� jW VIJYQXWL T]W PLIeOWM IK W l
q�LWRSONLQTU IK YIOSTQIJY TI SJQ�

KILMOU WOOQPTQV YUYTWMY IK OQJWNL PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY jQT] XQYVIJTQJSISY
VIW�VQWJTY NJX LQR]T�]NJX YQXWY IJ T]W NYYSMPTQIJ T]NT T]W OWNXQJR VIW�VQWJTY
IK T]W YUYTWMY SJXWL VIJYQXWLNTQIJ PIYYWYY T]W PLIPWLTU IK oYOIj gNLQNTQIJq�
ZT Y]ISOX eW JITWX T]NT T]QY PLIeOWM ]NY MSV] QJ VIMMIJ jQT] T]W YTNeQOQTU
PLIeOWM IK VONYYWY IK YIOSTQIJY TI YUYTWMY IK OQJWNL PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY
VIJYQXWLWX QJ ^WVTQIJ 2 NY LWRNLXY T]W JNTSLW IK T]W LWYSOTY IK ^WVTQIJ 2 NJX 3
NJX MWT]IXY SYWX QJ T]WQL PLIIKY 0YWW 12� 2+45�

tIj� jW eLQWmU WaPIYW T]W LWYSOTY IK T]W YWVTQIJ�
kI T]QY WJX� YSPPIYW T]NT NJ lT]�ILXWL YUYTWM∑

|p|�l
ap(x)∂pf(x) = h(x), x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ U, (2.1)

VIJYQYTQJR IK k OQJWNL PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY QJ m YISR]T LWNO 0VIMPOWa5
KSJVTQIJY IK n LWNO gNLQNeOWY x1, x2, . . . , xn 0n � 2� m � 1� k � 1� l � 15 ]NY
MWNYSLNeOW LWNO�gNOSWX 0VIMPOWa�gNOSWX5 VIW�VQWJTY ajκp : U → R 0→ C5 NJX
LQR]T�]NJX YQXWY hj : U → R 0→ C5� j]WLW j = 1, 2, . . . , k) κ = 1, 2, . . . ,m)
NJX p = (p1, p2, . . . , pn) QY N MSOTQ�QJXWa IK ILXWL |p| � l� }SLT]WLMILW� QJ 03�25�
U ⊂◦ Rn) f = (f1, f2, . . . , fm) : U → Rm 0→ Cm5 NJX h = (h1, h2, . . . , hk) : U →
Rk 0→ Ck5 NLW Rm� NJX Rk�gNOSWX 0Cm� NJX Ck�gNOSWX5 MNPPQJRY) ap =(
ajκp
)
j = 1, 2, . . . , k
κ = 1, 2, . . . ,m

: U → Rk×m 0→ Ck×m5 QY N MNPPQJR KLIM U QJTI T]W YPNVW

Rk×m 0Ck×m5 IK LWNO 0VIMPOWa5 0k ×m5�MNTLQVWY) hJNOOU� QJ 03�25� jW NY SYSNO
SYW T]W MNTLQa JITNTQIJ� \ILWIgWL� NYYSMW T]NT T]W KIOOIjQJR VIJXQTQIJY NLW
KSOhOOWX�

(◦) ^UYTWM 03�25 QY ,/&2*-1(0 "((&6 &)� Q�W�� T]WLW WaQYTY N JSMeWL t� 0 < t < ∞�
YSV] T]NT T]W QJWlSNOQTQWY∣∣ajκp (x)

∣∣ � t, |p| = l, j = 1, 2, . . . , k, κ = 1, 2, . . . ,m, (2.2)

NJX ∣∣∣∣∑
|p|=l

ζpap(x)u
∣∣∣∣ � 1

t
, ζ ∈ Rn, u ∈ Cm, |ζ| = 1, |u| = 1, (2.3)

2+B



]IOX KIL NOMIYT WgWLU x ∈ U �
(◦◦) k]W OWNXQJR VIW�VQWJTY ajκp � |p| = l� IK T]W YUYTWM ]NgW  !" 6-*6"- 0 *2

+(*# 5$-&$ &*/� Q�W�� T]WLW WaQYTY N JIJJWRNTQgW JSMeWL ε� YSV] T]NT WgWLU PIQJT
x ∈ U ]NY N JWQR]eIL]IIX Ux 0⊂ U5 NJX N MWNYSLNeOW YWT E ⊂ Ux IK KSOO
MWNYSLW jQT] LWYPWVT TI Ux 0mes(Ux \ E) = 05 KIL j]QV] T]W QJWlSNOQTQWY∣∣ajκp (x′)− ajκp (x′′)

∣∣ � ε, |p| = l, j = 1, 2, . . . , k, κ = 1, 2, . . . ,m, (2.4)

]IOX KIL WgWLU x′ NJX x′′ QJ E�
(◦ ◦ ◦) k]WLW WaQYTY N JSMeWL q0� 1 � q0 < ∞� YSV] T]NT T]W LWMNQJQJR

VIW�VQWJTY ajκp � |p| < l� NJX LQR]T�]NJX YQXWY hj IK T]W YUYTWM eWOIJR TI T]W
~WeWYRSW YPNVW Lq0,loc(U,R) 0Lq0,loc(U,C)5� Q�W�� T]WU NLW OIVNOOU QJTWRLNeOW TI
T]W PIjWL q0 QJ U �

�����@ ���� HIJXQTQIJY (◦) NJX (◦◦) NLW JIT QJXWPWJXWJT8 (◦) QMPOQWY (◦◦)
jQT] ε = ε̃r,t � ε̃c,t � 2t� vWLW ε̃r,t = ε̃n,m,k,lr,t 0ε̃c,t = ε̃n,m,k,lc,t 5 QY T]W YSPLWMSM IK

ε̃(ap) TNiWJ IgWL NOO MWNYSLNeOW MNPPQJRY ap : U → Rk×m 0→ Ck×m5� U ⊂◦ Rn�
MWWTQJR 03�35 NJX 03�75� \ILWIgWL� ε̃(ap) QY T]W QJhMSM IK T]W JSMeWLY ε � 0 KIL
j]QV] ap YNTQYhWY 03�+5� ZT QY QMPILTNJT T]NT T]W PNLNMWTWL ε IK YOIj gNLQNTQIJ
IK OWNXQJR VIW�VQWJTY ajκp � |p| = l� IK YUYTWM 03�25 VNJ TNiW N gNOSW OWYY T]NJ ε̃r,t
0ε̃c,t5�

�����@ ����b TUPQVNO WaNMPOW IK YUYTWMY 03�25 YNTQYKUQJR (◦)E(◦◦◦) QY RQgWJ
eU N �WOTLNMQ YUYTWM 02�A5� \ILWIgWL� QTY gNLQISY MSOTQXQMWJYQIJNO RWJWLNOQcN�
TQIJY� NY jWOO NY OQJWNL SJQKILMOU WOOQPTQV YUYTWMY jQT] VIJTQJSISY VIW�VQWJTY
NJX LQR]T�]NJX YQXWY� NLW NOYI NMIJR YUYTWMY OQiW 03�25 jQT] (◦)E(◦ ◦ ◦)�

�����@ ��&� nWJITW eU t0,r = tn,m,k,l0,r 0t0,c = tn,m,k,l0,c 5 T]W OWNYT IK T]W
JSMeWLY t T]NT VNJ eW SYWX QJ VIJXQTQIJ (◦) 0QT QY WNYU TI Y]Ij T]NT t0,r, t0,c �
1/k1/45� �W NOYI NYYSMW T]NT T]W gNOSWY IK PNLNMWTWLY n� m� k� NJX l NLW YSV]
T]NT T]W YWT IK SJQKILMOU WOOQPTQV YUYTWMY VILLWYPIJXQJR TI T]WYW PNLNMWTWLY QY
JIT WMPTU�

k]W KIOOIjQJR LWYSOT IJ W l
q�LWRSONLQTU IK YIOSTQIJY TI YUYTWMY 03�25 jNY Ie�

TNQJWX QJ 12+4�

������� ���� U,66*+"  !$ /,1."-+ t� q0� $/' ρ +$ &+20  !" &/"?,$(& &"+
t0,r � t < ∞� n < q0 < ∞� $/' 1 < ρ < q0� -"+6") &5"(08 3!"/  !"-" ">&+ +

$ 6*+& &5" /,1."- εr,t,q0,ρ = εn,m,k,lr,t,q0,ρ !$5&/:  !" 6-*6"- 0 8 &2 +0+ "1 03�25 #& !
1"$+,-$.(" -"$(=5$(,"' )*"b)&"/ + $/' -&:! =!$/' +&'"+ +$ &+7"+  !" )*/'& &*/+
(◦)j(◦ ◦ ◦) #& !  !"+" t $/' q0� $/' #& ! ε � εr,t,q0,ρ�  !"/ "5"-0 W l

ρ,loc=+*(, &*/

 *  !" +0+ "1 &+ & + W l
q0,loc=+*(, &*/�

2+2



�����@ ��'� ZJ 12+4� jW VIJYQXWLWX T]W JSMeWL 1 QJYTWNX IK t0,r QJ T]W
VILLWYPIJXQJR T]WILWM NJX YIMW IT]WL LWYSOTY� HOWNLOU� T]WQL PLIIKY QJ 12+4 NLW
WaTWJXNeOW TI T]W VNYW IK t ∈ [t0,r,∞[�

ZJ IT]WL jILXY� k]WILWM 3�2 VONQMY T]NT QK YUYTWM 03�25 jQT] MWNYSLNeOW
VIW�VQWJTY NJX LQR]T�]NJX YQXWY QY SJQKILMOU WOOQPTQV T]WJ� IJ T]W NYYSMPTQIJ IK
N YS�VQWJTOU YOIj gNLQNTQIJ IK QTY OWNXQJR VIW�VQWJTY ajκp � |p| = l� T]W XWRLWW IK

OIVNO QJTWRLNeQOQTU IK lT]�ILXWL PNLTQNO XWLQgNTQgWY IK WNV] W l
ρ,loc�YIOSTQIJ TI T]W

YUYTWM QY T]W YNMW NY T]W XWRLWW IK OIVNO QJTWRLNeQOQTU IK QTY OIjWL VIW�VQWJTY
NJX LQR]T�]NJX YQXWY�

k]W KIOOIjQJR lSWYTQIJY NLQYW QJ T]QY VIJJWVTQIJ� vIj QMPILTNJT QY VIJXQTQIJ
(◦◦) IK YOIj gNLQNTQIJ KIL T]W OWNXQJR VIW�VQWJTY IK 03�25 QJ k]WILWM 3�2� HNJ
QT eW LWMIgWX NT NOO�

k]WILWM 3�3 NJX `LIPIYQTQIJ 3�3 0YWW eWOIj5 QJ PNLTQVSONL QMPOU T]NT VIJXQ�
TQIJ (◦◦) MNU eW WOQMQJNTWX KLIM k]WILWM 3�2 IJOU QK m = l = 1� }SLT]WLMILW�
QK 03�25 QY N SJQKILMOU WOOQPTQV YUYTWM jQT] MWNYSLNeOW VIMPOWa�gNOSWX VIW��
VQWJTY NJX LQR]T�]NJX YQXWY T]WJ k]WILWM 3�2 YTQOO ]IOXY 0YWW k]WILWM 3�D5 eST�
QJ T]QY VNYW� WOQMQJNTQJR (◦◦) QY PIYYQeOW KIL JI VIOOWVTQIJ IK n� m� k� NJX l�

tIj� jW VIJYQXWL T]W LWYSOTY IK T]W OWVTSLW QJ MILW XWTNQO� kI T]QY WJX�
YTNLTQJR KLIM k]WILWM 3�2 NJX haQJR t� ρ� NJX q0 YSV] T]NT t0,r � t < ∞�

1 < ρ < q0� NJX n < q0 <∞� jW QJTLIXSVW T]W lSNJTQTU Er,t,ρ(q0) = En,m,k,lr,t,ρ (q0)�
j]QV] QY T]W OWNYT SPPWL eISJX IK T]W YWT IK JSMeWLY ε � 0 ]NgQJR T]W KIOOIjQJR
PLIPWLTU8 WgWLU W l

ρ,loc�YIOSTQIJ TI NJ NLeQTLNLU YUYTWM 03�25 jQT] MWNYSLNeOW
LWNO�gNOSWX VIW�VQWJTY NJX LQR]T�]NJX YQXWY MWWTQJR (◦)E(◦ ◦ ◦) jQT] T]W gNOSWY
IK ε� t� NJX q0 VIJYQXWLWX JIj� eWOIJRY TI W l

q0,loc(U,R
m)� tITW T]NT QJ T]W

VNYW IK YUYTWM 03�25 jQT] VIMPOWa�gNOSWX VIW�VQWJTY NJX LQR]T�]NJX YQXWY� T]W

VILLWYPIJXQJR lSNJTQTU Ec,t,ρ(q0) = En,m,k,lc,t,ρ (q0)� j]WLW t ∈ [t0,c,∞[� ρ ∈]1, q0[�
NJX q0 ∈]n,∞[� QY XWhJWX YQMQONLOU�

�W VIJYQXWL T]W VNYW j]WJ YUYTWMY 03�25 ]NgW LWNO�gNOSWX VIW�VQWJTY NJX
LQR]T�]NJX YQXWY� NJX T]W VNYW IK YUYTWMY 03�25 jQT] VIMPOWa�gNOSWX VIW�VQWJTY
NJX LQR]T�]NJX YQXWY YWPNLNTWOU�

D,#-� )�-$8 ajκp �!" hj �#$ #$�4 N�!)�,�!-	

}QLYT� YSPPIYW T]NT T]W VIJXQTQIJ m = l = 1 ]IOXY� k]WJ jW ]NgW T]W KIOOIj�
QJR NYYWLTQIJ�

������� ���� <" n� m� k� $/' l ." +,)!  !$ m = l = 18 K++,1"  !$ 
 !" +0+ "1 03�25 #& ! 1"$+,-$.(" -"$(=5$(,"' )*"b)&"/ + $/' -&:! =!$/' +&'"+
+$ &+7"+ (◦) $/' (◦ ◦ ◦)8 3!"/ "5"-0 W 1

1,loc=+*(, &*/  *  !&+ +0+ "1 &+ & + W 1
q0,loc=

+*(, &*/�

2+3



k]SY� QJ T]W VNYW IK m = l = 1� QK jW YTSXU T]W PLIeOWMY IK W l
q�LWRSONLQTU IK

YIOSTQIJY TI SJQKILMOU WOOQPTQV YUYTWMY 03�25 jQT] MWNYSLNeOW LWNO�gNOSWX VIW��
VQWJTY NJX LQR]T�]NJX YQXWY T]WJ VIJXQTQIJ (◦◦) IK YOIj gNLQNTQIJ IK T]W OWNXQJR
VIW�VQWJTY IK T]W YUYTWMY QY SJJWVWYYNLU�

tIj� TSLJ TI T]W VNYW IK (m−1)2 +(l−1)2 �= 0� �ST NT hLYT� SYQJR Er,t,ρ(q0)�
k]WILWM , IK 12+4� NJX _WMNLiY 2 NJX 3 T]WLWTI 0YWW 12+45� jW VNJ YTLWJRT]WJ
k]WILWM 3�2 NY KIOOIjY�

������� ���′�@*- "$)! ρ∈]1, q0[�  !"-" ">&+ + $ 2,/) &*/ Cr,ρ(t)=Cn,m,k,lr,ρ (t)�
0 < Cr,ρ(t) <∞� &/ t 0t0,r � t <∞5 +,)!  !$ 

Cr,ρ(t)
q0

� Er,t,ρ(q0) (2.5)

&2 n < q0 <∞�

ZJ k]WILWM 3�2′� NJ WYTQMNTW KLIM eWOIj QY RQgWJ KIL T]W lSNJTQTU Er,t,ρ(q0)�
ZJ TSLJY IST T]NT� KIL (m− 1)2 + (l − 1)2 �= 0� T]WLW QY NJ SPPWL eISJX KIL T]QY
lSNJTQTU YQMQONL TI OIjWL eISJX 03�A5� tNMWOU� T]W KIOOIjQJR NYYWLTQIJ QY TLSW�

������� ��&� U,66*+"  !$ (m−1)2+(l−1)2 �= 08 K++,1"  !$ t� q0� $/' ρ

+$ &+20  !" )*/'& &*/+ t > t∗r� q0 � n/ε0� $/' 1 < ρ < q0� #!"-" t∗r = tn,m,k,l∗r &+
'"7/"' &/ <"11$ 3�3 ."(*#� $/'

ε0 = min
{

Λ(n, l),
t− t∗r
C0

,
t− t∗r

m1/2nlC0tt∗r

}
(< 1) (2.6)

#& ! nl = (n+ l − 1)!/{l!(n− 1)!} $/'

C0 = t∗r{kmnl}1/2[Λ(n, l)]−1, (2.7)

1*-"*5"-� Λ(n, l) (< 1) '"6"/'+ */(0 */ n $/' l8 3!"/  !" &/"?,$(& 0 Er,t,ρ(q0) �
2C0n/q0 !*('+�

ZJ VIJJWVTQIJ jQT] k]WILWM 3�7� QT QY JWVWYYNLU TI JITW T]W KIOOIjQJR TjI
OWMMNY 0~WMMNY 3�2 NJX 3�35�

����� ���� K/ *6"-$ *- D *2  !" %&/' *2 02�25 &+ "((&6 &) &2 $/' */(0 &2
 !"-" ">&+ + $ -"$( /,1."- t 00 < t <∞5 +$ &+20&/:  !" &/"?,$(& &"+∣∣ajκp ∣∣ � t, |p| = l, j = 1, 2, . . . , k, κ = 1, 2, . . . ,m, (2.8)

$/' ∣∣∣∣∑
|p|=l

ζpapu

∣∣∣∣ � 1
t
, ζ ∈ Rn, u ∈ Cm, |ζ| = 1, |u| = 1. (2.9)
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nWJITW eU Or = On,m,k,lr 0Oc = On,m,k,lc 5 T]W YWT IK NOO lT]�ILXWL WOOQPTQV OQJ�
WNL XQ�WLWJTQNO IPWLNTILY jQT] LWNO 0VIMPOWa5 VIJYTNJT VIW�VQWJTY IK T]W KILM
IK 02�25 0JITW T]NT T]W LWONTQIJ On,m,k,lr �= ∅ 0On,m,k,lc �= ∅5 ]IOXY KIL T]IYW
NJX IJOU T]IYW gNOSWY IK n� m� k� NJX l� KIL j]QV] T]W YWT IK SJQKILMOU WOOQP�
TQV YUYTWMY 03�25 jQT] MWNYSLNeOW LWNO�gNOSWX 0VIMPOWa�gNOSWX5 VIW�VQWJTY NJX
LQR]T�]NJX YQXWY QY JIT WMPTU5�

�����@ ��A� ^TNLTQJR KLIM ~WMMN 3�2 NJX VIJYQXWLQJR NJ WOOQPTQV XQ�WL�
WJTQNO IPWLNTIL D ∈ On,m,k,lr 0∈ On,m,k,lc 5� jW XWhJW T]W PNLNMWTWL tD TI eW
T]W OWNYT IK T]W JSMeWLY t YNTQYKUQJR 03�,5 NJX 03�:5� j]WLW ajκp NLW 0JIj5 T]W

VIW�VQWJTY IK D� ZJ gQWj IK _WMNLi 3�7� T]W QJWlSNOQTU tD � 1/k1/4 ]IOXY�

4�5�676�� ���� bJ IPWLNTIL D ∈ On,m,k,lr 0∈ On,m,k,lc 5 QY VNOOWX  -&5&$( QK
T]W YWT IK NOO YIOSTQIJY�XQYTLQeSTQIJY TI T]W YUYTWM Df = 0 VIJYQYTY IJOU IK
Cm�gNOSWX PIOUJIMQNOY Pl−1(x) =

∑
|p|�l−1

xpγp IK XWRLWW NT MIYT l − 1� j]WLW

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn NJX γp = (γ1
p , γ

2
p , . . . , γ

m
p ) ∈ Cm� �W VNOO NJ IPWLNTIL

D ∈ On,m,k,lr 0∈ On,m,k,lc 5 /*/ -&5&$( QK QT QY JIT TLQgQNO QJ T]QY YWJYW�

����� ���� <" n � 2� m � 1� k � 1� l � 1� (m − 1)2 + (l − 1)2 �= 0�
$/' On,m,k,lr �= ∅8 U,66*+"  !$ t∗r = t∗r(n,m, k, l) &+  !" &/71,1 *2  !" +" *2
 !" 6$-$1" "-+ tD 2*- /*/ -&5&$( '&C"-"/ &$( *6"-$ *-+ D ∈ On,m,k,lr 8 3!"/  !"-"
">&+ + $ /*/ -&5&$( *6"-$ *- D∗ ∈ On,m,k,lr #& ! tD∗ = t∗r�

k]W XWhJQTQIJ IK Er,t,ρ(q0) NJX k]WILWMY 3�2′ NJX 3�7 QMPOU T]W KIOOIjQJR
NYYWLTQIJY�

*��8��676�� ���� U,66*+"  !$ t0,r � t < ∞� n < q0 < ∞� $/' 1 < ρ <
q08 3!"/  !" 2,(7((1"/ *2  !" &/"?,$(& 0 ε < Cr,ρ(t)/q0� #!"-" Cr,ρ(t) &+  !"
2,/) &*/ *2 3!"*-"1 3�2′� &+ +,b)&"/ 2*- $ /,1."- ε � 0  * +"-5" $+ εr,t,q0,ρ &/
3!"*-"1 3�2�

*��8��676�� ���� U,66*+"  !$ (m − 1)2 + (l − 1)2 �= 0� t∗r < t < ∞�
n/ε0 < q0 < ∞� $/' 1 < ρ < q08 3!"/ 2*- ε � 0  * +"-5" $+ εr,t,q0,ρ &/
3!"*-"1 3�2� & &+ /")"++$-0  !$ ε � 2C0n/q0� #!"-" C0 &+  !" )*/+ $/ 03�|5�

G$)�!" )�-$8 �*$ )�$j),$!�- �!" �*$ #,7*�?*�!" -,"$- �N -6-�$� 03�25 �#$
)��14$k N�!)�,�!-	

tIj� jW VIJYQXWL T]W VNYW j]WLW T]W VIW�VQWJTY NJX T]W LQR]T�]NJX YQXWY IK
YUYTWMY 03�25 NLW VIMPOWa KSJVTQIJY� k]QY VNYW QY XQ�WLWJT T]NJ T]W VNYW j]WJ
T]W YUYTWMY SJXWL VIJYQXWLNTQIJ ]NgW LWNO�gNOSWX VIW�VQWJTY NJX LQR]T�]NJX
YQXWY� tNMWOU� T]W KIOOIjQJR NYYWLTQIJY ]IOX�

������� ��'� @*- "5"-0 n 0� 25� m 0� 15� k 0� 15� $/' l 0� 15 +,)!  !$ 
On,m,k,lc �= ∅ $/' "5"-0 ρ ∈]1, q0[� #" !$5"  !" &/"?,$(& &"+ Cn,2m,2k,lr,ρ (t)/q0 �

2++



En,m,k,lc,t,ρ (q0)� n < q0 < ∞� t0,c � t < ∞� #!"-" Cn,2m,2k,lr,ρ (t) &+ $ 2,/) &*/ &/ t
'"7/"' &/ 03�A5�

������� ��A� <" n� m� k� $/' l +,)!  !$ On,m,k,lc �= ∅8 U,66*+"  !$ 
t� q0� NJX ρ +$ &+20  !" )*/'& &*/+ t > t∗c� q0 � n/ε0� $/' 1 < ρ < q08 3!"/

Ec,t,ρ(q0) � 2C0n/q0� #!"-" ε0 = ε0,c = εn,m,k,l0,c,t $/' C0 = C0,c = Cn,m,k,l0,c $-"
'"7/"' .0 03�D5 $/' 03�|5� -"+6") &5"(0 ) 1*-"*5"-� &/ 03�D5 $/' 03�|5� t∗r &+ /*#

-"6($)"' .0  !" &/71,1 t∗c = tn,m,k,l∗c *2  !" +" *2  !" )!$-$) "-&+ &)+ tD 0'"7/"'
&/ k"1$-% 3�A5 *2 /*/ -&5&$( '&C"-"/ &$( *6"-$ *-+ D ∈ On,m,k,lc �

k]SY� QJ k]WILWM 3�A 0QJ VIMPNLQYIJ jQT] k]WILWM 3�75� T]W VNYW m = l = 1
QY JI OIJRWL WaVWPTQIJNO�

k]W XWhJQTQIJ IK Ec,t,ρ(q0) NJX k]WILWMY 3�+ NJX 3�A QMPOU T]W KIOOIjQJR
NYYWLTQIJY�

������� ��-� U,66*+"  !$ t0,c � t < ∞� n < q0 < ∞� $/' 1 < ρ <

q08 3!"/  !"-" ">&+ + $ 6*+& &5" /,1."- εc,t,q0,ρ = εn,m,k,lc,t,q0,ρ !$5&/:  !" 2*((*#&/:
6-*6"- 0 8 &2 +0+ "1 03�25 #& ! 1"$+,-$.(" )*16(">=5$(,"' )*"b)&"/ + $/' -&:! =
!$/' +&'"+ +$ &+7"+  !" )*/'& &*/+ (◦)�(◦ ◦ ◦) #& ! t $/' q0 )*/+&'"-"' /*# $/'
ε � εc,t,q0,ρ�  !"/ "5"-0 W l

ρ,loc=+*(, &*/  *  !" +0+ "1 &+ & + W l
q0,loc=+*(, &*/8

*��8��676�� ��&� U,66*+"  !$ t0,c � t <∞� n < q0 <∞� $/' 1 < ρ < q08
3!"/  !" 2,(7((1"/ *2  !" &/"?,$(& 0 ε < Cn,2m,2k,lr,ρ (t)/q0 &+ +,b)&"/ 2*- $
/,1."- ε � 0  * +"-5" $+ εc,t,q0,ρ &/ 3!"*-"1 3�D�

*��8��676�� ��'� U,66*+"  !$ t∗c < t < ∞� n/ε0 < q0 < ∞� $/' 1 <
ρ < q08 3!"/ 2*- ε � 0  * +"-5" $+ εc,t,q0,ρ &/ 3!"*-"1 3�D� & &+ /")"++$-0  !$ 
ε � 2C0n/q0�

k]SY� QK q0 QY YS�VQWJTOU ONLRW T]WJ jW VNJJIT WOQMQJNTW VIJXQTQIJ (◦◦) KLIM
k]WILWM 3�D 0eU _WMNLi 3�2� T]W NeYWJVW IK (◦◦) MWNJY T]NT ε̃c,t QY NMIJR T]W
JSMeWLY εc,t,q0,ρ QJ k]WILWM 3�D5�

�����@ ��-� �U `LIPIYQTQIJ 3�3 NJX _WMNLi 3�2� QK (m− 1)2 +(l− 1)2 �= 0
T]WJ IMQTTQJR VIJXQTQIJ (◦◦) QJ k]WILWM 3�2 QY NOYI QMPIYYQeOW�

����������

124 ��164�%  	 &	 `LQJVQPOWY IK T]W YTNeQOQTU T]WILU QJ T]W Cl�JILM IK VONYYWY IK
YIOSTQIJY TI YUYTWMY IK OQJWNL PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY ?? nIiO� biNX�
tNSi� 2:::� �� 7DA� C A� �̀ A,:EA:3� 0_SYYQNJ5�

134 ��164�%  	 &	 ^TNeQOQTU QJ T]W Cl�JILM IK VONYYWY IK YIOSTQIJY TI YUYTWMY
IK OQJWNL PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY IK WOOQPTQV TUPW ?? ^QeQLYi� \NT� u]�
2:::� �� +B� C 3� �̀ 7A3E7|2� 0_SYYQNJ5�
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174 G)*��#�� 9	� HIMPOWa bJNOUTQV \NJQKIOXY� dOOQPTQV `NLTQNO nQ�WLWJTQNO
dlSNTQIJY� \IYVIj8 \QL� 2:D+� 0_SYYQNJ TLNJYONTQIJ5�

1+4 G�/�4$% G	 9	 ^IMW NPPOQVNTQIJY IK KSJVTQIJNO NJNOUYQY QJ MNT]WMNTQVNO
P]UYQVY� tIgIYQeQLYi8 ZcXNT� ^� bt ^^^_� 2:D3� 0_SYYQNJ5�

1A4 2$4,!-+,, &	 &	 ^IOSTQIJ IK WaTLWMNO PLIeOWMY IK T]WILU IK lSNYQVIJKILMNO
MNPPQJRY eU T]W gNLQNTQIJNO MWT]IX ?? ^QeQLYi� \NT� u]� 2:DB� �� 2� C 7�
�̀ 7B7E77B� 0_SYYQNJ5�

1D4 2$4,!-+,, &	 &	 sWJWLNO PLIPWLTQWY IK lSNYQVIJKILMNO MNPPQJRY� tIgIYQ�
eQLYi8 tNSiN� ^QeQLYi� ITX�JQW� 2:|+� 0_SYYQNJ5�

1|4  *4N�#- 9	 ~WVTSLWY IJ lSNYQVIJKILMNO MNPPQJRY� \�8 \QL� 2:D:� 0_SYYQNJ
TLNJYONTQIJ5�

1,4 �#�-*+�4h G	 9	� \NPPQJRY� ε�lSNYQVIJKILMNO QJ T]W MWNJ ?? ^QeQLYi� \NT�
u]� 2:D|� �� ,� C +� �̀ |:,E,BD� 0_SYYQNJ5�

1:4 '�,#/$+�% C	 G	 beIST YTNeQOQTU IK VONYYWY IK VIJKILMNO MNPPQJRY IJ PONJW
NJX QJ YPNVW ?? ^QeQLYi� \NT� u]� 2:,D� �� 3|� C A� �̀ 2,,E2:2� 0_SYYQNJ5�

12B4 ��164�%  	 &	 �J YTNeQOQTU IK VONYYWY IK VIJKILMNO MNPPQJRY� ZZ ?? ^QeQLYi�
\NT� u]� 2::|� �� 7,� C 3� �̀ 73DE7+7� 0_SYYQNJ5�

1224 ��164�%  	 &	 �J YTNeQOQTU IK VONYYWY IK VIJKILMNO MNPPQJRY� ZZZ ?? ^QeQLYi�
\NT� u]� 2::|� �� 7,� C +� �̀ ,3AE,+3� 0_SYYQNJ5�

1234 '�,#/$+�% C	 G	 �J T]W lSWYTQIJ IK YTNeQOQTU IK T]W VONYY IK ]IOIMILP]QV
KSJVTQIJY QJ N VOIYWX XIMNQJ ?? ^QeQLYi� \NT� u]� 2::|� �� 7,� C A� �̀ 2B+|E
2BAB� 0_SYYQNJ5�

1274 A$-*$�!6�+ ��	 @	 ^TNeQOQTU T]WILWMY QJ RWIMWTLU NJX NJNOUYQY� tIgIYQ�
eQLYi8 tNSiN� 2:,3� 0_SYYQNJ5�

12+4 ��164�%  	 &	 �J T]W W l
q�LWRSONLQTU IK YIOSTQIJY TI YUYTWMY IK XQ�WLWJTQNO

WlSNTQIJY QJ T]W VNYW j]WJ T]W WlSNTQIJY NLW VIJYTLSVTWX KLIM XQYVIJTQJS�
ISY KSJVTQIJY ?? ^QeQLYi� \NT� u]� 3BB7� �� ++� C +� �̀ |+:E||2� 0_SYYQNJ5�
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Z$ K!4G-Pj& D$7!./!$'& Ker !$" Im 3#. ;#44:'!'/7-
*9:!.-& /$  !klP#7C*-4/!G-1/!$ ;!'-O#./-&

0����B�� J�)�B�� �

2080��� ��� � 9 � 03 :� 6�1� �;�

ZJ 124� ~NMeWi QJTLIXSVWX TjI QJgNLQNJTYKer NJX Im KIL VIMMSTNTQgW YlSNLWY
QJ T]W VNTWRILU IK RLISPY NJX PLIgWX T]NT QK� QJ T]W XQNRLNM

A −→ B −→ C
↓ � ↓ � ↓
A′ −→ B′ −→ C′

(1)

IK RLISPY NJX RLISP ]IMIMILP]QYMY T]W LIjY NLW WaNVT T]WJ ImS = KerT �
~WQV]T NJX tIMSLN PIQJTWX IST T]NT T]QY T]WILWM ]IOXY KIL NLeQTLNLU WaNVT VNT�
WRILQWY 0YWW 13� 745� tIMSLN NOYI VIJYQXWLWX T]W VNYW j]WLW T]W LIjY QJ 025 NLW
YWMQWaNVT� VIJYTLSVTWX N MILP]QYM Λ: ImS → KerT NJX YIMW YWlSWJVW QJ�
VOSXQJR Λ� �W TLU TI hJX IST QK T]WLW NLW YQMQONL LWYSOTY KIL VNTWRILQWY YWMQNeWOQNJ
QJ T]W YWJYW IK _N��iIg� bPNLT KLIM NOO NeWOQNJ VNTWRILQWY� T]W VONYY IK _N��iIg�
YWMQNeWOQNJ VNTWRILQWY VIJTNQJY MNJU JIJNeWOQNJ NXXQTQgW VNTWRILQWY� k]W VNTW�
RILQWY IK 0vNSYXIL� IL NOO5 TIPIOIRQVNO NeWOQNJ RLISPY� TIPIOIRQVNO gWVTIL YPNVWY�
�NJNV] 0IL JILMWX5 YPNVWY� hOTWLWX MIXSOWY IgWL hOTWLWX LQJRY� NJX TILYQIJ�KLWW
NeWOQNJ RLISPY NLW TUPQVNO WaNMPOWY IK _N��iIg�YWMQNeWOQNJ VNTWRILQWY� k]W MNQJ
XQ�WLWJVW eWTjWWJ T]W _N��iIg�YWMQNeWOQNJ NJX NeWOQNJ VNTWRILQWY QY T]NT T]W
YTNJXNLX XQNRLNM OWMMNY ]IOX QJ _N��iIg�YWMQNeWOQNJ VNTWRILQWY SJXWL YIMW
WaTLN VIJXQTQIJY j]QV] SYSNOOU NMISJT TI T]W YTLQVTJWYY IK T]WYW MILP]QYMY� ZT
TSLJY IST T]NT T]W oQJgWLYWq TI tIMSLN�Y MILP]QYM Λ NOjNUY WaQYTY NJX Λ QTYWOK
QY XWhJWX QK T]W gWLTQVNO MILP]QYM A→ A′ QY YTLQVT� �W NOYI YTSXU WaNVTJWYY IK
tIMSLN�Y YWlSWJVW j]WJ T]QY MILP]QYM QY N iWLJWO 0� YTLQVT MIJIMILP]QYM5
IL N VIiWLJWO 0� YTLQVT WPQMILP]QYM5�
����������

124 9��/$+ B	 sISLYNT�Y T]WILWM NJX ]IMIOIRQVNO NORWeLN ?? HNJ� \NT]�
�SOO� 2:D+� �� |� �̀ A:|EDB,�

134 9$,)*� B	 2	 baQIMNTQV PLIIK IK �� ~NMeWi�Y ]IMIOIRQVNO T]WILWM ?? HNJ�
\NT]� �SOO� 2:D+� �� |� �̀ DB:ED27�

174 C���#� �	 bJ WaNVT YWlSWJVW RWJWLNOQcQJR N T]WILWM IK ~NMeWi ?? bLV]�
\NT]� 2:|2� �� 33� �̀ +D|E+|,�

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� 7' ,&�!- _*V$?9) T+*;V&'$ 5� 6*:*;!8!+;- �������
@9;;! �

��� !"# ? -*V(� $%�.;'�+9

2+|



�����������
 ���������
 ����� �����
����

���@��@�� � ��������������
 �
����� �� S1 × S3

8� G� A��� � �

��&�������	 
����
��������	 �����������

��������������	 ��	��� ������������ (S1 × S3, g0) �����!��� �'���
9����������� S1×S3 	��	���	 ������� G� U(1)×SU(2)� @������ G� ���$�
������	���	 � ������������� R4 � �����#��� [X,Y ] = (0, [X ′, Y ′]R3)� ��� X ′

� Y ′ � ����
#�� ��
����� X � Y �� R3� � [X ′, Y ′]R3 � �� ��
������ ������
�������� 9����������� S1 × S3 	��	���	 ����������� ���'� ��� S2� &���
-���� ���������	 	��	���	 ���������� ������� 9���" E � ��������� ����
������� ��������������� 
������"��� 
 ���	� ���������	 ���'� � ����"
F � g0����������"��� 
 E ��������� ��������������

� ������ ���!����	 ���������������� ��!�� 
�����
���� ����
���� J �

������ ������	�� ������������	 E � F � *�
�� ����
���� ����� �������"
�������	�	��

6����� ��� ���������� ������������ ��!�� 
�����
���� ����
����
.�$��� ��
�� ����
���� ������������� !���� q = (a, b, α, β) ∈ R4 ��
���
!�� b < 0� β < 0� 6������ ���!���	 ����������� ��� 
������ ����
���� Jq
�������������

��� ��!�� 
�����
���� ����
���� Jq ������	�� '����������"��� 3�
'���� ω0(X,Y ) = g0(X, J0Y )� ��� J0 � ��!�� 
�����
���	 ����
����� �����
����������	 ���!���� q = (0,−1, 0,−1)� *���� 
�$��� ��!�� 
�����
����
����
���� Jq ������������� -������� �����
� gq = ω0(JX, Y )� G��
� ���
���"� !�� �����
� gq ����� ���8

gq = c dx2
0 − 2a dx0 dx1 − b dx2

1 + γ dx2
2 − 2αdx2 dx3 − β dx2

3.

/�	 ��
�� �����
 ������ ������ ��!!� � �
��	���	 
��������

�	�
	��� ��� 	������ gq 
� M�
L���
���� �� ���
��
�� ������
�
�	�H� ���8

sq =
b

2
+ 2c+ (γ − β)− c

2
(γ − β)2.

O�
� c ∈ (0, 1/2)� �� ���
��
�� ������
� 
�����
���
�� ��� c � 1/2� sq <
28 `��
��
�� ������
� sq 
� �	��� ����������� ����� ��� �������	��
�
���
��� ����	���� q8

�/�1�������	 
����
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�JW IK T]W MNQJ LWYSOTY IK T]W TNOi QY T]W KIOOIjQJR
������� �� <" u = u(t, x) ." $ )*/ &/,*,+ :"/"-$(&;"' +*(, &*/  *  !"

"?,$ &*/ ut + ϕ(u)x = 0 &/ $ '*1$&/ Ω ⊂ R2� #!"-" ϕ : R → R &+ $ )*/ &/,*,+
2,/) &*/8 T, (a, b) = Intu(Ω)8 3!"/  !" 2*((*#&/: )*/'& &*/ &+ 2,(7(("'8

(∗) 3!"-" ">&+ + $ )(*+"' +" F ⊂ (a, b) *2 1"$+,-" 0 +,)!  !$ ϕ(u) +$ &+7"+
<&6+)!& ; )*/'& &*/ (*)$((0 &/ U = (a, b)\F $/'  !" '"-&5$ &5" ϕ′(u) &+ $ 2,/) &*/
*2 .*,/'"' 5$-&$ &*/ (*)$((0 &/ U 8

A/ $''& &*/� &2 Ω &+ $ + -&6 Ω = (t1, t2)× R  !"/ F = ∅8
HIJYQXWL T]W PNLTQNO VNYW u(t, x) = vx(t, x) KIL YIMW C1�YMIIT] KSJVTQIJ

v : Ω → R� k]WJ jW QMMWXQNTWOU RWT T]W KIOOIjQJR VILIOONLU�
������� �� <" v = v(t, x) ." $ /*/(&/"$- C1=+1** ! 2,/) &*/ &/ $ '*=

1$&/ Ω ⊂ R2 +,)!  !$ vt = ϕ(vx) &/ Ω� #!"-" ϕ(u) &+ $ )*/ &/,*,+ 2,/) &*/8
T, (a, b) = Int vx(Ω)8 3!"/  !" 2,/) &*/ ϕ(u) +$ &+7"+  !" )*/'& &*/ (∗)8 A/ $
6$- &),($-�  !" 2,/) &*/ ϕ(u) &+  #&)" '&C"-"/ &$.(" $8"8 &/ (a, b)8

kI PLIgW k]WILWMY 2 NJX 3 jW SYW T]W LWYSOTY IK T]W T]WILU IK QcWJTLIPU
YIOSTQIJY TI lSNYQOQJWNL WlSNTQIJY IK T]W hLYT ILXWL QJTLIXSVWX eU T]W YWVIJX
NST]IL 124� k]WILWM 3 RQgWY YIMW QJKILMNTQIJ NeIST NJNOUTQVNO NJX RWIMWTLQ�
VNO PLIPWLTQWY IK T]W QMNRWY IK T]W XWLQgNTQgWY KIL C1�YMIIT] KSJVTQIJY IK TjI
gNLQNeOWY� sWIMWTLQVNO PLIPWLTQWY IK T]W QMNRWY IK T]W XWLQgNTQgWY KIL T]W VNYW IK
XQ�WLWJTQNeOW 0JIJYMIIT]5 KSJVTQIJY jWLW YTSXQWX QJ 134�
����������

124 &�!�% _	 ��	 sWJWLNOQcWX YIOSTQIJY TI HNSV]U PLIeOWM KIL lSNYQOQJWNL
VIJYWLgNTQIJ ONjY� nQYY�� � � iNJX� hc��MNT� JNSi� \�8 \^p� 2::2�

134 ��#�/+�% �	 F	 �J N RWJWLNOQcNTQIJ IK T]W nNLeISa T]WILWM TI T]W MSO�
TQXQMWJYQIJNO VNYW ?? ^QeQLYi� \NT� u]� 3BBB� �� +2� C 2� �̀ 22,E277�

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
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~WT M eW T]W LWYSOT IK NTTNV]QJR TjI _QWMNJJQNJ MNJQKIOXY M0 NJX M1

NOIJR YIMW QYIMWTLU IK T]WQL eISJXNLQWY� ZJ RWJWLNO T]W MWTLQV IJ M QY JIT
YMIIT]� vWJVW jW VISOX JIT SYW VONYYQVNO _QWMNJJQNJ RWIMWTLU� vIjWgWL M
VNJ eW N YPNVW IK VSLgNTSLW eISJXWX KLIM IJW YQXW�

�U Bi XWJITW T]W YWVIJX KSJXNMWJTNO KILMY IK VIMMIJ eISJXNLU Γ IK Mi

j�L�T� QJTWLQIL JILMNOY�

������� ��M &+ K(">$/'-*5 +6$)" *2 ),-5$ ,-" � κ &C B0+B1 &+ 6*+& &5"(0
+"1&'"7/& " $/' $(( +") &*/$( ),-5$ ,-"+ *2 M0 $/' M1 $-" � κ8

bJNOIRISY NYYWLTQIJ KIL YPNVWY IK VSLgNTSLWY eISJXWX NeIgW QY JIT TLSW jQT]�
IST NXXQTQIJNO NYYSMPTQIJY� }IL WaNMPOW OWT SY VIJYQXWL TjI VIPQWY IK T]LWW�
XQMWJYQIJNO dSVOQXWNJ YPNVWY jQT] N eNOO VST IST� ZK jW NTTNV] T]WYW YPNVWY eU
VILLWYPIJXQJR YP]WLWY T]WJ T]W IeTNQJWX YPNVW QY JIT N YPNVW IK JIJPIYQTQgW
VSLgNTSLW� vIjWgWL T]QY QY NJ SJQlSW PLQJVQPNO PLIeOWM�

\ILWIgWL KIL YPNVWY IK VSLgNTSLWY eISJXWX NeIgW IJW VNJ NTTNV] MILW T]NJ
TjI _QWMMNJQNJ MNJQKIOXY�

������� �� M =
⋃
i

Mi &+ $/ K(">$/'-*5 +6$)" *2 ),-5$ ,-" � κ &C /"> 

 !-"" )*/'& &*/+ !*('  -,"8
2� Bi + Bj &+ /":$ &5"(0 +"1&'"7/& " 2*- i �= j8
3� K(( +") &*/$( ),-5$ ,-"+ *2 $(( Mi $-" � κ8
7� [*/+&'"- 2='&-") &*/+ σ +,)!  !$ -"+ -&) &*/+ *2 $(( Bi  * σ $-" /":$ &5"(0

'"7/& "8 U") &*/$( ),-5$ ,-"+ *2 Γ &/ 2='&-") &*/+ *2 +,)! %&/' $-" � κ8
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C���D�� C6��5�� E� �0��� �������� !

�� K�7��H=�76��� nQYTLQeSTQIJ IJ N YMIIT] _QWMNJJQNJ MNJQKIOX QY T]W
YMIIT] YSeeSJXOW IK T]W TNJRWJT eSJXOW� k]W XQYTLQeSTQIJ QY YNQX TI eW  -$/+5"-=
+$((0 *-&"/ "' QK QT VNJ eW XWhJWX eU T]W ROIeNO JIJ�XWRWJWLNTW 1�KILM α�

4�5�676�� �� @*(&$ &*/ + -,) ,-" IJ N YMIIT] (2n+1)�XQMWJYQIJNO MNJQKIOX
QY T]W TLNJYgWLYNOOU ILQWJTWX VIXQMWJYQIJ 1 XQYTLQeSTQIJ j]QV] QY QJTWRLNeOW� Q�W�
α ∧ (dα)n = 0�

4�5�676�� �� [*/ $) + -,) ,-" IJ N YMIIT] (2n+1)�XQMWJYQIJNO MNJQKIOX
QY T]W TLNJYgWLYNOOU ILQWJTWX VIXQMWJYQIJ 1 XQYTLQeSTQIJ j]QV] QY NY KNL KLIM
eWQJR QJTWRLNeOW NY PIYYQeOW� Q�W� α ∧ (dα)n �= 0�

4�5�676�� &� [*/2*(&$ &*/ IJ N YMIIT] (2n + 1)�XQMWJYQIJNO MNJQKIOX QY
T]W TLNJYgWLYNOOU ILQWJTWX VIXQMWJYQIJ 1 XQYTLQeSTQIJ YSV] T]NT α ∧ (dα)n � 0�

�W jQOO KIOOIj 134 XWhJQJR YWVIJX KSJXNMWJTNO KILM IK T]W XQYTLQeSTQIJ IJ N
_QWMNJJQNJ MNJQKIOX (M, g)8

B(X,Y ) =
1
2
g(∇XY +∇YX,Z),

j]WLW X � Y NLW T]W YWVTQIJY IK T]W XQYTLQeSTQIJ NJX Z QY T]W YWVTQIJ IK T]W
ILT]IRIJNO XQYTLQeSTQIJ�

4�5�676�� '� k]W XQYTLQeSTQIJ QY YNQX TI eW  * $((0 :"*'"+&) QK B ≡ 0�

�� ��� +L6�7���� �� ��7�//: M��H��6� 46�7�6.=76���� �W YTSXU T]W
PLIeOWM IK WaQYTWJVW IK TITNOOU RWIXWYQV XQYTLQeSTQIJY IJ N VOIYWX ILQWJTNeOW
OIVNOOU ]IMIRWJWISY 3�MNJQKIOXY� j]QV] NLW WQT]WL KIOQNTQIJY� VIJTNVT YTLSVTSLWY
IL VIJKIOQNTQIJY� pYQJR T]W QJTWRLNO KILMSON KLIM 174 NJX T]W WaPOQVQT WaPLWYYQIJ
IK T]W _QVVQ TWJYIL� QT VNJ eW IeTNQJWX T]NT  !"-" $-" /*  * $((0 :"*'"+&) )*/ $) 
+ -,) ,-"+ $/' )*/2*(&$ &*/+ */ )(*+"' 1$/&2*('+ 1*'"(("' */ E3� H3� H2 × R
$/' Sol8

ZT QY iJIjJ T]NT vIPK heLNTQIJ XWhJWY T]W TITNOOU RWIXWYQV VIJTNVT YTLSVTSLW
IJ YP]WLQVNO KILMY� ZT VNJ eW VIJYTLSVTQgWOU PLIgWJ T]W WaQYTWJVW IK T]W TITNOOU

�_ + K!. _% +-!: 6 $!*. " >.!:&+;!$?� U:*8*,? Un� 5� _% +-*: �2�II� >-+ !.&�
��� !"# :*:!-(9.!:&+�-% +-*:�9 
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RWIXWYQV VIJTNVT YTLSVTSLWY IJ T]W VOIYWX MNJQKIOXY MIXWOOWX IJ S̃L2(R) NJX
Nil�

ZT TSLJWX IST T]NT T]W VNYW IK S2×R�MNJQKIOXY QY T]W MIYT XQ�VSOT IJW� �W
PLIgW T]W KIOOIjQJR T]WILWM8

������� �� 3!"-" $-" /*  * $((0 :"*'"+&) )*/ $) + -,) ,-"+ */  !" )(*+"'
1$/&2*('+ 1*'"(("' */ S2 × R8

�����@ �� ZT QY iJIjJ T]NT WNV] TITNOOU RWIXWYQV KIOQNTQIJ IJ T]W VOIYWX
MNJQKIOXY MIXWOOWX IJ S2 × R QY T]W KIOQNTQIJ eU T]W TITNOOU RWIXWYQV YP]WLWY�

&� ��� +L7����/ *��8��76�� �� 7�� ��7�//: M��H��6� 46�7�6.=76����

ZT QY WNYU TI Y]Ij T]NT T]W mIj ILT]IRIJNO TI VIXQMWJYQIJ 1 TITNOOU RWIXWYQV
XQYTLQeSTQIJ QY _QWMNJJQNJ 134� ZJ 124 QT QY Y]IjJ T]NT WNV] TITNOOU RWIXWYQV
VIJKIOQNTQIJ IJ S3 QY T]W VIJTNVT YTLSVTSLW� k]W KIOOIjQJR lSWYTQIJ jNY PIYWX8

N=��76�� �� A+ &  -,"�  !$ "$)!  * $((0 :"*'"+&) )*/2*(&$ &*/ */  !" )(*+"'
1$/&2*(' 1*'"(("' */ +*1" 3='&1"/+&*/$( !*1*:"/"*,+ +6$)"� &+ "& !"- 2*(&$ &*/
*- )*/ $) + -,) ,-"l

k]W NJYjWL QY otIq QJ RWJWLNO VNYW NY JIJ�WaTLWMNO 0j]QV] QY JWQT]WL N KIOQ�
NTQIJ JIL N VIJTNVT XQYTLQeSTQIJ5 VIJKIOQNTQIJ IJ S2 × S1 XIWY WaQYT� k]W JWaT
VIJfWVTSLW jNY YTNTWX eU n� �IOITIg8

9��O��7=�� �� m$)!  * $((0 :"*'"+&) )*/2*(&$ &*/ */ )(*+"' Nil= *- S̃L2(R)=
1$/&2*(' &+ $ )*/ $) + -,) ,-"8

ZJ PLWYWJT jILi jW NJJISJVW T]W PNLTQNO NJYjWL TI T]W VIJfWVTSLW�

������� �� m$)!  * $((0 :"*'"+&) )*/2*(&$ &*/ */ )(*+"' S̃L2(R)=1$/&2*('
&+ $ )*/ $) + -,) ,-"8

�����@ �� k]W OIVNO gNLQNJT IK T]W VIJfWVTSLW QY KNOYW�

����������

124 @#���44 '	� @#�%$ �	 �JW XQMWJYQIJNO MWTLQV KIOQNTQIJY QJ VIJYTNJT VSLgN�
TSLW YPNVWY ?? nQ�WLWJTQNO RWIMWTLU NJX VIMPOWa NJNOUYQY� �WLOQJ8 ^PLQJRWL�
2:,A� �̀ 2DAE2D,�

134 A$,!*�#� 2	 k]W YWVIJX KSJXNMWJTNO KILM IK N PONJW hWOX ?? �� nQ�WLWJT�
sWIM� 2:||� �� 23� �̀ D2:ED3|�

174  �,!�% ��	 k]W RWIMWTLU IK gWVTIL hWOX� bMYTWLXNM8 sILXIJ � �LWNV]�
3BB2�
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k]W VONYYQVNO MWT]IX IK T]W sLSJYiU VIW�VQWJT QJWlSNOQTQWY PLIgQXWY IJW IK
T]W MNQJ TWV]JQVNO TIIOY KIL T]W T]WILU IK SJQgNOWJT ]IOIMILP]QV KSJVTQIJY QJ T]W
XQYi� ZTY NPPOQVNTQIJY TI T]W KSJVTQIJY jQT] lSNYQVIJKILMNO WaTWJYQIJY LWVWJTOU
RNgW LQYW TI WYTNeOQY]QJR gNLQISY LWYSOTY QJ VIMPOWa RWIMWTLU IK kWQV]M�SOOWL
YPNVWY NJX QJ LWONTWX XQLWVTQIJY QJ RWIMWTLQV KSJVTQIJ T]WILU�

ZJ T]W VNYW IK T]W MNPY IK _QWMNJJ YSLKNVWY� KIL WaNMPOW IK hJQTW NJNOUTQV
TUPW (p, n)� T]W VILLWYPIJXQJR QJWlSNOQTQWY XI JIT VIJVWLJ T]W QJTLQJYQV KWNTSLWY
IK T]WYW YSLKNVWY NJX T]SY VNJJIT PLIgQXW T]W Y]NLP WYTQMNTWY�

k]W MNQJ YSefWVT IK T]QY TNOi QY TI WaTWJX T]QY NPPLINV] TI _QWMNJJ YSLKNVWY
IK hJQTW TIPIOIRQVNO TUPW NJX PLIgQXW VWLTNQJ NPPOQVNTQIJY�

ZJ PNLTQVSONL� T]QY NOOIjY SY TI WaTWJX TI YSV] YSLKNVWY T]W T]WILWM IK [LN
IJ VIQJVQXWJVW IK NOO QJgNLQNJT 0]UPWLeIOQV5 MWTLQVY IJ NeWOQNJ XQYiY QJ T]W kW�
QV]M�SOOWL YPNVW T (p, n) IK _QWMNJJ YSLKNVWY IK hJQTW VIJKILMNO TUPW (p, n)� �W
IeTNQJ NOYI YIMW QMPILTNJT VIJYWlSWJVWY QJ T]W VIMPOWa RWIMWTLU NJX POSLQPI�
TWJTQNO T]WILU IJ kWQV]M�SOOWL YPNVWY IK IPWJ _QWMNJJ YSLKNVWY� k]W MIYT IK
LWYSOTY VIJVWLJ T]W mNT YSLKNVWY�

b PLQJVQPNO PIQJT QY T]NT QJ ILXWL TI PLIgQXW lSNYQVIJKILMNO VIJTQJSNTQIJY IK
VIJKILMNO MNPY XWTWLMQJWX IJ T]W YSeXIMNQJY IK N RQgWJ YSLKNVW� IJW QY JWWXWX
TI jILi IJ T]W XISeOW IK T]QY YSLKNVW�

�< +�=" . >.!:&+;!$?� @ � $ A . B����� =;+ &"�
��� !"# -+9;%- "(� ';�8!9� '�!"
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ZT QY jWOO�iJIjJ T]NT T]W KNMISY PNPWL eU �S� s� _WY]WTJUNi 124 jNY NT T]W
eWRQJJQJR IK T]W YTSXU IK T]W JIJOQJWNL PITWJTQNO T]WILU� k]W RNIO IK T]W TNOi
QY TI Y]Ij T]NT T]WLW QY N VISJTWLPNLT IK T]QY T]WILU IJ IJW VONYY IK JQOPITWJT
~QW RLISP� b + -$ &7"' !*1*:"/"*,+ :-*,6 134 IL� QJ NJIT]WL TWLMQJIOIRU� N
[$-/* :-*,6 QY N VIJJWVTWX YQMPOU VIJJWVTWX JQOPITWJT ~QW RLISP G j]IYW
~QW NORWeLN V YPOQTY QJTI T]W XQLWVT YSM V1 ⊕ · · · ⊕ Vm IK gWVTIL YPNVWY YSV]
T]NT dimV1 � 2� [V1, Vk] = Vk+1 KIL 1 � k � m − 1 NJX [V1, Vm] = {0}� ~WT
gWVTIL hWOXY X11, . . . , X1n1 VIJYTQTSTW N eNYQY KIL V1� bY T]WU RWJWLNTW V � KIL
WNV] 1 < i � m jW VNJ V]IIYW N eNYQY Xij � 1 � j � ni = dim Vi� KIL Vi j]QV]
VIJYQYTY IK VIMMSTNTILY IK T]W hWOXY X1k ∈ V1 IK ILXWL i− 1� �W QXWJTQKU WNV]

WOWMWJT g ∈ G jQT] x ∈ RN � N =
m∑
i=1

ni� x = (xij)� 1 � i � m� 1 � j � ni�

eU MWNJY IK T]W WaPIJWJTQNO MNPPQJRY exp
(∑

xijXij

)
= g� k]W XQONTQIJY δt

XWhJWX NY δtx = (tixij)1�i�m,1�j�ni � NLW NSTIMILP]QYMY IK G KIL WgWLU t > 0�
k]W ~WeWYRSW MWNYSLW dx IJ RN QY T]W eQ�QJgNLQNJT vNNL MWNYSLW IJ G� NJX

d(δtx) = tν dx j]WLW ν =
m∑
i=1

i dimVi QY T]W ]IMIRWJWISY XQMWJYQIJ IK T]W

RLISP G� k]W ~WeWYRSW MWNYSLW |E| IK N MWNYSLNeOW YWT E ⊂ G WlSNOY
∫
E

dx�

}IOONJX 174 XWhJWY N RWJWLNOQcWX �WYYWO iWLJWO Jα(x) KIL Reα > 0 eU

Jα(x) =
1

Γ(α/2)

∞∫
0

tα/2−1 exp(−t)h(x, t) dt.

vWLW h(x, t) QY N KSJXNMWJTNO YIOSTQIJ TI L + ∂/∂t� j]WLW L = −
n1∑
i=1

X2
1i QY

N YSeONPONVQNJ IJ T]W RLISP G� bJ NJNOIRISY IK �WYYWO PITWJTQNOY IJ HNLJIT
RLISPY QY N YPNVW Spα IK KSJVTQIJY

�6*:*;!8!+;- U$ $& >.!:&+;!$?� T!+*)*: ;$+�� �� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# .-9,+(!$ ��.;'�+9
�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# :*,*V!;(� $%�.;'�+9
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g = Jα ∗ f =
∫
G

Jα(y−1x)f(y) dy

j]WLW f ∈ Lp(G)� p ∈ (1,∞)� α ∈ (0,∞) jQT] T]W JILM ‖g | Spα‖ = ‖f | Lp‖�
ZK α ∈ N T]WJ Spα(G) = W p

α(G)� j]WLW T]W ^IeIOWg YPNVW W p
α(G) VIJYQYTY IK

KSJVTQIJY f ∈ Lp ]NgQJR RWJWLNOQcWX XWLQgNTQgWYX1i1 . . . X1iαf ∈ Lp� 1 � i1, iα �
n1� ~WT µ eW N �ILWO MWNYSLW IJ G� b JIJ�OQJWNL PITWJTQNO VILLWYPIJXQJR TI T]W
VONYYQVNO JIJ�OQJWNL PITWJTQNO T]WILU 1+4 QY XWhJWX eU T]W KIOOIjQJR jNU 1A48

Uα,pµ(x) =
∫
G

Jα(y−1x)
[∫

G

Jα(z−1y) dµ(z)
]q−1

dy

j]WLW JSMeWLY p, q � 0� 1/p + 1/q = 1� p ∈ (1,∞)� bJ NPPLIPLQNTW �IO�
PITWJTQNO 1+� A4 QY N KSJVTQIJ

x ∈ G ⇒ Wα,pµ(x) =

1∫
0

[
µ(B(x, r))
rν−αp

]q−1
dr

r
, αp < ν.

�J HNLJIT RLISP T]W �IO� QJWlSNOQTU ]IOXY�
������� �� <" µ ." $ 9*-"( 1"$+,-" */ [$-/* :-*,6 G8 3!"-" ">&+ +

)*/+ $/ + c1 $/' c2 +,)!  !$ 

c1

∫
G

Wα,pµ(x) dµ(x) �
∫
G

Uα,pµ(x) dµ(x) � c2

∫
G

Wα,pµ(x) dµ(x), αp < ν.

ZK E QY N VIMPNVT YSeYWT IK G� T]WJ QTY Lp�VNPNVQTU jQT] LWYPWVT TI T]W �WYYWO
iWLJWO QY XWhJWX YQMQONL TI 1248

capα,p(E) = inf
{∫

G

f(y)p dy : f � 0, Jα ∗ f � 1 IJ E

}
.

�W WYTQMNTW T]W VNPNVQTU IK N YWT eU RWTTQJR SPPWL NJX OIjWL eISJXY KIL T]W
W �PITWJTQNO IK MWNYSLWY VIJVWJTLNTWX IJ T]NT YWT�

*��8��676�� �� @*- $/0 /*//":$ &5" 9*-"( 1"$+,-" µ�

capα,p(Wα,pµ > λ) � c

λp−1
‖µ‖1, αp < ν,

#& ! c '"6"/'&/: */ α, p, ν */(08

2AA



*��8��676�� �� U,66*+" E &+ $ )*16$) +" &/ G� µ &+ $ 9*-"( 1"$+,-"
+,66*- "' */ E8

0Q5 A2 Wα,pµ(x) � 1 2*- $(( x ∈ E�  !"/ capα,p(E) � c1‖µ‖1� αp < ν8
0QQ5 A2 Wα,pµ � 1 2*- $(( x ∈ E�  !"/ capα,p(E) � c1‖µ‖1� αp < ν8

i"-" c1 $/' c2 '"6"/' */ α� p $/' ν8
bY N VILIOONLU jW IeTNQJ WYTQMNTWY KIL VNPNVQTU IK N eNOO�
9���//��: �� @*- $(( x ∈ G� r � 1/2 #" !$5" capα,p(B(x, r)) ∼ rν−αp8
�W PLIgW T]W VNPNVQTNLU YTLIJR�TUPW QJWlSNOQTU�
������� �� 3!"-" &+ $ )*/+ $/ c '"6"/'&/: */ α� p� ν */(0 +,)!  !$ 

∞∫
0

capα,p(x : Jα ∗ f(x) � t) dtp � c

∫
G

f(x)p dx

2*- $(( f � 08

ZT KIOOIjY T]W KIOOIjQJR WMeWXXQJR
������� &� <" 1 < p < q <∞ $/' µ $ -":,($- 9*-"( 1"$+,-" */ G8 3!"/

 !" 2*((*#&/: $-" "?,&5$("/ 8
0Q5  !"-" &+ $ )*/+ $/ c1 +,)!  !$ [µ(B(x, r))]1/q � c1r

ν
p−α 2*- $(( x ∈ G�

0 < r < 1)
0QQ5  !"-" &+ $ )*/+ $/ c2 +,)!  !$ ‖Jα∗f‖Lq(µ) � c2‖f‖Lp 2*- $(( 1"$+,-$.("

f � 08
k]W PLIIKY IK NeIgW�MWJTQIJWX LWYSOTY KIOOIjY NOIJR OQJWY IK T]W VILLWYPIJX�

QJR PLIIKY KLIM 1A4� ZT ]NY eW TNiWJ QJTI NVVISJT IJOU T]NT T]W iWLJWO Jα(x) QY
JIT LNXQNO� tWgWLT]WOWYY� QTY eW]NgQIL NT 0 NJX NT ∞ MNiWY PIYYQeOW TI NXIPT
NLRSMWJTY IK 1A4 TI LWNOQcW NOO T]W PLIIKY SJXWL JWj VIJXQTQIJY�
����������

124 A$-*$�!6�+ ��	 @	 �J T]W VIJVWPT IK VNPNVQTU QJ T]W T]WILU IK KSJVTQIJY
jQT] RWJWLNOQcWX XWLQgNTQgWY ?? ^QeQLYi� \NT� u]� 2:D:� �� 2B� C A� �̀ 22B:E
227,� 0_SYYQNJ5� dJRO� TLNJYO� QJ ^QeWLQNJ \NT]� �� 2:D:� �� 2B� �̀ ,2,E,+3�

134 D�44�!" @	 2	� G�$,! P	 �	 vNLXU YPNVWY IJ ]IMIRWJWISY RLISPY ?? `LQJVW�
TIJ t�8 pJQg� `LWYY� 2:,3�

174 D�44�!" @	 2	 ^SeWOOQPTQV WYTQMNTWY NJX KSJVTQIJ YPNVWY IJ JQOPITWJT ~QW
RLISPY ?? bLi� \NT� 2:|A� �� 27� �̀ 2D2E3B|�

1+4  "��- '	 A	� ($"/$#7 9	 P	 }SJVTQIJ YPNVWY NJX PITWJTQNO T]WILU� �WLOQJE
vWQXWOeWLR8 ^PLQJRWL� 2::D�

1A4 F�"�16�!�% G	 �	�WQR]TWX Lp PITWJTQNO T]WILU IJ ]IMIRWJWISY RLISPY ??
^QeQLYi� \NT� u]� 2::3� �� 77� C 3� �̀ 3:E+,� 0_SYYQNJ5� dJRO� TLNJYO� QJ
^QeWLQNJ \NT]� �� 2::3� �� 77� C 3� �̀ 3B2E32,�

2AD



= �����
������ ��
���� ��
������ N������
�� ��������� ������������

�� 5� A
�>
	��� �� 5� �� Y� !�� �

)������� &
��&
���� �&' *' +' *���$��
 *, -.�

9���" X � ����
�� �������� n������� ������������) Lk2(X) � ���"�
������� ������������� �����	��� �� ��������$��� ��������� ��''�����
#���"��� k�'��� ω� ��	 
������

∫
X

|ω|2 dx < ∞) dk : Lk2(X) → Lk+1
2 (X) �

��������� 	��	�����	 ����
����� ���=���� ��''����#����� ���������
�� ����
�� '����� �� Lk2(X)� ������� 
����
���� �������") ∆k � ������
��� G������� ����!����� ���=������� �� w�������� ��������� dk+1d

∗
k +

d∗kdk−1� ��������� �� ����
�� '����� � 
����
���� ����������

�	�
	�� ��`�	��������

�� �������� ∆k �	��� �������
�� ������
����� � ��
��� ������ ����� ��������� dk−1 � dk� ��	����
� �����L�	��
� �������
���� L2=����	�
���� HkL2(X) ��
��
�	��
�8

��	%��1�	� E���� X0 � ��	����
�� n=	��
�� ���	
���������� 	
�=
��������� X8 n�������� ∆k � Lk2(X) � ∆k � Lk2(X \X0) ��
���H� �������=

�	 �������	 ��
����	�

�8

9���" f = (f1, . . . , fq) � ����� ����$����"��� ����
�� '��
#�� �� ��!�
T := [0,∞[) Y � ��
������ ������������ 
����
���� ����
�� ����������
��� Y1, . . . , Yq ������������m1, . . . ,mq)X = T×f Y � ����
�� ������������

X × Y � ����$
���� ��������� �����
�� (dt)2 +
q∑
i=1

(fi dyi)2) Mk � ���$��

���� ��
�� ���"������
��� µ = (µ1, . . . , µq)� !�� µi ∈ {0, . . . ,mi}�
q∑
i=1

µi = k)

�µ := f
m1/2−µ1
1 · · · fmq/2−µqq �

�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������
����� ������� �������

��� !"# -9K�!.*:(� $%�.;'�+9
�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������

����� ������� �������
��� !"# ;%:&,*:(� $%�.;'�+9
�
���
 ��Q�����
 Q�� G
���G��	 Q�����`�� N����
 Q� 
�
��
1 ���0�����
 �����	�

���	 E����
D�� ��� Q�����`�� 1�����C �����	���	 �G���C � ����|�C �
�G��C }���
�����	���	 E����
D�� c
�
�� �y �22������2e�
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�	�
	�� �� n������� dk : Lk2(X)→Lk+1
2 (X) ��	����
� �����L�	� ��
�


���
t∫

0

�2
µ dτ

∞∫
t

�−2
µ dτ →

t→∞ 0 �
� ������� µ ∈Mk,


���
t∫

0

�−2
µ dτ

∞∫
t

�2
µ dτ →

t→∞ 0 ��	 
�$���� µ ∈Mk.

9���������� ��=� �����$����	 ������	�� �
����" �������!��� �����
��	 ���
�������� ���
��� ��������� ∆k �� ������������ � 
��#���� 
�$�
��� 
���# 
������� 
������������!�� ������������ ���� T ×f Y �

2A,



%G#:' Z$- %7P,!"/-7 T.#G1-4

�B%Z��$%� J1@�%,��� �

2��� 0� 2 � � �������� !

~WT Ω eW N YQMPOU VIJJWVTWX XIMNQJ IJ T]W VIMPOWa PONJW C NJX w ∈ Ω�
~WT ρΩ(w) eW T]W VIJKILMNO LNXQSY IK Ω NT T]W PIQJT w� NJX dΩ(w) T]W dS�
VOQXWNJ XQYTNJVW KLIM T]W PIQJT w TI T]W eISJXNLU ∂Ω IK T]W XIMNQJ Ω� Ic(Ω) =∫
Ω

ρ2
Ω(x+ iy) dx dy QY T]W VIJKILMNO MIMWJT IK Ω� NJX I(∂Ω) =

∫
Ω

d2
Ω(x+iy) dx dy

QY T]W MIMWJT IK QJWLTQN IK Ω NeIST ∂Ω� k]QY KSJVTQIJNOY jWLW QJTLIXSVWX eU
}� s� bgi]NXQWg 124 KIL YIOSTQIJ IK VONYYQVNO ^T� �WJNJT PLIeOWM IK hJXQJR TjI�
YQXW WYTQMNTW KIL T]W TILYQIJNO LQRQXQTU P (Ω) IK T]W XIMNQJ Ω eU YQMPOW RWIMWTLQV
V]NLNVTWLQYTQVY IK XIMNQJ 134� bY N YIOSTQIJ T]W KIOOIjQJR QJWlSNOQTQWY

I(∂Ω) � Ic(Ω) � P (Ω) � 4Ic(Ω) � 64I(∂Ω) (1)

jWLW IeTNQJWX� }QLYT QJWlSNOQTU QJ 025 QY JIT Y]NLP j]WJ Ic(Ω) NJX I(∂Ω) NLW
hJQTW� }� s� bgi]NXQWg YWT N PLIeOWM TI hJX OIjWL NJX SPPWL Y]NLP eISJXY KIL
T]W LNTQI I(Ω) = Ic(Ω)/I(∂Ω)� j]WJ Ic(Ω) NJX I(∂Ω) NLW hJQTW� k]W hLYT NJX
T]W ONYT QJWlSNOQTQWY QJ 025 QMPOU� T]NT LWRQIJ IK gNOSWY I(Ω) QY N YSeYWT IK [1, 16]�

~WT w1, w2 ∈ Ω� NJX OWT ]IOIMILP]QV SJQgNOWJT KSJVTQIJ f(z) MNP T]W SJQT
XQYi U = {z : |z| < 1} IJTI Ω YI T]NT f(0) = w1 NJX f(r) = w2� j]WLW
r ∈ (0, 1) QY N RQgWJ VIJYTNJT� k]W JILMNOQcNTQIJ IK f MWNJY� T]NT ]UPWLeIOQVNO
XQYTNJVW eWTjWWJ PIQJTY w1 NJX w2 QY VIJYTNJT� ~WT SY VIJYQXWL T]W KSJVTQIJNO

G(f, α) = |f ′(0)|α+|f ′(r)|α(1−|r|2)α
dΩ(f(0))α+dΩ(f(r))α � α > 0� IJ T]W VONYY S0 IK SJQgNOWJT ]IOIMIL�

P]QV KSJVTQIJY f(z), z ∈ U� ~WT rα eW T]W SJQlSW YIOSTQIJ IK T]W WlSNTQIJ

1− 4r
(1− r)2

+
(1− r)2α
(1 + r)2α

+
(1 + r)2α

(1 − r)2α
(

min
γ,θ∈R

Re
[1− 2reiγ − r2e2iγ

(1 + reiγ)2

+
2r2

1− r2
1− reiγ
1 + reiγ

+
4reiθ

1− r2
1− reiγ
1 + reiγ

]
− 4r

(1− r)2
)

= 0,

IJ T]W QJTWLgNO (0, 1)� k]WJ jW ]NgW
������� �� A2 r < rα�  !"/ "5"-0 2,/) &*/ f(z) 1&/&1&;&/:  !" 2,/) &*/$(

G(f, α) */  !" )($++ S0 1$6+ U */ * $/ $-) .&$/:("� .*,/'"' .0 )&-)(" $-)+
)"/ "-"' $  !" 6*&/ + f(0) $/' f(r)8

�[&V +$�&.$ *\ ] $%&� $!';  ., ]&'% .!';� U + $*: U$ $& >.!:&+;!$?� 7;$+ -% .�
;- ? U$+� 3�� U + $*: 52��2�� @9;;! �

��� !"# -9K.&$;*:  (V!;&��.&$

2A:



kI QMPLIgW T]W OIjWL WYTQMNTW IK I(Ω) jW JWWX TI hJX T]W Y]NLP eISJX IK

T]W KSJVTQIJNO F (f, r, c) =
|f ′(0)|4c+ |f ′(r)|4(1− r2)4

df(U)(f(0))2|f ′(0)|2c+ df(U)(f(r))2|f ′(r)|2(1− r2)2 �
c > 0� 0 < r < 1� IJ VONYY S0� �W ]NgW

*��8��676��� A2 r < r0�  !"/ "5"-0 2,/) &*/ f(z) 1&/&1&;&/:  !" 2,/) &*/$(
F (f, r, c) */  !" )($++ S0 1$6+ U */ * $/ $-) .&$/:("� .*,/'"' .0 )&-)(" $-)+
)"/ "-"' $  !" 6*&/ + f(0) $/' f(r)8

~WT fθ,d XWJITW N KSJVTQIJ MNPPQJR U IJTI NLV eQNJROW YNTQYKUQJR KIOOIjQJR
LWlSQLWMWJT8 IJW IK eISJXQJR VQLVOW ]NY VWJTWL NT ILQRQJ NJX SJQT LNXQSY� YWVIJX
eISJXQJR VQLVOW ]NY VWJTWL NT PIQJT d > 0 NJX θ QY NLRSMWJT IK QJTWLYWVTQIJ PIQJT
IK T]QY VQLVOW ONUQJR QJ SPPWL ]NOK�PONJW� ~IjWL WYTQMNTW KIL I(Ω) QJ TWLMY IK T]W
KSJVTQIJNO F (f, r, c) QY IeTNQJWX QJ

������� �� @*- $/0 +&16(0 )*//") "' '*1$&/ Ω� 2*- #!&)! Ic(Ω) $/' I(∂Ω)
$-" 7/& "�  !" "+ &1$ "

Ic(Ω)
I(∂Ω)

� min
r1�f−1

θ,d(d)�r0

{
F

(
fθ,d, f

−1
θ,d(d),

1
1− r∗2

)
, F (fθ,d, f−1

θ,d(d), 1 − r∗2)
}

= 1.031021 . . .

!*('+8

���������

124  %+*�",$% D	 @	 ^IOSTQIJ IK RWJWLNOQcNTWX ^T �WJNJT PLIeOWM ?? \NT� ^e�
2::,� �� 2,:� C 23� �̀ 7E23�

134 =,��-*$!+� G	 &	 vQYTILU IK YVQWJVW IK YTLWJRT] IK MNTWLQNOY� \�8 sZkk~�
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9� �� A
��	�� �

]
�����	 
����
��������	 �����������

9���" ������$���� λ : Rp → Rp ����� 
��������� λs(x) � ����
���
���� '��
#�� 0������� ��������� �������� '��
#��5�

z�����$���� λ : Rp → Rp �������	�� ������!��
�� �������� ����
���
��	�� 
������ ���$�� ������������"�����

x1 = λ(x0), x2 = λ(x1), . . . , xn+1 = λ(xn), . . .

� ������ ������� � �����"� �
������� ������!��
�� �������� ��
��	 	��
��� ��=���� ����������� ����!� ������!��
��� ���������������	 � ���
������ ������������� ���������

��
�����	 
����
��������	 ������������ ��� F��
� 2�� l
����F
���	�� ��3��I�
�������

��� !"# ;" :;-?(9+!!$�+9
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=� �������
������ ��
������� � ?����
� �
����� �����������
 N
�
��

V� A� A
��	���� �

�
�


�������	 
����
��������	 �����������
�&' ^' .' X������


��������������	 �������� Kf(x) =
∫
Ω

k(x, y)f(y) dy� �������� �� ����

��������� Lp,v(Ω) � ������ ‖u‖p,v =
(∫

Ω

|u(x)|pv(x) dx
)1/p

� 1 < p < ∞� ���

Ω � ������" � Rn� v � ��� �� Ω� 9���!��� ������	� ��� 
������ ��������K
	��	���	 ������!����� ���������� �� Lp,v(Ω) � Lq,ω(Ω)� 1 < p < q <∞�

����
� ������!���	8 Q(d,λ)(x) = {y ∈ Rn : |yi − xi| < dλi , i = 1, . . . , n}
��	 d > 0 � λ = (λ1, . . . , λn) � λi > 0) cλQ = Q(cd,λ)(x) ��	 Q = Q(d,λ)(x)�
��� cλ = (cλ1,...,λn)� cQ = cλQ� 1/λ = (1/λ1, . . . , 1/λn)�

9���" d(x) � ����$����"��	 '��
#�	 �� Ω� ����������	���	 �������
	�8

25 ∀x ∈ Ω 2Q(x) ⊂ Ω� ��� Q(x) = Q(d(x),λ)(x)�
35 ∃η ∈ (0, 1) : ∀x ∈ Ω ∀y ∈ Q(x) η � d(y)/d(x) � η−1�

9���$��8 Q̃(x) = δλQ(x)� δ > 0� δη−1 = 8−|1:λ|� B = {Q = Q(d,λ)(y) :
∃Q̃(x) ⊃ Q}� 9���"

Aσ,p,q(v, ω) = sup
Q∈B

{
vrai sup
y∈Q

[∫
Q

ω(x)|k(x, y)|σ

(∫
Q

|k(x, t)|(1−σ/q)p′ ṽ(t) dt
)q/p′

dx

]1/q}
,

Bp,q(v, ω) =
{∫

Ω

ω(x)
[ ∫
Ω\(δη)λQ(x)

|k(x, y)|p′ ṽ(y)dy
]q/p′

dx

}1/q

,

��	 0 < σ < q� p′ = p/(p− 1)� ṽ = v1−p′

�/
�


�������	 
����
��������	 ����������� �1� �� J� a������
� ��� m�����������
��
�� �3� /
�


��
 5I��I5� /
0
C��
��

��� !"# -9; !.*: (- +)9�-+)�-K
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�	�
	��� E���� 1 < p < q < ∞ � ���� v � ω 
� Ω ����
������H�
��
����	 Aσ,p,q(v, ω) < ∞� Bp,q(v, ω) < ∞8 F���� K ���� ����
���

��
�������� �� Lp,v(Ω) � Lq,ω(Ω)8 _��	� ‖K‖ � c(Aσ,p,q(v, ω) +Bp,q(v, ω))� ���
������

�� c 
� ������� �� Ω � ����� v � ω8

� !��������� ����" 0 < γ < n� 1 < p < q < nγ−1� � ���� v � ω �� Rn

����������	�� ������	�8

A = sup
Q=Q(δ|x|,1)(x)

|Q|−γ/nṽ(Q)1/p
′
ω(Q)1/q <∞,

B =
[∫

Rn

ω(x)
( ∫
{|y−x|>δ0|x|

|k(x, y)|p′ ṽ(y)dy
)q/p′

dx

]1/q
<∞,

��� 0 < δ0 < δ < 1 � �����	����� �����	��� ���"
� �� n� *���� Iγf(x) =∫
Rn

|x−y|−γf(y) dy� f ∈ C∞
0 = D� ���" ������!����� �������� ��D∩Lp,v(Rn)

� Lq,ω(Rn)� � ���!��� 
���� γ = n/p′ + n/q� v ≡ 1� �������!�� ����������"�
!����

∫
Rn

ω(x)|x|−n dx <∞�

2D7
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����� ��������
������ ������������� ����
��������� G���!���
���� ������������ ������5� ��
 � ������������ . !����
����������� ��������� ��������$��8 ���������� ���"����"#��� ���������
����� ���������"����"#��� � ����"�����"����"#����

���������� ��
������� ����
�� ������������ M � 
������ ��$�� ���

��"�� ���������" � ���������� ���"����"#���� ���������"����"#��� ���
����"�� ���"����"#��� ������������ ��������� � ��
������ 
�����������
�
��������� ��������"��� ��!
� �����!��
�� '��
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F����!��
�� '��
#�� -��� ������������ ��������� ���8

f = [(a1
iX

i)2 − ε(a2
iX

i)2] exp
(

2αΦε arctg
a2
iX

i

a1
iX

i
+ 2a3

iX
i

)
,

��� γ, β = const� γ > 0� β > 0� β �= 1� ��	 ���������� ���"����"#��� ����
��������� ε = −1� α = γ � Φ−1(x) = arctg x) ��	 ���������"����"#��� ����
��������� PΓ3 ε = 1� α = β � Φ1(x) = Ar(c)th x) ��	 ����"�����"����"#���
������������ D3 ε = 0� α = 1 � Φ0(x) = x) aji � ����
������ '��
#���

��
��� X = (X1, X2, X3) ������������ Tx(M) ����� �������" ������
�������� ���� �� �
� ���������� ���!���� �����!��
�� '��
#��� &�	��
����" � ���������� �������� ������� L(M) ���������	 �����	����������
����
����H ��
�������� ���"����"#��� �����������	 M � ���� ��������"�
��� ������� ����� �� T (M) ������	�� �����!��
�� '��
#�� f � <� �����
������	 
���������!�
�� ��	������ �������� !�� ����� ����� ���������
��������� ∇kf(X,X) = 0� ��� X � ������������ ��
����

�	�
	��� I�
�	��
����� ����	��
�� 	
���������� M ��������� �����=
	���������H ����
����� ��	��
� \��������
� ������� � ������
��
��
������
���� U �������
�
�� ����� 
���
� ����H��� ����	� ������
�=

�k�����J��
	���	 
����
��������	 ������������ ��� N�D�
�����G���
�� 25� k�����
J��
	�� �5����� �������
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�	�8

Γikihjl + Γlkjhil =
∂hij

∂xk
− 2αλijk,

∂a3
i

∂xk
= Γlkia

3
l ,

hij = a1
i a

1
j − εa2

i a
2
j + α(a1

i a
2
j − a1

ja
2
i ),

�����	 �
� ��	��
�� λ �	��	8

λijk = a2
j

∂a1
i

∂xk
− a1

j

∂a2
i

∂xk
,

��� i, j, k, l = 1, 2, 3�
������ ���	
���
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i���
������
 ���
��� �@����?��

O� .� V�;I
��	� �

H_&�����	 
����
��������	 �����������

z�����!�� !���� Φ(D) ������������ ���� ����������"��� '��
#��� ���
�����
���� �� ���$����� D� 9���" M � ���$����� '��
#�� �� Φ(D)� ���
�������� ��
������ ��������� A� .�
 ���$�� ���" �������$��� '��
�
#�	 g ∈ Φ(D) ���������"�� ���$����� M � !���� g ��
$� �������� �����
����� A� {���������� ��������$��"� !�� g ���$�� ���" ����
�� � 
�
���
��� ������ 
� ���$����� M � *���� ������ �������	 
 ������� ��������
��������� ����!����� �������� A�

� ������ ��������������	 ���$����� '��
#��� ���������� ���������
�� � ������������"� ��������������" �� ������� ����������" �� G������

9�������
� ����! ����
��� �� ������ � 
��������������� � �����
����

��������������� ���������� 12) 3� �� +7D) 7� V� :|� ::4� 9����������	 �������
���"��� ������ 
 ����!�� ��
��� �����

$�
	%	�	"�	 �� &
�$��� !�� '��
#�	 g ∈ Φ(D) ��������	 � ����=��
��� N1 
� ���$�����M ⊂ Φ(D)� ���� ��	 ������ ε > 0 ����
��	 
���!���
��� �!
���� ����� ���$���� {Ui} ��
����� � D � ��
��� !�� D =

⋃
i

Ui �

��	 
�$���� ��
��� ���$����� Ui ����
��	 '��
#�	 fi ∈M ��
�	� !�� ��	
����� ��!
� x ∈ Ui ��������� ����������� |fi(x) − g(x)| < ε�

$�
	%	�	"�	 �� D � ��������"��� ������$����� Rn� &
�$��� !��
'��
#�	 ��������	 � ����=���� N2 
� ���$����� M ⊂ Φ(D)� ���� ��	
������ ε > 0 ����
��	 
���!��� ��� �!����� ����� ��
����� � D ����

$���� {Ui} ��
��� !�� µ
(
D\⋃

i

Ui

)
= 0 � ��	 
�$���� ���$����� Ui ����
��	

'��
#�	 fi ∈M ��
�	� !�� ��	 ����� ��!
� x ∈ Ui ��������� �����������
|fi(x)− g(x)| < ε�

$�
	%	�	"�	 &� F��$����� D � ��������� ������$����� ���������
���� Rn� &
�$��� !�� '��
#�	 g ∈ Φ(D) ��������	 � ����=���� N3 
�
���$����� M � ���� ��	 ������ ε > 0 ����
��	 
���!��� ��� �!����� ���

��� ��������� ���$���� {Ui} ��
��� !�� µ
(
D \⋃

i

Ui

)
= 0 � ��	 
�$����

���$����� Ui ����
��	 '��
#�	 fi ∈M ��
�	� !�� ��	 ����� ��!
� x ∈ Ui
��������� ����������� |fi(x) − g(x)| < ε�

�oR1�����	 
����
��������	 ������������ ��� N�1
���
� 2�� oR1��4 ��B���� �������
��� !"# $" $\9""!.(9$�.�+9
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P�1	
Q%	"�	 �� E���� D � 
�������� 	
������� �� Rn � M ��=
����� �� 
�������
�� ��
����8 O�
� ��
���� g : D → R 
�������� �
��
�L�
�� N1 �� 	
������� M � �� g 
�������
�8

9���" D � ��������"��� ������$����� Rn� %���� R(D) ������!�� ����
$����� ��� '��
#�� �� Φ(D)� � 
������ ���$����� ��!�
 ������� �����
���� B�

P�1	
Q%	"�	 ��E���� M � 
�������� 	
������� ��
���� �� R(D)
� ��
���� g ∈ Φ(D) 
�������� � ��
�L�
�� N2 �� 	
������� M 8 F���� g
���
��
���� �������
���� R(D) 0��
� D � �������� � g � ����
���

��
��
����� �� g �
��������	� �� W�	�
�58

P�1	
Q%	"�	 &� E���� D � ��	���	�� ���	
������� Rn � M �

�������� 	
������� ��	���	�� ��
����� ������
�

�� 
� D8 O�
�
��
���� g : D → R 
�������� � ��
�L�
�� N3 �� 	
������� M � ��
g ��	���	�8

9���" A � B � ����=���	� � 
������ ��$�� �������"�	 '��
#�	 g 
�
���$����� Φ(D)� ����=�� A ⇒ B� ���� �� A ������� B�

P�1	
Q%	"�	 '� E���� D � �������
�
�� ���	
������� �������
=
���� Rn 0� �8 2 � 3 D ��	���	�5� M � 
�������� 	
������� ��
����
�� Φ(D)8 F���� �
� ��
���� g ∈ Φ(D) ����

�
� N1 ⇒ N2 ⇒ N3 � 
� ��
�
�� ����
�� 
� ������	�8

������ ���	
���
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('�� �%7%$%�� �

2 �5�0� :� 6�1� �;�� ��� � 9 �

�W YNU T]NT N OIVNOOU YQMPOU VIJJWVTWX MWTLQV YPNVWM jQT] QJJWL MWTLQV !$+
/* )*/4,:$ " 6*&/ + QK NJU TjI PIQJTY QJ T]W SJQgWLYNO VIgWL IK M NLW VIJJWVTWX
eU N SJQlSW RWIXWYQV� �U NJ n='&1"/+&*/$( 6*(0!"'-$( +6$)" jW MWNJ N MWTLQV
YPNVW 0jQT] NJ QJJWL MWTLQV5 VIgWLWX eU n�YQMPOQVQWY� YSV] T]NT T]W LWYTLQVTQIJ
IK T]W MWTLQV TI WNV] YQMPOWa QY N YMIIT] _QWMNJJQNJ MWTLQV�

k]W jILi ]NY TjI XQLWVTQIJY8 T]W hLYT IJW QY YTSXUQJR IK RWIMWTLU IK PIOU�
]WXLNO YPNVWY NJX XWgWOIPQJR IK YPWVQNO TWV]JQlSW KIL YTSXUQJR T]WYW YPNVWY� T]W
YWVIJX QY YTSXUQJR IK PIOU]WXLNO NJX RWJWLNO MWTLQV YPNVWY jQT]IST VIJfSRNTW
PIQJTY) T]W PNLTQVSONL NQM jNY TI RQgW N RWJWLNOQcNTQIJ IK T]W vIPK VIJfWVTSLW
KIL PIOU]WXLNO YPNVWY�

�W PLIgW T]NT WgWLU NeWOQNJ YSeRLISP IK T]W KSJXNMWJTNO RLISP IK N VIMPNVT
OIVNOOU YQMPOU VIJJWVTWX MWTLQV YPNVW jQT]IST VIJfSRNTW PIQJTY QY YTLNQR]T) T]QY
LWYSOT RWJWLNOQcW T]W LWYSOT IeTNQJWX eU H� HLIiW NJX �� ^V]LIWXWL KIL NJNOUTQV
_QWMNJJQNJ MNJQKIOXY�

�W NOYI PLIgW T]NT QK T]W TLQNJRSONTQIJ IK NJ n�XQMWJYQIJNO VIMPNVT PIOU�
]WXLNO YPNVW M jQT]IST eISJXNLU NJX jQT] JI VIJfSRNTW PIQJTY VIJTNQJY T]LWW
n�YQMPOQVQWY jQT] N VIMMIJ (n− 1)�KNVW� T]WJ T]W KSJXNMWJTNO RLISP π1(M) QY
IK WaPIJWJTQNO RLIjT]�

_WOUQJR IJ TjI LWYSOTY KILMSONTWX NeIgW jW PLIgW T]W KIOOIjQJR RWJWLNO�
QcNTQIJ IK T]W vIPK VIJfWVTSLW8 QK T]W KSJXNMWJTNO RLISP IK NJ n�XQMWJYQIJNO
VIMPNVT PIOU]WXLNO YPNVWM jQT]IST eISJXNLU NJX jQT] JI VIJfSRNTW PIQJTY QY
IK PIOUJIMQNO RLIjT]� T]WJ T]WLW WaQYTY N hJQTW VIgWLQJR IK M jQT] N mNT TILSY�

k]W MNQJ TWV]JQVNO NPPLINV] TI PLIgW T]WILWMY KIL PIOU]WXLNO YPNVWY jNY
VIJYQXWLQJR N RWIXWYQV mIj IJ N YPNVW IK RWIXWYQVY IK N PIOU]WXLNO YPNVW NJX
VIJYTLSVTQJR T]W jQXW VONYY IK QJgNLQNJT MWNYSLWY 0jQT] N RQgWJ PLIPWLTQWY5 IJ
T]QY YPNVW� k]QY RNgW N PIYYQeQOQTU TI NPPOU WLRIXQV T]WILU KIL PIOU]WXLNO YPNVWY�

�U$&-"*: ] $%&� $!' " =.;$!$9$&� Y*.$ .- �I� U$��T&$&+;89+) 2�2���� @9;;! �
��� !"# "&8&,(V,�!�+ ;�+9
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)������� ���
&��� �����& � ������ �U�
�$���` *, -.�

.�
 ��������� ����� �� ���=��� ����
�������
 �����''����#���� ����
��������� ��������� 	��	���	 ��������� ��������8 ) �����	 
�������=

�	 ���
�
��
�	 ���������	 	��
� ������� ����� 	
����
��
�� ����=
����
��� ��� ��� 
�������
�� ��
������ ���������
�H��� � ��������=
��
���
�	 ���
�
��
��� ���������8 <����"��	 -��� �����"���� ��$�� ���
��!��" ������ ���=��� ����
�������
��

�	�
	�� ��J
� ������� 
�������
��� ���
�
��
��� ��������� P : V →
C(X)� ��� V � ��������
�
�� ��
����� �������
����� � C(X) � ��
�����
�������
���� 
�������
�� ��
���� 
� ��	����� X � sup=
��	��� 
��=
����� ��	����
�� ���
�
��
�� �������� P0 : �2 → C(X)� ��� �2 � ��
�=
������� �������
���� ���
�������
�
������ ��� ��� ��	����
�� ���=
�������
���
 ∂ CP0� �8 �8 ����������
���
� ������G�� ��
��� �� ��	=
����
�� ����������� ��������
� ����

� ��	��	����
 ����������
���=

� ∂P � ��
� �� ���� �������
����� ���������� ����	�������� ����
���H
������� �����	����8

& ��!
� �����	 ���������"��� ����������� -��� �����"��� ����!���� !��
����� �����������	

�	�
	�� �′� E������
���� LC(�2, C(X)) ��	����
�� 
�
��
�� �����=
����� �
������
�
� � ��	 �	��
�� ��� �
� �������� ��	��	���
�� ��=
���� ����������
���
��� �����

��� � �����	� 2 �
���� ���
�
��
�� ���=
������� P : V → C(X)8

{��� � ������� 2 � 1′ ������!��"�	 ���"
� ������������ 
����
���
�� X � �� ��$�� �!����"� !�� � ������� 2 �������� P0 ��������� � C([0, 1])�
� � ������� 1′ ��$�� �������" ������������ LC(�2, C(X)) �������������
LC(�2, C([0, 1])).

� ��
���� ����$�����	 � ������ �������� ��	������ � ����������� ����
������"��� ������������ �����$���� ���������� �''����� ������ ����
��''����#����� ����������� ���������� ��� '��
#��������

�M������� ���
1��� �����1 � ������ �Q�
������ NP �J�� ��� O��1�����
� 2�5�

H� 2���� M������ ��5��� �������

��� !"# "!.-&(!''�+9
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���������? � L∞

8� �� V�
��	�� �

V
$%�������@��	 
����
��������	 �����������
U���	 ����a���`

9���" X � Y � �������� ������������� 9�����������"����" ��������=
	����
�� ����
 0a�����
5 ��������� ������!������ ��������� B : X → Y
���������� �� '������ am(B) = inf

P : X→Y, rankP<m
‖B − P‖� m = 1, 2, . . .�

����$����� ������	��� ��$�� ���������� B � ���������������� 
���!�
�������� ����������� � ������ ���!��� 
���� X � Y � ���"������� ����
���������� �����
���������� !���� ��������� � ��
��
��
�	� ���
�	�
0s����
�	�5 � 	��	���	 ������!��
��� .���������� ������ �����!����
=��� ������������ X ��� �������������� B� /�	 
����
���� ��������

��� S : L∞(R+) → L∞(R+)� Sf(x) = v(x)
ψ(x)∫
0

u(y)f(y) dy� T : L∞(R+) →

L∞(R+)� Tf(x) = v(x)
∞∫

ϕ(x)

u(y)f(y) dy� ��� u(y) ∈ L1(R+)� v(x) ∈ L∞(R+) �

ϕ(x)� ψ(x) � ������������ ��''����#������� '��
#�� ��
��� !�� ϕ(0) =
ψ(0) = 0� ϕ(x) < ψ(x) ��	 x ∈ (0,∞) � ϕ(∞) = ψ(∞) = ∞ ����!���
������������� ���������!��
�� �#��
� �����
���������� !����

1
4

∞∫
0

|u(ψ(x))|vs(x)ψ′(x) dx � lim inf
n→∞ nan(S)

� lim sup
n→∞

nan(S) � 2
∞∫
0

|u(ψ(x))|vs(x)ψ′(x) dx,

1
4

∞∫
0

|u(ϕ(x))|vs(x)ϕ′(x) dx � lim inf
n→∞ nan(T )

� lim sup
n→∞

nan(T ) � 2
∞∫
0

|u(ϕ(x))|vs(x)ϕ′(x) dx,

��� vs(x) = lim
ε→0+

‖v‖L∞(x−ε,x+ε)�

�z
�4�������G��	 
����
��������	 ����������� Q���	 ����|����� ��� N���}��
� 5I�
l
�
����� �3���2� �������

��� !"# W*� -!. ( ;�-%8�+9
�
���
 Q�����`
�
 
�
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 ����� ����������� ���@�
�� S�������
 ����


�� �� VU\	� �

��
���`����	 
����
��������	 �����������

9�������	��	 '��
#�	 F (z) =
∞∑
n=0

anz
n 	��	���	 -''�
������ �����

����� �����������	 ������������"����� {an}� 9�� ���!���� ���������!��
�
��� ��������	 � ���!��� 
���� F (z) � ��#�����"��	 '��
#�	� ���������
!�� ���������
� {an} �������	���	 ���$��=�� �������� � ���!�� ������
������ ������������"����� �����
��� ��������� ����#�����"���� ����
�
���� ����� ���������	 ���	��	 
������� ���������!��
��� �	���

z��� �� �������� ���!���	 
������ ������������"����� � ������������
���������
� x�� ��������	�y� /�	 ������� ������������"������ {a(n, k)}
��������� ��������"��� ���������������"����" ��������� �������8 '�
�
������ (p, q) ∈ Z2

+ � ����� ������������" ���������� ������������"����"
{a(pl, ql)}� l ∈ Z+� *�
�� ������ 
 ���!���� ���������!��
��� �������
��	 ������� ������������"����� ������	��	 � 124 ��� ��=���� ��������
�����!������ ��������� #�'����� ��
�������� '��"����� ������� ���
#�����"��� ��������!��� '��
#�� �� ���� �����������

� ������ 134 ���������
� 
�-''�#������ ��#�����"��� ��������	���
'��
#�� ���� ���������� ���!����" � ��	�� � ��
��� ����!��� ����!�����
���"���� 
������������� ������� 
�
� ����!� � !���� ��=���!��� ������
����!� � ��
����� 
���	�� ������ � ���

� ������ ������ ��������������	 ���� �� ����! � ���������
�� '����
�� =�������� ���
�� 
�����	 � 174 �'������������ ��������� ��������

 �%�!�� J�
� 	������ ���	���	 m × n8 �������	 k M
�	�
��� ��

�� ����	 ������	� ����� 
������ ��� 
� ����
� � ��
�� ������� � ��
�
�����
� M
�	�
�� �� �	��
�� ������ �� �
� ��
�
� ������ � ��
�	
���
��� 0������� M
�	�
��� 
� �	��� �
���
��58 n���
���	 ���
� ����
���	��
�� ������� ������ ���� ����� a(n, k)� n � k > 08

/�	 ������� ������������"����� {a(n, k)} ����!��� ��������	��	
'��
#�	 F (z, w) =

∑
a(n, k)znwk = m

(1+(m−1)z)(1−z−zw−(m−1)zw2) � ������

�E
���4��� 1
��1
����� /�
��������	 
����
��������	 ������������ Q�� N�������	�
�� I� /�
������� �����52� �������

��� !"# " "&S(-+ ;9�+9
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����!��
�	 '������ ��	 p � q8

a(n, k) ∼
C
(
p
q

)
√

2πl
z−n0 w−k

0 , n = pl, k = ql, l→∞, µ =
p

q
,

z0 =
1

2(m− 1)
2− 2m+ µm− 2µ+

√
4m2 − 4µm2 − 4m+ 4µm+ µ2m2

µ− 1
,

w0 =
1− z0

z0(1 + (m− 1)z0)
,

C =
(z0w0 +m− 1)(1− z0)

z0w0

√
µ(1− z0)

2mz2
0w0 − µ(1− µ)(1 − z0)2 .

9�� ������ ������ '������ �� �����"������ ������� A�2 �� 1+4�
� 
���� 17� ������� +�+�A4 ����!��� ���������!��
�	 �#��
� ����������

���"����� {a(n, k)} ��=" � ���!��� 
���� k = const� n → ∞� z������� !��
�
������� �#��
� ��$�� ���!���"�

������ ���	
���
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X����� M�����
 ��? ���@���

���� V�������
�����

@����
��? �� ��������� �����������?�
��
��������� ����

9�� \� 8� �� �

A�$
�
�
����	 
����
��������	 �����������

� ������ ������ ���!����	 ������� �����=������ ��
������ 
������
����! ��	 ������������� -������!��
��� ��������	

∆u = uφ(|u|), (1)

��� φ(ξ) > 0 � ��������� �����������	� ���������� ��''����#������	
'��
#�	 ��� 0 � ξ < ∞� �� ��
����
���� ��������� �����������	� �
��	�� � �������!��
��� � ��������!��
��� ���������� ����������

9���" M � ��������"��� ����
�� ��	���� ��
����
���� �������� ����
���������� <�������� !�� �� M �� ������������	 ���������"���� �������
!������ ��=���	 ��	 ��������	 ∆u − u = 0 ������� ������������� ������
��!���� ��=���	 ��	 ��������	 ∆u − µu = 0� ��� µ > 0 � ��������"��	

�������� 0���� 1245�

&���������� ��������� �����$������

0	���� _� M ��G�����H� 
�������
�
�� ����
���

�� ��L�
�� �
�
����
�
�� 025 ����� � ��
��� ������ ����� 
� M ��G�����H� 
������=
�
�
�� ����
���

�� ��L�
�� �
� ����
�
�� ∆u− u = 08

/���� ����" M � �����"��� ������������� �� �� ������ �������� ����
���������� ������������ � ���� �� �������	 M = B ∪ D� ��� B � ��
��
����� ����
����
� � �������� �����������"�� �����#� 
������� ∂B 	��
�	���	 ����
�� ����������������� D ��������!�� ��	���� ������������
[r0,+∞)×S 0��� r0 > 0� S � 
����
���� �������� ������������ ��� 
��	5 �
�����
�� ds2 = dr2 +g2(r) dθ2 0��� g(r) > 0 � ����
�	 �� [r0,+∞) '��
#�	�
� dθ2 � �������� �����
� �� S5�

����� �������"� !�� ��M �����=��� ����!� /������ ��	 ��������	 025
� 
����� ����$����"��� 0����#����"���5 '��
#��� ���� ��	 ����� ������
������� ����$����"��� 0����#����"���5 �� S '��
#�� Φ(θ) �� M �����

�j��
�
�
����	 
����
��������	 ������������ ��� ��� ������4�
�� ��� j��
�
�
�
5������ �������

��� !"# "� K&V (+ �8"&+�+9
�
���
 ��Q�����
 Q�� b��
�����	 Q�����`�� 
�
��
 �EEM cQ����� ��Z�2Z����5e�
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������ ������!����� ��=���� -���� ��������	 u(x) ��
��� !�� lim
r→∞u(r, θ) =

Φ(θ)�

����
� ������!���� I =
+∞∫
r0

dt

gn−1(t)

t∫
r0

gn−1(ξ) dξ� n = dimM �

 ��	!�"�	�<�������� !�� ��	
�� ������!����� ��=���� ��������	∆u−
u = 0 �� M 	��	���	 ��$���������� ����� ����� � ���"
� ������ 
����
I = ∞ 0���� ��������� 1345�

&�������� �����$����� �����������	�� ������ �����"��� �� ���!��
������������� ��������	�

�	�
	��� 2� E���� ��	�
��� 	
���������� M ������� ��� I = ∞8
F���� 
� M 
� ��G������� 
�������
�
�� ��
�� ����
���

�� ��L�
��
����
�
�� 025�

3� E���� ��	�
��� 	
���������� M ������� ��� I < ∞8 F���� 
� M
��G�����H� 
�������
�
�� ��
�� ����
���

�� ��L�
�� ����
�
�� 0258
o�
�� ����� 
� M �����L�	� ������ J����
� �
� ����
�
�� 025 � �
����
��
�����
�
�� 0��������
�
��5 ��
����8
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Z$ *'!G/1/'H #3 *#4- </$/4!1 *:.3!0-& /$
',- ^-/&-$G-.O L.#:+

�� �� ����B,�%� � ��$ K� /� "%,��� �

C���D�� C6��5�� E� �0��� �������� !

�W YTSXU YTNeQOQTU IK YIMW VIMPOWTW LSOWX NJX SO(2)�QJgNLQNJT MQJQMNO
YSLKNVWY QJ T]W LWNO 7�XQMWJYQIJNO vWQYWJeWLR RLISP Nil3 WJXIjWX jQT] T]W OWKT�
QJgNLQNJT MWTLQV ds2 = dx2 +dy2 +(dz−xdy)2� �W SYW T]W VLQTWLQIJ IK YTNeQOQTU�
KISJXWX eU n� }QYV]WL�HIOeLQW NJX _� ^V]IWJ TI PLIgW

������� �� 3!" 2*((*#&/: )*16(" " -,("' 1&/&1$( +,-2$)"+ &/ Nil3 $-"
+ $.("8 25 X5"- &)$( 6($/"Y r(u, v) = (u, au + b, v)� 35 X*.(&?," 6($/"� 6$-$(("(
 * $>" D>Y r(u, v) = (u, v, au + b) 0&/ 6$- &),($- X!*-&;*/ $( 6($/"Y z = b5�
75 1&/&1$( +,-2$)" (r(u, v) = (u, v, uv/2) 0 !" &1$:" *2  !" !*-&;*/ $( +6$)"
,/'"-  !" ">6*/"/ &$( 1$6 exp: nil→ Nil8

�W NOYI YTSXU YTNeQOQTU IK T]W NJNOIRY IK VNTWJIQX�

������� �� m5"-0 SO(2)=&/5$-&$/ 1&/&1$( +,-2$)" &/ Nil3 &+ ,/+ $.("8

�_ + K!. _% +-!: 6 $!*. " >.!:&+;!$?� U:*8*,? Un� 5� _% +-*: �2�II� >-+ !.&�
��� !"# � ; "$;&:(9.!:&+�-% +-*:�9 
�_ + K!. _% +-!: 6 $!*. " >.!:&+;!$?� U:*8*,? Un� 5� _% +-*: �2�II� >-+ !.&�

2|A



\!1:- I/&'./G:'/#$ #3 p#&/"!C2H+-
F:!&/4-.#4#.+,/0 <!++/$O&

E?�-'B ���?-1,�� � ��$ ��,,' /1��'�%� �

29� �� b�800� �������� !=
�������� ! 03 W�����5�

~WT n � 2 NJX p > 1� b lSNYQMWLIMILP]QV MNPPQJR f QJ Rn QY VNOOWX N
p�p*+&'$ 1$66&/: QK KIL NJU YWlSWJVW IK PIQJTY {an} ∈ Rn� lim

n→∞ |an| = ∞� T]W

KNMQOU IK MNPPQJRY {f(an + |an|2−px)} QY JILMNO QJ Rn�
�W Y]Ij T]NT KIL NJU p��IYQXN lSNYQMWLIMILP]QV MNPPQJR f JIJ�VIJYTNJT

OQMQT MNPPQJRY IK VIJgWLRQJR YWlSWJVWY IK T]W KILM {f(an + |an|2−px)} QJ Rn

NLW 2��IYQXN MNPPQJRY�
�W WYTQMNTW T]W RLIjT] PLIPWLTQWY IK T]W NgWLNRWX VISJTQJR KSJVTQIJ A(f)

KIL 2��IYQXN MNPPQJRY IK T]W hLYT ILXWL NJX XQYVSYY T]W XQYTLQeSTQIJ IK a�PIQJTY
IK p��IYQXN lSNYQMWLIMILP]QV MNPPQJRY�

�[&V +$�&.$ *\ ] $%&� $!';  ., U$ $!;$!';� U9"$ . � 8**; >.!:&+;!$?� T�^�<*S ���
7" _%*,%� T*;$ " i*,& 2��� ^� .�

��� !"# � -%�(;n9�&,9�*�
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��G����� *, -.�

2� 6������� !�� �������� 
������� K(x, y) ����������� � ��
������� ���

������� ������������ � �������� -�������� 0��������� �����
��5 dτ2 =

n2(x, y)(dx2 + dy2)� �������	���	 �� '������ K(x, y) = −1
2

∆ lnn2(x, y)
n2(x, y)

≡
J11� 	��	���	 ��''����#���"��� ����������� 0/<5 ���
���!��� �����
�� G ��!�!��� �������������� ������������ �	�� ���������� t� x� y� u1�
u2 � �������� G� ��'����������"��� ���������� X �
 �������������!��

�
�� �������� ���� X = Φ(x, y)
∂

∂x
+ Ψ(x, y)

∂

∂y
− 2Φx(x, y)u2 ∂

∂u2
� ��� Φ�

Ψ � ��������"��� ����	$����� �������!��
�� '��
#��� � ��
$� /< 
�$�
���� �� ��$���� ������ G �� ������������ x� y� u1� u2 � x� y� u2� 9��
-��� u2 = (n)2 = n2� 9�
������ !�� ������ G 	��	���	 �����
����� �����
��� 0-
�������������5 ��	 =���
��� 
����� ��''����#���"��� �������
��� 0/(5 � !������ ����������� � ���������� 
�-''�#������ 0��������
���5 u2 = n2(x, y)� �
��!������ ������ 
�����!��
�� /( ��������!��
��
'���
�8 -�
������ ����
�������
 ��������� ��������	� �������� � �����
������ ��������� �������� � ���������� ����������������� �������� �
���������� -������!��
��� ����� � ��� !���� ;��"����"#�� 9�������� �����
����	 �������"��� ������������ �������� ������� 
������� � �������

3� 9���" τ = τ(t, x, y) ≡ J2 � ��
������ ��=���� ��������	 -�
�����
J7 ≡ {(τx)2 + (τy)2}/n2(x, y) = 1� t ≡ J1 � �������� ��!�!���� ����!��
�
��������� p = τt(t, x, y) ≡ J3 � '��
#�� h� v� U1� U2 ���������� ����������

�� h(t, τ, p) =
∆τ
n2

(t, x, y) ≡ J4� v(t, τ, p) = τtt(t, x, y) ≡ J5� U1(t, τ, p) = vU2�

U2(t, τ, p) =
{τyτtx − τxτty

n2

}−1

≡ (J6)−1� 9�
������ !�� ��������� -�
�����

�����'���������	 � 
�����!��
�� �
��	���� ���
�������� /(8 � �������
��� ��

��� hτ + h2 = −K(x, y) ��	 h� � �������� ��������� ������ �

�M������� ��G�������4��	 1
��1
���� � 1
��1
��G����	 
��b�0���� Q�� J�
�� O
��
����4��
� �� ����������� ������� �������
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G������	 Uττ +K(x, y)U = 0 ��	 U1� U2� ���������� ��� '����������"�

��� �������� � ��������� {v, τ} ≡ vτττ
vτ

− 3
2

(
vττ
vτ

)2

= 2K(x, y) ��	 v� �

���!�� �����	������ ��������� ��!�� 0�������!��
��5 � ���������������
������� -�� � �������������� x� #����y� @������!��� �����"���� �����
������� ��	 ��������	 J7 = ϕ(τ)� ��� ϕ(τ) �= 0 � ��������"��	 '��
#�	

����� C2 ����������� ��������	 -�
������ � ��	 ��������	 J7 = (τt)2

0����
�������
 ��������� ��������	5� ����$���	 Jj � -�� /< ������ G
0u1 = τ5�

7� ;������� 
������� K(x, y) ����$����	 !���� /< J4� J7 �� 	���� '���

���� 0τ → u5 n2(x, y)K(x, y) =
1
2

∆ ln J7 −
{(

ux
J4

J7

)
x

+
(
uy

J4

J7

)
y

}
� -
���

��������� ������������� ��$������ 7��� ���	�
�
1
2

∆ ln g−
{(

ux
∆u
g

)
x

+(
uy

∆u
g

)
y

}
= 0� ��� g ≡ (ux)2+(uy)2 ≡ | gradu|2� ��	��������� ���������

� �����" ��������� �
��	���� '��
#�� u(x, y)�

2|,
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�� 9� 9 !� ! �� �

A�$
�
�
����	 
����
��������	 �����������

� ������ ��
���� ������������ ������� � 
����
��'�������� �������
�� ������$���	 � �#��
� G�
�
���� 
������������ 9���" M ⊂ Rn+1 �
����������" 
����� C2� {ei}n+1

i=1 � ����������� ����������������� ���
���� ����#���������� � ��
�������� 
����������� x1� x2� � � � � xn+1� ξ =
(ξ1, ξ2, . . . , ξn+1) � �����!��	 ������" 
 �����������M � φ(ξ) : Rn+1 → R �
������#����"��	 '��
#�	 
����� C2� ���������� '��
#����� ���� ����
����8

F (M) =
∫
M

φ(ξn+1). (1)

����
� ������!���	� ������	���� ��$�8 H � �����		 
������� ���������

��� M � ∇φ =
(
∂φ
∂ξ1

, ∂φ∂ξ2 , . . . ,
∂φ

∂ξn+1

)
� vT � ���������"��	 ����
#�	 ��
���� v

�� 
������"��� ����
���" 
 �����������M � ��������������� ��!
�� div �
��������#�	 � �����
� ����������� M �

$�
	%	�	"�	 �� ����� �������"� !�� ����������"M 	��	���	 M�����=
	�
�
��� ���� �����	 �����#�	 '��
#������ 025 ����� �����

�	�
	�� �� E�����
���� M �
���� C2 ��
����� M�����	�
�
�� �����
� ��
��� ������ �����

H =
1
φ

div(∇φT ). (2)

�	�
	�� �� O�
� 
������� q � 1 ������ ���

(1− q)/q � B(t) � q − 1, (3)

��� B(t) =
φ′′(t)(1 − t2)
φ(t) − φ′(t)t � −1 � t � 1� �� �������� ��������
�� ��L�
��

����
�
�� 035 ��
����� q=�������
���	
�	8
$�
	%	�	"�	 ��9���"M � �������� ������������ � 
���� 0�����$��

� ������5� 9���" P,Q ⊂ M � ��������
������	 ���
����� ���$������
z�������� G��	����� 
����������� (P,Q) 0��� 1345� ������	 capG(P,Q) =

�j��
�
�
����	 
����
��������	 ������������ ��� ��
� ������4�
�� ��� j��
�
�
�
5������ �������

��� !"# .�&,:(+ �8"&+�+9

2|:



inf
∫
M

G|∇ϕ|2� ��� |∇ϕ|2 = 〈∇ϕ,∇ϕ〉 � �
��	���� 
������ ��������� ∇ϕ
� ��!��	 ��$�		 ����" ������	 �� ���� ��
��"�� ���=�#���� '��
#�	�
ϕ : M → R1� ϕ(m) = 1� m ∈ P � ϕ(m) = 0� m ∈ Q�

$�
	%	�	"�	 &� ����� �������"� !�� ����������"M �������� 0��� 1245�
���� ��
��� en+1 ∈ Rn+1 � ��� !���� −∞ � a < b � +∞� ��
��� !��
��	 
�$��� ���������
���� Πt = {x ∈ Rn+1 : xn+1 = t}� ���������"���
en+1 ∈ Rn+1� ��!���� Σ(t) = M ∩ Πt �� ����� ��� ��	
�� t ∈ (a; b) � ��	�

�	 ���#�	� ��
��!����	 ��$�� ����	 ���������
���	�� Πt1 � Πt2 ���
a < t1 < t2 < b 	��	���	 
����
���� � -��� ���!�� �������� (a; b) �����
�������" ����
#��� ����������� M � ����� �������"� !�� M ��������� �
��
�	� ���� a = −∞ � b = +∞�

z�������� ��	 ������ t ∈ (a; b) ���$�����8 P (t) = {x ∈ M : f(x) � t}�
Q(t) = {x ∈M : f(x) � t}� ��� f(x) = xn+1 0f � 
����������	 '��
#�	5�

�	�
	�� &� E���� ��
���� φ(ξn+1) ��
����
�
� 025 ����
��������
��
���H 075 � M � ��������� ������
���� �
���� C2 � ��������� (a; b)
� Rn+1 ��
����� M�����	�
�
�� �
� ��
����
�
� 0258 F���� �
� 
H���
a < t1 < t2 < b ����

�
�8

capG(P (t2), Q(t1)) � qI

t2 − t1 , (4)

��� I =
∫

Σ(t)

(φ− φ′ξn+1)|∇f | � ��
���
� 
� ������G�� �� t8

 ��	!�"�	� ��������� � 0+5 ����������	 ��	 �������"��� ���������
���� 0��� 1245�

$�
	%	�	"�	 '�F�����������M �����G=������
������� ��� 0��� 1245�
���� ��	 ������ 
����
�� F ⊂ M ���������� ��!������� D1 ⊂ D2 ⊂ . . .�⋃
k�1

Dk = M � �����������	 M ������������"����"� ��
����� ���$����

Dk⊃F � 
����
����� ����
���	��� ��	 
������� lim
k→+∞

cap(F,M\Dk)=0�

��	%��1�	� E���� ��
���� φ(ξn+1) ��
����
�
� 025 ����
��������
��
���H 0758 F���� ������ ��������� � ��
�	 M�����	�
�
�� �
� ��
���=
�
�
� 025 ������
���� �
���� C2 �	��� G=������
������� ���8
������ ���	
���
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i
������
 ���
���� �������������� �������
���
������

 � ��������� �����������?�

�� 9� 9	��R��� �

A�$
�
�
����	 
����
��������	 �����������

9���" X � n������� �������� C3������������� ��� 
��	� 
������ �����
���������	 ��	���� ��
����
���� � �������������� 9���" d(x′, x′′) � ����
����!��
�� ������	��� ��$�� ��!
��� x′, x′′ ∈ X � <����"���� ������!���	
BX (a, t) = {x ∈ X : d(a, x) < t}� SX (a, t) = {x ∈ X : d(a, x) = t} ��	 ��������
!��
��� =��� � �������!��
�� �'���� ��������������� ����" a ∈ X � #����
=��� ��� �'���� t > 0 � ������� /���� �������� B(a, t) = BRn(a, t)�

9���$�� Ra = lim inf d(a, xn)� ��� ��$��� ������ ������	 �� �������
��$��� ������������"����	� {xn} ⊂ X � �� ������� ��!�
 ��
������	
� X �

9���" y = (y1, y2, . . . , yn) � ��!
� � Rn � 1 � k � n − 1� ����������
k������� ����
���" Π0 = {y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn : yk+1 = . . . = yn = 0}�
9���" Π � ����������" � X � ��'�
������ ��!
� a ∈ Π � R� 0 < R < Ra�
z�����!�� !���� Π(a,R) 
��������� ��	������ ���$����� Π∩BX (a,R)� ���
���$���� ��!
� a� ����� �������"� !�� k������	 ����������" Π 	��	���	

���
�
� �������
���	
� �
������ ���� ��	 ��	
�� ��!
� a ∈ Π � ��	
��
��R� 0 < R < Ra� ���������� 
����
��'������ ������$���� f : BX (a,R) →
B(0, 1) ��
��� !�� f(Π(a,R)) ⊂ Π0�

� �������� ������������� � �������� !������ ��!���� X \Π �'�����
SX (a, t) ����������	 ��
������ ������"��� �������� ��
��"�� 
����
���
'����� ����
�� ������������ � ��������� �����������	� ������ �����
&��!�� 
����
��'����� ����
�� ����������������� ���!���	 � 12E74�

������ ���	
���
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HIJYQXWL T]W YWMQOQJWNL WlSNTQIJ

∆xu+ |x|2α∆yu = −uQ+2
Q−2 QJ Rn = Rm × Rk, (1)

j]WLW ∆x NJX ∆y NLW ~NPONVW IPWLNTILY QJ T]W gNLQNeOWY x ∈ Rm NJX y ∈ Rk�
LWYPWVTQgWOU� α > 0 QY N PIYQTQgW LWNO JSMeWL NJX Q = m+ k(α+ 1)� k]W PNLTQNO
XQ�WLWJTQNO IPWLNTIL ∆x + (α + 1)2|x|2α∆y QY iJIjJ 0NT OWNYT KIL α = 15 NY
sLSY]QJ IPWLNTIL�

dlSNTQIJ 025 NLQYWY NY dSOWL WlSNTQIJ KIL T]W ^IeIOWg QJWlSNOQTU(∫
Rn

|u| 2Q
Q−2 dx dy

)Q−2
2Q

� C

(∫
Rn

(|∇xu|2 + (α+ 1)2|x|2α|∇yu|2) dx dy
)1/2

KIL KSJVTQIJY QJ N YSQTNeOW ^IeIOWg YPNVW�

}IL z = (x, y) ∈ Rm×Rk� OWT ‖z‖ = (|x|2(α+1) + |y|2) 1
2(α+1) � k]W oJILMq ‖z‖

QY 1�]IMIRWJWISY KIL T]W RLISP IK NJQYITLIPQV XQONTQIJY (x, y) �→ δλ(x, y) =
(λx, λα+1y)� λ > 0� nWhJW T]W YP]WLQVNO QJgWLYQIJ I(z) = δ‖z‖−2(z)� z �= 0� k]W
QJgWLYQIJ I QY VIJKILMNO QJ T]W sLSY]QJ MWTLQV YPNVW� ZT NOYI QJXSVWY T]W KIOOIjQJR
[WOgQJ TLNJYKILM� sQgWJ N KSJVTQIJ u IJ Rn� XWhJW u∗(z) = ‖z‖2−Qu(I(z))� k]W
VILLWVT YVNOQJR KIL YIOSTQIJY TI 025 QY δλu(z) = λ

Q
2 −1u(δλ(z))� λ > 0�

bJU WJTQLW� PIYQTQgW YIOSTQIJ TI 025 WJfIUY N YP]WLQVNO YUMMWTLU PLIPWLTU�
`LWVQYWOU�

������� �� <" u ∈ C2(Rn) ." $ 6*+& &5" +*(, &*/ *2 "?,$ &*/ 0258 3!"/
2*- $ +,& $.(" λ > 0�  !" 2,/) &*/ δλu +$ &+7"+ δλu = (δλu)∗8

bKTWL N YSQTNeOW KSJVTQIJNO TLNJYKILMNTQIJ� k]WILWM 2 QMPOQWY N YUMMWTLU
LWYSOT KIL YIOSTQIJY TI 025 QJ T]W ]UPWLeIOQV MWTLQV� ZJ KNVT� QT TSLJY IST T]NT T]W
XQMWJYQIJ IK T]W WlSNTQIJ VNJ eW LWXSVWX� `LWVQYWOU�

������� �� ~WT u ∈ C2(Rn) eW N PIYQTQgW YIOSTQIJ IK WlSNTQIJ 025� k]WJ� SP
TI N YVNOQJR NJX N TLNJYONTQIJ IK u QJ T]W gNLQNeOW y� T]W KSJVTQIJ v(x) = u(x, 0)�

�[!V +$!�&.$* ,! ] $&� $!' T9+ &, 7VV"!' $ � >.!:&+;!$
 ,! T ,*: � :! <&"K*.! I�
T ,*: =��B2�2� =$ "! �

��� !"# �*.$!(� $%�9.!V,�!$
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x ∈ Rm� YIOgWY 
divx(p∇xv)− qv = −pv Q+2

Q−2 , |x| < 1,
v > 0, |x| � 1,
∂v

∂ν
+
(Q

2
− 1
)
v = 0, |x| = 1,

(2)

j]WLW p(x) = (1−|x|2(α+1))k NJX q(x) = k(α+1)(Q−2)(1−|x|2(α+1))k−1|x|2α�
vWLW� ν XWJITWY T]W WaTWLQIL JILMNO TI T]W SJQT eNOO QJ Rm�

k]W PNLTQNO XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJ QJ 035 QY IK gNLQNTQIJNO TUPW NJX QT QY LWONTWX
TI T]W KIOOIjQJR ^IeIOWgEvNLXU QJWlSNOQTU 0m, k∈N NJX α�0 YNTQYKUQJR Q−2>05(∫

B

|v| 2Q
Q−2 p dx

)Q−2
Q

� C

∫
B

(|∇xv|2p+ |v|2q) dx
KIL KSJVTQIJY v ∈ C1(B)� j]WLW B = {x ∈ Rm : |x| < 1}�

ZT QY JNTSLNO TI VIJfWVTSLW T]NT T]W YIOSTQIJ IK 025 QY SJQlSW SP TI YVNOQJR NJX
TLNJYONTQIJY QJ y� k]QY YTNTWMWJT LWXSVWY TI PLIgQJR SJQlSWJWYY KIL PLIeOWM 035�
�W VNJ PLIgW T]W VIJfWVTSLW QJ T]W KIOOIjQJR VNYW�

������� &� <" m = k = 1 $/' α > 08 q6  * $ +)$(&/: $/' $ 5"- &)$(
 -$/+($ &*/�  !"-" ">&+ + $ ,/&?," 6*+& &5" +*(, &*/ u ∈ C2(R2) *2 "?,$ &*/ 025�

k]WYW LWYSOTY NLW IeTNQJWX QJ VIOONeILNTQIJ jQT] n� \ILeQXWOOQ� KLIM T]W
pJQgWLYQT�N XQ �IOIRJN�
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2J#C6-/O,' _#.4 D$-9:!1/'H 3#. T!.!G#1/0
;!1"-.#$efHO4:$" Z+-.!'#.&

^� �� �1�?,���� �

��� � 9 � 03 :� 6�1� �;� ��7 :�;6���;�=
MD��8��c�� M;�7�1! 03 2;���;��

ZJ T]QY jILi� jW Y]NOO PLIgW T]W eISJXWXJWYY IK PNLNeIOQV HNOXWLIJEuURMSJX
IPWLNTILY QJ jWQR]TWX Lp�YPNVWY�

~WT Rn eW T]W n�XQMWJYQIJNO dSVOQXWNJ YPNVW IK PIQJTY x′ = (x1, . . . , xn) NJX

x = (x′, t) = (x1, . . . , xn, t) eW N PIQJT QJ Rn+1� |x|2 =
n∑
i=1

x2
i + t2�

�������� <" p ∈ (1,∞)� K ." $ 6$-$.*(&) [$('"-*/jg0:1,/' %"-/"(� &8"8
K ∈ C∞(Rn+1 \ {0})� K(rx′, r2t) = r−(n+2)K(x′, t) 2*- "$)! r > 0� x �= 0�∫
|x|=1

K(x) dσ = 0 $/' Tf = v. p.K ∗ f 8 B*-"*5"-� (" ω(t)� ω1(t) ." #"&:! 

2,/) &*/+ */ R +$ &+20&/:  !" 2*((*#&/:  !-"" )*/'& &*/+8
0N5  !"-" ">&+ + b > 0 +,)!  !$ sup

|t|/4<|τ |�4|t|
ω1(τ) � bω(t) 2*- $8"8 t ∈ R�

0e5 sup
τ>0

( ∫
|t|>2|τ |

ω1(t)|t|−p dτ
)( ∫

|t|<|τ |
ω1−p′(t) dt

)p−1

<∞�

0V5 sup
τ>0

( ∫
|t|<|τ |

ω1(t) dt

)( ∫
|t|>2|τ |

ω1−p′(t)|t|−p′ dt
)p−1

<∞8

3!"/  !"-" ">&+ + $ )*/+ $/ c &/'"6"/'"/ *2 f +,)!  !$ ∫
Rn+1

|Tf(x)|pω1(t) dx′ dt � c

∫
Rn+1

|f(x)|pω(t) dx′ dt

2*- $(( f ∈ Lp,ω(Rn+1)8 B*-"*5"-� )*/'& &*/ 0N5 )$/ ." -"6($)"' .0  !" )*/'& &*/

0N15  !"-" ">&+ + b > 0 +,)!  !$ ω1(t)
(

sup
|t|/4�|τ |�4|t|

1
ω(τ)

)
� b 2*- $8"8 t ∈ R8

�=.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';  ., ]&'% .!';� 7K&+8 !q . 7' ,&�? *\ U'!&.'&;� Y� 7) �
?&: ;$� 2�� < -9 �I�253� 7K&+8 !q .�

��� !"# �9;%$ )*:( K.&$� !"�'*�

2,+
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z���� �� ������ ������� �����������	 ������������� ������ � (2+1)�
��������� 	��	���	 ����� �������	� ���������� �� ����
��"��� ∂̄������
����� z� ������	�� ������������ ��������" ���� ���������� ��������� �
��� ��
����� �������������� ��!��� ��=���	 � �� �� � ������ ������ ����
�����������	 ��������	 ����
��"��	 �����!��	 ∂̄���������

wz̄(z, z̄) =
∫∫

dξ ∧ dξ̄ w(ξ, ξ̄)f(ξ, ξ̄; z, z̄), (1)

��� w� f � �����!��� '��
#��� & �����"� ��������	 025 ����������	
��������� 02 + 15������� ���������� ��������� ��
�������8

iϕt + ϕxx − vϕ = 0, vy + vx + (|ϕ|2)x = 0, (2)

��� ϕ 0v5 � 
�����
���	 0�
��	���	5 '��
#�	� � !��������� ��������� ����
��!��� ��!��� ��=���	 ������� 035� .���� ����� �����"��	 ����
��"���
∂̄��������� 025 ���!��� ��������� ��������� \��ZZZ

St = S ∧ Sxx + uSx, uy = βS · (Sx × Sy), (3)

��� S = (S1, S2, S3)� S2 = 1� β = const� u � �
��	���	 '��
#�	 0�����#���5�
× 0·5 � ��
������ 0�
��	����5 ������������� /�	 -��� ������� ���������
������������� G�
��� ��������� ���$���	 � ��!��� ���������� ��=���	
�����!���� ���� 12� 34�
������ ���	
���
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134 �6#��+�4�% A	� F,>�6�4�+-*�, G	� C�7��!�%� @	 C	� 9�+-*��!�! �	 b
(2+1)�XQMWJYQIJNO QJTWRLNeOW YPQJ MIXWO8 RWIMWTLQVNO NJX RNSRW WlSQgNOWJT
VISJTWLPNLT� YIOQTIJY NJX OIVNOQcWX VI]WLWJT YTLSVTSLWY ?? `]UY� ~WTT� b�
2::|� �� 377� �̀ 7:2E7:D�

�E�0������C��G����	 ��������� ��� M��

�1��
� 22� J�1
�� 53��3�� /
0
C��
��
��� !"# '."V�?+ (; $;9.�;'!�-K
�E�0������C��G����	 ��������� ��� M��

�1��
� 22� J�1
�� 53��3�� /
0
C��
��
��� !"# '."V�?+ (; $;9.�;'!�-K
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�� 5� ������� �� _� �� � ;��� �

*
����d�������
���	 
����
��������	 �����������

���������� �� ����
���� �������"�� ����������������� ���
�����

����� γ(s)� s ∈ [0, l(γ)]� ����� �������"� !�� γ(s) ��������$�� 
�����
BV 1� ���� �
�����" γ′(s) ���������� � ���������� ����� �� [0, l(γ)]� ��
��
��!����� �!������ !���� ��!�
� � 
������ ����� ������������� ������
��� � ����� 
���!��� �����#��� 9����� �����#�� V (γ′) ������� ��

�	
��������	 
����� γ�

z�������� ����
HH ����
H�
�H ������
� T (γ) 
����� γ ∈ BV 1 
�
 �

������ �������� �������� �� ������

&� G� *���!��
�� 124 �'����������� ��������� ��������� ���������
�� 
�����
����	 J_\8

�	�
	��� 2� O�
� ������ γ ∈ BV 1 0xJ_\y5 
���� �
���� �����
��
��	�
���� ������ γ1 0x�
����y5� �� T (γ) � T (γ1)8

3� O�
� �������� T (γ) = T (γ1)� �� γ ���� ����
�� ����� ������ γ18

z���� �����"������ ��	������ � -��� ��������� � �
 ��������	��� ����
����� � 124� 9����	 !���" ������� ��
����� � 134�

F� ��
������� ����������� /6. �������"�� .���� ����� � ��
����
����� �'������������ ��
������ ��������� ���������� -�� ������������

������ ���	
���
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 2�5B�5� �������

��� !"#  .(765IB2�;V8�&,9
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�
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����e�
�N
������������
���	 
����
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2J#C6-/O,'-" _#.4 D$-9:!1/'/-& 3#. *#4- %$/&#'.#+/0
*:G1/$-!. Z+-.!'#.& J/',  #:O, [-.$-1

E?� �� (�@'���� �

��� � 9 � 03 :� 6�1� �;� ��7 :�;6���;�=
MD��8��c�� M;�7�1! 03 2;���;��

ZJ T]W jILi� jW Y]NOO PLIgW T]W eISJXWXJWYY IK YIMW YSeOQJWNL IPWLNTILY
jQT] LISR] iWLJWO IJ N jWQR]TWX Lp�YPNVWY�

~WT Rn eW T]W n�XQMWJYQIJNO dSVOQXWNJ YPNVW IK PIQJTY x = (x1, . . . , xn) jQT]

T]W JILM |x| =
(

n∑
i=1

x2
i

)1/2

� a = (a1, . . . , an)� ai > 0� i = 1, . . . , n� |a| =
n∑
i=1

ai�

ρ(x) =
n∑
i=1

|xi|1/ai � OWT Σ = {x ∈ Rn : |x| = 1}�
�������� <" p ∈ (1,∞) $/' (" T ." $ +,.(&/"$- *6"-$ *- .*,/'"' 2-*1

Lp(Rn)  * Lp(Rn) +,)!  !$ � 2*- $/0 f ∈ L1(Rn) #& ! )*16$) +,66*- $/'
x /∈ supp f

|Tf(x)| � c0

∫
Rn

|Ω(x− y)|
ρ(x− y)|a| |f(y)| dy,

#!"-" c0 &+ &/'"6"/'"/ *2 f $/' x� Ω &+ !*1*:"/"*,+ *2 '":-"" ;"-* $/' Ω ∈
Ls(Σ)8

B*-"*5"-� (" s > p′� p′ = p/(p − 1) $/' ω(x)� ω1(x) ." #"&:! 2,/) &*/+
*/ Rn +$ &+20&/:  !" 2*((*#&/:  !-"" )*/'& &*/+8

0N5  !"-" ">&+ + b>0 +,)!  !$ sup
ρ(x)/4<ρ(y)�4ρ(x)

ω1(y)�bω(x) 2*- $8"8 x∈Rn�

0e5 sup
r>0

( ∫
ρ(x)>2r

ω1(x)ρ(x)−|a|p/s′ dx

)( ∫
ρ(x)<r

ω1−(p/s′)′(x) dx

)p/s′−1

<∞�

0V5 sup
r>0

( ∫
ρ(x)<r

ω1(x) dx

)( ∫
ρ(x)>2r

ω1−(p/s′)′(x)ρ(x)−|a|p/s′ dx

)p/s′−1

< ∞8

3!"/  !"-" ">&+ + $ )*/+ $/ c� &/'"6"/'"/ *2 f � +,)!  !$ ∫
Rn

|Tf(x)|pω1(x) dx � c

∫
Rn

|f(x)|pω(x) dx 2*- $(( f ∈ Lp,ω(Rn).

�=.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';  ., ]&'% .!';� 7K&+8 !q . 7' ,&�? *\ U'!&.'&;� Y� 7) �
?&: ;$� 2�� < -9 �I�253� 7K&+8 !q .�

��� !"# : )!\()9"!?&:�'*�

2,|



Z$ ;,!.!0'-./(!'/#$ GH ! */$O1- ;#$&'!$' #3

',- 6-/O,'-" LpeLq E#:$"-"$-&& #3 L-$-.!1/(-"
^!."HC2H+- D$'-O.!1 Z+-.!'#.

���'� 2� (�������� �

K01J9 ��L K�� �� eN� >M2

~WT r > 0 NJX ‖f‖r :=
(∞∫

0

|f(x)|r dx
)1/r

� �W VIJYQXWL T]W QJWlSNOQTU

‖(Kf)u‖q � C‖fv‖p (1)

NJX QTY XSNO� j]WLW u NJX v NLW jWQR]T KSJVTQIJY� Q�W� JIJJWRNTQgW NJX MWNYSLNeOW
KSJVTQIJY IJ (0,∞)� NJX T]W IPWLNTIL K QY RQgWJ eU

Kf(x) :=

x∫
0

k(x, y)f(y) dy, x � 0, (2)

jQT] N iWLJWO k(x, y) � 0 YNTQYKUQJR T]W KIOOIjQJR VIJXQTQIJ8 T]WLW WaQYTY N VIJ�
YTNJT D � 1 QJXWPWJXWJT IK x� y� z YSV] T]NT

D−1(k(x, z) + k(z, y)) � k(x, y) � D(k(x, z) + k(z, y)), 0 � y � z � x. (3)

ZT QY jWOO iJIjJ 0YWW W�R� 1245� T]NT T]W QJWlSNOQTU 025 jQT]K IK T]W KILM 035 NJX N
iWLJWO k(x, y) YNTQYKUQJR 075 VNJ eW V]NLNVTWLQcWX eU TjI QJXWPWJXWJT VIJXQTQIJY�
YI T]NT JIJW IK T]WM NOIJW QY YS�VQWJT KIL 025 QJ RWJWLNO NJX� VIJYWlSWJTOU� T]NT
T]WU NLW SJQKILMOU QJVIMPNLNeOW� vIjWgWL� QJ MNJU LWONTWX NLWNY IK NJNOUYQY
NJX ILXQJNLU XQ�WLWJTQNO WlSNTQIJY N PLIRLWYY ]NY eWWJ MNXW QJ PNLTQVSONL YQTS�
NTQIJY j]WJ T]W QJWlSNOQTU 025 jNY V]NLNVTWLQcWX eU N YQJROW KSJVTQIJNO IJOU� b
YQMPOW YS�VQWJT VIJXQTQIJ KIL T]QY jNY hLYT PIQJTWX IST eU b� [SKJWL 02::75� �W
VIJYQXWL T]W KIOOIjQJR PLIeOWM8 j]WJ VNJ T]W QJWlSNOQTU 025 eW V]NLNVTWLQcWX eU
N YQJROW VIJXQTQIJ� �W ha IJW IK T]W jWQR]TY NJX IeTNQJ JWVWYYNLU NJX YS�VQWJT
VIJXQTQIJY IJ T]W IT]WL jWQR]T KSJVTQIJ j]QV] PLIgQXW fSYT IJW VIJYTNJT TI eW
QMPILTNJT NJX T]W YWVIJX IJW TI eW YSeILXQJNTW� k]W QMPILTNJT YPWVQNO VNYWY
jQT] _QWMNJJE~QISgQOOW IPWLNTILY� YIMW PNLTQVSONL jWQR]TY NLW NOYI XQYVSYYWX�
����������

124 ��N!$#  	� &$#--�! 9	?_	 ZJTWRLNO QJWlSNOQTQWY jQT] jWQR]TY� _QgWL dXRW� t�8
�ILOX ^VQWJTQhV� 3BB7�

�i*�V9$!.) i&.$+& Y�< @7U� f!-%**-& .;- ? ;$�� 2B�� _% 8 +*:;- �3��5�� @9;;! �
��� !"# . ;;�(� !"�+9
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K� /� ('�',%��� � ��$ 01� 2� ('������� �

>98 �0��5 ��79� ���� ��� � 9 �

k]QY TNOi QY XWgITWX TI T]W VONYYQhVNTQIJ IK 6�XQMWJYQIJNO dQJYTWQJ YIOgMNJ�
QKIOXY� ~WT SY LWVNOO� T]NT _QVVQ mNT ]IMIRWJWISY YPNVWY NLW mNT eU T]W T]WILWM
IK n� �� bOWiYWWgYiQQ NJX �� t� [QMMWO�KWO�X� �SL MNQJ LWYSOT QY T]W KIOOIjQJR

�������� <" (s, Q) ." $ 6='&1"/+&*/$( m&/+ "&/ 1" -&) <&" $(:".-$� Ric(Q)
= −r2Q 0r > 058 3!"/ (s, Q) &+ &+*1" -&)  * */" *2 1" -&) <&" $(:".-$+ 2-*1
 !" (&+ ."(*#8 @*- "5"-0 $(:".-$ #" +!*# $/ *- !*/*-1$( .$+&+ #& ! -"+6")  * Q
$/' /*/ -&5&$( )*11, $ *-+ *2 .$+&) 5") *-+8

25 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [X1, X2] = r√
2
X5� [X3, X4] = r√

2
X5� [Y1, Xi] =

r
2
√

2
Xi 01 � i � 45� [Y1, X5] = r√

2
X58

35 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [X1, X2] = 2r√
7
X3� [X1, X4] =

√
2
7rX5�

[X2, X3] = 2r√
7
X5� [Y1, X1] = 2

√
2

105rX1� [Y1, X2] =
√

3
70rX2� [Y1, X3] =√

7
30rX3� [Y1, X4] = 2

√
3
70rX4� [Y1, X5] =

√
10
21rX58

75 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [X1, X2] =
√

6
11rX3� [X1, X3] =

√
6
11rX4�

[X1, X4] = 2r√
11
X5� [X2, X3] = 2r√

11
X5� [Y1, X1] = r√

55
X1� [Y1, X2] = 2r√

55
X2�

[Y1, X3] = 3r√
55
X3� [Y1, X4] = 4r√

55
X4� [Y1, X5] = 5r√

55
X58

+5 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [X1, X2] = r√
2
X3� [X1, X3] =

√
2
3rX4�

[X1, X4]= r√
2
X5� [Y1, X1]= 1

30

√
6rX1� [Y1, X2]= 3

20

√
6rX2� [Y1, X3]=11

60

√
6rX3�

[Y1, X4] = 13
60

√
6rX4� [Y1, X5] = 1

4

√
6rX58

A5 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [X1, X2] = r√
2
X4� [X1, X3] = r√

2
X5� [Y1, X1] =

r
3
√

2
X1� [Y1, X2] = r

2
√

2
X2� [Y1, X3] = r

2
√

2
X3� [Y1, X4] = 5r

6
√

2
X4� [Y1, X5] =

5r
6
√

2
X58

�@98$;*:;- =.,9;$+! " =.;$!$9$&� 9"� f+ -$*+. ? � �H�� @98$;*:;- �B3��I� @9;;! �
��� !"# .!-!$(!.;$�+98$;*:;-�+9
�@98$;*:;- =.,9;$+! " =.;$!$9$&� 9"� f+ -$*+. ? � �H�� @98$;*:;- �B3��I� @9;;! �
��� !"# .!-(!.;$�+98$;*:;-�+9
f%!; V+*q&'$ h ; ;9VV*+$&, 8? i*9.'!" *. W& ,!.) ;'!&.$!g' ;'%**"; *\ @9;;! . Y&,&+ $!*.

c)+ .$ �22������2e� @9;;! . Y*9., $!*. \*+ < ;!' @&;& +'% c)+ .$ ��Z�2Z�2�I2e�  ., ]!.!;$+?
*\ �,9' $!*. *\ @Y c)+ .$ � ��Z2��Z2��e�
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D5 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [X1, X2]=
√

2
3rX3� [X1, X3]= r√

2
X4� [X2, X3]=

r√
2
X5� [Y1, X1] = r

2
√

6
X1� [Y1, X2] = r

2
√

6
X2� [Y1, X3] = r√

6
X3� [Y1, X4] =

1
4

√
6rX4� [Y1, X5] = 1

4

√
6rX58

|5 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [X1, X2] =
√

2
3rX3� [X1, X3] =

√
2
3rX4�

[Y1, X1] = r√
39
X1� [Y1, X2] = 2r√

39
X2� [Y1, X3] = 3r√

39
X3� [Y1, X4] = 4r√

39
X4�

[Y1, X5] = 3r√
39
X58

,5 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [X1, X2] =
√

2
3rX3� [Y1, X1] =

√
2
21rX1�

[Y1, X2] =
√

2
21rX2� [Y1, X3] = 2

√
2
21rX3� [Y1, X4] =

√
3
14rX4� [Y1, X5] =√

3
14rX58

:5 {X1, X2, X3, X4, X5, Y1}� [Y1, Xi] = r√
5
Xi 01 � i � 558

2B5 {X1, X2, X3, X4, Y1, Y2}� [X1, X2] =
√

2
3rX3� [Y1, X1] = 2r√

33
X1�

[Y1, X2] = 2r√
33
X2� [Y1, X3] = 4r√

33
X3� [Y1, X4] = 3r√

33
X4� [Y2, X1] = t · rX1 +

r
√

1
2 − 11t2X2� [Y2, X2] = r

√
1
2 − 11t2X1+t·rX2� [Y2, X3] = 2t·rX3� [Y2, X4] =

−4t · rX4 2*- +*1" t ∈ [0, 1/
√

22]8

225 {X1, X2, X3, X4, Y1, Y2}� [X1, X2] =
√

2
3rX3� [X1, X3] =

√
2
3rX4�

[Y1, X1] = r√
30
X1� [Y1, X2] = 2r√

30
X2� [Y1, X3] = 3r√

30
X3� [Y1, X4] = 4r√

30
X4�

[Y2, X1] = 3r√
30
X1� [Y2, X2] = − 4r√

30
X2� [Y2, X3] = − r√

30
X3� [Y2, X4] = 2r√

30
X48

235 {X1, X2, X3, X4, Y1, Y2}� [Y1, Xi] = r
2Xi (1 � i � 4)� [Y2, X1] =

1+s+t
2
√

1+t2+s2
rX1� [Y2, X2] = 1−s−t

2
√

1+t2+s2
rX2� [Y2, X3] = t−s−1

2
√

1+t2+s2
rX3� [Y2, X4] =

s−t−1
2
√

1+t2+s2
rX4 2*- +*1" 0 � s � t � 18

275 {X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3}� [Y1, Xi] = r√
3
Xi (1 � i � 3)� [Y2, X2] = r√

2
X2�

[Y2, X3] = − r√
2
X3� [Y3, X1] = − 2r√

6
X1� [Y3, X2] = r√

6
X2� [Y3, X3] = r√

6
X38

K((  !" $.*5" (&+ "' 1" -&) <&" $(:".-$+ $-" 6$&-#&+" /*/&+*1" -&)8

9���//��:� m5"-0 /*/r$ m&/+ "&/ 6='&1"/+&*/$( +*(5$.(" 1" -&) <&" $(:".-$
&+ + $/'$-'8 3!" +*(51$/&2*('+� #!&)! )*--"+6*/'  *  !" 1" -&) <&" $(:".-$+
(&+ "' &/  !" & "1+ 25E275 *2  !"  !"*-"1� !$5"  !" "&:"/5$(,"  06"+ (1 < 2; 4, 1)�
(3 < 4 < 6 < 7 < 10; 1, 1, 1, 1, 1)� (1 < 2 < 3 < 4 < 5; 1, 1, 1, 1, 1)� (2 < 9 <
11 < 13 < 15; 1, 1, 1, 1, 1)� (2 < 3 < 5; 1, 2, 2)� (1 < 2 < 3; 2, 1, 2)� (1 < 2 <
3 < 4; 1, 1, 2, 1)� (2 < 3 < 4; 2, 2, 1)� (1; 5)� (2 < 3 < 4; 2, 1, 1)� (1 < 2 < 3 <
4; 1, 1, 1, 1)� (1; 4)� (1; 3) -"+6") &5"(08
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9���" Γ � ����
�� ����$������ ������������ � ������� �������'���
��� Ω ⊂ Cn� n > 1� � ��������� '����� G���� z�����" ΩΓ ⊂ Ω ���" ������"�
�����
����	 
 Γ� � 
������ ∂����
���� ������$����	 ��� CR�'����� ���
������ �� Γ� .����
� K = K̂Ω ⊂ Ω� 9�
��������	� !�� ��	
�	 CR�'����
�� Γ \K 
����� L1

loc(Λ
p,r,Γ \K) ∂����
���� ������$����	 � ΩΓ \K� 9��

n = 2 ������������ Γ ���$�� ���" ���
���� 0∂Γ = 05�
9���" Sq,z � ���
����� ���$����� ��� ��!�
 x �� �����!��� �'����

��	 
������ '���� G��� Lz,x ����� ����� q ����#����"��� �����������
���!���� �� T cz � 9���" U ���" ��	�������	 �
��������" ���$����� Sq,z0 � S�

�	�
	�� �� E���� ��	���� K = K̂Ω � Γ \ K ����
�� ��G�����H�
����� ζ0 ∈ Γ\K � x0 ∈ U ������ ��� ��
�
� ����
��
�� ������ P (ζ0, z, x0)
��
����� ��
�	���
�� ��
����� � Ω8 O�
� n � 3 � f � CR=���	� 
�
Γ \K �
���� L1

loc(Λ
p,r,Γ \K) 0r < q5� �� f ∂=��	�
��� �����
������ �

ΩΓ\K8 � �
���� n = 2 �����	� ���
� �
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���� 	
���������� Γ 0�8 �8
∂Γ = 058 O�
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k]QY TNOi QY XWgITWX TI T]W VONYYQhVNTQIJ IK 5�XQMWJYQIJNO /*/)*16$) ]I�
MIRWJWISY dQJYTWQJ MNJQKIOXY� _QVVQ mNT ]IMIRWJWISY YPNVWY NLW mNT eU T]W
T]WILWM IK n� �� bOWiYWWgYiQQ NJX �� t� [QMMWO�KWO�X� ZJ T]QY TNOi jW XWNO jQT]
dQJYTWQJ MNJQKIOXY IK JWRNTQgW _QVVQ VSLgNTSLW� �SL MNQJ LWYSOT QY T]W KIOOIjQJR

�������� <" (M5, ρ) ." $ )*//") "' $/' +&16(0 )*//") "' /*/)*16$) 
!*1*:"/"*,+ m&/+ "&/ 5=1$/&2*('� Ric(ρ) = −r2ρ 0r > 058 3!"/ (M5, ρ) &+
&+*1" -&)  * */" *2 +*(51$/&2*('+ (S, ρ̃)� #!&)! )*--"+6*/'  * 1" -&) <&" $(:".-$+
(s, Q) 2-*1  !" (&+ ."(*#8 @*- "5"-0 $(:".-$ #" +!*# $/ *- !*/*-1$( .$+&+ #& !
-"+6")  * Q $/' /*/ -&5&$( )*11, $ *-+ *2 .$+&) 5") *-+8

25 {X1, X2, X3, X4, Y }� [Y,Xi] = r
2Xi 01 � i � 458

35 {X1, X2, X3, Y1, Y2}� [Y1, Xi]= r√
3
Xi 01�i�35� [Y2, X1]= t+

√
2−3t2

2 rX1�

[Y2, X2] = −trX2� [Y2, X3] = t−√
2−3t2

2 rX3 2*- +*1" t ∈ [0, 1/
√

6]8

75 {X1, X2, X3, Y1, Y2}� [X1, X2] =
√

2
3rX3� [Y1, Xi] = r√

6
Xi 01 � i � 25�

[Y1, X3] =
√

2
3rX3� [Y2, X1] = r√

2
X1� [Y2, X2] = − r√

2
X28

+5 {X1, X2, X3, X4, Y }� [X1, X2] =
√

2
3rX3� [Y,X1] = 2r√

33
X1� [Y,X2] =

2r√
33
X2� [Y,X3] = 4r√

33
X3� [Y,X4] = 3r√

33
X48

A5 {X1, X2, X3, X4, Y }� [X1, X2] =
√

2
3rX3� [X1, X3] =

√
2
3rX4� [Y,X1] =

r√
30
X1� [Y,X2] = 2r√

30
X2� [Y,X3] = 3r√

30
X3� [Y,X4] = 4r√

30
X48

K((  !" +*(51$/&2*('+� )*--"+6*/'"'  *  !" $.*5" (&+ "' 1" -&) <&" $(:".-$+�
$-" 6$&-#&+" /*/&+*1" -&)8

9���//��:� m5"-0 /*/r$ m&/+ "&/ 5='&1"/+&*/$( +*(5$.(" 1" -&) <&" $(:".-$
&+ + $/'$-'8 3!" +*(51$/&2*('+� #!&)! )*--"+6*/'  *  !" 1" -&) <&" $(:".-$+
(&+ "' &/  !" & "1+ 25EA5 *2  !"  !"*-"1� !$5"  !" "&:"/5$(,"  06"+ (1; 4)� (1; 3)�
(1 < 2; 2, 1)� (2 < 3 < 4; 2, 1, 1)� (1 < 2 < 3 < 4; 1, 1, 1, 1) -"+6") &5"(08

�@98$;*:;- =.,9;$+! " =.;$!$9$&� 9"� f+ -$*+. ? � �H�� @98$;*:;- �B3��I� @9;;! �
��� !"# .!-(!.;$�+98$;*:;-�+9
f%!; V+*q&'$ h ; ;9VV*+$&, 8? i*9.'!" *. W& ,!.) ;'!&.$!g' ;'%**"; *\ @9;;! . Y&,&+ $!*.

c)+ .$ �22������2e� @9;;! . Y*9., $!*. \*+ < ;!' @&;& +'% c)+ .$ ��Z�2Z�2�I2e�  ., ]!.!;$+?
*\ �,9' $!*. *\ @Y c)+ .$ � ��Z2��Z2��e�
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~WT T eW N eISJXWX QJTWRLNO IPWLNTIL IJ L2(R) QJXSVWX eU VIJTQJSISY HNL�
OWMNJ iWLJWO K IJ R2� �W RQgW VIJXQTQIJY SJXWL j]QV] T]W eQOQJWNL KILMSON

K(s, t) =
∑
n

Wun(s)V un(t)

]IOXY KIL WNV] ILT]IJILMNO eNYQY {un} QJ T]W YWJYW IK SJQKILM VIJgWLRWJVW� da�
NMPOWY IK KNVTILQcNTQIJY IK T QJTI PLIXSVTY T = WV ∗ NYYIVQNTWX jQT] VNJIJQVNO
WaPNJYQIJY IK K NLW NOYI XQYVSYYWX�

�=.;$!$9$& \*+ 7VV"!&, ] $%&� $!';� � V +!. ;$+�� ��� _% 8 +*:;- �3����� @9;;! �
��� !"# .*:!�(! ��-%:�+9
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 *, -.�

9���" #���� n � 2� F � ��
����� 
�� � Rn−1 � ������ ������� 1�
E = (−1, 1)×F � � � E ������ 
���!��	 ��������
�	 ���
����������	 ���� µ
� �����$����� ���� E− = (−1, 0]×F � E+ = (0, 1)×F � 9����	 �����#�	 |µ|
���� µ ����
��	 '������� |µ|(X) = µ(X ∩ E+)− µ(X ∩ E−)� ����
� H0 �
����������� �� ���� |µ| ��� E ������������ L2� 9���" #���� m � 1� ∞ >
p > n/m �W � ���������� C∞

0 (E) � ����� ������������ &�������Wm
p (E)�

9��
��"
� W ������� �� ����������� '��
#��� �������
� �������� R ∈
L(W,H0)� ���������	���� 0������������ �������������5 '��
#�� �� W
�
 
���� -
������������� �H0� &������ �������� ������������ RW 0⊂ H05
������ ‖u‖RW = inf

v∈W :Rv=u
‖v‖W �

z�����!�� !���� J �������� ����$���	 '��
#�� �� χE+ − χE− � ���
χX � ����
�������!��
�	 '��
#�	 X � � (·, ·)θ,q ����"� 
�
 ���!�� � �����
������������ ��������	#�� ��������� ����������� � ����������� θ � q�
���������� �������

∃θ ∈ (0, 1) J ∈ L((H0, RW )θ,2). 025

� � 3 � � D �� 134 ������� ����'������	 -������!��
�	 ���
����"��	 ���
��!� � ���������� ��''����#���"��� ��������� ���=������ ����� ��� ���
���������� 
������ ��$�� ����" � �������������� ����������� �������
������	 025� 9���" H � ��$���� H0 �� E+� Z � ��$���� W �� E+� Z0 �
��������������� ���� '��
#�� �� Z� ������� ������� ������ ���� ��
{0} × F � � R ∈ L(Z,H) �������	���	 �� �������� � R ∈ L(W,H0)� 6������
�� �����"� !�� H = L2,µ(E+)� � Z0 � -�� ���������� C∞

0 (E+) � �����
������������ Wm

p (E+)� & �����"� ���� 2 � 3 �� 124 ��$�� ��
����"� !��
��	 ������������ 025 �������!�� ������������	 '��
#�� T : Z → Z �

������� N1 ∈ (0, 1)� N2 > 0 ��
��� !�� ��	 ������ u ∈ Z ��������� ����
������ ��� ������	8
0k058 T (u)− u ∈ Z0)
0k158 ‖RT (u)‖H � N1‖Ru‖H)

�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������
����� ������� �������

��� !"# V !I�(;!8� !"�+9
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0k258 ‖T (u)‖Z � N2‖u‖Z�
;���� �����	� T � ������!����� � Z ��������� ������	���� �����!���
���!���	 �� {0} × F � � �$������� � H � >�� �������!��� ��	 ��������
��	 025 ������� 	��	���	 ������ � � 7 �� 134 ����������� �������!��	 ���
�������	 0m = n = 15 �����#�	 � �������� 
������� ������������	 ����
������ T � ����!��������� ����������� ���!
� T ��$�� ��������" ��
�
!���� �� ��� ������ � ��������!�� � H �

&'���������� ������� � �������� ��$���	 µ �� E+� �������!��� ��	
������������	 ����
� (T,N1, N2) �� ���������� 0k05� 0k15 � 0k25� z������
!�� ����� ������� 
��� Q � Rn−1 ��� � Rn !���� lQ� /�	 
��� X ⊂ Rn �
u ∈Wm

p (X) ����$�� NX(u) = 0 ��� u = 0 �

NX(u) =

∫
X

|∇mu|p dx
l−mpX

∫
X

|u|p dx
−1


1/p

��� u �= 0� ��� ∇mu � ��
��� �� !������ ����������� '��
#�� u ���
�	�
� m� 9���" NX(u) ����� <� ��������"���� ������������	 &�������
�������� !�� '��
#�	 u � X ����
� � ����������� �����
� 
 ��
�������
�����!���� ������� �� ��=� m− 1� � u ��$�� �������" ����� ��
�
�	�=
�
�
�� � X � 9��	��� ��!�� ����������"����� ����
� 
 ������
� 
���� 174)
������ �������� ��!�� ����������"����� ��������������" � �����
�#��
	� 1+ A4� <���� ����� ��������� �����"���8

E���� �
� 
H���� q ∈ (0, 1) ��G�����H� ε1, ε2 > 0 � 0 < h0 � 1 ������
��� �
� 
H���� ��������� ���� Q ⊂ F � lQ � h0 �� NX(u) � ε1� X =
(0, lQ) × Q� �
������ ���

∫
(0,ε2lQ)×Q

|u|2 dµ � q
∫
X

|u|2 dµ8 F���� ��G�������

������ (T,N1, N2) �� ��������	� 0k05� 0k15 � 03258
� ��
������"���� �����"�����	 �����$���� E+ ���� (����� 6���$�����

�� µ
∣∣
E+

������� ����!���� ���������� �������� ���� ��� ������$���� 


�����#�� � ��������� ��� !�� ���� �� 
��#����������	 � (ε2lQ, lQ)×Q ������
���$����� ����� �������� ������� �� ��=� m − 1� 9�� m = 1 �����	
�������	���	 ������	 ���������� � ��� p(m−1) < 2 ��� �� ��$��� � ������
���������� ��������� �����"���8

E���� 
��� m = n = 2 � 1 < p < 2� 
��� m = 2� n = 3 � 3/2 < p < 28
O�
� �
� 
H���� q ∈ (0, 1) ��G�����H� ����� ��
�����
�
�� ε � h0 � 1�
��� �
� 
H���� ��������� ���� Q ⊂ F � lQ � h0 ����

����� 
�����
=
���� µ((0, εlQ) × Q) � qµ((0, lQ) × Q)� �� ��G������� ������ (T,N1, N2)
�� ��������	� 0k05� 0k15 � 0k258
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�� ���$��� ����������� � ����������� ���
���"���� ����
���" 
��
� {0} × F �����#� ∂E+� {��� T � ����	������
���������� ����������� �� �
�"��������"Wm

p �'��
#�� � ������������ ����
��#�� T sϕ ��	 ���"=��� s � ������� '��
#�� ϕ ������	�� ����!��" ��
��
����� ����������� ������� 0������������	 T 5 � �������� µ

∣∣
E+
� ����
�� 


������� µ((0, εlQ)×Q) � qµ((0, lQ)×Q)� <��!���� ���!�	 mp � n ��	����
� ������!����� W ⊂ H0 �� µ� �� �� � �����$����"� ���������" ��������
���$���	 R ∈ L(W,H0)� �����$�� �'�����������" 0������5 ������� � ���
���"� ��������� ����������� ;
�"���� ��	 ��������� g = dµ/dx� ������
��!��� ��	 ���������	W ⊂ H0 � ������������	 (T,N1, N2) �� ����������
0k05� 0k15 � 0k25�

������ ���	
���
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174 ��a���TJ b	 L	 *������ �����!������ � ��������� � �������� 6����
������
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�W jQOO XWYVLQeW ]Ij �ISJR MWNYSLWY VNJ eW SYWX TI XWhJW NJX hJX T]W
sNMMN�OQMQT IK N YWlSWJVW IK KSJVTQIJNOY j]WJ IYVQOONTQIJY NLW QJgIOgWX QJ T]W
PLIVWYY NJX YSV] KSJVTQIJNOY NLW XWhJWX T]LISR] NJ IYVQOONTQJR YWlSWJVW IK KSJV�
TQIJY� bY N PLWOQMQJNLU YTWP� jW jQOO OIIi NT T]W VNYW j]WJ JI RLNXQWJTY NLW
VIJYQXWLWX NJX WaNMQJW gNLQISY WaNMPOWY� k]WJ� jW jQOO MIgW TI T]W MILW QJ�
TWLWYTQJR YQTSNTQIJ j]WJ KSJVTQIJNOY XWPWJX IJ RLNXQWJTY� ZJ T]QY VNYW� N RWJWLNO
MWNJQJRKSO LWYSOT LWlSQLWY N MNQJ YTLSVTSLNO NYYSMPTQIJ IK T]W YWlSWJVW IK KSJV�
TQIJY XWhJQJR T]W KSJVTQIJNOY� k]WU JWWX TI gWLQKU T]W NgWLNRW RLNXQWJT PLIPWLTU
0bs`5 j]QV] WYYWJTQNOOU MWNJY T]NT TNiQJR NgWLNRWY IK RLNXQWJTY IgWL OWgWOY YWTY
IK T]W YWlSWJVW RQgWY eNVi N RLNXQWJT� �W jQOO WaPOILW TjI TUPQVNO YQTSNTQIJY8 N
hLYT�ILXWL ONMQJNTW NJX ]IMIRWJQcNTQIJ�
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k]WLW jQOO eW TjI PNLTY KIL T]QY OWVTSLW� k]W hLYT IJW jQOO KIVSYWX IJ YIMW IK
T]W KSJXNMWJTNO VIJVWPTY IK JIJ�VIJgWa� gWVTIL gNLQNTQIJNO PLIeOWMY QJVOSXQJR
jWNi OIjWL YWMQVIJTQJSQTU� RLNXQWJT �ISJR MWNYSLWY� PIOUVIJgWaQTU� lSNYQVIJ�
gWaQTU� ONMQJNTWY� VIJgWa ]SOOY� LWONaNTQIJ� WTV� �W jQOO TLU TI WMP]NYQcW T]W
MNQJ VIJVWPTY NJX QXWNY NY jWOO NY T]W PLQJVQPNO LWYSOTY NJX KNVTY� ZJ T]W YWVIJX
PNLT� jW jQOO TLU TI Y]Ij ]Ij T]WYW QXWNY NJX TIIOY VNJ eW SYWX QJ PLIeOWMY IK
IPTQMNO XWYQRJ TI SJXWLYTNJX IPTQMNO MQVLIYTLSVTSLWY��W jQOO XjWOO IJ N TUPQVNO
TjI�XQMWJYQIJNO YQTSNTQIJ QJ VIJXSVTQgQTU� ZJ T]W lSNXLNTQV VNYW� WgWJ WaPOQVQT
VIMPSTNTQIJY IK T]WYW VIJgWa ]SOOY NLW PIYYQeOW NJX T]WYW� QJ TSLJ� VNJ eW STQ�
OQcWX TI PWLKILM LIeSYT JSMWLQVNO NPPLIaQMNTQIJ IK IPTQMNO 0MQVLI5YTLSVTSLWY�
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k]W TNOi XWNOY jQT] LWMIgNeOW YQJRSONLQTQWY KIL YIOSTQIJY TI T]W lSNYQOQJWNL
WlSNTQIJ div(|∇f |p−2∇f) = 0� 1 < p < ∞� �U N YIOSTQIJ TI T]QY WlSNTQIJ IJ
N JIJWMPTU IPWJ YWT G ⊂ Rn 0n � 25 jW MWNJ� NY SYSNO� N KSJVTQIJ f KLIM
T]W OIVNO ^IeIOWg VONYY W 1,p(G)loc YSV] T]NT KIL NJU KSJVTQIJ ϕ ∈ W 1,p

0 (G) T]W
KIOOIjQJR WlSNOQTU ]IOXY

(∆pf, ϕ) := −
∫
G

|∇f |p−2∇f · ∇ϕdx = 0.

k]W YWT IK NOO YSV] f QY XWJITWX eU Ap(G) NJX T]WQL WOWMWJTY NLW VNOOWX p�
]NLMIJQV KSJVTQIJY�

}IL NJ NLeQTLNLU IPWJ dSVOQXWNJ eNOO B(x, r) VWJTWLWX NT x ∈ Rn NJX IK
LNXQSY r > 0 NJX KIL N KSJVTQIJ f ∈ W 1,p(B(x, r)) jW XWhJW fx,r NY T]W SJQlSW
KSJVTQIJ KLIM W 1,p(B(x, r)) ∩ Ap(B(x, r)) YNTQYKUQJR T]W VIJXQTQIJ fx,r − f ∈
W 1,p

0 (B(x, r))�
~WT G eW N eISJXWX XIMNQJ QJ Rn NJX γ > 0� nWhJW T]W VONYY Aγp(G) NY T]W

YWT IK NOO f ∈ W 1,max{2,p}(G)loc YSV] T]NT T]W QJWlSNOQTUr−n ∫
B(x,r/2)

|∇f −∇fx,r|2 dy


1/2

� Crγ

]IOXY KIL NJU eNOO B(x, r) � G� j]WLW C � 0 XIWY JIT XWPWJX IJ x NJX r� ZT QY
VOWNL T]NT Ap(G) ⊂ Aγp(G)�

~WT E eW N LWONTQgWOU VOIYWX YWT QJ G� E �= G� NJX OWT H(G) eW T]W VONYY
Aγp(G)loc� γ ∈ (0, 1]� IL T]W VONYY C1,γ(G)loc� γ ∈ (0, 1)� �W YNU T]NT E QY LW�
MIgNeOW KIL p�]NLMIJQV KSJVTQIJY QJ T]W VONYY H(G)� QK KIL NJU KSJVTQIJ f ∈
H(G) ∩ Ap(G \ E) T]WLW WaQYTY YSV] N KSJVTQIJ g ∈ H(G) ∩ Ap(G) T]NT f ≡ g
IJ G \ E�

�=.;$!$9$& *\ ] $%&� $!'; *\ $%& 67U *\ >-+ !.&� f&+&;%'%&.-*:;- ? ;$+� �� _!&: �2��2�
>-+ !.&�

��� !"# V*-+*:;-(!� $%�-!&:�9 
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������� �� <" p ∈ (1,∞) $/' γ ∈ (0, 1]8 3!"/ E &+ -"1*5$.(" 2*- p=
!$-1*/&) 2,/) &*/+ &/  !" )($++ Aγp(G)loc &C & !$+ ;"-* i$,+'*-C 1"$+,-" *2
*-'"- n− 1 + γ8 mesn−1+γ E = 08

}IL x ∈ Rn� r > 0 NJX f ∈ L2(B(x, r))� XWhJW

m(f, x, r) :=
1

σnrn

∫
B(x,r)

f(y) dy, σn :=
∫

B(0,1)

dy,

osc2(f, x, r) :=

 1
σnrn

∫
B(x,r)

|f(y)−m(f, x, r)|2 dy


1/2

.

ZT QY jWOO iJIjJ� T]NT T]WLW WaQYT YSV] α ∈ (0, 1] NJX ν > 0 XWPWJXQJR IJ n NJX p
IJOU� T]NT KIL NLeQTLNLU eNOOY B(x, r) � B(x,R) � B(x,R + ε) ⊂ Rn� ε, r > 0�
NJX KIL N KSJVTQIJ f ∈ Ap(B(x,R + ε)) T]W KIOOIjQJR QJWlSNOQTU ]IOXY

osc2(∇f, x, r) � ν
( r
R

)α
osc2(∇f, x,R). (1)

nWJITW eU γ(n, p) > 0 T]W YSPLWMSM TNiWJ IgWL NOO T]IYW α� KIL j]QV] T]WLW
QY YSV] ν > 0 XWPWJXQJR IJOU IJ n� p NJX α� T]NT KIL NLeQTLNLU eNOOY B(x, r) �
B(x,R) � B(x,R + ε) ⊂ Rn� ε, r > 0� NJX KIL N KSJVTQIJ f ∈ Ap(B(x,R + ε))
T]W QJWlSNOQTU 025 ]IOXY�

������� �� 3!" 2*((*#&/: + $ "1"/ + $-"  -,"8
25 Aγp(G)loc ⊂ Ap(G) 2*- 1 < p <∞ $/' γ > 1)
35 C1,γ(G)loc ⊂ Aγp(G)loc 2*- p � 2 $/' γ ∈ (0, 1))
75 A2 1 < p < 2� γ ∈ (0, 1) $/' f ∈ C1,γ(G)loc &+ +,)!�  !$ ∇f �= 0

"5"-0#!"-" &/ G�  !"/ f ∈ Aγp(G)loc)
+5 Aγp(G)loc ⊂ C1,γ(G)loc 2*- p ∈ (1,∞) $/' γ < γ(n, p)8
������� &� <" p ∈ (1,∞) $/' γ ∈ (0, 1)8 A2 mesn−1+γ E = 0  !"/ E &+

-"1*5$.(" 2*- p=!$-1*/&) 2,/) &*/+ &/  !" )($++ C1,γ(G)loc� ., &2 γ < γ(n, p)
$/' mesn−1+γ E > 0  !"/ E &+ /* -"1*5$.(" 2*- p=!$-1*/&) 2,/) &*/+ &/  !&+
)($++8
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9���" ϕ(z) =
∫

R+

e−zu dµ(u) � �������������� G������ ��������!�� ���

����� ����	�������� ���� µ� ���������!����� �� ������#����"��� �����
�������� ������� R+� .�
 �������� 12� 34� ϕ ���������	�� ����� ��������
!��
�� � ������ ��������
���� H '��
#��� �� �����������	 � ���" �
����������� ���!���	 �� �����!���� 
����� >�� �������� ������	�� ���
�����" �������!��� ����" lnϕ(z) � H� w��
#�	 f(z) = − lnϕ(z) �������
$��� H � ���	� .���� ����� ����
������" ���� ��
�� '��
#�� f ��������
����������� ���������� L ���������"�� �����#�� 
������#�� � �������
��� ��
��"�� ����������� ����������� >�� ���������� ����������� ������

��� ��� ���!���� ����	����	 ���#����� � ����������� ������������� ���
���	���� /�����
� ����������� ���
���
��� ����	�����	 ���#���� � ������
������ ������������� �����	��� �������!��
� ����������	 � ��������
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�� ��������� � L�
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~WT (a, b) ∈ R� nWJITW eU M+(a, b) T]W VONYY IK NOO MWNYSLNeOW KSJVTQIJY

f : (a, b) → [0,+∞] NJX PST (I×f)(x) :=
x∫
a

f(y) dy� (I×f)(x) :=
b∫
x

f(y) dy KIL

x ∈ (a, b)� k]W vNLXU QJWlSNOQTU jQT] jWQR]TY u, v ∈M+(a, b) b∫
a

u(x)[I(fv)(x)]q dx

1/q

� C

 b∫
a

f(x)p dx

1/p

KIL NOO f ∈ M+(a, b),

j]WLW I = I× IL I = I×� ]NY eWWJ VIMPOWTWOU V]NLNVTWLQcWX KIL p, q > 0 eU s� kNO�
WJTQ� �� \SViWJ]ISPT� �� �LNXOWU� �� \Nc�UN NJX b� _IcQJ� s� ^QJJNMIJ� s� ^QJ�
JNMIJ NJX �� n� ^TWPNJIg NJX YIMW IT]WL NST]ILY 0YWW T]W MIJIRLNP]Y 12� 34
KIL XWTNQOY5� bJ NJNOIRISY PLIeOWM KIL p, q < 1 jNY YTSXQWX eU �̀ �WWYNVi NJX
v� vWQJQR 174� j]WLW YS�VQWJT VIJXQTQIJY NJX JWVWYYNLU VIJXQTQIJY SJXWL YIMW
LWYTLQVTQIJY IJ T]W jWQR]T KSJVTQIJY jWLW RQgWJ KIL T]W QJWlSNOQTU( b∫

a

f(x)p dx
)1/p

� C

( b∫
a

u(x)[(I(fv))(x)]q dx
)1/q

KIL NOO f ∈M+(a, b). (1)

k]W KIOOIjQJR T]WILWM RQgWY N PLWVQYW V]NLNVTWLQcNTQIJ IK 025 KIL p, q < 0�
�������� <" −∞ < p, q < 0� 1/r := 1/q − 1/p�  !" #"&:! 2,/) &*/+

u, v ∈ M+(a, b) $/' I = I× *- I = I×8 3!"/ 2*- ">&+ &/: $ )*/+ $/ C > 0 +,)!
 !$ 025 !*('+� & &+ /")"++$-0 $/' +,b)&"/ (0�  !$ A < +∞� #!"-"

A :=


sup
a<t<b

[(Iu)(t)]−1/q
[(
Ivp

′)
(t)
]−1/p′

, q � p,( b∫
a

[(Iu)(x)]r/p
[(
Ivp

′)
(x)
]r/p′

u(x) dx
)−1/r

, p < q.

B*-"*5"-� A ≈ C 2*-  !" ("$+ 6*++&.(" )*/+ $/ C &/ 0258

�i*�V9$!.) i&.$+& Y�< @7U� f!-%**-& .;- ? ;$�� 2B�� _% 8 +*:;- �3��5�� @9;;! �
��� !"# V+*%*+*:( ;�-%8�+9
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� kWV]JQVNO� 2::B�

134 ��N!$#  	� &$#--�! 9	?_	 �WQR]TWX QJWlSNOQTQWY IK vNLXU TUPW� ~IJXIJ8
�ILOX ^VQWJTQhV� 3BB7�

174 2$$-�)+ &	� ($,!,7 (	 vNLXU�Y QJWlSNOQTQWY jQT] QJXQVWY OWYY T]NJ 2 ?? `LIV�
bMWL� \NT]� ^IV� 2:,2� �� ,7� �̀ A73EA7D�
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~WT (X, ρ) eW NJ SOTLNMWTLQV OIVNOOU VIMPNVT YPNVW� �W VIJYQXWL N eNOO
B[a, r0] = {x ∈ X : ρ(x, a) � r0} NJX N YWT IK PIQJTY {x1

1, x
1
2, . . . , x

1
N1
, x2

1, x
2
2, . . .�

x2
N2
, . . .} eWOIJRQJR TI T]W eNOO� NJX lim

k→+∞
Nk = +∞� ~WT f eW N VIJTQJSISY

LWNO�gNOSWX KSJVTQIJ IJ B[a, r0]� �W VIJYTLSVT N YPOQJW L(f,Nk) =
Nk∑
i=1

λiρ(x, xki )�

x ∈ B[a, r0]� j]QV] QJTWLPIONTWY f NT PIQJTY xki � i = 1, 2, . . . , Nk� k ∈ N� vWLW

VIW�VQWJTY λi VNJ eW KISJX KLIM QJTWLPIONTQIJ VIJXQTQIJY
Nk∑
i=1

λiρ(xki , x
k
j ) =

f(xkj )� j = 1, 2, . . . , Nk� kI hJX λi jW NLW RIQJR TI QJgWLT N MNTLQa IK XQY�

TNJVWY Rk =
(
ρ(xki , x

k
j )
)Nk
i,j=1

� NJX T]WJ TI NPPOU T]W QJgWLYW Rk TI T]W gWVTIL(
f(xk1), f(xk2), . . . , f(xkNk)

)
� }SLT]WLMILW� jW NLW RIQJR TI Y]Ij N SJQKILM VIJ�

gWLRWJVW L(f,Nk) TI f j]WJ k TWJXY TI QJhJQTU� }QLYT IK NOO� jW NYYIVQNTW B[a, r0]
jQT] N TLWW� T]WJ jW Y]NOO eW NeOW TI KILRWT NeIST NJ SOTLNMWTLQV YPNVW X NJX
Y]NOO IJOU XWNO jQT] T]W TLWW� ^WVIJXOU� jW NYYIVQNTW T]W MNTLQa Rk jQT] NJ
NORWeLN IK MNTLQVWY� NJX hJX T]W QJgWLYW R−1

k KIL NJU k� �W Y]NOO NOYI hJX N
VLQTWLQIJ IK QJgWLTQeQOQTU KIL T]W MNTLQVWY Rk� �W JITW� T]NT Rk QY N LWPOQVN `NLQYQ
MNTLQa QJ QTY MIYT RWJWLNO KILM 0YWW 1345� bT ONYT� jW NLW RIQJR TI PLIgW

�������� [*/+ -,) "' +6(&/"+ $66-*>&1$ " $ :&5"/ 2,/) &*/ f ,/&2*-1(08
kI XI T]NT jW LWKWL TI LWYSOTY 0YWW QJ 12� k]� 2�+�3,� k]� 2�+�3:45 T]NT QY NJU

VIJTQJSISY KSJVTQIJ eWQJR RQgWJ IJ N VIMPNVT SOTLNMWTLQV YPNVW VISOX eW SJQ�
KILMOU NPPLIaQMNTWX eU OQJWNL VIMeQJNTQIJY IK QJXQVNTILY IK eNOOY� \ILWIgWL�
YQJVW NJ QJXQVNTIL IK N eNOO QJ SOTLNMWTLQV YPNVW QY N VIJTQJSISY KSJVTQIJ� T]WJ QT
LWMNQJWX IJOU NPPLIaQMNTW T]W QJXQVNTIL IK N eNOO� k]NT LWYSOT MQR]T eW NPPOQWX
TI YIVQIOIRU� PYUV]IOIRU� JWSLNO JWTjILi T]WILU�
����������

124 9$�!�% C	 C	 \NT]WMNTQVNO YIVQIOIRU8 YTLSVTSLNOOU NPPLIaQMNTQIJNO NP�
PLINV]� \QJYi� 3BB3� 0_SYYQNJ5�

134 �o$��#" �	� &�#,-, @	� F,#�-�#� �	  	 ^PQJ RONYY T]WILU NJX eWUIJX� kWN�
JWVi� t�8 �ILOX ^VQWJTQhV� 2:,|�
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vQYTILQVNOOU� PITWJTQNO T]WILU jNY XWgWOIPWX SYQJR IJOU T]W hWOX IK LWNO JSM�
eWLY� k]W LWNO JSMeWLY NLW JIT]QJR WOYW eST N VIMPOWTQIJ IK T]W LNTQIJNOY Q jQT]
LWYPWVT TI T]W SYSNO NeYIOSTW gNOSW� k]W ONTTWL YNTQYhWY T]LWW jWOO�iJIjJ NaQIMY
IK N 5$(,$ &*/8 25 |a| � 0� |a| = 0 Q� a = 0) 35 |a·b| = |a|·|b|) 75 |a+b| � |a|+|b| �
 -&$/:(" &/"?,$(& 0� k]W NeYIOSTW gNOSW QY JIT N SJQlSW gNOSNTQIJ IJ Q� ~WT p eW
YIMW PLQMW� bJU LNTQIJNO x �= 0 VNJ eW LWPLWYWJTWX NY pγ(x)n/m jQT] T]W QJTW�
RWLY n� m JIT XQgQYQeOW eU p) QJTWRWL γ(x) QY T]W *-'"- IK p QJ x� ~WT�Y XWhJW

|x|p :=

{
p−γ(x), x �= 0
0, x = 0

.

}SJVTQIJ |x|p QY WNYQOU V]WViWX TI YNTQYKU T]W NaQIMY NeIgW� QT QY VNOOWX T]W p=$'&)
gNOSNTQIJ� k]W KIOOIjQJR KNMISY T]WILWM eU �YTLIjYiQ OQYTY NOO gNOSNTQIJY IJ Q�

������� � 0�YTLIjYiQ5� K/0 5$(,$ &*/ */ Q &+ "?,&5$("/ "& !"-  *  !"
,+,$( $.+*(, " 5$(," *-  * p=$'&) */" 2*- +*1" p8

k]WLW QY N KSJJU $'"(&) 2*-1,($ VIJJWVTQJR NOO T]W gNOSNTQIJY8 |x|∏
p
|x|p = 1�

x ∈ Q \ {0}�
k]W hWOX Qp IK p�NXQV JSMeWLY QY N VIMPOWTQIJ IK LNTQIJNOY jQT] LWYPWVT TI

T]W p�NXQV gNOSNTQIJ� QT NLQYWY IJ WlSNO KIITQJR jQT] R� ZJ NXXQTQIJ T]W p�NXQV gNO�
SNTQIJ YNTQYhWY + -*/:  -&$/:(" &/"?,$(& 0 8 7′5 |a+b| � max{|a|, |b|}� k]QY OWNXY TI
YIMW SJWaPWVTWX PLIPWLTQWY8 TjI ONLRWL YQXWY QJ N TLQNJROW ]NgW T]W YNMW OWJRT]�
NJU TjI eNOOY IK T]W YNMW LNXQSY WQT]WL VIQJVQXW IL XI JIT QJTWLYWVT� NJX YI IJ� 124�
Qp QY N OIVNOOU VIMPNVT RLISP jQT] LWYPWVT TI NXXQTQIJ� k]SY T]WLW QY T]W SJQlSW
Y]QKT�QJgNLQNJT vNNL MWNYSLW IJ QT� k]SY jW VNJ QJTWRLNTW LWNO�gNOSWX KSJVTQIJY
IK T]W p�NXQV NLRSMWJT� NJX NOO T]W VIJYTLSVTQIJY IK NeYTLNVT ]NLMIJQV NJNOUYQY�
QJVOSXQJR }ISLQWL TLNJYKILM NJX XQYTLQeSTQIJY� NLW NPPOQVNeOW� 13� 74� sLISP Qp

QY TITNOOU XQYVIJJWVTWX� ^I QT QY lSQTW N YSLPLQYW T]NT RWJWLNO JITQIJY IK PITWJTQNO
T]WILU ]NgW p�NXQV VISJTWLPNLTY� k]W T]WILU jNY XWgWOIPWX QJ N LWONTQgWOU LW�
VWJT PNPWL 1+4 eU vNLNJ) YI VNOOWX !*1*:"/*,+ '&+ -&., &*/+ QJ T]QY T]WILU ]NgW
N VIJJWVTQIJ TI T]W T]WILU IK T]W _QWMNJJ cWTN KSJVTQIJ T]LISR] kNTW�Y T]WYQY QJ

�]&'% .!' "  ,. ] $%&� $!' " Y '9"$?� <&" +9;! . U$ $& >.!:&+;!$?� 5 Y� U- +?.  :��
]!.;- ����B�� <&" +9;�

��� !"# ? 9%&.L+ ,?. ($9$�8?
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QTY �WQO�Y KILMSONTQIJ� }SJVTQIJ |x|α QY JWRNTQgW XWhJQTW KIL NOO α ∈ (0,+∞) 0QJ
VIJTLNYT jQT] T]W LWNO VNYW5 NJX RWJWLNTWY N YWMQ�RLISP IK PLIeNeQOQTU MWNYSLWY
j]QV] VNJ eW RQgWJ WaPOQVQTOU eU T]W p�NXQV NJNOIRSW IK }WOOWL�Y KILMSON KIL α�

YUMMWTLQV YTNeOW XQYTLQeSTQIJY IJ R8 µtα(dx) =
∑
n�0

(−t)n
n!

ζp(1+nα)
ζp(−nα) |x|−1−nα dx�

j]WLW ζp(s) = (1 − p−s)−1 QY N OIVNO p�NXQV cWTN KSJVTQIJ� \WNYSLW µtα XW�
YVLQeWY p�NXQV .-*#/&$/ 1* &*/� �W VNJ QJTLIXSVW p�NXQV _QWYc PITWJTQNOY NJX
T]WU jQOO YNTQYKU p�NXQV _QWYc _WPLIXSVTQIJ KILMSON� \ILWIgWL� gNLQISY PITWJ�
TQNO T]WILWTQV PLQJVQPOWY VNJ eW XWXSVWX KIL T]W PITWJTQNOY eSQOT8 T]W PLQJVQPOWY IK
nWYVWJT� nQV]ITIMU� \NaQMSM� _WRSONLQcNTQIJ� pJQlSWJWYY� ZT Y]ISOX eW JIT�
WX T]NT T]W p�NXQV VNYW QY IKTWJ MILW YQMPOW T]NJ T]W LWNO IJW� k]WLW QY NJ
α�VNPNVQTU V]NLNVTWLQYTQVY IK YSeYWTY K ⊂ Qp� QT VNJ eW WaPLWYYWX gQN T]W α�

XQNMWTWL NY capα(K) = ζp(α)
ζp(1−α) limN→∞

{
min

x1,...,xn∈K
1

n(n−1)

∑
i<j

|xi − xj |α−1
}−1

NJX YNTQYhWY T]W SYSNO PLIPWLTQWY) α�VNPNVQTU VNJ eW SYWX TI eSQOX NJ WaPOQVQT
YIOSTQIJ IK p�NXQV nQLQV]OWT PLIeOWMY� p�bXQV PITWJTQNO T]WILU ]NgW NPPOQVNTQIJY
eIT] QJ \NT]WMNTQVNO P]UYQVY NJX QJ tSMeWL T]WILU�

����������

124 G)*,+*�% .	 pOTLNMWTLQV HNOVSOSY� HNMeLQXRW8 pJQg� `LWYY� 2:,+�
134 .$,4  	 �NYQV tSMeWL k]WILU� tWj �ILi8 ^PLQJRWL� 2:|+�
174 F4�",�,#�% F	 G	� F�4�%,)* P	 F	� 5$4$!�% _	 P	 p�bXQV bJNOUYQY NJX \NT]�

WMNTQVNO `]UYQVY� ^QJRNPILW8 �ILOX ^VQWJTQhV� 2::+�
1+4 (�#�! G	 bJNOUTQV PITWJTQNO T]WILU IgWL T]W p�NXQVY ?? bJJ� ZJYT� }ISLQWL�

2::7� �� +7� C +� �̀ :BAE:++�
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b��������
 �
��������
��
������������ �����������

8� 4� ��!	���� �� �� �� G�����	< �� V� �� b	��	���� �

X
��
�$%���	 
����
��������	 U��

�
�@����	 �����������=
]
�����	 
����
��������	 �����������

�� 0����R"� ��"S�
�"� �%"�
�%"
	 �
���
�"��1�� 9���" ds2 =
gij dx

i dxj � �������������� �����
� �� ������������ Mn� ∇ � �������	
��	�����" G��� � %������ Rijks � ������ 
�������� Rij � ������ ��!!��
Ric(ξ) = Rijξ

iξj � 
������� ��!!� � ����������� �����!���� ��
���� ξ�
R � �
��	���	 
�������� Wijkl � ������ ����	 �����
� ds2�

$�
	%	�	"�	� ��
������ ���� v �������	�� ��'����������"��� ����
�����!��� �������������� �������������� ������������ � ���������	 ��
=

�
����	� ����

vi,j + vj,i = 0. (1)

&�������������� ��
������ ���� v �������	�� ��'����������"��� 
��'����
��� �������������� �������������� ������������ � ���������	 ��
���	
�=
��

�
����	� ����

vi,k + vk,i = 2wgik. (2)

$�
	%	�	"�	� 9���" {Mn, ds2} � ��	���� �������������� ����������
���� ��	 ����� ��!
� x0 
������� � ������ 
������"���� ��
���� �v0 ∈ Tx0M
���������� ��
������ ���� v(x) � �
��������� ��!
� x0 ∈M � ����������	�
���� ������� 025 ��
��� !�� v(x0) = �v0� F����������� � -��� ���!�� �����
�

���
�
� ��
����
�	 �������
����	 124� &�������������� ���� ��
������
���� v(x) ����������	�� ������� ��������� 035� �� ������������ �����
�

���
�
� ��
���	
� ��
����
�	 �������
����	�

�a
��
��4���	 
����
��������	 Q��

�
�G����	 ������������ ��� F�����`�
�� BB�
a
��
�� �B���2� �������

��� !"# +&,(9.!� "$ !�+9
��
�����	 
����
��������	 ������������ ��� F��
� 2�� l
����F
���	�� ��3��I� ����

����
��� !"# ;" :;-?(9+!!$�+9
�a
��
��4���	 
����
��������	 Q��

�
�G����	 ������������ ��� F�����`�
�� BB�

a
��
�� �B���2� �������
��� !"# '%!8+(� !"�+9
�
���
 ��Q�����
 Q�� b��
�����	 Q�����`�� �����	���
� b���
 b���
1���
�4�

��C ��������
��	 c
�
�� ��Z�2Z�2�I2e� �����
 Q� ����|�1 �
�G��1 }���
1 �E
c�y �22������2e� 
 �
�`� 
�
�����
� D����
 Q�� N
������������
���1 ������������
c
�
�� � ��Z2��Z2��e�
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&������ ��������� 035 ���!����" � ������� 13� 74� � ������ ������� ����
��	 1+4� ��������	 �������	 ������� ���������� -
����������	 035� & �����
�"� -��� ������� ��$�� ����� �����"�� ����������" 
��'������
������
���� ��
������ ���	�

�	�
	��� `����	� ����
�
�� 035 
� ������
�� ��
� v(x) M�����
�
�
�

�
��
�� �����	� 
� ��
���
�� ��
� vj � ηij � w� ζp8

vj,p = ηjp + gjpw, 075

ηij,p = vaR
a
pij + gipζj − gjpζi, 0+5

w,p = ζp, 0A5

ςj,p = ηpaA
a
j + ηjaA

a
p −Ajp,bvb − 2wAjp, 0D5

��� Ajp = 1
n−2

(
Rjp − Rgjp

2(n−1)

)
� ��
��� ��
�	��
�� ������

�� ������
��

vj � �������
�
�� ��	��
�
�� ������
��� ��
� v(x)� ηij � ������		��=
���
�� �������
�
�� ��
���� w � ��
����� ζp � ��������
�� ��
�8 E��
M��	 ��
���� �
��������	���� �����	� 0
� ��L�
��5 �	�H� ���8

vaWijsk,a + 2wWijsk − η.ai Wajsk − η.aj Wiask − η.as Wijak − η.ak Wijsa = 0,

ζaW
a
jps − 3wSjps − vtSjps,t + η.aj Saps + η.ap Sjas + η.as Sjpa = 0,

0|5

��� Sjps = Ajp,s −Ajs,p � ��
��� `�����
� � ���
�8

 ��	!�"�	� @������!��� ������� ��$�� ����������" ��������	 .���
����� 025�

 ��	!�"�	� 9������� 
��������� 0
��'������
���������5 ��
������
�� ���	 ���$�� ����������������� ��
������ ���� �� ������ G� � �������
���������� �����
���

 ��	!�"�	�(������ ��������������� ��$�� �������" � ����� 
����
��
��� '���� 134� �����"��	 ����������� G�8

LvWijks = 2wWijks , LvSijk = W a
.ijkw,a.

<�������� �������� ��
��"�� 
��'����� ���������� ������������

 ��	!�"�	�.��'�����	 ��'����#�	 ��
��"�� ����������� ���������
���� ���" ��
��"�� 
��'����� ���������� �������������

�	�
	��� E���� {Mn, ds2} � 
���
�
� ��
���	
� ��
����
�� ����
��
�������
���� � ���� �� � ��
�� ����� |W |2 �= 0 0|S|2 �= 0� dimM = 358
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F���� {Mn, ds2} ��
���	
� M�����
�
�
� 
���
�
� ��
����
�	� �������
=
����8

 ��	!�"�	� &��������� ������� ���������������� �����#���� ����
��
 �� ��
������� ��������	���� ������� G�� ��	 
������ ������ &���
����� � ����	 S �= 0� � |S|2 = 0� � ��
$� ������� ����������������
�����#���� �����
 �� ���#���"��� =���������� ������ ;����������� ��	

������ ������ ����	 W �= 0� � |W |2 = 0�

 ��	!�"�	� � ���!�� ��
��"�� 
��'����� ����������� ��	����� ���
������ ������������� ���� ���	 �� � ����� ��!
� |W |2 = 0 0|S|2 = 0 ���
dimM = 35� �� ������������ ����� 
��'����� ����
�� 1A4�

�� 0	1��"1�
��"�"
	 ��
	"T	1
 �	�
��� "� �
UV�	
"
V �"�I

��%��W
"
V 3
����V 0�� 9���" G � ��
������	 ������ G�� g � �������
G� ������ G� &���
������ ��������	 ������� G� g ��$�� �������" � ����

[Ei, Ej ] = εijkC
ksEs, (8)

��� εijk � �����
���� ������ .����
���� εijk = {(−1)σ : σ !
�����" �������
���
� (ijk)}� C = ‖Cks‖� ��
�����	 �����#�� *�$������ �
��� � ��������
�����#� C ����!��� �������

C̃ks = C̃sk, (9)

��� ‖C̃ks‖ � �������������	 �����#�� �����������	 �� ��������!��
�� ���
���������

$�
	%	�	"�	� @������ G� ���������	 �
�	���
��
��� ���� ��� �����
������ �������'���� ad(U) ����� ���� ������ �����

0	���� F���	��
�� �
����� P� �
�	���
��
� � ��	 � ��
��� � ��	
�
����� ����� 	������ C = ‖Cks‖ ��		�����
��8

 ��	!�"�	� {��� �����#� C ��������!��	� �� ������� 0:5 ���������
��������!��
�� � ���!�� ��
������� ������� ������ 0[g, g] = g� detC �= 05�
�� 0:5 ������� ��������!����" �������� �����#� Cks = Csk�

9�� �������� 
 ������� ������ ����
������ 
�������� ‖Cks‖ ��������
�����	 
�
 3�
�������������� ������������� &
��	���� ������������ �� g
������ �����!��
�� 3�
����������� �������� Tij �

�	�
	��� E���� ������ G � �
�	���
��
�� ����	��
�� ������ P��
‖Tij‖ � �������
�
�� 	���������� ��
��� 
���
����� ���
�����8 F����

������������������ ����
�
�� det(TikCkj−λδji ) = 0 �
�����
�
� ��
���=
��
�
� �����������
�� A ������ �
����� P� g ������ ��� detA = 18 O�
�
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��� ���
� M���� ����
�
�� ��G�����

� � ���
��
�� �� ��G������� �����
� ������	 ��M������
�� ‖Cks‖ � ‖Tij‖ ������
�H� �����
�
�
�� 	��=
����

C =

−λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 , T =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
O�
� ������������������ ����
�
�� �	��� ��	�
���
� �������

�� ���=

� λ1,2 = α ± iβ � ��G�����

�� ����
� λ3� ����� ��G������� ����� �
������	 	������ C � T �	�H� ���

C =

−α β 0
β α 0
0 0 λ3

 , T =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
���������� ���!�� ������������ 
����� ����
�������!��
��� �������

��	� 9���" (e1, e2, e3) � ������ ����������	���� �������� ������ ������
�		 '������ 025E0|5 ��	 ��!������	 ������� 
������� ����������������
�����
� � ����������� ������� 
������ ����� ������� &������� � ����	
|SW |2 = SWijkSW

ijk �����

|SW |2 = −3
[
1
2
λ2

2λ3 − 1
2
λ2λ

2
1 +

1
2
λ2

3λ2 − 1
2
λ3

2 −
1
2
λ3

3 + λ3
1 −

1
2
λ2

1λ3

]2
− 1

4
[
(3λ2

3 + 2λ3λ2 + 3λ2
2 − 2λ1λ3 − 2λ1λ2 − λ2

1)(λ2 − λ3)
]2
.

<� ��������� |SW |2 = 0 �������� !�� SWijk = 0� ���������� �����������
������ �����#��� �����
� �� 7������� ��������	���� ������ G� � ���!��

�����
��� ����	$����� 
����� ����
�������!��
��� ��������	� .������
����� ������� &������� � ����	 |SW |2 = SWijkSW

ijk �����

|SW |2 = β2
[
λ2

3 + 4λ3α+ 4β2 − 8α2
]2 − 3

[
λ3

3 − αλ2
3 + 4β2α

]2
.

��	����� ��� 
�
�� ���!���	� !���� α, β, λ3 
��������� ������� &���
����� � ����	 ����!�� �� ���	� � |SW |2 = 0� >�� ���!���	 ����� �����
����������" ���������������� �����#���� �����
��� ��	 
������ 
����
��� ����� ������� &������� � ����	 ����� ����� � ��� ������ �� ����
������� �������� !�� !���� β ����!�� �� ���	 0�� 
� β � 
�-''�#����
��� ������ !���� 
�����
����� 
���	 ����
�������!��
��� �����!����
det(TikCkj − λδji ) = 05� ���������� ��������� �����$��� ���!���
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2� 9���" λ3 = 0� ����� 
������ ����� ������� &������� � ����	 ���

��� ����� |SW |2 = 16β2(4α4 + β4 − 7α2β2)� 9�� β �= 0 � α = ±
√

11±√
3

4 β

������ ����� ������� &������� � ����	 ���������	 � ���"� � ��� ������
���������� *�
�� �������� ���������� ���
���!�� ����� ����������������
�����#���� �����
 � �������� ���������� 6������� �����"� ��!���		 ����
�������� ������� g� !�� � ������ ���!�� ������� g ����� ��� e(1, 1)�

3� 9���" α = 0� *���� 
������ ����� ������� &������� � ����	 �����
����� |SW |2 = −3λ6

3 + 8β4λ2
3 + β2λ4

3 + 16β6� 6������� ��������"� !�� ���(
λ3
β

)2

= 1
9 + 73+[2053+216

√
82]2/3

9[2053+216
√

82]1/3

������ ����� ������� &������� � ����	

���������	 � ���"� � ��� ������ ���������� *�
�� �������� � -��� ���!��
���������� ���
���!�� ����� ���������������� �����#���� �����
 � ���
������ ���������� @������!��� �������� �����"� ��!���		 �����������
������� g� !�� � ������ ���!�� ������� g ����� ��� e(1, 1)� ���� ������
�����	 ����� ����������" 3� � ��� sl(2, R), ���� ����������" �����������
����� 7�

7� 9���" λ3 �= 0� α �= 0� β �= 0� *���� ���"
� ��� λ3 = 2β/
√

3 = −2α ���

��������� ������� &������� � ����	 ������������ ���������	 � ���"� �
��������� ���!�� ���������� ���
���!�� ����� ��
�� ����
 !���� λ3� α� β�
��� 
������ 
��������� ������� &������� � ����	 ������������ � ���"
�� ���������	� � 
������ ��� ����� ����� ����� �����$��	 �������!��
������ !�� ������� g ����� ��� sl(2, R)�

�	�
	��� E���� G � ����
�� ����	��
�� �
�	���
��
�� ������ P� �

����
�����
�
�� 
���
����� 	������� �	�HG�� 
�������
�
�� ��
���
`�����
� � ���
� �� ��������	 ‖SW‖2 = 08 F���� �
����� P� g ������
P� G ���	���
� 
��� e(1, 1)� 
��� sl(2, R)8

&� 0	1��"1�
��"�"
	 ��
	"T	1
 �	�
��� "� �
UV�	
"
V "	I

�"���%��W
"
V 3
����V 0�� /�	 ����������	���� ������� G� ����
��#� ‖Cij‖ ����
������ 
������� ��	�����"�� ����$�����	� �� �������

��!��	� ���������
���	 
 ��� �����#� ‖C̃ks‖ ��������!��	 0��$������
�
���5�

0	���� `�G������� ����� v1, v2, v3 �
����� P� g� � ������	 	������
‖Cij‖ �	��� ���8

C =

C11 C12 0
C21 C22 0
0 0 0

 ,
��� C12 �= C218
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 ��	!�"�	� 9���
���" ��
����� π = v1 ∧ v2 ������
��� ����������

���� ���� �� ���=���� ���� 
������	 
����� �� ��	���� ���� ������
��� ��
���� ��	���� � ����������� �� -���� ��$���� �
��	����� �����������	 ��
����
���" π8 @5 ����$����"�� ����������� �5 ������#����"�� �����������
�5 ���
�������������� � ������$�����

� ����� ����!����	8

�	�
	��� E���� G � ����
�� ����	��
�� 
��
�	���
��
�� ������
P�8 � �
����� @5 � �5 �� ����
���� ‖SW‖2 = 0 �
������ ��� ��� ��	��=

�
�� ��
���� `�����
� � ���
� ���
� 
�
H8 � �
���� &5 ��G�������
�����
��
� 	
��� 
����
�����
�
�� 
���
����� 	����� 
� ������ P� G�
�
� ������� ‖SW‖2 = 0� � ��
��� `�����
� � ���
� 
�
�
����8

'� 0	1��"1�
��"�"
	 ��
	"T	1
 �	�
��� "� X	����	
"�Y

3
���	 Z	Y[	"\	
3�� 9���" G � ������ ;���������� ����������� D� �� ��
�����!��	 ������ ����

G =




1 0 0 0
a2,1 1 0 0
a3,1 a3,2 1 0
a4,1 a4,2 a4,3 1

 : ai,j ∈ R

 .
@������ G� g ������ G ���" �����!��	 ������� G� ����

g =




0 0 0 0
h2,1 0 0 0
h3,1 h3,2 0 0
h4,1 h4,2 h4,3 0

 : hi,j ∈ R

 .
������� ����� g ��������� �������

E1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 , E2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 , E3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 ,

E4 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , E5 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , E6 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 .
<�������� !�� #���� -��� ������� ����$�����	 ��
����� E1� �� ��

Z(g) = {h ∈ g : ∀r ∈ g [h, g] = 0} = {E1} .
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9���" �� ������� g ������ �����#��� �����
�� �� �� �
��	���� ������������
〈·, ·〉 ��������� 2� F��$����� ����	�������� ��
����� 0������������ �
�������5 �������� ��
����� ����
��� 
���� C+ ⊂ g�

$�
	%	�	"�	� ����� �������"� !�� ���������������	 �����#��� ����
��
� �� ���"��������� ������ ��������$�� 
����� C+� ���� #���� �����
����������� ������� G� ������ ��$�� � ���������� 
����� �����
��

�	�
	��� E���� 
� ������ I����
����� G ����
� 
����
�����
�
��

���
���� 	������ �
���� C+8 F���� ��G������� ����
��	�����

�� ��=
��� V1� V2� V3� V4� V5� V6 ������ ���

〈V1, V1〉 = −1, 〈V2, V2〉 = 〈V3, V3〉 = . . . = 〈V6, V6〉 = 1, 〈Vi, Vj〉 = 0, i �= j,

�����	 Vi ∈ {E1, . . . , Ei}� i = 1, 2, . . . , 6� � �������
��� ����
����8

[V1, Vi] = 0, i ∈ {1, . . . , 6},
[V2, V6] = µ1V1, [V2, Vi] = 0, i ∈ {3, . . . , 6},
[V3, V4] = µ2V1, [V3, V5] = µ3V1, [V3, V6] = µ4V1,
[V4, V5] = µ5V1 + µ6V2, [V4, V6] = µ7V1 + µ8V2,
[V5, V6] = µ9V1 + µ10V2 + µ11V3,

02B5

��� µi ∈ R� i = 1, . . . , 11� � ��������
�� ��
���
�� �
����� P�8 n����
��
��
� ��
� ������
�� �������
���� ���	��
���� 6 � �
� �����
�� ��������
������
�
� ������ P� � ��	�G�H �����

�� ���	�
� �� ��� ��
����

µ1µ6 + µ2µ11 = 0, µ1 �= 0, µ2 �= 0, µ6 �= 0, (11)

M�� �
����� ���	���
� �
����� I����
�����8

 ��	!�"�	� /�	 ����� 
������� µi� i = 1, . . . , 11� '������ 02B5 �����
���	�� D������� ������� G� � ��� � ���"
� � ��� ���!��� ���� ������	���	
���������� 0��$������ �
���5

µ1µ6 + µ2µ11 = 0. (12)

@������ G�� �������� '�������� 02B5� ��� ���������	 µ1 �= 0� µ2 �= 0�
µ6 �= 0 ����� �������" ������
�
�	� 6=	��
�	� �
�����	� I����
������ �
���"���=�� ������ �������������	 ���������� ��������� 0235�

 ��	!�"�	� � ������	� ������� 2 ���$����� ���������������� ���
���#���� �����
 �� D������� ������ ;���������� ���������	�� ����� 2B�
���������!��
�� ��������� �����
�
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9�����		 '������ F������ 1D4 ��	 ��!������	 ������� 
������� ���
�������������� �����#���� �����
� � ����������� ������ 0��� -��� ���$�
�� ������	�"�	 02355� ����!�� 
��������� ������� 
��������

&
��	���	 
������� �����
� ����� �����

Rs =
1
2
µ5

2 +
1
2
µ7

2 +
1
2
µ1

2 − 1
2
µ6

2 − 1
2
µ8

2 − 1
2
µ11

2

− 1
2
µ10

2 +
1
2
µ9

2 +
1
2
µ2

2 +
1
2
µ3

2 +
1
2
µ4

2.

� ���!�� µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = 0� µ5 = 1� µ6 = ±1� µ7 = µ8 = µ9 = µ10 =
µ11 = 0 ����� |W |2 = 0� *����� ����	 ��� -��� �� ����� ����� ���������
W6262 = −1/8�

 ��	!�"�	� /������ ������ ����
������ 
������� ������������� ���
����� G�� ������'��	 ��	���� ������������ ��
������� ������� ;������
����� � ��
������� 
������������ ��������

������ ���	
���
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N������� ��������� ���������

��
����������� ������������

8� 4� ��!	���� �� �� �� G�����	< �� V� �� b	��	���� �

X
��
�$%���	 
����
��������	 U��

�
�@����	 �����������=
]
�����	 
����
��������	 �����������

� ������� 12� 34 ���!����" ��
��"�� 
��'����� ���������� ��������
������������� ���� ��
����� ������� � ���� !�� ����� ��
�� ������������
����� ���� 
��'����� ����
��� ���� 
��'����� -
����������� ��
��"��
����������� �������� �������������

� ������ ������ ����������	 ��
��"�� 
��'����� ���������� �������
�������� ������������� ��
��������	 ������� �� �� ��������� & �����"�
��
������� ����� G� � ��
������� ������ ;���������� ����	��	 ��������
��
��������� �����!�� ��$�� ��������� � ��������������� ���!�	��
��	 ��
�� ������������
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134 A�",�!�% _	 '	� G4�%-+,, F	 F	 ?? HIMMWJT� \NT]� pJQg� HNLIO� 3BB3�
�� +7� C 3� �̀ 3|2E3,3�

�a
��
��4���	 
����
��������	 Q��

�
�G����	 ������������ ��� F�����`�
�� BB�
a
��
�� �B���2� �������

��� !"# +*,!*.*:(9.!� "$ !�+9
��
�����	 
����
��������	 ������������ ��� F��
� 2�� l
����F
���	�� ��3��I� ����

����
��� !"# ;" :;-?(9+!!$�+9
�a
��
��4���	 
����
��������	 Q��

�
�G����	 ������������ ��� F�����`�
�� BB�

a
��
�� �B���2� �������
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� �����#���� ��������� ��������������	 �����!��� ������ ���!���
����� ��������������������� � ��
$� ������	� 
������ ���$�� ������
�	�"�	 ��	 ����� !���� ��� ��� ���� ������" ���!������� 
��
�������
������������ ���� �� ������ ����" �� ���������� �����!��� ���� �����
��$���� ������������ � ��
 $� ��	�� ��$�� ����� ������$���	 � ����
!����� ����
����� ��������������������� ;�������'��� ���� ����������
��� f : M → M ′ ����� �������" ���
�
��������	� ���� ��	 ����� ��!
�
x ∈ M ������	���	 ��������� f(I+

x ) = I+
f(x)� ;�������'��� ����� �����

���" �����

�	� ���� ��	 ����� ��!
� x ∈ M ������	���	 ���������
f(J+

x ) = J+
f(x)� ����" I+

x � J+
x � ���������!��
�� � ���!����� �������

��!
� x ��������������� <���� ����� ��������� �����$�����8
E���� (M, g)� (M ′, g′) � ��� �������
����=���	�
� � f : M → M ′ �


�������� ��������
��8 F���� �
� ���� ����� ��������
�� f ��
�
���
�
����	 ��
���	
�	 �����������
��	� ��������
� ����

�
�� ��
��� ��
�
���HG�� ��
����8

25 E������
���� (M, g)� (M ′, g′) ��
�H��� ���
���HG�	�� � f ��
�=
���� ���
�
��������	 ��	��	�����	�	8

35 E������
���� (M, g) � (M ′, g′) ��
�H��� �����

�	�� 
� �������=
H� ��
����	�

�� ����

�
�� ��
�
�� ������� � ��
�
�� ��
��
�� 
���=
�����	����� ����
������H� ��
���H ��
��
���� 
���
���� �������
��
�
� ����� ��
���	
��� �
���� 	������ � f ��
����� ���
�
��������	 ��=
	��	�����	�	8

75 f : M → M ′ � ��	��	�����	 ������ ��� ��������
�� f � f−1

�����
�H� 
�����
�

�� � ����G�� �������
�� �������������8
+5 ^
������� J+

p � J−
p ��	�
��� �
� ���� ����� p ∈ M � p ∈ M ′� � f

��
����� ���	�
������
�	 ��	��	�����	�	8
A5 E������
���� (M, g) � (M ′, g′) 
� �������H� ��
����	�

�� ����
=


�
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�
�� ������� � ��
�
�� ��
��
�� 
��������	����� ����
����=
��H� ��
���H ��
��
���� 
���
���� �������
�� �
� ����� ��
���	
���
�
���� 	������ � f ��
����� ���	�
������
�		 ��	��	�����	�	8

�P1���	 
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��������	 ������������ Q�� F��
� BB
� P1�� �55�II� �������
��� !"# +*� .*h(9.!:&+�*�;-�;9
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/�	 '��
#�� 
������ &������� W 1
p (G) ������ �������� ������ �� ����

��#� �������	���� ������� G ⊂ Rn 	��	���	 ���"�� ���$��� ����!���
z���
� ��	 �������� � �
�"�������� ����������	�� �� �����#� ��
��

����� �������� ������������ ������� � !�������� ���$���	 � ������������
���� ������������ G������ ���
��	 �����"�� ������ ����!��"� �����"��	
��������	�" ��$�� ��������
��� 
������� � ����
����� 9� ����=�� 124
�������������� '��
#��� �����
����� �������� x���=�#�����y �����

*�!
� ��
������ ������������ Rn ����� ���������" � ���� z = (x, y)�
��� x ∈ R � y ∈ Rn−1� /�	 ��������"���� !���� α ∈ (1,∞) x�������y ��

���	�
� α ��������� ��������8 Gα = {(x, y) ∈ Rn | 0 < x < 1, |y| < xα}�
%���� d = α(n− 1)+1 ����
�������� ���������
� ���� ������!���	 =���
B(0, r) � ���$������ Gα ��� r → 0 � � �������� ���$���	 ��	 �������
��
�� ������ ���" ������������

6����$�� ��
����"� !�� ��� p > d/n ��	 ��������$����� '��
#�� f
������������ W 1

p (Gα) ���������� � �������!��� !���� ��� ��!�� ���� ���
!�
 z1, z2 ∈ Gα ������	���" �#��
�

|f(z1)− f(z2)| � |z1 − z2|(g(z1) + g(z2)), (1)

��� '��
#�	 g ∈ Lp(Gα)�
9�� ���"=�� ��
������	� p ����!��" ���=�#��� �#��
� ���������"��

����������� ��
������� �����
� �� ������	� z���
� ��� p > d
d−α+1 ��	

��������"��� '��
#�� f ∈W 1
p (Gα) ��� ��!�� ���� z1, z2 ∈ Gα ������	���	

�#��
�

|f(z1)− f(z2)| � ρ(z1, z2)(h(z1) + h(z2)), (2)

��� ρ(z1, z2) =
√|x1 − x2|2α + |y1 − y2|2� � '��
#�	 h ∈ Ls(Gα) ��� 1

s >
1
p + α−1

d �

z�����!�� !���� σ ��$���� (n− 1)������� ���� G����� �� ∂Gα�

�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������
����� ������� �������
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�
���
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�
 
�
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1� �EEM ��Z�2Z�2��� � �yZ�22������2�

33B



<� ���������� 025� 035 � ������� 7 ������ 134 ��������������� ��������
!�� ����� '��
#�� ������������ &������� W 1

p (Gα) ��$�� � ������������
G����� Lq(∂Gα, σ)� ���

25 q = ∞ ��� p > d)
35 q <∞ ��� p = d)
75 q < pd−αd−p ��� d

d−α+1 < p < d�
9�� -��� ��������� ���������	���� '��
#�� �
 ���� �� �����#� �����

���� ����� 
����
����� 
�
 ��������� ����������� �� ������������ &����
���� W 1

p (Gα) � ������������ G����� Lq(∂Gα, σ)�
9�� ��
������	� p < d

d−α+1 ����� '��
#�� 
������ &������� W 1
p (Gα)

��$�� � ������� ��������
�� ������������� �� �����#� ��������
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9���" Q � ���������� ��''����#���"��� �������� � �����	�����

�-''�#�������� � 
���!�������� 	����� ���	�
� k� ����������� �� m�
��
����'��
#���

� ������ �������� ��������"��� ������������� ���� &�������� ��� 12� 34
!���� �������� Q8

u(x) = PQ,ϕu(x) +
∫
Ω

KQ,ϕ(x, y)Qu(y) dy, (1)

��� u ∈ W k
p (Ω,Rm)� ������" Ω ��
���� ���������"�� =��� B� 1 < p < ∞�

PQ,ϕ � ������!����� ����
#������ �������� �� 	��� Q� 	��� KQ,ϕ(x, y)
����������	�� ��� $� ��������� !�� 	��� � ��������"��� �������������
&������� !���� ����������� ���	�
� k�

9�������� ��
�� ���������� 	��	���	

Q1u =
1
2
(∇u+ (∇u)T ), u ∈ W 1

p (Ω,Rn),

Q2u =
1
2
(∇u+ (∇u)T )− 1

n
Tr(∇u), u ∈W 1

p (Ω,Rn).

& �����"� '������ 025 � �����	��� ������ ����������� �������� ���
=���� �	�� ������ 
������������ � ���������� ��������� � !������ ����
��������� � ��� !���� �������√

∇u(x)(∇u)T (x) = R(x), u ∈W 1
p (Ω,Rn), (2)

�������	���� ��'����#�� �� ������� ��'����#��� �����
����� � ������
��������� � ��''����#���"��� ���������� ��� 17� +4� @ ��
$� �������√∇u(x)(∇u)T (x)

| det(∇u(x))| 1n = R(x), u ∈W 1
p (Ω,Rn), (3)

�M������� 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� Q�� J�
�� /�Q�R

� 5� �������
����� ������� �������
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�
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z�������� �����

‖u‖L(1)(Ω) =
‖u‖L2(Ω)

2!
+
‖u‖L3(Ω)

3!
+ . . .+

‖u‖Lk(Ω)

k!
+ . . . .

�	�
	��� E���� ��
���� Ω �����
� ��
�����
�
� L��� � ����
���
�8
E���� ������ ����� R(x) �����	� 035 ���
��
���� ����

�
�H 	
�=
������ {u ∈ C∞(Ω) | ‖u‖L(1)(Ω) < ∞} �� 
��	� ‖u‖L(1)(Ω)� �����	 ‖R −
E‖L(1)(Ω) < ε8 E�����
���	� ��� R(x) ����� ����
�������� ��
���H
���	���
����� �	8 1248 E���� PQ1,ϕ(Id) = 08 F���� �
� 
H���� ��������=

�� h ∈ kerQ1 ������� ��� ‖h‖ < δ� ��G������� ���
����

�� ��L�
��
u ∈ W 1

2 (Ω) �����	� 035� ����
������HG�� ��
���H PQ1,ϕu = h8 E����	
����

����� 
�����
����

‖∇u− E‖L2(Ω) � C‖R− E‖L(1)(Ω). (4)

@������!��� �����$����� ��
����� ��	 ������� 075�
6���������� 0+5 ��
� ����� �#��
� �����!������ 
����� ���������� ���

13� 74�

������ ���	
���
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������ ����	���� ������������ ��
 ���������� Q���������'������
����
���� ������� ���'������� z��� F������ *����	 Q���������'�����
������ ��$��� ���" ��� ���!���� ����������� 
������ ������$����� �
!��������� ������$���� � 
���!��� ��
�$������ 
������ ���������� ���
��������	 � ������� ������� ���#�������� �� ������ ������$����� ��
��

�
 w������
 ;������ .���� @������ *����= <����#� 9�

� .��
���� ;����
F������ ��� �������� � ������ �������

9���" D � ������" � Rn� n � 2� � Q : D → [1,∞] � ��������	 �� G�����
'��
#�	� ;����	�� !�� ��������'��� f : D → Rn 	��	���	 Q���	��	�����=
	�	� ���� M(fΓ) �

∫
D

Q(x)ρn(x) dm(x) ��	 ������ ��������� Γ ����� γ � D

� ��	 
�$��� ���������� '��
#�� ρ ∈ adm Γ�
&����	 ������ <����"��� � �	������ 03BB35� �� �������� !�� '��
#�	

ϕ : D → R ����� ��
��
�� ����
�� ��
���
�� � ��!
� x0 ∈ D� ϕ ∈ FMO(x0)�

���� lim
ε→0

1
|B(x0, ε)|

∫
B(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕε| dm(x) < ∞� ��� ϕε ������!��� �������

��������"��� ���!���� ϕ ��� =���� B(x0, ε)� F� ��
$� �������� !�� '��
�
#�	 ϕ : D → R ��
��
��� ����
��� ��
���
�� � ��
���� D� ϕ ∈ FMO(D)�
��� ������ ϕ ∈ FMO� ���� ϕ ����� 
���!��� ������� 
�������� � 
�$�
��� ��!
� x0 ∈ D� FMO 	��	���	 ������������ ���������� BMO� 
�����
'��
#�� ������!������ �������� 
�������	 �� /$��� � 6����������

9���" FQ,δ � 
���� ���� Q���������'����� f : D → Rn� n � 2� ��
���
!�� h(Rn\f(D)) � δ > 0� ��� h ������!��� �'���!��
�� 0������"���5 ����
���	��� � Rn = Rn

⋃{∞}�
�	�
	�� �� O�
� Q ∈ FMO� �� �
��� FQ,δ �������� 
��	�
�
�� ��=

	������ ��������
��8

�M������� Q����
���	 1
��1
���� � 1�C
����� ��0� OR���1���
� I5� z���D� 3�225�
m��
��
�

��� !"# +? K(! ��� '�,*.&$;-�9 
�M������� Q����
���	 1
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��	%��1�	 �� \
��� FQ,δ 
��	�
�
� ��
� ��
����

lim
ε→0

1
|B(x0, ε)|

∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞

�	��� 	���� �
� 
H���� x0 ∈ D� ��� B(x0, ε) = {x ∈ Rn : |x− x0| < ε}8
�	�
	�� �� \
��� FQ,δ 
��	�
�
� ��
� ��
���� �������	���� �
�����=


�
δ(x0)∫

0

dr

rqβx0(r)
= ∞ ��� 
�������	 β � 1/(n− 1) �� � ����
����� ���

β = 1 ����

�
� � ������ ����� x0 ∈ D� ��� qx0(r) � ����
�� �
���
��
Q(x) 
� ����� |x− x0| = r8

��	%��1�	 �� \
��� FQ,δ 
��	�
�
� ��
� Q(x) �	��� �� ���� ������
��
���� D 
������	������� �����

���� ������� 
� ��L� n−1� �8 �8� ��
�

Q(x) = O

([
log 1

|x−x0|
]n−1

)
��� x→ x0 �
� 
H���� x0 ∈ D8

 ��	!�"�	� � ������ '�����������	 #���� �	� ������ ������� ����
���"����� 
������ ������$����� � !��������� �'�������������� �����"�
���� ����� ����� ��	 ��������'����� 
����� &�������W 1,n

loc � f−1 ∈ W 1,n
loc

��� �������� !�� ��!�� ����� KI(x, f) � Q(x)� ��� KI(x, f) � ��������		
������#�	 ������$���	 f � ��!
� x0 ∈ D� <�������� !�� f−1 ∈ W 1,n

loc ��	

��������'����� 
����� W 1,n
loc ��� KI(x, f) ∈ L1

loc�
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�� ���� ��������� ��
������"����� ����� G�$����� � .�=� � �����
����� ������	��� ��$�� 
��#����� ���=����� ���� ����
��� �������
��!��� ������� 0��� �������� !�� ���������� ���� � ����� ������� ��
���"=� ��������������� ����� � ������ �������5 �����"�� ������������
���	 ���!��� 
���� �����#����� �������	 �����
� �����!���	 ���� � �����
������� �� ���!���	 ���������������� ���� � ������ ������� �������� 

������ ����
������ F� ������ � ������������ '��
#��� ������ 
�������
������	��	 ��$�� 
��#����� ���=����� �������� � �����	��� �� �����
������ ����� ������� 0��� ��������� � '�
���������� ���!���	� ����
������ �������5 � ���!��� �����$����" �������� �� ����� ������� 
 ����
��� � ���������� ���������� -��� '��
#��� z
��������	� ���� ��������"�
!���� ���� ������� ������$��� ����������	�" ��!��"��� �������������
�� � ����� ���!�� ��
�� ������� � 
����� ����
��� ������� �������$���
!�� � �� 	��	�� ������$����" ������ ����
����� � �����#������ ��������
����	�� F� ��
�������� !�� ��� ������� ��
��� �� ���������	 
�
�� ��
�� �� ���� ������� �� ���� ����� ��� ����
��� ��������!��� � ������

��� ��������������� ������� ����$��� ���� �� ����� 0�� �� �������	��	
���� � ����� ����������5 � 
����� ����
��� ��������

�F�C
�����1
��1
��G����	 b
��� Fkm �1� F� j� O�1������
� O�������� k����
F����
 22���� kN���� �������
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��
�� ����
��? �� ��@��@�
������ ��@���� b����

8� �� G�d ����� �

������������	 
����
��������	 �����������

<���������	 �������� ���$���	 '��
#�����"��� ����������� &������
��� �������� �� ������	� ���������!���� ����� .����� /��������!����
������ .���� � -�� ��	���� ������	���� ���"��������� ������ G�� ���
����� G� V 
������ ������������� �� �� V = V1 ⊕ V2� ��� dimV1 = n1 � 2�
[V1, V1] = V2� [V1, V2] = 0� F����
� �������	 ��������� �������8 ρ(x, y) =
|x−1 · y|� ��� |(x′, x′′)| = (|x′|4 + |x′′|2)1/4 0| · | � ��
������ �����5� 9��������
���� &������� W k

p (Ω) ������� �� ����������� �� Ω '��
#��� �������
�����
���� ����������� ����" ����������"��� ��
������ ����� � 
���!�
��� ����� ‖f‖Wk

p (Ω) = ‖f‖Lp(Ω) +
∑

|α|h=k

‖Xαf‖Lp(Ω)� ����� �������"� !��

������" Ω ⊂ Gn+m ����������	�� ��
���H ��
��� � �����	���� R > 0�
���� ��	 
�$��� ��!
� x ∈ Ω �������	 =�� Bx ⊂ Ω ��
��� !�� 
����
{x · δt(x−1 · y) | y ∈ Bx, 0 < t � 1} �����$���	 � ������� Ω� ���!
� �������
=���� Bx ������!��� � ����
������� ����� ����$����"��� �����	���� R�
G���	 ������" � �����#�� 
����� C2 ����������	�� ������� 
������ F�
������� ��������"��� ������������	 '��
#�� � ������	�� �� ��	 ��
��
�����"���� ������ ���$���	8 ����� p > 1� ����� �	�H� 	���� �
���HG��
�
���
�� ��
����
�
�
�� �������
���8W k

p (Ω) ⊂ L νp
ν−kp (Ω)� ���� p < ν/k�

W k
p (Ω) ⊂ LM (Ω)� ���� p = ν/k� W k

p (Ω) ⊂ C(Ω)� ���� p > ν/k� ��� ��������
!�� Ω ⊂ Gn+m � ������!����	 ������"� ����������	���	 ������� 
�����)
µ ���" ��
�����	 ���� �� Gn+m� ���!
� µ(B(R)) � CRs� ��� B(R) � =��
�� ����
���� �����
� ������� R� � ���!�� Gn+m = Rn 0������ ;���������
��5 ����!����� �����"���� ��������� � ��������� ���$���	 &������� 124
06� 6� ��������
�� 1345�
������ ���	
���
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134 �K]��K��J�; [	 [	 <�������"��� ������������	 � ������� ���$���	
��	 '��
#��� �������� �� ������� ;���������� ?? /�
�� �@6� 3BB3�
*� 7,3� C +� &� +ADE+A:�

�������������	 
����
��������	 ������������ ��� ����
��
� �� ����������� �������
�������

�
���
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 Q�� G
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�
11� m����������� ������� 
�
��
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 Q� 
�
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9���" G � (n + 1)���	���	 ������" �� ����
����� ���!�� ����������

��������� �����#� Γ1� � � � � Γn ������!����� ������� ��������� ������
��� %���� Γ0 ������!�� ���=��� 
��������� ∂G� w��
#��� ����	$���	
u(x,G) ������� G �������� ��=���� ��������� 
������ ����!�8

�u = −1 � G; u = 0 �� Γ0; u = ci �� Γi, i = 1, n,

��� 
�������� ci �������	���	 �� �������
∮
Γi

∂u
∂n ds = ai� i = 1, n� ����" ai �

������" �������� ������!����� Γi� x ∈ G�
w��
#�	 ����	$���	 � �����!��� '��
#������ �������� �����������

��� ������ '��
#�� ����	$���	� � 
�����!��
�� �� �
�� ��������!��
�
�� '���
�� 6������� ��$���� '���!��
��� '��
#�������� 	��	���	

$���
���" 
��!���	 P (G) := 4
∫∫
G

u(x,G) dA+4
n∑
i=1

ciai � ��
����� '��
#��

����	$���	 u(G) := sup
x∈G

u(x,G)� .�����!��
�� ������������!��
�� �����

������� ���� ����!��� ;� 9���	� @� ���=������� G� {� 9����� � ��� 0���
12� 345� z���� �� �������� �����"����� ������ 	��	���	 ��
������"���� ���
��� !�� �	� 
�����!��
�� ���������� 	��	���	 ���������� ������������!��
�
�� ������������ Lp����� '��
#�� ����	$���	� 9�����
� ���� �� ������
$������

�	�
	��� N5 E���� ‖u(x,G)‖p <∞� �����
‖u(x,G)‖p′
‖u(x,G)‖p′′ <

‖u(x,R1)‖p′
‖u(x,R1)‖p′′ �

��� p′ � p � p′′ � 0 0p′ > p′′5� R1 � �������� ��
���� ������ ��� �
�=

G��� �
����

��� ����� ���
�
n∑
i=1

ai� � ������ �
�L
��� ����� ��
��
��
�

������
����� �� ��
���� ‖u(x,R1)‖p = ‖u(x,G)‖p8
�/
0
����	 
����
��������	 ������������ ��� /��1�����
�� 23� /
0
�4 5����3� ����

����
��� !"# @9;$&��U " %9,!.*:(-;9�+9
�
���
 Q�����`
�
 �EEM cQ����� d ��Z�2Z��2�3e � Q��
�
11�	 vm����������� ����

���w�
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e5 E���� ‖u−1(x,G)‖p <∞� �����
‖u−1(x,G)‖p′
‖u−1(x,G)‖p′′ <

‖u−1(x,R2)‖p′
‖u−1(x,R2)‖p′′ � ���

0 � p′ � p � p′′ < 1 0p′ < p′′5� R2 � �������� ��
���� ������ ��� �
�=

G��� �
����

��� ����� ���
�
n∑
i=1

ai� � ������ �
�L
��� ����� ��
��
��
�

������
����� �� ��
���� ‖u−1(x,R2)‖p = ‖u−1(x,G)‖p8
9���!��� ��
$� ����� ������������!��
�� ����������� ��	 Lp�����

'��
#�� ����	$���	� �����$���� ��� !������� ����������
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O0�L0L��7 2 � � �������� !

�W QJgWYTQRNTW T]W XWPWJXWJVW IK T]W YPWVTLSM IK T]W WOOQPTQV PNLTQNO XQ�WLWJ�
TQNO IPWLNTIL IJ T]W MWTLQV IK N MNJQKIOX� �W VIJYQXWL N VIMPOWTW JIJVIMPNVT
_QWMNJJQNJ MNJQKIOX M jQT]IST eISJXNLU j]QV] QY LWPLWYWJTNeOW NY B ∪ D�
j]WLW B QY N VOIYWX YWT NJX D QY QYIMWTLQV TI T]W PLIXSVT R+×S1×S2× . . .×Sk
0j]WLW R+ = (0,+∞) NJX Si NLW VIMPNVT _QWMNJJQNJ MNJQKIOXY jQT]IST
eISJXNLU5 jQT] MWTLQV ds2 = dr2 + q21(r) dθ

2
1 + . . . + q2k(r) dθ

2
k� j]WLW dθ

2
i QY

T]W MWTLQV IJ Si NJX qi(r) QY N YMIIT] PIYQTQgW KSJVTQIJ IJ R+� �W NYYSMW
dim Si = ni NJX XWJITW s(r) = qn1

1 (r) . . . qnkk (r)� k]W MNJQKIOX M QY VNOOWX N
MNJQKIOX jQT] WJX� ^QJVW QTY WJX D QY N YQMPOW jNLPWX PLIXSVT� M QY T]W YQM�
POWYT VNYW IK N lSNYQMIXWO MNJQKIOX� �J T]W MNJQKIOX M jW YTSXU T]W ~NPONVWE
�WOTLNMQ IPWLNTIL

−∆ = −div∇ (1)

NJX T]W ^V]L�IXQJRWL IPWLNTIL

−∆ = −div∇+ c(r), (2)

j]WLW KSJVTQIJ c(r) QY eISJXWX KLIM eWOIj eU YIMW VIJYTNJT�
������� �� 3!" +6") -,1 *2  !" <$6($)"j9"( -$1& *6"-$ *- 025 */  !" 1$/=

&2*(' M &+ '&+)-" " &2 $/' */(0 &2 */" *2  !" 2*((*#&/: )*/'& &*/+ &+ +$ &+7"'8

V (D) <∞ $/' lim
r→∞

V (D \B(r))
S(B(r))

= 0, *-

V (D) = ∞ $/' lim
r→∞

V (B(r))
S(B(r))

= 0.

tIj jW XWJITW F (r) = c(r) +
(
s′(r)
2s(r)

)′
+
(
s′(r)
2s(r)

)2

�

������� �� A2 F (r) > −K sK = constd�  !" +6") -,1 *2  !" U)!-t*'&/:"-

*6"-$ *- 035 */  !" 1$/&2*(' M &+ '&+)-" " &2 $/' */(0 &2 lim
r→∞

r+ω∫
r

F (r)dr = +∞
2*- $(( ω > 08

�r*")*)+ , U$ $& >.!:&+;!$?� V+� >.!:&+;!$&$;-!?� ��� r*")*)+ , 5������ @9;;! �
��� !"#  .,+&h�;:&$"*:(:*";9�+9
f%& +&;& +'% h ; ;9VV*+$&, 8? @Y<@ )+ .$ 6* ��Z�2Z����5�
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bJ n�XQMWJYQIJNO MNJQKIOX M 0n � 35 QY VNOOWX :"/"-$(&;"' :-$6! 1$/&2*('
QK QT QY ROSWX IK eOIViY T]NT NLW TLQgQNO eSJXOWY IK (n − 2)�TILQ IgWL VIMPNVT
YSLKNVWY 0IK JWRNTQgW dSOWL V]NLNVTWLQYTQV5 jQT] eISJXNLU 0YWW 1245� dNV] eOIVi
Mi  T n−2 × Si NXMQTY N RWIMWTLQV YTLSVTSLW MIXWOOWX IJ En−2 ×H2� �W YNU
T]NT M $'1& + $ :"*1" -&;$ &*/ QK jW VNJ V]IIYW T]W RWIMWTLQV YTLSVTSLWY IJ
QTY eOIViY QJ N YSV] jNU T]NT NOO ROSQJR MNPY jWLW QYIMWTLQWY�

ZJ 134 �� ~WWe PLIgWX T]NT WNV] 7�XQMWJYQIJNO RLNP] MNJQKIOX jQT] eISJXNLU
NXMQTY N RWIMWTLQcNTQIJ�

ZJ MU TNOi Z jQOO PLWYWJT N A�XQMWJYQIJNO RLNP] MNJQKIOX jQT] eISJXNLU
j]QV] NXMQTY JI RWIMWTLQcNTQIJ� k]W +�XQMWJYQIJNO VNYW jQOO eW XQYVSYYWX NY
jWOO�

����������

124 2�6�4� G	� ��/$4h-+,, F	 sWJWLNOQcWX RLNP]MNJQKIOXY IK JIJPIYQTQgW VSL�
gNTSLW ?? ^T� `WTWLYeSLR \NT]� �� 3BBB� �� 22� J 3� �̀ 3A2E3D,�
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��@����� ���������� �������������

3� �� G �L  �� �

��&�������	 
����
��������	 �����������

w�
������ ��������"��� ����!����� 
����
���� �������� �������
����"

[
F0, {ak, bk}hk=1

]
���� h � 2� ��� {ak, bk}hk=1 � 
�����!��
�� ������

!���� �� F0 ��
��� !�� ak ∩ bk = O0 ∈ F0� k = 1, . . . , h� ����� ������!��"
!���� Nσ ������"=�� ������"��� ��������� � '����������"��� �����

�� π1(F0, O0) =
〈
a1, b1, . . . , ah, bh :

h∏
j=1

[aj , bj ] = 1
〉
� �����$���� �������

��!��
�� 
����� ����� b1� b2� � � � � bg� [ag+1� bg+1]� [ag+2� bg+2]� � � � � [ag+s�

bg+s]�
i1∏
j=1

[ag+s+j � bg+s+j ]� � � � �
ip∏
j=1

[ah−ip+j � bh−ip+j ]� ��� [aj , bj] = ajbja
−1
j b−1

j �

� σ = (g, s, i1, . . . , ip) � '�
���������� ����	��!����� ����� ������#��
���"��� #���� !����� ����������	���� ������	�8 ik �= 1� k = 1, . . . , p� �
g+s+ i1 + . . .+ ip = |σ| = h� .������� ������ Gσ ∼= π1 (F0, O0) /Nσ� ��������
�������	 ��������� Nσ � ������	 ��������!��
�� ������������� Gσ =〈
T1, . . . , Tg, U1, V1, . . . , Uh−g, Vh−g : [U1, V1]= . . .=[Us, Vs]=

i1∏
j=1

[Us+j , Vs+j ] =

i2∏
j=1

[Us+i1+j , Vs+i1+j ] = . . . =
ip∏
j=1

[
U
s+

p−1∑
n=1

in+j
, V
s+

p−1∑
n=1

in+j

]
= 1
〉
� ��� [Uk, Vk] =

UkVkU
−1
k V −1

k � � 1 � ��$���������� �������������� C� ����� ����!�����
������� .
�� ��������� σ� >�� ������ 	��	���	 ��������� ������������
�� ����!����� EST ������� ���� (g, s) � p ����!����� '�
����� �����
Gσ = Gg,s ∗Gi1 ∗Gi2 ∗ . . . ∗Gip �

%���� Θσ ����� ������!��" ������ ��������'����� ψ ����������� F0

�� ���	 ��
��� !��8

25 ψ(O0) = O0�

35 �������'��� π1(F0, O0)� ����#��������� ψ� 	��	���	 �������'���
��� Nσ�

�F
��1
��G����	 b
���4���� /�1�������	 
����
��������	 ������������ ��� /�
��
�
�� �� /�1����� �B��5�� �������
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75 ������ .
�� Gσ � Gσ,ψ � ���'������������ ����������" F0� ��������
�� 
�
 ����!����� ������� �� �� Tj,ψ = Tj� Ui,ψ = Ui� Vi,ψ = Vi� j = 1, . . . , g�
i = 1, . . . , h − g� ��� Gσ,ψ ����!����	 � �����"� ������ ψ(Nσ)� 
�
 Gσ
�� Nσ�

9����������� Qσ ���������	�� ����� ���$����� ����	��!����� �����
��� 
�����
���� !���� 0�������5� � 
������� ���$������	���	 ��������
������ ����	��!����� ������ ���������� ����!����� ����� .
�� ������
���� σ� 9� 
�����'�
�#�� F��
��� ���'������#�	 ��������� ���������
����� ��	�����	 � ���������������� ����
��� �����	����� ��
����	�� �
�������	���� ����������Nσ� ��!���������	 �������� .
��� /�	 �������
��	 �����!��
�� ������� ������ � �����$����� �������" 	���� 
������
���� � ������������ ������ ���'������������ ����!����� 
����
����
�������� ������������ � 
�!����� ��������� ��������������	 ����!�����
EST �������� 
�
 !������ ���!�� ����� .
�� ��������� σ 0
���� p = 05�

9���" F � 
����
���	 �������� ����������" ���� h � 2� �����
����	
��� 
��'������ �������'���� 0� ������ ��� ����$������58

� W �������� ���	�
� N � 2� �� ������� �������$��� ��!�
 �� F �
�M ���	�
� 3 � 2k� k � 2� �������$���� ��!
��� �� F � ���!
�WM =

MW � N |k�
F��$����� 
����
���� ��������� ������������ F ���� h � 2� �����
��

���� ���"
� ��� ��
�� 
��'������ �������'���� W � M � ����� �������
!��" !����M∗

h̃,2k
� � !����Mh̃,2k � ��������������� ��� ������$����� � ����

��������� *���������� Th = Th(F0)� ����" h̃ � ��� '�
���������������
F/〈W,M〉� � 〈W,M〉 � ������� ����$�
���	 �������'������W �M � ����

!���� h̃ ��$�� ���������" �� ������=���	 ������ � ;����#��

$�
	%	�	"�	� /�� ����!����� ����������� 0����������� *�������
����5 [F, α] � [F ∗, α∗] ���� h ���������	 (W,M)�-
������������� ����
F, F ∗ ∈ M∗

h̃,2k
� ��������'��� f : [F, α] → [F ∗, α∗] ��������� ���� 
���

����#�	� W ∗fW−1 � M∗fM−1� ��� f ∈ α∗α−1� α � α∗ � ��������!��
��

����� ��������'����� 0����!���	5 �� F0 �� F � F ∗ ���������������

� 124 ��
������ !�� ���������� ����������� ������$���� Φσ : Th → Qσ�
��� h = |σ|�

�	�
	�� �� 25 ^
������� Mh̃,2k ��
����� ��	�
���	 ��	�
���
�=

�
�
��������	 ���	
����������	 � Th ��	�
���
�� ���	��
���� 3h̃− 3+
2m� 0m = k/N5� ������G�	 �� ����
��� ���
� ���
�����

�� �����
�
��	��	���
�� ��	��
�
�8
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35 ^
������� Q2k
h̃

= Φσ(Mh̃,2k) ��
����� ��	�
���	 ��	�
���
�=

�
�
��������	 	
����������	 ��	�
���
�� ���	��
���� 3h̃− 3 + 2m� ��=
����G�	 �� ����
��� ���
� ���
�����

�� �����
� ��	��	���
�� ��	��=

�
�8

�	�
	�� �� ^
���������� Q2k
h̃

��
����� ��	�
���
�=�
�
��������	

���	
����������	 ��	�
���
�� ���	��
���� 3h̃ − 3 + 2m � 	
����������
Qσ ⊂ C3h−3� ��� σ = (N(2g +m) + 1, 2Ns, 0, . . . , 0)� h = |σ|8

9���" �����" F � 
����
���	 �������� ����������" ���� h � 2� ������

����	 ��������� ��� 
��'������ �������'����8

� P ���	�
� N1 � 2 � ����	 �������$���� ��!
��� �� F �
�M ���	�
� 3 � 2k� k � 2� �������$���� ��!
��� �� F � ��� �� 
������

	��	���	 �������$���� ��!
��� ��	 P � ���!
� P l = M �� ����������"���
N1 = 2l� l ∈ N�

@������!�� ����� ������!��" !���� M1
h̃,2k

������$����� � ���������

���� *���������� Th� �����	��� �� ����!����� 
����
���� ���������
������������ ���� h � 2� �����
����� ������ 
��'������ �������'���
���� ����$�
���� �������'������ P � M �

�	�
	�� &� 25 ^
������� M1
h̃,2k

��
����� ��	�
���	 ��	�
���
�=

�
�
��������	 ���	
����������	 � Th ��	�
���
�� ���	��
���� 3h̃+2m−
1 = 3h̃− 3 + (2m+ 2)� m = (k − 1)/l� ������G�	 �� ����
��� ���
� ���
�=
����

�� �����
� ��	��	���
�� ��	��
�
�8

35 ^
������� Q2k
h̃,1

= Φσ(M1
h̃,2k

) ⊂ Qσ ��
����� ��	�
���	 ��	�
���=


�=�
�
��������	 ���	
����������	 ��	�
���
�� ���	��
���� 3h̃+ 2m−
1� ������G�	 �� ����
��� ���
� ���
�����

�� �����
� ��	��	���
��
��	��
�
�8
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��������� ������������� 
����� 
����� � ������������� �������� �������
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z�� ����#������� �����!���� �������������� �����
����� ���������
	�� G����� � G�'=�#�� � ��� !���� � ������������������ �����#�������
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= �@����?� � ��������� ���
��������� ��
�����
�� ���
������
���� ��?��@���������

�� 8� G	� ��� �

V���#��	 
����
��������	 ����������� g����&��� � ���
��$�

9���" D = {z ∈ C : |z| < 1}� G = Aut(D) � ������ 
��'������
�������'����� D� �����$���� <������ ������ G ����� ��� G = KAN �
��� K = SO(2)� A =

{
at =

(
ch t sh t
sh t ch t

)
: t ∈ R

}
� N =

{
ns =

(
1+is −is
is 1−is

)
: s ∈ R

}
0���� ��������� 17� V� :345�

���������� ��������� ����!�� 9���" f ∈ C(D) � ��	 ��
������ 
��
��!�������
�� ���
����� 
����� γ ⊂ D∫

gγ

f(z) dz = 0, g ∈ G. (1)

&������ �� ������� !�� f �������'�� � D� � ����� ���!�� ����� ����#��
���"��� 0���� ��������� 1345� �� ��� ��
������ ����������"��� ���������
$���	� �������'����" f ����� ������ z���� �� ��
�� ��������$���� 	��
�	���	 ������� f ∈ L2(D)� ����!����� F� G� @�������
�� � 12� ������� 24�
>�� �������� 	��		�" ���"�� ������ ����!�� ��	 ��
������ 
��
������

�������� 6������� � ���!��� 
���� γ � �
��$����"� �����!=����� �����
��	 ����!��� �� �� ���!
���� � 13� ������� 24�

� ������ ������ � 
�!����� 
������ γ ��������������	 �����#� ������
����!��
��� ��	������"��
� Qα = {z = nsat · 0 : 0 � s � α, 0 � t � 1}
0α > 05� (������ 025 ������	���	8 ��� �������������	 ����������� ��="
��	 g �� ��������� NA� 9�� -��� ��
������ !�� ������� f ∈ L2(D) �� 124�
��
���������� ������!���	 �� ��������� '��
#�� ������ ���� �����#�

���� D� ��$�� �������" ������!���	�� �� ���� '��
#�� ��=" � �����
��!
� �����#� ∂D 0��� ��
$� 1+45�

z�����!�� Λκ = {nsat · 0 : κ � s � κ + 1, t � 0}) Θτ = {nsat · 0 : s ∈
R, τ � t � τ + 1}�

�	�
	��� E���� f(z) ∈ C(D)� � �
� 
��������� α > 0 � ���� g ∈ NA∫
∂(gQα)

f(z) dz = 0.

�JH� I33�� z���D� 3���5� m��
��
�
��� !"# r�U!"&.-*(8-�+9
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�
25 f(z) = o

(
1

1−|z|
)
� z → 1 �� �������
������	 ���	�	)

35 f(z) = o
(

1
1−|z|

)
� z → 1 �� ������
�	)

75 ∀κ ∈ R f(z) = O
(

1
1−|z|

)
� z → 1� z ∈ Λκ)

+5 ∀τ ∈ R f(z) = O
(

1
1−|z|

)
� z → 1� z ∈ Θτ

�� f(z) ��
�	���
� � D8

������ ���	
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z�������� ��������"��� ��������� 
������ ���������	�� '��
#��
χ(k)� ������ ��������� k > 0� '��
#�� Q[χ](k1, k2) �� ���� ����������
�� '������

Q[χ](k1, k2) =

2π∫
0

χ(kϕ)(k1 cos2(ϕ) + k2 sin2(ϕ)) dϕ,

��� kϕ = k1k2
k1 cos2(ϕ)+k2 sin2(ϕ)

� k1 > 0� k2 > 0� /����� �������� �����
��� ���
������ ��������"�����������!��
�� ������=���� � ���������"��� ����
�
���������� ��	 ����
��� �������������

� ������ ����������	 �������� ������� ��������"���� ����������
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9���" 1 � p � +∞� 1 � θ � +∞) α = {αk}+∞
k=0 � �������	 ����������

���"����" ������#����"��� !����� ��	 
������ sup{αk : k ∈ Z+} = +∞�
����" Z+ � ���$����� ������#����"��� #���� !����� 9���" f ∈ L∗

p[0, 2π]�
��� ∗ ����!��� �������!����" -�������� 
����� � �������� 2π) En(f)p � �

������������!��
�� �����!=�� ������$���� � Lp[0, 2π]� ����� �������"�

!�� f ∈ Bpθ(α)� ���� ‖f ;Bpθ(α)‖ = ‖f‖p +
(

+∞∑
k=0

αθkE
θ
2k(f)p

)1/θ

< +∞� {���

r > 0 � αk = 2kr� k ∈ N� �� Bpθ(α) = Brpθ � 
�����!��
�� ������������
z� �� ������ 124� & �����"� ������ ���$���	 ��	 ������������ !�����
��� ������������"������ 134 ��������������	 ����������� � �������!���
������	 ��	 ���� !����8

25 Bpθ(α) ↪→ Lqθ[0, 2π]� 1 � p � q < +∞)
35 ��	 ���� f ∈ Bpθ(α) ������������ ����������� ����	 f (r) ∈ Lp[0, 2π]�

r > 0)
75 Bpθ(α) ↪→ Bqs(β)� 1 � p � q � +∞)
+5 ��	 ���� f ∈ Bpθ(α) ������������"����" ������������!��
�� 
�-'�

'�#������ w��"� ����������	�� ������=���� {cn(f)}+∞
n=−∞ ∈ lq)

A5 Bpθ(α) ↪→ Mr� ��� 1 < r < 2� p = 2r
2−r � Mr � ������������ ��������

�����!��
�� ���"�����
������ w��"��

������ ���	
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8
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= ����� �����
����� ���@��@��� �� ��
�
 S6

�� A� G
�� �= � �

��&�������	 
����
��������	 �����������

.�
 ��������� ����� !���������� �'�� ���"
� S2 � S6 �����
��� ��!��

�����
���� ����
����� 9��!��� �� S2 ��� ��� ������������� � ��	 S6 ���"
��������	 �������"� !�� ��!�� 
�����
���� ����
���� ��������������� �
������ 124 ��
����� ����������������" ���������"��� ��!�� 
�����
����
����
��� J �� ����������� �'��� (S6, g0)� � ������ 134 ��
������ !�� �����
������������ ����� ��!�� 
�����
���� ����
���� J � ���������"��� ��
���"
� ���������"�� ����������� �����
�� �� � ��	 �����
� ����
�� 

������������ &���� ���������"��� ��!�� 
�����
���� ����
��� J �� S6

������ ����� �������� ��!�� 
�����
���	 ����
���� .-�� J0� 
�����	 �����
���	���	 ��� ������ ����$���	 � �
����� .-���

6������ ����
�������
� ����
���� .-�� J0� @ ������� ������� �����
$���� '����������"��� '���� ω0� ��!����� ������ 6���������� ��
������
!�� '����������"��	 '���� ω0 	��	���	 ����������� ��	 ��������� G��
������

9�
� �� �������� �������� ��!�� 
�����
���� ����
��� �� S6� ����!�
��� �� ����
���� .-��� 9�-���� -��� ������ �������� ������������ ���
������ 9�������� ��������� ω0�����#���������� ��!�� 
�����
���� ����
�
��� �� �'���� 9�
������ !�� ��� ����
���� ������� ��������� ����������
������

<������� 174� !�� ����� ������������ !���������� �'�� ���"
� S2×S2�
S2 × S4� S2 × S6 � S6 × S6 �����
��� ��!�� 
�����
���� ����
����� ����
�����������	 ��!�� 
�����
���	 ����
���� �� ������������ ���������"�
��� ���!�� �����������	 S2 × S4�

������ ���	
���
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Y�>��
����
 �
���
����� u����
��? ��������������� �@����


9� �� G����	�� �� 9� V� .��>!
�� �

-����	���	 ����������� ���<�� �
�����

6���������� ���� ����� ������ ���"=�� ���" � ��������!��
�� ����
���� � ��� �����$���	�� z�� 	��	���	 ��!���� �� ���$����� ���� �������
#����"��� ��������� '��
#��� � �� $� ����	 � ������ '��
#�����"���
����������� !���� �����
��� ������������" ���������	 �������� �����
������ �� ���$����� '��
#�� � ����������"���� ������	�� 0
����5�����
��������� ���!�� � ��
�� ���!�	� 
�����!��
�� ����������� ����� ���	�
�� ���� ��!����"� 9�������� '��
#�� � ����	 ������	�� ������������
	��	���	 ������ �������������� ����������
� '��
#�� � ������ ������
�������� � ������ '��
#�����"��� ������������ � ��
$�K�'��
#������
�� 9���� � ������ ��������	#��� *�!��� ����������� ����������� ����
����� ���� ����!��� ���������"�� ������� � ������� F� @���"�� F� .���
��� F� G� ;��"������ �� /� &�������� � ���

9���" β� γ� µ � ������#����"��� ��������
�� ���� �� R+ = (0,∞))
p, q, r ∈ R+) ����" ψ0(t)� ψ1(t) � ����$����"��� ��������
�� '��
#�� ���


��� !�� ψ(t) = ψ1(t)
ψ0(t) ↑� ψ(0) = 0� ψ(∞) = ∞� ψ(1) = 1) ������!�� Ω(ψ0,ψ1) ={

f � 0 : f(t)
ψ1(t)

↓, f(t)
ψ0(t) ↑

}
� 
���� '��
#�� � ����	 ������	�� ����������

��� ���������"�� �������� '��
#�� ψ0(t)� ψ1(t)� ���������� ����!���

H(R+) ≡ HΩ(ψ0,ψ1)(A, p, q, β, γ)= sup
f∈Ω(ψ0,ψ1)

(∞∫
0

(Af)q dγ
)1/q

/(∞∫
0

fp dβ

)1/p

�

��� A =
(
t∫
0

f r dµ

)1/r

� �����
���� �������� ������ ����!��� H(R+)

��$�� ������" ������ ��$���	 ��������� A �� 
���� Ω(ψ0,ψ1)� 9���$��

hβ(t) =
(∞∫

0

[
ψ1(t)
ψ1(τ)

+ ψ0(t)
ψ0(τ)

]−p
dβ(τ)

)1/p

∈ Ω(1/ψ1,1/ψ0) � '����������"��	

'��
#�	 ���� β �� 
����� Ω(ψ0,ψ1)� 9�����������"����" µ = {µl}l∈Z ����

���������� '����������"��� '��
#�� hβ(t) �� R+� ���� N5 0 < µl ��

������	���	 ����������� ���`�� �
������ ��� F����C��F
��
�� �� F����
 22I2�3�
�������

��� !"# �;*+*-!. (;'!�V\9�&,9�+9
������	���	 ����������� ���`�� �
������ ��� F����C��F
��
�� �� F����
 22I2�3�

�������
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µ0 = 1) e5 hβ(µl)ψ1(µl) �� hβ(µl)ψ0(µl) �) V5 Z = Z1 ∪Z28 Z1 ∩Z2 = ∅ � ��	
t ∈ [µl, µl+1]8 hβ(t)ψ1(t) ≈ hβ(µl)ψ1(µl)� l ∈ Z1) hβ(t)ψ0(t) ≈ hβ(µl)ψ0(µl)�
l ∈ Z2� z�����!��

E =

∑
n∈Z

 µn+1∫
µn

 t∫
µn

dµ

hβ(τ)r

q/r dγ


κ/q


1/κ

; κ =

{
pq
p−q , p > q,

∞, p � q;

gn =

 ∞∫
µn

dγ

1/q

; Φn =

 ∑
s�n−1

 µs+1∫
µs

dµ

hβ(τ)r

σ/r


1/σ

; σ =

{
pr
p−r , p > r,

∞, p � r;

F =


sup
n∈Z

Φngn, p � q,(∑
n∈Z

Φκ
n [gκ

n − gκ
n+1]
)1/κ

, p > q;

cp(ψ0, ψ1, β) =

 ∞∫
0

[
1

ψ1(t)
+

1
ψ0(t)

]−p
dβ(t)

1/p

;

dp(ψ0, β) =

 1∫
0

ψ0(t)p dβ(t)

1/p

; ep(ψ1, β) =

 ∞∫
1

ψ1(t)p dβ(t)

1/p

.

����
� ������� ������$�������� ���� β8 β ∈ N(ψ0,ψ1)(p) ⇔ cp(ψ0, ψ1, β) =
1� dp(ψ0, β) = ep(ψ1, β) = ∞�

�	�
	��� E���� β ∈ N(ψ0,ψ1)(p)) ���
�������
�
���� µ ������������=
�� ��
��	�
��
�
�H ��
���H hβ(t) 
� R+8 F���� H(R+) ≈ E + F 8

 ��	!�"�	 �� z����� ����!��� ��
$� � � ���!�� ����=���	 �������
������$�������� ���� β�

 ��	!�"�	 ��z#��
� ����!���H(R+) ��	 ���������B=
(∞∫
t

f r dµ

)1/r

����!����	 �� �#���
 ��	 ��������� A � �����"� ��������������� �����
�� �����������
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=��
�
�
��
 ���������� �������
���
�� �@���������� �� ���

�� �� G; \���� �

,&���	 
����
��������	 ��"��@����	 �����������

9���" Sn−1 � �����!��	 �'��� � Rn) u� v � ��!
� �� Sn−1� ����������
��������� ������� ����

f(u) =
∫

Sn−1

K(〈u, v〉)µ(dv) (1)

���������"�� ���� µ �� Sn−1� K(〈u, v〉) � �������	 '��
#�	 0	���5�

�	�
	�� �� O�
� ���� K(〈u, v〉) ∈ L1[−1, 1] � 
�
��
�� ���
���� �����=
	� ��� �������

�� ��
���� �
��
� � L1(Sn−1)� �� ����
�
�� 025 �	���

� ��
�� ��
��� ��L�
�� � ��
�����	 �������
���� 	�� 
� Sn−18

%������� ���!�	�� ��������	 025 	��	���	 ��$���������� �������
��	 124� &'���!��
�� �������������� ������ !
���� '��
#�� f(u)8

(Rf)(u) ≡ f̄(u) =
1

ωn−2

∫
Sn−1
u

f(v) dλu(v). (2)

����" Sn−2
u = {v ∈ Sn−1|〈v, u〉 = 0} = Sn−1 ∩ u⊥ � ����'��� � ������� � u)

λu(·) � (n−2)������	 �'���!��
�	 ���� G����� �� ���"=�� ����'��� Sn−2
u )

ωn−2 � ���� ������� Sn−2� .��������������������� !
���� '��
#��8

(Tf)(u) =
∫

Sn−1

|〈u, v〉| f(v)λ(dv). (3)

9����'���!��
�� �������������� ��!
���� '��
#��8

(Hf)(u) ≡ f̂(u) =
1

ωn−1

∫
Sn−1

χ(〈u, v〉)f(v)λ(dv), (4)

��� λ(·) � �'���!��
�	 ���� G����� �� Sn−1� χ � '��
#�	 ����������

�P1���	 
����
��������	 ��C��G����	 ������������ Q�� F��
� 22� P1�� ��5�B��
�������

��� !"# ;$V.:(+*"�+9
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>�� �������������	 �����	� =���
�� ���������� � ��������� ����
�
��� ��� 0�������� ����
#������ '��
#�� � ��	������ �������� ��� 1245�
9�-���� ��$�� '������ ��������	 ��	 -��� ��������"��� ����������
������ w������ ��������	 ��������	 035 ��$�� ���" ����!��� �� �����
'������ ��������	 ��������� 134� <� '������ ��������	 ��	 �������
��	 035 ������� '������ ��������	 ��	 �������������� 075 � 0+5�

9���" B � ���
����	 ����
��	 ���������������" � n������� ��
���
����� ������������ Rn� ����������� ��	������ � ����������"� B� �����
�����8

Vm(u) =
1
2

∫
Sn−1

|〈u, v〉|σm(d v), Wm(u) =
∫

Sn−1

χ(〈u, v〉) σm(dv),

��� σm(·) � m�	 '��
#�	 
������� ���������������� B� 1 � m � n− 1�
� ��������!��
�� �������'�� ������� ���������	�� ������� �������

����	 
����
���� ������$���� �� '��
#������� �� ���� 9�����		 ����
���� 2 ��	 	��� K(〈u, v〉) = |〈u, v〉| � K(〈u, v〉) = χ(〈u, v〉)� ����!��� ������
���� �����"���8

�	�
	�� �� a�	�
���� �����
�� �����������
���� B ��
��
��
� �
���
����H �� ����

�
�
��� ����
��� ������
����� m=	� �
�����
�	�
������
� Vm(u) � Wm(u)� 1 � m � n− 18

{��� ���������������" B ����
�	� ��� �����"��	 '������ ��������	�
��$�� ����!��" � 	���� ���� '������ ��	 �����������	 ������� ��������

������� B�

� 
�!����� �������� ����������	 ������
��� ������������ ��$�� ����
����� ��������� ��������

�	�
	�� &� `���
�� ��	����
�� �
�
��������� m=	��
�� 	
�������=
��� M� 1 � m � n−1� ��� ����� �
���

�� � Rn� n � 2� ��
��
��
� ������=

����� ����	� ��������	� 
� k=	��
�� ����������
����� 1 � k � n− 18

�	�
	�� '� `���
�� ��	����
�� �
�
��������� m=	��
��� 1 � m �
n − 1� ��
�������

�� 	
���������� M ��� ����� �
���

�� � Rn� n �
2� ��
��
��
� ������
����� �� λi=	���	 ���� ����
�� ��� ��
��� M0 i=
	��
�	� ����������
����	� �
� ���� ���
��
�� �
���
�� i� 1 � i � n−18

������ ���	
���
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Z$ I/7-.O-$' _:4G-. *-9:-$0-&

�� �� E1�?�,'� �

R01�5 /0�! �;6��; �������� !

bJ WaPONJNTQIJ IK s� sNOQOWQ�Y PNLNXIa 12� P� 2+BE2+D4 VNJ eW IeTNQJWX eU
MWNJY IK YIMW VIJXQTQIJY� j]QV] MNiW QT PIYYQeOW TI XQgQXW NOO QJfWVTQgW MNP�
PQJRY ϕ : N → N QJTI hgW VONYYWY8 hJQTWOU YSLfWVTQgW� PITWJTQNOOU YSLfWVTQgW� PI�
TWJTQNOOU NJTQYSLfWVTQgW� hJQTWOU NJTQYSLfWVTQgW NJX TITNO NJTQYSLfWVTQgW MNPPQJRY�
ZJ PNLTQVSONL� T]W KIOOIjQJR YTNTWMWJTY NLW PLIgWX8

������� ��K/0 &/4") &*/ *2  !" ($  "- u )($++"+ )$/v ."(*/:  *  !" +,-4") &5"
1$66&/:+ +" 8

������� �� S")"++$-0 )-& "-&*/ *2 +,-4") &5& 0 *2  !" &/4") &5" 1$66&/:+
ϕ : N → N &+ *2 $/ $+016 * &) /$ ,-"w lim(ϕ(n) : n) = 18

4�5�676�� �� b PNQL (m,n) IK gNLQNeOWY m,n ∈ N � QY JNMWX NJ WaNVT PNQL
NT n→∞� QK

∃(p, n(p) ∈ N) ∀n > n(p) : m = n+ p.

k]W VIJVWPT IK T]W WaNVT PNQL IK JNTSLNO gNLQNeOWY NOOIjY TI PLIgW T]W KIOOIj�
QJR WlSQgNOWJVW8

(rn → 0)⇔ (an → 0)

KIL WgWLU JSMeWL YWLQWY�
k]W KIOOIjQJR QMPILTNJT VIJVWPT ]NY eWWJ QJTLIXSVWX QJ 13� P� 32+4�

4�5�676�� �� �W JNMW N JSMWLQVNO YWlSWJVW (a) NY $ '&5"-:"/ +"?,"/)"�
QK T]WLW NLW TjI QJhJQTW YSeYWlSWJVWY ξ1, ξ2 ⊂ N � ξ1

⋂
ξ2 = ∅� YSV] T]NT T]W

KIOOIjQJR VIJXQTQIJ QY YNTQYhWX8

∃(δ > 0, n∗ ∈ N) : ∀(m, k) ∈ (ξ1, ξ2), m, k > n∗ |am − ak| � δ. (1)

4�5�676�� &� tSMWLQVNO YWlSWJVW (a) QY TWLMWX NY $ 6-*6"-(0 )*/5"-:"/ 
+"?,"/)"� QK T]W KIOOIjQJR VIJXQTQIJ QY KSOhOOWX8

(∀ε > 0 ∃n(ε) ∈ N) : (∀n � n(ε) |an+1 − an| < ε). (2)

������� &� m5"-0 /,1"-&)$( +"?,"/)" +$ &+7"+  * */" $/' */(0  * */" *2
 #* )*/'& &*/+w 025 *- 0358

�f*�;- T*"?$&'%.!' >.!:&+;!$?� @9;;! �
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ZT QY WNYU TI PLIgW T]W KIOOIjQJR YTNTWMWJT eU VIJXQTQIJ 0258

<7�7����7 �� 3!" +"?,"/)" (a)� '" "-1&/"' 2*- $(( n ∈ N .0 2*-1,($ an =
sin(n)� &+ $ )*/5"-:"/ $/' (&1& "' */"+8 9, 2*-  !&+ +"?,"/)"  !"-" &+ /* $/0
+,.+"?,"/)" ξ ⊂ N $/' $ /,1."- a ∈ R +,)!  !$ lim ak = a, k ∈ ξ8

k]W JWj QJTLIXSVWX VIJVWPTY YSeYTNJTQNTW T]W WaQYTWJVW IK QJhJQTU ]UPWL�
LWNO JSMeWLY� }IL WaNMPOW� eIT] YWlSWJVWY (a) NJX (b) XWhJWX NY an = n1−α�
NJX bn = an(lnn)1−α� α > 0� VILLWYPIJXQJROU YNTQYKU VIJXQTQIJ 035�
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z�����$���� f �����!��
�� ����������� ���������	 (M,α)��������	=
	������ � 
���������� M � 1� 0 < α � 1� ����

M−1

( |x− y|
|x− z|

)1/α

� |f(x)− f(y)|
|f(x)− f(z)| � M

( |x− y|
|x− z|

)α
��	 ���� ����
 x, y, z ��
��� !�� |x−y|/|x−z| � 1� z�����$���� ���������	
��������� 
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��L������� ����

�1(f(x), f(y)) � P�(x, y) +Q
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�-''�#���� ��
�$���	 k(x, y) = ln |F (x)−
F (y)|/|x − y|� *�
�� �������� �� Ã ������ �����������	 ���������!��	
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� z > h � ���������������� � �������� ��������� ����������� 6� ����
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������"���� ����	$���	 τ(z, t) 0t � ����	58

τ = G(γ)γ, (1)

��� G(γ) = G0

1+ |γ|
γ0

� �����" ���������� G0 � �������� ��
�����"��� ���!��

��� �����	 ��������� ��	 ����� ����������� γ0 � �������� ��
�����"���
���!���� ��'����#��� /����� ������������� �����	 ��������� �!�������

���!����" ��'����#�� 0'���!��
�� �����������"5� �� �� ��������$���� �
������� ��'����#��� ������������ ��	 �������� ������ ��������� ����"
�� ������	���	�

/���������"�� 
 ����������� 025 �������	 ����
���������	 ��������

��� ��������� '��
#�	 β(γ) = β0 +[βm − β0]
α|γ|

1+α|γ| � ��� β0 � βm � ��������


�-''�#����� ��������	� α = 1/γ0 � ���������� ���������
(��������� ����������� ������
� ��������� ������ ����	��� ������

���� �������8 ∂τ∂z = ρa� ��� ρ � ��������"� a � ��
�������

.������"��� ����	$���� ���������	���	 � ���� τ = G(γ)γ+G0β(γ)∂γ∂t � �
����� ����!� �������	 
 ����$����� '��
#�� �������	 u(z, t)� �������	
�� �������� �� �����	���"����� !�� a = ∂2u

∂t2 � γ = ∂u
∂z �

������ ��������
� �����!��� � ��!��"��� ������� ��=����	 ������
���� �������� 6� �����#� z = h ����
��	 �����"���	 '��
#�	 ����

u0(t) = u0

([
π (t−t0)

t0

]2
− 1

2

)
e
−
[
π

(t−t0)
t0

]2
� ��� t0 � ����	� ��� 
������ !��

����� 
�������� ��������� ������"=�� ���!�����
6� ��������� ����������� z = 0 ���������� !�� ∂u

∂z

∣∣
z=0

= 0�
6�!��"��� ������	 ����=���	 � ����8 u|t=0 = 0� ∂u

∂t

∣∣
t=0

= 0�
<�����	 �������!��
�� ��=���� ������ ����!�� 
������ ����!��� ���

������ 
�����
����� ������� � ������ �����
���� '��
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KB%�� "� f�?����� �

K01J9 ��L K�� �� eN� >M2

}IL NOO p, q ∈ (1,∞) jW V]NLNVTWLQcW QJWlSNOQTQWY ∞∫
0

|Kf(x)|qwq(x) dx
1/q

� C

 ∞∫
0

|f(x)|pvp(x) dx
1/p

jQT] QJTWRLNO IPWLNTIL Kf(x) =
b(x)∫
a(x)

k(y, x)f(y) dy� x > 0� vWLW N JIJ�JWRNTQgW

iWLJWO k(y, x) YNTQYhWY VWLTNQJ VIJXQTQIJY IK RLIjT]� �ILXWL KSJVTQIJY a(x) NJX
b(x) NLW VIJTQJSISY� YTLQVTOU QJVLWNYQJR NJX YSV] T]NT a(0) = b(0) = 0� a(∞) =
b(∞) =∞� �WQR]T KSJVTQIJY w(x) � 0� v(x) � 0 NLW OIVNOOU QJTWRLNeOW�

�W NPPOU ISL LWYSOT KIL V]NLNVTWLQcNTQIJ IK jWQR]TWX LpELq QJWlSNOQTQWY
KIL T]W vNLXU IPWLNTIL jQT] N jWQR]T KSJVTQIJ u � 0 IK T]W KILM Huf(x) =
b(x)∫
a(x)

f(y)u(y) dy� x > 0� IJ T]W VIJWY IK MIJITIJW KSJVTQIJY f �

�i*�V9$!.) i&.$+& Y�< @7U� f!-%**-& .;- ? 2B�� _% 8 +*:;- �3��5�� @9;;! �
��� !"# 9;% -*: ( ;�-%8�+9
f%& +&;& +'% h*+- h ; g. .'! ""? ;9VV*+$&, 8? $%& @9;;! . Y*9., $!*. \*+ < ;!' @&;& +'%

cV+*q&'$ ��Z�2Z���2Ie  ., 8? $%& Y + � ;$&+. <+ .'% *\ @7U cV+*q&'$ �5Z�ZΓZ�2Z�5�e�

3A+



= ��?�� �
���������
 �
����� �� ��@��
 c

�
��
���
� �
�����
 c�@S���

�� �� _�<�
��	� �

)������� &
��&
���� �&' *' +' *���$��
 *, -.�

���"� ������ ������ 	��	���	 ��!������� �������!��
�� �� ����
����
;��=��� � ���!���� �����$����	 � ��	�� �'�� ����
���� ;��=��� � �'��
������ ;����������� ��	������"� !�� �����$����� � ����!���� �'�� �����
�� ;���������� ���������������� ��������� �'�� ;��=��� ��$�����	 �

����
�����
�� 6������ ����'�#��������	 �����
� ;��=���� ��	 
����
��� ����������� ��������� �����$������ ��
$� ��
����� ���
��"
� �����
��� �������	���"��� ���!���� ������ � ��	�	� ����
���� ;��=��� � �����
�� ;����������� � ������� 12� 34 �������������	 ����-������!��
�� ������
��� ∂2/∂x2 + x2∂2/∂y2� ����������� ��	������ � ����$������ ���������
�����
�� ds2 = dx2+dy2/x2 �� R2� ��
 ���������� �����
�� ;��=���� � 174
����������	 2����������!��
�	 ������ ������� ��	 ����
���� ;��=����
(x, y) → (λx, λ2y)� ��� ��!������	 ��������� '������ ��	 �������!��
��

� �� ����
���� ;��=��� x(t) = a
b sin(bt)� y(t) = a

b

(
t
2 − sin(2bt)

4b

)
� � �� ������

;����������� z����� ��$�� ���� �� ���
� ����� '������ �'�� �����
�
;��=��� � ������ ;���������� (H, ρ)� �� -���� � 	���� ���� ������� ��
����� � ����"� 1+4 ������� ��!��� '������ ��	 �'�� ������ ;�����������
*�� $� ���� �
������ !�� �'��� �� ������ ;���������� ����!����	 ������

���� x�'�� ;��=���y ��
��� ��� z8 r(t) = 2T
t sin(t/2)� z(t) = T 2

2t2 (t− sin(t))�
0 < t � 2π� � ������$����� �� ������������� �� t = 08 z = 0� r = T � � ����
�������"����� -�� �
������" ������������ ��	 �'�� ����'�#���������
�����
� ;��=���� � ������ ��
����� ��������� �������8

���
	�� �� E���	��������

�� �
�
�� ���� 0	����	�
�
��5 �������=

������ 
� ��
��
������� 0x � 05 � 	������� ds2v = dx2 +
dy2

v2x2
�	�H� ���

�
� x(t) = sin(t
√
c)√

c
� y(t) = ±v

(
t

2
√
c
− sin(2t

√
c)

4c

)
+ const� t ∈ [0, π/

√
c]� ���

c > 0� �
� x(t) = t� y(t) = const� t ∈ R8 E�� M��	 ������ ������� M���
������������� ��
����� �������L��8

�������	 (H, ρ) ��
��� ��� z � ��������������� ������� 
�������� ����
���� ���� �� H 	��	���	 ��������	�� (H, ρ) 1+4�

�P1���	 b���
� M�������
 1
��1
���� �1� N� O� N������
 NP �J�� ��� ���D��
� 2��
P1�� �55���� �������

��� !"# )&"$*+.(+ �8"&+�+9
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�	�
	�� �� � ��
�
��������� ������
���� (z, r, φ) �������� p : (z, r, φ)
→ (z, r) ������ I����
����� H � 
����
�����
�
�� 	������� ρ 
� ���=
����
���� ����� ��
�����
�
� ������ ���G�
�� ������ ��� z ��
�����
���	������ 
� �
������� 0r � 05 � 	������� I��L�
� ds2 = dr2+4 dz2/r28
\��	� ����� �������� p �����
��� �
�
� ���� ����	
��	�� ������ 
�
������ (H, ρ)8

�������� !�� �� ��	
�	 ��������	 ������$��� �������!��
�� �� ������
��!��
��� �������� ���� ��$�� ���$��" ��������	 H → E2� ����������
�����	 � ������ 1+4� 9�-���� ���������	�� �������

�	�
	�� &� E������� p ���������� ������������� ������ H ) 
���=

�	 
� ��� z 
� ������������� 	�����������

�� �
������� I��L�
� �
�����
�
��	 �
�
 ���8

��	%��1�	 '� `���� ������ I����
����� (H, ρ) � ��
���	 � E ��
�=
��H��� ���G�
��	 ���� 	�����������

�� 	������ I��L�
� � ��
���	
� 0 ������ ��� z8

#
	%��Q	"�	 A�E���	��������

�� �
�
�� ���� 0	����	�
�
��5 ���=

���������� 
� �
������� I��L�
� � 	������� ds2v = dx2+
dy2

v2x2
�	�H� ���

�
� x(t) = ± sin(t
√
c)√

c
� y(t) = ±v

(
t

2
√
c
− sin(2t

√
c)

4c

)
+ const� t ∈ R� ��� c > 0�

�
� x(t) = ±t� y(t) = const� t ∈ R8 E�� M��	 ������ ������� �������������
0������� ����5� �
�
� �������� 
� ����������� π/

√
c� ��
����� �������=

L��8 \����� ������� ���	�� 075 ��
����� �������L��8

F���'�#��������	 ����
���" ;��=��� � ��������� ������������ �

�����
�� Gv� g11 = 1� g12 = 0� g21 = 0� g22 =
1

v2x2
1

�

������ ���	
���
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T� G� _ !�� ��� �

A�$
�
�
����	 
����
��������	 �����������

� ������ ��������������	 ���������

∆u+K(x)|u(x)|p−2u(x) = h(x), p > 1, (1)

�� ������ ��������� ������������ D� ��������!��� ��	���� ����������
��� [r0; +∞)× B� � �����
�� ds2 = dr2 + g2(r) dθ2� ����" B � 
����
����
�������� ������������ ��� 
��	� dθ2 � �����
� �� B� � g(r) � ����
�	
����$����"��	 �� R+\{0} '��
#�	� w��
#�	 K(x) ������#����"���

������"��� ��=���	 ��������	 025 � Rn ����� ��������������" &�<�9��
��$����� 124� <� ���� ����!��� ��!��� ��������� �#��
� �� ���������
��=����� � ��
$� �������� ������	 ����$����"����� ������"��� ��=��
��� � ��
����� ������������� 
��������� ��=�����

� ������ ������!������	 ������������� ���"
� ������"��� ��=�����
!�� �������� 
 ���
��������� ��''����#���"���� ���������

u′′(r) +
S′(r)
S(r)

u′(r) +K(r)|u(r)|p−2u(r) = h(r), (2)

��� S(r) = wng
n−1(r) � ������" ��!���	 �����������	 D � ��!
� r�

�	�
	�� �� E���� K ′(r) � 0 �
� 
H���� r � r08 O�
� ��G������� ε > 0
������ ��� 	������ 	
���������� D ����
�������� ��
���H S′(r)/S(r) �
ε/2� �� �
� 
H���� �����
�
��� ��L�
�� ����
�
�� 035 ����

�
�

K(r)|u(r)|p � p

2ε

r∫
r0

h2(s) ds+ c1, u′2(r) � 1
ε

r∫
r0

h2(s) ds+ c1,

��� c1 > 08

�	�
	�� �� E���� ��
���� K(r) ����
�������� ��
���H

S(r)K ′(r) + S′(r)K(r) � 0 (3)
�j��
�
�
����	 
����
��������	 ������������ ��� ��� ������4�
�� ��� j��
�
�
�

5������ �������
��� !"# ?9+!�\&,*+&.-*(:*";9�+9
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F���� 
� 
H��	 	
���������� D ����	� ��� S′(r) > 0 �
� 
H���� �����
�=

��� ��L�
�� ����
�
�� 035 ����

�
�

1
p
S(r)K(r)|u(r)|p�1

2

r∫
r0

h2(t)S2(t)
S′(t)

dt+c2, S(r)u′2(r)�
r∫

r0

h2(t)S2(t)
S′(t)

dt+2c2,

��� c2 > 08

/���� ������������� �����������	 � ����������� '��
#��� g(r)�
�	�
	�� &� E�����
���	� ��� ��
���� K(r) ����
�������� ��
�=

��H 0758 E�� M��	 �
� ��
���� h(r) ∈ C1([r0;∞)) ����

�
� h(r0) > 0
� S(r)h′(r) + S′(r)h(r) > 0 �
� ���� r > r08 F���� �����
�
�� ��L�
�� ����=

�
�� 035� ����
������HG�� 
���
�
�	 ��

�	 u(r0) = 0� u′(r0) = 0� ��=

����� ��
�����
�
�	8

������ ���	
���
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�� 8� _�
	�� �

�
�
"���	 �
#���
$%��	 ����������� �&' 
$%�(
�
��

�������� ������������ Vn ��$�� ������������" 
�
 ����
�� n�������
����������" ��
������� �������� ���� � ��
������� ������������ En+p�
%���� p ����� �!����" �������!�� ���"=�� ��	 ����� !���� �����$����
������������ Vn � En+p ������������ ��������$��� ������������ 
����
��� 9�� ���	���� �����$����� ��� ������� ���� � ��� ��� ���� �������
��'���������	� �� �� ���	�� ���� '���� � �� 
�� 9��
��!��
� �� ����
���!�	� ��'����#�� �
��������	 ������� �� �� ��������� ������ �������
	��	 � ���� �
��������	 ����� �� ��������� � ����� ������	�����

���������� ���
���!�� ����� ��'����#�� x̃i = xi + ui(x)τ � ��� ui �

��������� ��
���� ���
���!�� ����� ��'����#��� 
������ ���������
�������� ��!
� �������� ����� � τ � ���
���!�� ����� ��������� 9���"
��
������ ������������ �����������	 ������ ��'����#��� ��� -��� Vn →
Ṽn� ���!�� g̃ij = gij + 2τγij � ��� γij ���" ������ ���
���!�� ����� ��'���
��#��� ��	������ � ��
����� ���
���!�� ����� ��'����#�� ����������
������=���	��

2γij = ∇iuj +∇jui. (1)

&����� ∇i ������!��� 
����������� ��''����#�������� �� i��� 
��������
��� &���������"��� ������� ��
���� ��'����#�� 
�
 '��
#�� �� 
��������
�������"� �������	�� ���
���!�� ����� ��'����#��� *�
�� �������� ��
�������� 
 �������� ����!� &���������� ���" 
������ ������� � ����
����
��
���� ���
���!�� ����� ��'����#�� �� ��������� 
���������� �������
������ ��'����#���

9���" ������������� �������	���� �����
��

ds2 = dt2 − e−λ(t−t0)2(dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2), (2)

�����������	 ���
���!�� ����� ��'����#��� ���������� ��	 ���� �������
������ ����!�� 025 ��	 �����
� 035 ���� ������� ��''����#���"��� �����
����� � !������ ������������ < ����������"��� �������� ��������"���

�/
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 kJFO� /
0
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���!�� ����� ��'����#�� ������� ������������ �������	 
 ����$�
����� ���� ��=���� ����!����� �������� *����� ���
���!�� ����� ���
'����#�� ���$�� ����������	�" ��
������ ������	� ������������� 
����
��� ��$�� ���������������" 
�
 ������	 ������������	 ������ ��������
��� ωi� i = 1, 6� ��	 =���� ��������� 9'�''�� /����� ��������� ������
�	�� ����� ��=���� �
������� �������� ����������� ��
��� ��������"���
��'����#��� ��$�� �� ������ ��=���	 ������ ����!� ����!��" ��=����
��	 !������ ���!��� ���
���!�� ����� ��'����#�� ������� ������������8
���$���	� 
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�@����� 3F2(z) �� �����@ ����B
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�@����
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9� 4� c�	\;
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��&
���� �&' *' +' *���$��
 *, -.�

� ��
���� ��������������	 ��
������"���� �����$���	

(z/3)d

Γ(d+ 1) 3F2

(
a, b, c;

d+ 1
2

,
d+ 2

2
;
(z/3)3

22abc

)
=

∞∑
ν=0

1
ν! 4F0

(
−ν, a, b, c; 1

abc

)(z
3

)2ν

U
(3)
d+2ν(z), 025

��� 3F2(z)=3F2(a, b, c; d, e; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n(c)n
n!(d)n(e)n

zn � �����
���	 ������������

��!��
�	 '��
#�	� 4F0(−ν)=4F0

(−ν, a, b, c; 1
abc

)
=

ν∑
n=0

(−ν)n(a)n(b)n(c)n
n!

(
1
abc

)n
�

�����
���� �������������!��
�� �������� U
(3)
d (z)=

∞∑
k=0

(z/3)d+3k

k!( d+1
2 )

k
( d+2

2 )
k
22k=

∞∑
k=0

(z/3)d+3k

k!Γ(2k+d+1) � �����
���	 '��
#�	 ������	 0��� 124� '������ 075 ���

d = −2p5� (a)n = a(a− 1) . . . (a + n− 1) = Γ(a+ n)/Γ(a)� (a)0 = 1 � ������
9���������� Γ(z) � ����� '��
#�	� �����$���� 025 ��$�� �����"�����"
��	 ����$����	 ���������!��
��� ��������	 '��
#�� 3F2(z) ��� ���"=��
���!���	� ���������� a� b� c�

w��
#�	 3F2(z) =���
� ������	���	 ��� ��=���� ���$��� '���!��
��
����! � ������ ���� � �����!�
 � ���
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X
��
�$

;����	�� !�� ������$���� f : M → M ��	 ���� ��������� ����������
��� M � M ��
�
� �����
�HG�� ������
�� ���� f ������$��� ∇mR � ∇mR
��	 
�$���� m = 0, 1, 2, . . .� ��� ∇mR� ∇mR ������!��� m�� 
�����������
����������� ��������� ����� 
������� R �� M � R �� M � �������������
�� 012� �� 73+45� 6������ � ��� 124 ��
����� �������8 ��
�
� �����
�HG��
������
� ������	�����	 	���� 
��������	�	� �
�
��������	� ��	�=

���	� 	
����������	� M � M ���	��
����� 
� 	�
�L�� 2� ���� ��	�=
���������� �����������
��8

�	�
	�� �� O�
� f : M → M ������	�����	 ���� 
��������

��
�����������
����� � ���
�����	 �������
���� En� n > 3� �����
�HG��
��
���� ������
�� �� ������ ��
��	�
��
�
�� ���	� g� ḡ � ������
��
��	�
��
�
�� ���	� b� b̄ �����������
����� M � M ����
������H�
����
����	 ḡ = t2g� b̄ = tb� t ∈ R8

�	�
	�� �� O�
� f : M → M ������	�����	 ���� 
��������

��
�����������
����� � ���
�����	 �������
���� En� n > 3� �����
�HG��
��
���� ������
�� �� �����������
���� M ��
���
� �� �����������
�=
��� M � ��	�G�H ��	������ � ���	����� � En8

� !�������� ��� ��������� f ����� t2 = 1 � ����� ����� ������� �
$���
���� ��	 ���������������� � En� n > 3 124�
������ ���	
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�W YTSXU IJ N VIMPNVT _QWMNJJQNJ MNJQKIOX jQT] eISJXNLU T]W LNU TLNJY�
KILM I j]QV] QJTWRLNTWY YUMMWTLQV TWJYIL hWOXY IgWL RWIXWYQVY� b TWJYIL hWOX
QY YNQX TI eW N JIJTLQgQNO R]IYT QK QT QY QJ T]W iWLJWO IK I NJX QY L2�ILT]IRIJNO
TI NOO PITWJTQNO hWOXY� �W PLIgW T]NT N JIJTLQgQNO R]IYT QY YMIIT] QJ T]W VNYW
IK N YQMPOW MWTLQV� k]QY QMPOQWY T]NT T]W jNgW KLIJT YWT IK T]W YIOWJIQXNO PNLT
IK N hWOX f VNJ eW LWVIgWLWX KLIM T]W LNU TLNJYKILM If � �W RQgW NJ WaPOQVQT
PLIVWXSLW KIL LWVIgWLQJR T]W jNgW KLIJT YWT�
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�W PLIgW YIMW VIMMIJ haWX PIQJT T]WILWMY QJ KSccU MWTLQV YPNVWY eU
LWMIgQJR T]W NYYSMPTQIJ IK VIJTQJSQTU� LWONaQJR T]W VIJXQTQIJ IK VIMPNTQeQOQTU
IL VIMPNTQeQOQTU IK TUPW0α5 IL VIMPNTQeQOQTU IK TUPW0β5 TI jWNi VIMPNTQeQOQTU
NJX LWPONVQJR T]W VIMPOWTWJWYY IK T]W YPNVW jQT] N YWT IK NOTWLJNTQgW VIJXQTQIJY�
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����
��������	 �����������

9���"X � C∞������������� ����������� n � ����" {Ai, Ei} � -�������
!��
�� ��''����#���"��� 
�����
� �� X � ��� Ei ���" C���
������ �������
���� ��� X ����� ki� � Ai � ��''����#���"��� �������� ���	�
� mi � 1
�� X 0��� 1245� 9���" D � ���������"�� 
����
���	 ������" � X � ������
#�� ∂D ∈ C∞ � Hs(D,Ei) ������!��� ������������ &�������� �����	���
�� ������������� ��!���� ���������	 Ei� ������� ������ ����������� �
������������ G����� L2(X,E) �� ���	�
� s ∈ N �
��!����"��� z�����!��
��
$� !���� Hs

0(D,Ei) ����
���� � ������������ Hs(D,Ei) ����
�� ��!��
��� � 
����
���� ��������� � D� {��� ������������ C(D,Ei) �����$���	
� Hmi(D,Ei)� �� �����	�� !�� ������ .�=� τi(u) ��!���	 u ∈ C(D,Ei) ���
�������"�� ��������� Ai ����� ���� �� ∂D� ����

∫
∂D

GAi(v, u) = 0 ��	 ����

v ∈ C∞
0 (X,E∗

i+1)� ��� GAi(·, ·) � �������� ;���� ��	 Ai 0��� 1245� F��$��
���� -�������� ������������ C(D,Ei) � �������� ������� .�=� �� ∂D
���������"�� {Ai, Ei} ������!�� !���� F(C(D,Ei), τ)� >������� '�
����

������������ C(C(D,Ei), τ) = C(D,Ei)
F(C(D,Ei),τ)

����������� ���
�����" 
�
 ����

��� .�=� τi �� Γ ��	 Ai ��� ������������� C(D,Ei) 0��� 1245� @������!�
��� ������!���	 � ���	��	 ����
� � ��	 
�����
�� {A∗

i , Ei)� '�����"��
����	$������ 
�����
�� {Ai, Ei}� 9�� -��� ������ .�=� τ

(∗)
i−1(u) ��!���	

u ∈ C(D,Ei) ���������"�� ��������� A∗
i−1 ����� ������!��" !���� νi(u)� &��

�����	���� τ(u) � ν(u) !���� �������� 
������"��� � ������"��� !���"�
��!���	 u ∈ C(D,Ei)� z�����!�� !���� ∆i 
��
����
 
�����
�� {Ai, Ei}�
�� �� ∆i = A∗

iAi +Ai−1A
∗
i−1� � !���� S

mi(∆i, D) ���$����� ������ ��=����
��������� ∆i � ������� D� ��������$���� ������������ H

mi(D,Ei)�
�	�
	��� E���� ������� ���������� Ai � Ai−1 �������H� � ���
� m8

O�
� �������� ∆i ����
�������� ��
���H ���
����

���� � 	�
�	 � 
���=
����� ������
���� D� ��

Hm(D,Ei) ∼= Hm
0 (D,Ei)⊕ F(Sm(∆i, D), τ) ⊕ F(Sm(∆i, D), ν),

� �����������HG�� y���������z 
�������
�8
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���4��� 1
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���� � ��b��1
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HIJYQXWLQJR VLUYTNOOIRLNP]QV RLISP G XWhJWX eU QTY LWPLWYWJTNTQIJ

〈
aj , bj , xi | xmii = 1,

r∏
i=1

xi

g∏
j=1

[aj , bj] = 1
〉
,

KIL *-&"/ $.(" VNYW� j]WLW g� r� m1� � � � � mr NLW QJTWRWLY jQT] g, r � 0� mi > 0�
i LSJY IgWL 1, . . . , r� j LSJY IgWL 1, . . . , g� [a, b] YTNJXY KIL aba−1b−1� NJX

〈
aj , xi | xmii = 1,

r∏
i=1

xi

g∏
j=1

a2
j = 1

〉
,

KIL /*/=*-&"/ $.(" VNYW� j]WLW g� r� m1� � � � � mr NLW QJTWRWLY jQT] g � 1� r � 0�
mi > 0� i LSJY IgWL 1, . . . , r� j LSJY IgWL 1, . . . , g� jW WYTNeOQY] N MWT]IX TI VISJT
T]W JSMeWL IJ YSeRLISPY IK NJ NLeQTLNLU QJXWa n KIL T]W RLISP G�

kI WYTNeOQY] MNQJ KILMSONY jW SYW jWOO iJIjJ QJTWLVIJJWVTQIJ eWTjWWJ T]W
JSMeWL IK YSeRLISPY IK QJXWa n IK N hJQTWOU RWJWLNTWX RLISP NJX T]W JSM�
eWL IK QTY TLNJYQTQgW PWLMSTNTQIJNO LWPLWYWJTNTQIJY IK XWRLWW n� YIMW LWYSOTY IK
b� \WXJUi] IJ WJSMWLNTQIJ IK LNMQhWX VIgWLQJRY IK _QWMNJJQNJ YSLKNVWY 124�
YWgWLNO VIMeQJNTILQNO TWV]JQlSWY� NJX YIMW LWYSOTY IK s� �IJWY IJ YIOSTQIJY IK
YIMW WlSNTQIJY QJ hJQTW RLISPY 134�

_WMNLi� T]NT T]WLW QY N jWOO iJIjJ VILLWYPIJXWJVW eWTjWWJ T]W JSMeWL IK
YSeRLISPY IK QJXWa n QJ T]W KSJXNMWJTNO RLISP IK N MNJQKIOX 0ILeQKIOX5 NJX T]W
PLIeOWM IK VISJTQJR n�Y]WWTWX VIgWLQJRY IgWL T]W MNJQKIOX 0ILeQKIOX5� QJQTQNOOU
YTNTWX eU b� vSLjQTc KIL eLNJV]WX VIgWLQJRY IgWL _QWMNJJQNJ YSLKNVWY 174� �QT]
N ]WOP IK T]W RWJWLNO TWV]JQlSW IK b� \WXJUi] 1+4 KIL WJSMWLNTQIJ VIJfSRNVU
VONYYWY IK N hJQTWOU RWJWLNTWX RLISP ISL MWT]IX VNJ eW SYWX TI VISJT T]W JSMeWL
IK VIgWLQJRY jQT] RQgWJ MSOTQPOQVQTU IgWL 3�XQMWJYQIJNO ILeQKIOXY�

����������

124 �$"!6+*  	 '	 tIJWlSQgNOWJT VIgWLQJRY IK _QWMNJJ YSLKNVWY jQT] N PLW�
YVLQeWX LNMQhVNTQIJ TUPW ?? ^QeWLQNJ \NT]� �� 2:,+� �� 3A� �̀ DBDED3A�

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# ;�.(� $%�.;'�+9
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134 B�!$- @	  	 HISJTQJR YSeRLISPY IK JIJ�WSVOQXWNJ VLUYTNOOIRLNP]QV
RLISPY ?? \NT]� ^VNJX� 2:::� �� ,+� �̀ 37E7:�

174 (�#�,��  	 �peWL _QWMNJJ�YV]W dO�NV]WJ MQT RWRWeWJ �WLcjWQRSJRYPSJi�
TWJ ?? \NT]� bJJ� 2,:2� �X� 7:� �̀ 2ED2�

1+4 �$"!6+*  	 '	 HISJTQJR KIL VIJfSRNVU VONYYWY IK YSeRLISPY QJ hJQTWOU
RWJWLNTWX RLISP� 0`LWPLQJT?NL�Qg8MNT]� TI NPPWNL5�
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ZJ T]QY PNPWL TjI JIJ�QYIMILP]QV rSNYQWSVOQXWNJ MIXWOY IK T]W T]LWW�XQMWJ�
YQIJNO VOIYWX ILQWJTNeOW ]UPWLeIOQV MNJQKIOX M1 NLW VIJYTLSVTWX� k]W MNJQ�
KIOXM1 jNY WNLOU VIJYTLSVTWX QJXWPWJXWJTOU eU ^���\NTgWWg� b�k� }IMWJiI 124
NJX �� �WWiY 134� k]W gIOSMW IK T]QY MNJQKIOX QY T]W OWNYT 0iJIjJ5 IK ]UPWLeIOQV
MNJQKIOXY gIOSMWY�

b  !-""='&1"/+&*/$( !06"-.*(&) 1$/&2*(' QY N KNVTIL YPNVW M = H3/Γ� j]WLW
Γ QY N XQYVLWTW QYIMWTLU RLISP NVTQJR jQT]IST haWX PIQJTY IK T]W T]LWW�XQMWJ�
YQIJNO ~IeNV]WgYiQf YPNVW H3� k]W gIOSMW IK T]W MNJQKIOX M QY XWhJWX eU T]W
JNTSLNO jNU jQT] N ]WOP IK T]W gIOSMW QJ H3� �W VIJYQXWL eWOIj IJOU T]LWW�
XQMWJYQIJNO ILQWJTNeOW ]UPWLeIOQV MNJQKIOXY jQT] hJQTW gIOSMWY�

`LIPWLTQWY IK ]UPWLeIOQV MNJQKIOXY NLW YTLIJROU XQ�WLWJT jQT] PLIPWLTQWY IK
dSVOQXWNJ NJX YP]WLQVNO MNJQKIOXY�

k]W YTLSVTSLW IK T]W gIOSMW YWT KIL T]LWW�XQMWJYQIJNO ]UPWLeIOQV MNJQKIOXY
jNY XWYVLQeWX eU �� k]SLYTIJ NJX k� �ILRWJYWJ� bVVILXQJR TI k]SLYTIJE
�ILRWJYWJ�Y k]WILWM 174� gIOSMWY IK T]LWW�XQMWJYQIJNO ]UPWLeIOQV MNJQKIOXY
KILM T]W jWOO�ILXWLWX JIJ�XQYVLWTW YSeYWT jQT] T]W ILXWL TUPW ωω IJ T]W LW�
NO OQJW� ZJ PNLTQVSONL� T]WLW QY N VOIYWX MNJQKIOX jQT] T]W OWNYT gIOSMW�

ZJ 134 �� �WWiY VNOVSONTWX T]W gIOSMWY IK ]UPWLeIOQV MNJQKIOXY� IeTNQJWX
eU nW]J YSLRWLU IJ ]UPWLeIOQV iJITY NJX OQJiY jQT] N YMNOO ILXWL� ZT jNY PWL�
KILMWX jQT] N ]WOP IK ]QY W�WVTQgW VIMPSTWL PLIRLNM ^JNP`WN� ZJ PNLTQVSONL�
XSLQJR T]QY VNOVSONTQIJ jNY KISJX N VOIYWX ]UPWLeIOQV MNJQKIOX M1 jQT] T]W
OWNYT gIOSMW 00.94 . . .5�

bT T]W YNMW TQMW ^� �� \NTgWWg NJX b� k� }IMWJiI VIJYTLSVTWX eU NJIT]WL
jNU N ]UPWLeIOQV MNJQKIOX� j]IYW gIOSMW jNY WlSNO JSMWLQVNOOU TI T]W gIOSMW
IK �WWiY MNJQKIOX 124� ^QJVW T]NT TQMW T]W MNJQKIOXM1 QY VNOOWX NY @*1"/%*j
B$ 5""5jh""%+ 1$/&2*('�

k]W QYIMWTLU RLISP IK T]W MNJQKIOX M1 jNY VNOVSONTWX eU d� \IOJNL 1+4�
NJX T]W ILeQKIOXY VIJJWVTWX jQT] T]W QYIMWTLU RLISP jWLW VIMPOWTWOU XWYVLQeWX
QJ T]W PNPWL 1A4�

�U*8*"&: =.;$!$9$& *\ ] $%&� $!';� V+� 7' ,� _*V$?9)� 5� 6*:*;!8!+;- ������� @9;;! �
��� !"# +9;" .(� $%�.;'�+9
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ZJ PNLTQVSONL� QT jNY WYTNeOQY]WX QJ 1A4 T]NT T]W MNJQKIOXM1 VNJ eW IeTNQJWX
NY N TjI�KIOX VIgWLQJR IK T]W T]LWW�YP]WLW eLNJV]WX IgWL T]W iJIT 949� NJX NY
T]W LWRSONL T]LWW�KIOX VIgWLQJR IK T]W T]LWW�YP]WLW eLNJV]WX IgWL T]W TjI�eLQXRW
iJIT 52�

ZJ T]QY PNPWL rSNYQWSVOQXWNJ MIXWOY IK T]W MNJQKIOX M1 NLW VIJYTLSVTWX�
k]W MIXWOY NLQYW NY LWRSONL T]LWW�KIOX VIgWLQJRY IgWL T]W TjI�eLQXRW iJIT 52

jQT] NJ QYT]MSY 0Q�W� IgWL iJITTWX T]WTN�RLNP]5�
^SV] N VIJYTLSVTQIJ VNJ eW PWLKILMWX eU TjI XQ�WLWJT jNUY RQgQJR TjI JIJ�

QYIMILP]QV rSNYQWSVOQXWNJ YTLSVTSLWY IJ T]W MNJQKIOXM1�
k]W MNQJ LWYSOT IK T]QY PNPWL QY T]W KIOOIjQJR T]WILWM�

�������� 3!"-" $-"  #* /*/=&+*1*-6!&) {,$+&",)(&'"$/ 1*'"(+ *2  !" @*=
1"/%*jB$ 5""5jh""%+ 1$/&2*(' M18

����������

124 ���%$$% G	F	� D��$!+�  	=	 ZYIWJWLRWTQV YPNVWY IK vNMQOTIJQNJ YUYTWMY�
WJSMWLNTQJR T]LWW�XQMWJTQIJNO MNJQKIOXY eU QJVLWNYQJR T]WU VIMPOWaQTU
NJX gIOSMW VNOVSONTQJR IK VOIYWX ]UPWLeIOQV MNJQKIOXY ?? pYP� \NT� tNSi�
2:,,� �� +7� C 2� �̀ AE33� 0_SYYQNJ5�

134 .$$+- B	 vUPWLeIOQV YTLSVTSLWY IJ 7�MNJQKIOXY� `]�n� k]WYQY� `LQJVWTIJ8
`LQJVWTIJ pJQg�� 2:,A�

174 =*�#-��!.	 k]LWW�XQMWJTQIJNO sWIMWTLU NJX kIPIOIRU� `LQJVWTIJ8 pJQg�
`LWYY� 2::|�

1+4 ��4!�# _	 �J QYIMWTLQWY IK YPNVW KILMY ?? `LIV� HIJK� IJ nQ�WLWJTQNO
sWIMWTLU NJX QTY bPPOQVNTQIJY 0dRWL� 2:,:5� bMYTWLXNM8 tILT]�vIOONJX�
2::3� �̀ AB:EA7+�

1A4 �$"!6+*  	� F$-!,!  	 �QYSNOQcNTQIJ IK T]W QYIMWTLU RLISP NVTQIJ IJ T]W
}IMWJiI�\NTgWWg��WWiY MNJQKIOX ?? �� ~QW k]WILU� 2::,� �� ,� �̀ A2EDD�
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Z jQOO WaPONQJ N fIQJT LWYSOT eU �� \Nc�UN NJX MUYWOK� j]QV] QY eNYWX IJ
T]W QXWNY IK ISL PNPWL 134� bJ WNLOQWL LWYSOT eU �� \Nc�UN NJX \� �TWOeNWg QY
XWYVLQeWX QJ 124� tWVWYYNLU XWhJQTQIJY NJX LWYSOTY NeIST T]W �QWJWL VNPNVQTU
VNJ eW KISJX QJ 12� 74�

~WT SY VIJYQXWL NJ IPWJ YWT Ω ⊂ Rn NJX XWJITW T]W eITTIM IK T]W YPWVTLSM
IK QTY MQJSY nQLQV]OWT ~NPONVQNJ (−∆)Dir eU λ(Ω)� 0�W SJXWLYTNJX T]W MQJSY
nQLQV]OWT ~NPONVQNJ NY T]W YWOK�NXfIQJT IPWLNTIL j]QV] QY T]W }LQWXLQV]Y WaTWJYQIJ
IK T]W IPWLNTIL −∆ XWhJWX IJ C∞

0 (Ω)�5 ZJ VNYW j]WJ Ω QY N eISJXWX XIMNQJ
jQT] N YS�VQWJTOU LWRSONL eISJXNLU� λ(Ω) QY T]W OIjWYT WQRWJgNOSW IK −∆ jQT]
T]W nQLQV]OWT eISJXNLU VIJXQTQIJ IJ ∂Ω� ZJ T]W RWJWLNO VNYW jW VNJ jLQTW

λ(Ω) = inf
u∈C∞

0 (Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx∫
Ω

|u|2 dx .

ZT KIOOIjY T]NT Ω′ ⊂ Ω QMPOQWY λ(Ω) � λ(Ω′))� ZJ PNLTQVSONL� QK Br QY NJ IPWJ eNOO
IK LNXQSY r� YSV] T]NT Br ⊂ Ω� T]WJ λ(Ω) � λ(Br) = Cnr

−2 j]WLW Cn = λ(B1)�
ZT KIOOIjY T]NT KIL T]W QJTWLQIL LNXQSY IK Ω� j]QV] QY XWhJWX NY

rΩ = sup{r| ∃Br ⊂ Ω},

jW ]NgW

λ(Ω) � Cnr
−2
Ω .

�ST T]QY WYTQMNTW QY JIT RIIX KIL SJeISJXWX XIMNQJY IL XIMNQJY jQT] VIMPOQ�
VNTWX eISJXNLQWY� ZJ PNLTQVSONL� N YQMQONL WYTQMNTW KLIM eWOIj XIWY JIT ]IOX QJ
RWJWLNO�

k]W jNU TI QMPLIgW T]QY WYTQMNTW QY TI LWONa T]W LWlSQLWMWJT KIL Br TI eW
VIMPOWTWOU QJYQXW Ω eU NOOIjQJR YIMW PNLT IK Br� j]QV] ]NY N oYMNOOq �QWJWL

�[&V +$�&.$ *\ ] $%&� $!';� 6*+$%& ;$&+. >.!:&+;!$?� ��� �9.$!.)$*. 7:&�� <*;$*.� ]7
��22B� >U7�

��� !"# ;%98!.(.&9�&,9
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VNPNVQTU� TI YTQVi IST IK Ω� tNMWOU� OWT SY TNiW NJ $-.& -$-0 γ ∈ (0, 1) NJX VNOO
N VIMPNVT YWT F ⊂ Br JWROQRQeOW 0IL� MILW PLWVQYWOU� γ�JWROQRQeOW5 QK

cap(F ) � γ cap(Br).

0vWLW cap(F ) XWJITWY T]W �QWJWL VNPNVQTU IK F � Br QY T]W VOIYSLW IK Br�5
tIj XWJITW

rΩ,γ = inf{r| ∃Br, Br \ Ω QY γ − JWROQRQeOW}.
k]QY QY T]W &/ "-&*- )$6$)& $-0 -$'&,+�

������� �� <" ,+ 7> γ ∈ (0, 1)8 3!"/  !"-" ">&+ c = c(γ, n) > 0 $/'
C = C(γ, n) > 0� +,)!  !$ 2*- "5"-0 *6"/ +" Ω ⊂ Rn

cr−2
Ω,γ � λ(Ω) � Cr−2

Ω,γ .

~WT SY KILMSONTW YIMW QJTWLWYTQJR VILIOONLQWY IK T]QY T]WILWM�

9���//��: �� λ(Ω) > 0 &2 $/' */(0 &2 rΩ,γ <∞8

k]QY VILIOONLU RQgWY N JWVWYYNLU NJX YS�VQWJT VIJXQTQIJ IK YTLQVT PIYQTQgQTU
IK T]W IPWLNTIL (−∆)Dir QJ Ω�

^QJVW T]W VIJXQTQIJ λ(Ω) > 0 XIWY JIT VIJTNQJ γ� jW QMMWXQNTWOU IeTNQJ
9���//��: �� [*/'& &*/+ rΩ,γ <∞�  $%"/ 2*- '&C"-"/ γv+� $-" "?,&5$("/ 8

nWJITQJR F = Rn \ Ω 0j]QV] VNJ eW NJ NLeQTLNLU VOIYWX YSeYWT QJ Rn5� jW
IeTNQJ KLIM T]W PLWgQISY VILIOONLU 0VIMPNLQJR γ = 0.01 NJX γ = 0.9958

9���//��: &� <" F ." $ )(*+"' +,.+" &/ Rn� #!&)! !$+  !" 2*((*#&/: 6-*6=
"- 08  !"-" ">&+ + r > 0 +,)!  !$ 

cap(Br \ Ω) � 0.01 cap(Br)

2*- $(( Br8 3!"/  !"-" ">&+ + r1 > 0 +,)!  !$ 

cap(Br1 \ Ω) � 0.99 cap(Br1)

2*- $(( Br1 8

k]QY QY N JWj PLIPWLTU IK VNPNVQTU j]QV] QY PLIgWX eU YPWVTLNO T]WILU NLRS�
MWJTY�

�JVW SPIJ N TQMW \NLV [NV KILMSONTWX N KSJXNMWJTNO NJX KNYVQJNTQJR lSWY�
TQIJ8 ]9�� :�= ���� 7�� ���8� �� � H�=�^_ k]W PLWVQYW MWNJQJR IK T]QY
lSWYTQIJ QY NY KIOOIjY8 QY QT PIYYQeOW TI LWVIJYTLSVT T]W XLSM 0N eISJXWX XIMNQJ
QJ R25 SP TI NJ QYIMWTLU eU T]W YPWVTLSM IK QTY nQLQV]OWT ~NPONVQNJ�
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k]WILWM 2 YSRRWYT KILMSONTQIJ IK N lSWYTQIJ� j]QV] QY LISR]OU QJgWLYW TI
T]W lSWYTQIJ IK \NLV [NV8 ]9�� :�= ��� 7�� �=�H����7�/ ���?=���: �� �
H�=�^_ \ILW PLWVQYWOU� VNJ UIS hJX N YQMPOW gQYSNO QMNRW LWONTWX TI N XIMNQJ
QJ R2 0IL Rn5� YSV] T]NT QT NOOIjY TI LWVIgWL T]W OIjWYT WQRWJgNOSW IK T]W nQLQV]OWT
~NPONVQNJ QJ T]QY XIMNQJ� bYYSMQJR T]NT ISL WUW VNJ hOTWL IST T]W YWTY IK YMNOO
VNPNVQTU� N PNLTQNO NJYjWL TI T]QY lSWYTQIJ QY RQgWJ eU k]WILWM 2�

����������

124 ���h6� F	 ^IeIOWg YPNVWY� �WLOQJ8 ^PLQJRWL� 2:,A�
134 ���h6� F	� G*�/,! �	 nQYVLWTWJWYY IK YPWVTLSM NJX PIYQTQgQTU VLQTWLQN KIL

^V]L�IXQJRWL IPWLNTILY� 3BB7� 0`LWPLQJT?NL�Qg8MNT]�^`?B7BA3|,) �������
������������� 2: \NU 3BB75�

174 .$#�$# B	 `ITWJTQNO T]WILU� �WLOQJEtWj �ILi8 ^PLQJRWL� 2:|+� 0~WVTSLW
tITWY QJ \NT]WMNTQVY) +B,5�
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