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Ñîäåðæàíèå äîêëàäà

1 Ìåçîñêîïè÷åñêàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ ðàñòâîðîâ è ðàñïëàâîâ
ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ. Ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ ïèòà Ïóàçåéëÿ.

2 Íåëîêàëüíûé ìåòîä áåç íàñûùåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

3 Îáîáùåíèå àëãîðèòìà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè, óñòîé÷èâîñòè è îöåíêà
âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

4 Ïðèëîæåíèå ìåòîäà äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà òå÷åíèé ðàñòâîðîâ è
ðàñïëàâîâ ïîëèìåðîâ â òåõíîëîãèÿõ 3D ïå÷àòè.

5 Âåðèôèêàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì
êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÊÍÊ) è ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).
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Ìîòèâàöèÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ âûñîêîé

âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ñ êîíòðîëåì ïîãðåøíîñòåé è

ìèíèìàëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè
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20-71-00071 ¾×èñëåííûé àíàëèç äèíàìèêè ðàñòâîðîâ è
ðàñïëàâîâ ïîëèìåðîâ â òåõíîëîãèÿõ ìèêðî- è íàíîýêñòðóçèè,
èìïóëüñíîé ïå÷àòè è íàïûëåíèÿ¿ (ðóê. Á. Â. Ñåìèñàëîâ)

Âîëíîâàÿ òóðáóëåíòíîñòü Ïðîåêò Simons Foundation 2019�2022.
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àâòîìîäåëüíûå ðåæèìû è êîíäåíñàöèÿ (ðóê. Ñ. Â. Íàçàðåíêî).
Íîâûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
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Î ìîäåëÿõ äèíàìèêè
ïîëèìåðíûõ ñðåä
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Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè [Chhabra, 2007]

Íüþòîíîâñêèå æèäêîñòè. Ñâÿçü íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé ñäâèãà:

2D F
A
= σxy = η

(
− dvx

dy

)
, v⃗ = (vx , vy , vz ) �

ñêîðîñòü, η = η0 (Pa·s) � äèíàì. âÿçêîñòü.

3D â ïëîñêîñòè y σxy = −η
( dvx

dy
+

dvy
dx

)
,

σyz = −η
( dvz

dy
+

dvy
dz

)
, σyy = −2η dvy

dy
+ 2

3
ηdivv⃗ .

Íåíüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü

Ñòåïåííûå ìîäåëè: σxy = −K
( dvx

dy

)γ
, K , γ > 0

îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçìåðåíèÿì â ðåîìåòðå.

Ìîäåëè âÿçêî-ïëàñòè÷íûõ òå÷åíèé:
dvx
dy

= 0 (|σxy | ≤ |σ0|), |σxy | = |σ0|+ K
( dvx

dy

)γ
,

(|σxy | > |σ0|).

Ìîäåëü Êàññîíà:
dvx
dy

= 0(|σxy | ≤ |σ0|), |σxy |γ = |σ0|γ + K
( dvx

dy

)γ
,

(|σxy | > |σ0|).

... è ìíîæåñòâî äðóãèõ ìîäåëåé.
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Ìèêðîñòðóêòóðíûå ìîäåëè

îñíîâàíû íà ïîäõîäàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè

Èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ, [Rouse, 1953], [Zimm, 1956], [De Gennes, 1971], [Bird, 1987]

Ìîëåêóëà åñòü ñèñòåìà èç N̂ ÷àñòèö è ñâÿçåé ìåæäó íèìè (âåêòîðà r⃗n, n = 1, ..., N̂).

Êàæäàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåò ïðèíöèïû âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ìåæäó ñîáîé è ñ
âíåøíåé ñðåäîé.

Äèíàìèêà ÷àñòèö, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿåò Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå è îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà (1) èëè Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Ïåðåõîä íà ìàêðîóðîâåíü � êîíòèíóàëèçàöèÿ ïðè N̂ → ∞ è îñðåäíåíèå.

ma⃗ = m
d2R⃗n

dt2
= Φ⃗(R⃗n)− F⃗res(v⃗n) + f⃗n(t), v⃗n =

dR⃗n

dt
(1)

R⃗n = r⃗1 + r⃗2 + ...+ r⃗n, m � ìàññà ÷àñòèöû,

Φ⃗(R⃗n) � ñèëà âîçäåéñòâèÿ äðóãèõ ÷àñòèö,

F⃗res(v⃗n) � ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû,

f⃗n(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé
ñòîëêíîâåíèÿ ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè.
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Ìåçîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè
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Îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Ïîêðîâñêîãî�Âèíîãðàäîâà

Óðàâíåíèÿ ìåçîñêîïè÷åñêîé ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè Ïîêðîâñêîãî�
Âèíîãðàäîâà, îïèñûâàþùèå íåèçîòåðìè÷åñêîå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé
âÿçêîóïðóãîé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè, â áåçðàçìåðíîé ôîðìå â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò [Áëîõèí, Ñåìèñàëîâ, 2020]:

divu = 0, (u)t = −∇P +
1

Re
div(YΠ) + Ga(Y − 1)e1,

R (a11)t − 2A1ux − 2a12uy − 2a13uz + L11 = 0,

H (a22)t − 2a12vx − 2A2vy − 2a23vz + L22 = 0,

E (a33)t − 2a13wx − 2a23wy − 2A3wz + L33 = 0,

O (a12)t + wza12 − A1vx − A2uy − vza13 − uza23 + L12 = 0,

L (a13)t − wya12 − A1wx − A3uz + vya13 − uya23 + L13 = 0,

. (a23)t + uxa23 − A2wy − A3vz − wxa12 − vxa13 + L23 = 0,

Pr(Y )t =
(
△Y + AYΦ

)
.

(2)

Çäåñü (·)t =
∂

∂t
+ (u,∇), e1 = (1, 0, 0)T , aij � êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà àíèçîòðîïèè Π âòîðîãî ðàíãà, W � ÷èñëî
Âàéñåíáåðãà; Ai = aii +W−1; P � äàâëåíèå.
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Îïèñàíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Y = T/T0, T è T0 � òåìïåðàòóðû æèäêîñòè è âíåøíåé ñðåäû;

Lij =
KIaij + β(ai, aj)

τ0(Y )
; τ0 =

J(Y )

Y
, J(Y ) = exp

(
−EA

Y − 1

Y

)
;

KI = W−1 + kI/3, k = k − β, I = (a11 + a22 + a33) � ïåðâûé èíâàðèàíò Π;

k , β (0 < β < 1) � ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû, β ó÷èòûâàåò îðèåíòàöèþ
ìàêðîìîëåêóë ïîëèìåðà, k � èõ ðàçìåðû.

Re = ρuH l
η∗
0

è W =
τ∗
0
uH
l � ÷èñëà Ðåéíîëüäñà è Âàéñåíáåðãà (ρ=const);

η∗0 , τ
∗
0 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñäâèãîâîé âÿçêîñòè è âðåìåíè ðåëàêñàöèè;

l , uH � õàðàêòåðíàÿ äëèíà è ñêîðîñòü;

Ra and Pr � ÷èñëà Ðýëåÿ è Ïðàíäòëÿ, Ga = Ra/Pr;

EA = EA/T0, EA � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè;

A � êîíñòàíòà äèññèïàöèè; Φ � äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ [Shibata, 2016]:

Φ = Π : ∇u =
3∑

i,j=1

aij
∂uj
∂xi
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Ïîèñê ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ òèïà Ïóàçåéëÿ

Ãðàíè÷íûÿå óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòè
èìåþò âèä:
u = 0, (y , z) ∈ ∂Ω, x ∈ R;

Óñëîâèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû èìåþò âèä
Y = 1+ θ, z = −r , |y | < 1,
Y = 1, z = r , |y | < 1,
Yy = 0, |z | < r , y = ±1.

Áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) â ñëåäóþùåì âèäå (òå÷åíèÿ
òèïà Ïóàçåéëÿ):{

v = w ≡ 0, u = û(y , z), P = P̂(x , y , z) = P(y , z)− Âx ,

aij = âij(y , z), i , j = 1, 2, 3, Y = Ŷ (y , z).
(3)

Èùóòñÿ ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ïåðåïàäà
äàâëåíèÿ âäîëü îñè êàíàëà y = z = 0:

P̂x = −Â(= const), Â = △̂P/(ρu2
Hh), (4)

ãäå
(
− △̂P

ρu2H

)
� áåçðàçìåðíûé ïåðåïàä äàâëåíèÿ íà îòðåçêå ïî îñè x äëèíû h.
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Ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé

Ñëó÷àé β ≪ 1 áûë èññëåäîâàí â [Áëîõèí, Ñåìèñàëîâ, Øåâ÷åíêî, 2016]
ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Â îáùåì ñëó÷àå (0 < β < 1) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èç (2) ïîëó÷àåì

âuyy − 2b̂uyz + ĉuzz + d̂uy + êuz = −D̂K̂, u = 0 for (y , z) ∈ ∂Ω, (5)

△Y + AYλµ = 0, Y is given for (y , z) ∈ ∂Ω, (6)

ãäå

â = 1− u2yL, ĉ = 1− u2zL, b̂ = uyuzL, L =
1−∆

λ2
, ∆ =

Λ

µ
µΛ,

d̂ = (1−∆)
Yy

Y
−∆EA

Yy

Y 2
, ê = (1−∆)

Yz

Y
−∆EA

Yz

Y 2
, D̂ = −Re[Â+Ga(Ŷ −1)],

σ = a22 + a33, µ =
√

a212 + a213, K̂µ = Λ := τ0λ, λ =
√

u2y + u2z .

Åñëè (âĉ − b̂2) > 0, òî óðàâíåíèå (5) èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï.
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Òå÷åíèÿ â êàíàëå ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñå÷åíèåì
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Íåëîêàëüíûé ìåòîä áåç
íàñûùåíèÿ (ÍÌÁÍ)

äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
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Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

△u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f (x , y , u) (7)

â îáëàñòè D = {(x , y) : −1 ≤ x , y ≤ 1}, ãäå u(x , y) ∈ C 2(D) � íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ, f (x , y , u) � èçâåñòíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü.

Ââåä¼ì ôèêòèâíóþ âðåìåíí�óþ ïåðåìåííóþ t, ïîëîæèì u = u(x , y , t) è áóäåì
èñêàòü ðåøåíèå (7) êàê ïðåäåë ïðè t → ∞ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Btu = △u − f (x , y , u).

Çäåñü Bt � ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð îäíîãî èç äâóõ âèäîâ:

Bt =
∂
∂t (ïðîñòàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ) è

Bt = (k1 − k2△)
∂

∂t
, ãäå k1, k2 > 0 � ïîñòîÿííûå (ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ñîáîëåâà).
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Èòåðàöèîííûé ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ

Ââåä¼ì ñåòêó ïî t ñ øàãîì τ è óçëàìè tn = nτ , n = 1, 2, ... Îáîçíà÷èì
u[n] = u[n](x , y) = u(x , y , tn) è àïïðîêñèìèðóåì ut ≈ (u[n] − u[n−1])/τ .

Äëÿ ïðîñòîé ðåãóëÿðèçàöèè ïîëó÷àåì

u[n] − τ△u[n] = u[n−1] − τ f (x , y , u[n−1]) = f̃ (x , y , u[n−1]). (8)

Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè Ñîáîëåâà èìååì

k1u
[n] − (k2 + τ)△u[n] = (k1 − k2△)u[n−1] − τ f (x , y , u[n−1]) = f̃ . (9)

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ

Áóäåì ïåðåõîäèòü ñ ïðåäûäóùåãî íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé äî òåõ ïîð,
ïîêà ðåøåíèå íå óñòàíîâèòñÿ. Êîíêðåòíî, êðèòåðèé îñòàíîâêè �

∥Btu∥/∥u∥ ≤ εS , ãäå εS � íåâÿçêà óñòàíîâëåíèÿ.

Çàäàâàÿ (8), (9) êàê u[n] = S(u[n−1]) ñ îïåðàòîðîì S : C (D) → C (D), ìîæíî
ïðèìåíÿòü òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ àíàëèçà ñõîäèìîñòè.

Ïðàêòèêà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïîêàçûâàåò, ÷òî óäà÷íûé âûáîð τ è k1,
k2 ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî èòåðàöèé â äåñÿòêè è ñîòíè ðàç.
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Ïðèáëèæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå

1. Ïîëèíîì ñ ÿäðîì Äèðèõëå äëÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f (t)

f (t) ≈ 2

2n − 1

2n−2∑
j=0

Dn−1(t, tj)f (tj), tj =
2πj

2n − 1
, j = 0, 2n − 2. (10)

Dn−1(t, tj) =
sin(n−0.5)(t−tj )
2 sin((t−tj )/2)

� ÿäðî Äèðèõëå.

2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ñ óçëàìè ×åáûø¼âà xj = cos (2j−1)π
2n :

f (x) ≈ 1

n

n∑
j=1

(−1)j−1Tn(x , xj)f (xj), Tn =

√
1− x2j

x − xj
cos(n arccos x). (11)

3. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìîâ (11) â d-ìåðíîì êóáå D (ïî àíàëîãèè,
èñïîëüçóÿ (10) è (11), ïðèáëèæàåì ôóíêöèè â òîðå, öèëèíäðå, øàðå è ò.ï. ):

f (x⃗) ≈ 1

n1n2...nd

n1∑
j1=1

...

nd∑
jd=1

(−1)
d∑

k=1

jk−d
f (x1j1 , ..., x

d
jd )

d∏
k=1

Tnk (xk , xkjk ), (12)

x⃗ = (x1, ..., xd) ∈ D; (x1j1 , ..., x
d
jd
) ∈ D � óçëû èíòåðïîëÿöèè; jk = 1, nk .
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Íàñûùåíèå ïðèáëèæåíèé è îöåíêè êîíñòàíò Ëåáåãà

Òåîðåìà 1. Ïðèáëèæåíèÿ (10)�(12) íå èìåþò íàñûùåíèÿ [Áàáåíêî,2002], ò. å.
äëÿ ëþáîé ãëàäêîñòè r ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì ïîãðåøíîñòè
íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ε∗n(f ) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé
1+ Λn, ãäå Λn � êîíñòàíòà Ëåáåãà, ñì. òàêæå [Áåëûõ, 2020], [Ãàâðèêîâ, 2019].

Òåîðåìà 2. Êîíñòàíòà Ëåáåãà ïðèáëèæåíèÿ (10) ðàñò¼ò ëîãàðèôìè÷åñêè ñ
ðîñòîì n [Lebesgue, 1909]:

Λn = (4/π) ln n + Rn, Rn < 3.

Òåîðåìà 3. Êîíñòàíòà Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà (11) èìååò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñêîðîñòü ðîñòà [Dzjadyk, Ivanov, 1983]:

Λn = (2/π) ln n + 1− θn, 0 < θn < 1/4.

Òåîðåìà 4. Êîíñòàíòû Ëåáåãà (12) âûðàæàþòñÿ òàê: Λn =
d∏

k=1

ln nk .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f (x⃗) ∈ Wr
p(~M,D) := Cl{f : ∥D(ri )

i f ∥p ≤ Mi}, i = 1, d , òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí P ïîðÿäêà íå âûøå nj ïî ïåðåìåííîé xj , ÷òî

∥f − P(f )∥ ≤ Kr

d∑
j=1

Mjn
−rj
j ∼ (max

j
nj)

−rj .
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Òðè òèïà îöåíîê ïîãðåøíîñòè ε∗n(f )

1. f ∈ W r
p (M,D) = Cl{f ∈ C r−1(D) : ∥f (r)∥p ≤ M}, r = 1, ... � êîíå÷íûé

ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ε∗n(f ) ≤ MCrn
−r , [Jackson, 1912], [Áàáåíêî, 2002].

2. f ∈ C∞(D) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â C ñ îñîáåííîñòüþ �
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ε∗n(f ) ≤ Cq−n, q < 1 [Áåðíøòåéí, 1912].

3. f � öåëàÿ � ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âûøå ýêñïîíåíöèàëüíîé.
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Ìîäèôèöèðîâàííûé ïîëèíîì è ïðîèçâîäíûå

Ìîäèôèöèðóåì ïîëèíîì (11) äëÿ ó÷¼òà óñëîâèé Äèðèõëå:

p[u](x) = pCh(x) =
N∑
j=1

(−1)j−1

N
ζ(x , xj)TN(x , xj)u(xj), ζ(x , xj) =

1− x2

1− x2j
. (13)

Â 1D ñëó÷àå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê ũ(x) ≈ PN [ũ](x) = p[u](x) +w(x), ãäå
w(x) � ôóíêöèÿ ñ çàäàííûìè (íåíóëåâûìè) óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå.

Îáîçíà÷èì uj = u(xj), (ux)j = ux(xj), (uxx)j = uxx(xj). Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî
Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷àåì
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Ìàòðèöû, àïïðîêñèìèðóþùèå ïðîèçâîäíûå

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:
U = (u1, ..., uN)

T , Ux = ((ux)1, ..., (ux)N)
T , Uxx = ((uxx)1, ..., (uxx)N)

T

è ñôîðìèðóåì N × N ìàòðèöû:

A =


ν1 a12 ... a1N
a21 ν2 ... a2N
...

... ...
...

aN1 aN2 ... νN

, A =


µ1 b12 ... b1N
b21 µ2 ... b2N
...

... ...
...

bN1 bN2 ... µN

.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷àõ Äèðèõëå ïîëó÷àåì ôîðìóëû

Ux ≈ AU, Uxx ≈ AU.

Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàíî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé DA=diag(d

1
A, ..., d

n
A) è

ìàòðèöåé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ RA:

A = RADAR
−1
A .

Ìàòðèöû A, A è èõ ðàçëîæåíèÿ R−1
A , RA, DA äëÿ ðàçíûõ N ðàññ÷èòàíû

ÎÄÍÎÊÐÀÒÍÎ è ñîõðàíåíû â áàçå äàííûõ, ÷òî ñîêðàùàåò âðåìÿ ðàñ÷¼òà.
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Äâóìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå â êâàäðàòå D = [−1, 1]2:

ũxx + ũyy = f (x , y , ũ), ũ(±1, y) = φ±1(y), ũ(x ,±1) = ψ±1(x). (14)

Ââåä¼ì ñåòêó (xj , yk), xj = cos 2j−1
2N π, yk = cos 2k−1

2K π, j = 1,N, k = 1,K .

Ïóñòü ũ(x , y) = u(x , y) + w(x , y), ãäå u çàíóëÿåòñÿ íà ãðàíèöå, w ðåàëèçóåò
íåíóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, è ïîëîæèì ujk = u(xj , yk), (uµ)jk = uµ(xj , yk),
ãäå µ � îäíà èç ïðîèçâîäíûõ µ ∈ {x , y , xx , yy , xy}.

Àïïðîêñèìàöèÿ u(x , y) ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì pCh(x)× pCh(y) èìååò âèä

u(x , y) ≈ p[u](x , y) =
N∑
j=1

K∑
k=1

ζ(x , xj)TN(x)

(x − xj)T ′
N(xj)

ζ(y , yk)TK (y)

(y − yk)T ′
K (yk)

u(xj , yk). (15)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå (15) äà¼ò ìàòðè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíûõ:

Uxx ≈ AU, Uyy ≈ UBT , Ux ≈ AU, Uy ≈ UBT , Uxy ≈ AUBT . (16)

Ïóñòü F̃ (U [n]) = (f̃ (xj , yk , u
[n]
jk + w(xj , yk))), U

[n] = (u
[n]
jk ), U

[n]
µ = ((u

[n]
µ )jk) �

N × K ìàòðèöû íà n-ì âðåìåíí�îì ñëîå.
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Ôîðìèðîâàíèå è ðåøåíèå ÑËÀÓ

Ïóñòü A = RADAR
−1
A , B = RBDBR

−1
B � ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ è

V [n] = R−1
A U [n]RB = (v)jk , G

[n] = R−1
A F̃ (U [n−1])RB = (g)jk .

Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîé ðåãóëÿðèçàöèè ïîëó÷àåì

R−1
A × |U [n] − τ(AU [n] + U [n]BT ) = F̃ (U [n−1])| × RB ,

V [n] − τ(DAV
[n] + V [n]DB) = G [n] => vjk = gjk/(1− τ(d j

A + dk
B)).

Ðåøåíèå � U [n] = RAV
[n]R−1

B , è íåîáõîäèìî, ÷òîáû τ ̸= (d j
A + dk

B)
−1, ∀j , k .

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà O(NK (N + K )) îïåðàöèé.
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Îáîáùåíèå ìåòîäà íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè
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Òðàäèöèîííàÿ ñõåìà è ïðåäëîæåííûé ìåòîä

Ïóñòü çàäà÷à ïîñòàâëåíà â d-ìåðíîì êóáå

Òðàäèöèîííàÿ ñõåìà ìåòîäà êîëëîêàöèé:

� ìàòðèöà íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû,

� N3d îïåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ïðè
n1 = n2 = ... = nd = N,

� ïðîáëåìû ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì ìåòîäà.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì àïïðîêñèìèðóåò âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî x1,...,

xd ìàòðèöàìè A1,... Ad . Èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè ñâ¼ðòêè ìàòðèö è òåíçîðà

U [n] ðàíãà d ïî íàïðàâëåíèÿì 1, 2, ..., d . Ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ ñ øàãîì τ äà¼ò
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Òðàäèöèîííàÿ ñõåìà è ïðåäëîæåííûé ìåòîä

Ïóñòü çàäà÷à ïîñòàâëåíà â d-ìåðíîì êóáå

Òðàäèöèîííàÿ ñõåìà ìåòîäà êîëëîêàöèé:

� ìàòðèöà íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû,

� N3d îïåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ïðè
n1 = n2 = ... = nd = N,

� ïðîáëåìû ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì ìåòîäà.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì àïïðîêñèìèðóåò âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî x1,...,

xd ìàòðèöàìè A1,... Ad . Èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè ñâ¼ðòêè ìàòðèö è òåíçîðà

U [n] ðàíãà d ïî íàïðàâëåíèÿì 1, 2, ..., d . Ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ ñ øàãîì τ äà¼ò
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Âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü è àïïðîêñèìàöèÿ

Òåîðåìà I î ÷èñëå îïåðàöèé è ðàñõîäàõ ïàìÿòè [Ñåìèñàëîâ, 2022]

Ïóñòü n1 = n2 = ... = N. Ìåòîä òðåáóåò p({2d + σ(d + 1)}Nd+1 + O(Nd))
îïåðàöèé è s(3N2 + N + {σ(d + 1) + 5}Nd + O(Nd−1)) áàéò îïåðàòèâíîé
ïàìÿòè, σ � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, p
� êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ, s � îáú¼ì ïàìÿòè â áàéòàõ,
çàíèìàåìûé îäíèì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.

Òåîðåìà II îá àïïðîêñèìàöèè, [Ñåìèñàëîâ, 2022]

Ïóñòü ũ(x) ∈ W N+2
∞ (M, [−1, 1]) è ũ(−1) = a, ũ(1) = b. Òîãäà ïîãðåøíîñòü

ïðèáëèæåíèÿ u ìîäèôèöèðîâàííûì ïîëèíîìîì PN(ũ, x) = p̃N(u, x) + w(x),
ãäå u = ũ − w , w = ((b − a)x + (a+ b))/2, p̃N � ïîëèíîì èç òåîðåìû 1, ïðè
N ≥ 2 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∥P(s)
N [ũ](x)− ũ(s)(x)∥ ≤ M

2N+2−s

(N + 2− s)!
, 0 ≤ s < N + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî ïðè u(±1) = 0 p[u](x) åñòü èíòåðïîëÿöèîííûé

ïîëèíîìîì íà (N + 2)-õ óçëàõ ×åáûø¼âà, è íà òåîðåìó Ðîëëÿ äëÿ ïîñëåäíåãî.
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Àíàëèç îáóñëîâëåííîñòåé è íîðì ìàòðèö,
àïïðîêñèìèðóþùèõ âòîðûå ïðîèçâîäíûå

Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà INTLAB ïîëó÷åíû èíòåðâàëû çíà÷åíèé îáóñëîâëåííîñòåé
è íîðì [Rump, 2010]. Äàëåå áóäóò ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïðàâûõ êîíöîâ
èíòåðâàëîâ è èõ ðàäèóñîâ îò N:

Êîä íà ÿçûêå MATLAB:
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Àíàëèç ìàòðèö â çàäà÷àõ Äèðèõëå
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Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö

Çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë d j
A ìàòðèöû A ïðè N = 10 è ðàäèóñû

èíòåðâàëîâ radj , ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæàùèõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà d j
A:

j d j
A radj j d j

A radj
1 -3.169920593590947e+03 9.09e-13 6 -62.595104941014185 2.13e-14
2 -3.034196464055946e+03 4.55e-13 7 -39.453871795378625 2.84e-14
3 -1.964915419758917e+02 5.68e-14 8 -22.206898938237902 2.13e-14
4 -1.785341309646627e+02 5.68e-14 9 -9.869604101936476 2.66e-14
5 -84.264388535869273 2.84e-14 10 -2.467401100161208 2.44e-14

Âèäíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû, àïïðîêñèìèðóþùåé âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ, â ñëó÷àå óñëîâèé Äèðèõëå ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè,
îòðèöàòåëüíûìè è õîðîøî îòäåëèìûìè äðóã îò äðóãà è îò íóëÿ.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ äðóãèõ òèïîâ óñëîâèé, òîëüêî â
ñëó÷àå óñëîâèé Íåéìàíà îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ.
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Òåîðåìà III îá óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ðàçðàáîòàííûé ìåòîä
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûì äëÿ ëþáûõ τ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîñòîé
ðåãóëÿðèçàöèè è äëÿ τ ≥ k2

(
M
m − 1

)
â ñëó÷àå ðåãóëÿðèçàöèè Ñîáîëåâà, ãäå

M =
d∑

δ=1

max
jδ=1,...,Nδ

|d jδ
Aδ
|, m =

d∑
δ=1

min
jδ=1,...,Nδ

|d jδ
Aδ
|, Aδ � ìàòðèöû,

àïïðîêñèìèðóþùèå âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x1,...,xd , d
jδ
Aδ

� èõ
ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

� Ïðåäñòàâèì èòåðàöèþ ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ êàê U [n] = S(U [n−1]), ãäå
S : RN → RN � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λmax , è ó÷ò¼ì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îòðèöàòåëüíû. Òîãäà

� äëÿ ïðîñòîé ðåãóëÿðèçàöèè λmax = (1+ τm)−1 => ïîñêîëüêó âñå ìàòðèöû
Ai íåâûðîæäåíû, òî |λmax | < 1;

� äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè Ñîáîëåâà λmax = k1+k2M
k1+(k2+τ)m . |λmax | ≤ 1 ïðè

τ ≥ k2(M/m − 1).

Ñïåêòðàëüíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè (êðèòåðèé Íåéìàíà) âûïîëíåí.�
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Ðàñ÷¼ò 2D óñòàíîâèâøèõñÿ
òå÷åíèé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè
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Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé

Òå÷åíèå ïîëèýòèëåíà Lupolen
1840H â ýêñòðóäåðå.
Ïàðàìåòðû èäåíòèôèöèðîâàíû
ïî äàííûì èç ðàáîò
[Schmidt, 1999], [Êóçíåöîâ, 2018]

η0 = 5.45× 104 Pa·s, τ0 = 4.1s,
EA = 5.8× 104 K, T0 = 150◦ C,
ρ = 918 kg/m3 Ra=0.053,
Pr=5.4; k = β = 0.0062.
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Èññëåäîâàíèå òå÷åíèé â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå

Çàäà÷à î òå÷åíèè ïîëèìåðà Lupolen 1840H â ýêñòðóäåðå [Schmidt, 1999].
Ñòàöèîíàðíûå ïðîôèëè ñêîðîñòè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ.
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Çàâèñèìîñòè ïîòîêà îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
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Àíàëèç òå÷åíèÿ â äþçå ýëëèïòè÷åñêîé ôîðìû

Â ðàìêàõ ïðîåêòà ÐÍÔ 17-71-10135 ïî äàííûì íàòóðíûõ èñïûòàíèé
èäåíòèôèöèðîâàíû ïàðàìåòðû ìîäåëè òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà PEDOT:PSS â
òåõíîëîãèÿõ ïå÷àòè, ñì. òàêæå [Áëîõèí, Ñåìèñàëîâ, 2020, ïðèëîæåíèå]

Íèæå � ñòàöèîíàðíûå ïðîôèëè ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â äþçå ñ âíóòðåííèì íàãðåâàòåëüíûì
ýëåìåíòîì ïðè EA = 0.614, β = 0.1, k = 1.2β, W = 0.1, A = 0.5, l = 0.1mm.
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Âåðèôèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
ÍÌÁÍ äðóãèìè ìåòîäàìè1

[Semisalov et al., 2022]

1Â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Áåëÿåâûì Â.À., Áðûíäèíûì Ë.Ñ., Øàïååâûì Â.Ï. (ìåòîä
êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ);

â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Ãîðûíèíûì À.Ã., Ãîëóøêî Ñ.Ê. (ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ).
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Ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ðàñïîëîæåíèå óçëîâ â ÿ÷åéêàõ

�⋄� � òî÷êè êîëëîêàöèè, �×� � òî÷êè

ñîãëàñîâàíèÿ, �2� � òî÷êè çàïèñè

êðàåâûõ óñëîâèé, �◦� � öåíòðû

ìàëûõ/âûòÿíóòûõ í-ÿ÷ååê.

Ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ:

vhj(y1, y2) =
K∑

i1=0

K−i1∑
i2=0

ci1i2jy
i1
1 y

i2
2

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå

ïåðåîïðåäåëåííàÿ ÑËÀÓ

ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì +
ðàçëè÷íûå ñïîñîáû óñêîðåíèÿ

2

3 4

1
1 2 3 4

Итерационный процесс

Схема декомпозиции

Óñêîðåíèå èòåðàöèé ïî Êðûëîâó

Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä

Ïðåäîáóñëàâëèâàíèå

Ñíèæåíèå îáóñëîâëåííîñòè ÑËÀÓ
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Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

un ∈ H1
0 (Ω),Y

n ∈ H1
E (Ω) :

{
a1(u

n, v1) = Ln−1
1 (v1), ∀v1 ∈ H1

0 (Ω),

a2(Y
n, v2) = Ln−1

2 (v2), ∀v2 ∈ H1
0 (Ω).

(17)

Íà êàæäîì øàãå ïî n ðåøàåòñÿ çàäà÷à (17) ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ, ïîñëå ÷åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáíîâëÿåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî n è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ.

H1
0 (Ω) = {v(x , y) ∈ H1(Ω)|v(∂Ω) = 0},

H1
E (Ω) = {v(x , y) ∈ H1(Ω)|v(Γ0) =

2, v(Γ1) = 1}

Èñïîëüçîâàíû Ëàãðàíæåâû êîíå÷íûå
ýëåìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà.

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â FEniCS Project
[Alnaes et. al., 2015].

Ñåòêà ñî ñãóùåíèåì âáëèçè òî÷åê
îñîáåííîñòåé.
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Ïàðàìåòðû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Íåëèíåéíàÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè v(y , z) è w(y , z)

Ïîãðåøíîñòü ∥E v
r ∥∞ =

max
ξ=1,...,Q

|v(yξ, zξ)− vap(yξ, zξ)|

max
ξ=1,...,Q

|v(yξ, zξ)|
, àíàëîãè÷íî ∥Ew

r ∥∞.

Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè R = log2
∥EN1,N2

r ∥∞

∥E2N1,2N2
r ∥∞

.

Ðàñ÷¼ò ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè

ïðè k = 1.2β, EA = 1, Re=10, Ra=1.06, Pr=108.1, r1 = 1.

� Ïîãðåøíîñòü
∥Du

a ∥∞ = ∥uN1,N2

ap − u2N1,2N2

ap ∥∞ = max
ξ=1,...Q

|uN1,N2

ap (yξ, zξ)− u2N1,2N2

ap (yξ, zξ)|.

� Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè R = log2
∥uN1,N2

ap −u2N1,2N2ap ∥∞

∥u2N1,2N2ap −u
4N1,4N2
ap ∥∞

.

� ∥D̃u
r ∥∞ =

max
ξ=1,...,Q

|u∗ap(yξ, zξ)− u∗∗ap (yξ, zξ)|

max
ξ=1,...,Q

|u∗ap(yξ, zξ)|
, ãäå u∗ap, u

∗∗
ap � ïðèáëèæåííûå

ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Ñåìèñàëîâ Á.Â. ×èñëåííûé àíàëèç òå÷åíèé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè 32 / 48



Òåñòîâàÿ çàäà÷à. Ñðàâíåíèå ÌÊÝ è ÍÌÁÍ

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ÌÊÝ òåñòîâîé çàäà÷è .

h ∥E v
r ∥∞ R ∥Ew

r ∥∞ R Niter CPU time
0.512 1.19e-1 � 3.60e-2 � 19 0.83
0.256 4.38e-2 1.44 9.03e-3 1.99 27 2.50
0.128 1.17e-2 1.90 2.06e-3 2.13 44 7.34
0.064 2.22e-03 2.40 5.53e-04 1.89 70 33.26
0.032 3.22e-04 2.78 1.03e-04 2.42 124 225.24
0.016 9.19e-05 1.81 2.56e-05 2.01 221 1911.01

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå ÍÌÁÍ

N1×N2 ∥E v
r ∥∞ R ∥Ew

r ∥∞ R Niter CPU time
4×4 0.239 � 0.04 � 10 0.4
8×8 6.62e-3 5.17 7.56e-5 9.07 42 0.6
16×16 7.72e-6 9.74 5.18e-8 10.51 192 2.4
32×32 1.29e-10 15.87 9.39e-13 15.75 2135 22.5
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Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àëãîðèòìîâ

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðè W = 0.01, β = 0.1, r0 = 0.1 è ðàçëè÷íûõ Â. Â ìåòîäå

ÊÍÊ èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà 80×320 (16584 ñàìîñòîÿòåëüíûõ è 716 ïðèñîåäèíåííûõ ÿ÷ååê)

è K = 4. Â ÌÊÝ èñïîëüçîâàëîñü 217304 ýëåìåíòîâ.

Â
ÊÍÊ vs ÌÊÝ ÊÍÊ vs ÍÌÁÍ ÌÊÝ vs ÍÌÁÍ

∥D̃u
r ∥∞ ∥D̃Y

r ∥∞ ∥D̃u
r ∥∞ ∥D̃Y

r ∥∞ ∥D̃u
r ∥∞ ∥D̃Y

r ∥∞
1 1.04e-3 1.19e-3 1.05e-3 1.21e-3 4.65e-4 5.24e-5
51 1.02e-3 3.57e-4 1.04e-3 3.03e-4 2.70e-4 2.61e-4
101 9.16e-4 3.40e-4 9.36e-4 3.45e-4 2.99e-4 2.29e-4

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðè β = 0.1, r0 = 0.1, Â = 10 è ðàçëè÷íûõ W . Â ìåòîäå

ÊÍÊ èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà 80×320 (16584 ñàìîñòîÿòåëüíûõ è 716 ïðèñîåäèíåííûõ ÿ÷ååê)

è K = 4. Â ÌÊÝ èñïîëüçîâàëîñü 217304 ýëåìåíòîâ.

W
ÊÍÊ vs ÌÊÝ ÊÍÊ vs ÍÌÁÍ ÌÊÝ vs ÍÌÁÍ

∥D̃u
r ∥∞ ∥D̃Y

r ∥∞ ∥D̃u
r ∥∞ ∥D̃Y

r ∥∞ ∥D̃u
r ∥∞ ∥ẼY

r ∥∞
0.01 1.04e-3 1.16e-3 1.06e-3 1.18e-3 4.67e-5 5.14e-5
0.11 6.36e-3 1.16e-3 1.06e-3 1.18e-3 6.34e-3 3.06e-4
0.19 1.55e-2 8.61e-3 1.08e-3 1.18e-3 1.35e-2 8.61e-3
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Ñõîäèìîñòü ÌÊÝ ïðè ñãóùåíèè ñåòêè

s = hmax/hmin
A = 10 A = 51 A = 101

∥D̃u
r ∥∞ ∥D̃Y

r ∥∞ ∥D̃u
r ∥∞ ∥D̃Y

r ∥∞ ∥D̃u
r ∥∞ ∥D̃Y

r ∥∞
0.02/0.02 1.27e-02 1.28e-02 1.27e-02 4.43e-03 1.18e-02 2.39e-03
0.02/0.01 7.17e-03 7.92e-03 7.17e-03 2.75e-03 6.71e-03 1.14e-03
0.02/0.005 1.83e-03 2.02e-03 1.83e-03 6.93e-04 1.71e-03 3.05e-04
0.02/0.0025 7.30e-04 8.06e-04 7.30e-04 2.81e-04 1.11e-03 3.17e-04
0.02/0.00125 4.57e-04 2.87e-04 4.61e-04 2.71e-04 1.07e-03 3.16e-04

Àáñîëþòíûå îòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÌÊÝ è ÍÌÁÍ ïðè W = 0.01, β = 0.1,
r0 = 0.1, Â = 10

0.86 0.88 0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00
y

0.000

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008 u, z=0

s=1
s=2
s=4
s=8
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Àíàëèç 1D òå÷åíèé ñ
êîíòðîëåì ïîãðåøíîñòè.

Ñöåíàðèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
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Òå÷åíèå ìåæäó äâóìÿ ñîîñíûìè öèëèíäðàìè

Ïåðåõîäèì â (5), (6) ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
y = r cosφ, z = r sinφ è ïðåäïîëàãàåì îñåâóþ
ñèììåòðèþ òå÷åíèÿ â êàíàëå

Ω = {(y , z) : r20 < y2 + z2 < 1}.

Åñëè íå ó÷èòûâàòü äèññèïàöèþ, òî òåìïåðàòóðà
âûðàæàåòñÿ â ÿâíîì âèäå

Y (r) = 1+ θ ln r/ ln r0,

ãäå θ � îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü òåìïåðàòóð íà
âíóòðåííåé è âíåøíåé ñòåíêàõ. Óðàâíåíèå äëÿ
ñêîðîñòè òå÷åíèÿ íà îòðåçêå r ∈ [r0, 1] èìååò âèä

rγ(u′)
∂2u

∂r2
+ Γ(u′)

∂u

∂r
= −r ĜK (u′), (18)

ãäå γ(u′), Γ(u′), K (u′) � íåëèíåéíûå ôóíêöèè îò u′ =
∂u

∂r
;

Ĝ = Re
(
Â+ Ga

ln r

ln r0

)
, ñì. ïîñòàíîâêó â [Áëîõèí, Êðóãëîâà, Ñåìèñàëîâ, 2017].
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Àíàëèç ïîãðåøíîñòåé ÷èñëåííûõ ðåøåíèé
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Cõîäèìîñòü ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé (18)

Äëÿ ðàçëè÷íûõ r0 ðàññ÷èòàíû ïðîôèëè ñêîðîñòè (ðèñ. à). Â ðàñ÷¼òàõ íà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê ïîëó÷åíû ãðàôèêè ëîãàðèôìîâ îöåíîê
ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà óçëîâ N (ðèñ. á).

а
log    err

10

N

б

2
3

4

Ðåæèì: Re·Â = −1,
β = 0.1, W = 0.01,
EA = 9, θ = 9,
Re·Ga=1

1 � r0 = 0.2, 2 � r0 = 0.1, 3 � r0 = 0.01, 4 � r0 = 0.001, 5 � r0 = 0.0002.

Íà ðèñ. á âèäèì ïðÿìûå ëèíèè, óãîë α ñîîòâåòñòâóåò r0 = 0.1, β � r0 = 0.01,

γ � r0 = 0.001, γ < β < α .

Â ñèëó òåîðåìû Áåðíøòåéíà ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðîñò ãðàäèåíòà
ðåøåíèÿ ïðè óìåíüøåíèè r0 ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì ó ðåøåíèÿ îñîáîé òî÷êè â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. ×åì ìåíüøå r0, òåì áëèæå îñîáàÿ òî÷êà ê îòðåçêó
ðåøåíèÿ.
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Òåîðåìû Áåðíøòåéíà [Bernstein, 1912]

Ïðÿìàÿ òåîðåìà

� Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ [−1, 1] äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ýëëèïñ
Áåðíøòåéíà Eρ ∈ C ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé ρ > 1;

� |f (z)| < M̃ äëÿ âñåõ z íà êîíòóðå ýëëèïñà,

òîãäà èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì pN(z) ñ óçëàìè ×åáûø¼âà ñõîäèòñÿ ê f , è

∥f − pN∥∞ ≤ 4M̃

ρn(ρ− 1)
. (19)

Îáðàòíàÿ òåîðåìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ f (x), x ∈ [−1, 1] ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëèíîìîâ PN(x), òàêèõ ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ C > 0, ρ > 1

∥f − pN∥∞ ≤ Cρ−N . (*)

Òîãäà ôóíêöèÿ f ∈ C∞[−1, 1] è îíà ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà â
Eρ ∈ C (íî îãðàíè÷åííîñòü íà êîíòóðå íå ãàðàíòèðóåòñÿ).

Ñåìèñàëîâ Á.Â. ×èñëåííûé àíàëèç òå÷åíèé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè 39 / 48



Ýëëèïñû Áåðíøòåéíà

−2 −1 0 1 2

−0.5

0

0.5

Bernstein ellipses

Ñåìèñàëîâ Á.Â. ×èñëåííûé àíàëèç òå÷åíèé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè 40 / 48



Àëãîðèòì ëîêàëèçàöèè îñîáîé òî÷êè

Ïðèìåíèì ïðèáëèæåíèÿ ×åáûø¼âà�Ïàäå [Áåéêåð, Ã.-Ìîððèñ, 1986, ï. 1.6]:

u(x) ≈ p(x)

q(x)
=

m∑
k=0

bkTk(x)

1−
n∑

k=0

ckTk(x)
. (20)

Äëÿ ïîèñêà bk , ck èñïîëüçóåì óñëîâèå u(x)q(x)− p(x) = O(Tm+n+1(x)) è
ïðèáëèçèì íàéäåííîå ðåøåíèå âûðàæåíèåì

u(x) ≈
n+m+1∑
k=0

akTk(x).

Ïðèìåíÿÿ TnTm = 0.5(Tn+m +T|n−m|),
ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ bk , ck .

Çíàÿ ck , ìîæåì íàéòè ïîëþñà (20)
êàê ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöû C .
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Àíàëèç êîîðäèíàò îñîáîé òî÷êè δ + iε ∈ C
Â âû÷èñëåíèÿõ ïîëó÷åíî ε ≈ 0.
Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ Íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè∗ êîîðäèíàòà δ íå ôèêñèðîâàíà.

∗Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü u(r) =
γ̂

4

(
r2 +

ln r

ln r0
(1− r20 )− 1

)
, γ̂ =

1

ηs
(
Â

ρ
+ g).
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Ñêîëüêî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé äîïóñêàåò ìîäåëü?

Âåëè÷èíû σ è µ ñâÿçàíû êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì

aσ3 + bσ2 + cσ + d = 0, σ ̸= −1/W , (21)

ãäå a = β̃W , b = β̃ + 1, c = W−1 +Wµ2β̃, d = βµ2, β̃ = 2k/3+ β.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë Êàðäàíî îáíàðóæåíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Åñëè äëÿ âñåõ (y , z) ∈ Ω ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ âåòâü
σ(µ), òî êîýôôèöèåíòû (5) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

2. Åñëè äëÿ âñåõ (y , z) ∈ Ω ñóùåñòâóþò òðè äåéñòâèòåëüíûõ âåòâè σ(µ) òî
èìååòñÿ òðè ãëàäêèõ âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (5) è áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ðàçðûâíûõ âûðàæåíèé.

3. Åñëè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ (y , z) ∈ Ω ñóùåñòâóþò òðè äåéñòâèòåëüíûõ
âåòâè σ(µ), à â äðóãèõ îäíà âåòâü, òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (5) èìååòñÿ
åäèíñòâåííîå ãëàäêîå âûðàæåíèå è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðûâíûõ.

Àíàëèç (21) â [Blokhin, Semisalov, 2020] ïîêàçàë, ÷òî âîçìîæíû òîëüêî
ñëó÷àè 2,3. Åñëè Â < A∗, òî ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé 2, èíà÷å � ñëó÷àé 3.
Ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó ñëó÷àÿìè 2 è 3 çàâèñèò òàêæå îò ïàðàìåòðîâ β è k .
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Íàó÷íûé çàäåë. Îñíîâíûå ýòàïû

Ðàçëîæåíèå 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿä Ôóðüå (1807 ã.).
Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè (Äèðèõëå, 1855; Äèíè, 1880; Ëåáåã, 1909).

Íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ, ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà
(1854 ã.), ÷åáûø¼âñêèå ñèñòåìû (Õààð, 1918, Êîëìîãîðîâ, 1948).

Ñõîäèìîñòü ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè (Ôàáåð, 1903; Áåðíøòåéí, 1912).

Òåîðåìà Äæåêñîíà î ñâÿçè ãëàäêîñòè ôóíêöèè è ïîðÿäêà å¼
íàèëó÷øåãî ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (1911).

Îáðàòíûå òåîðåìû ïðèáëèæåíèÿ (Áåðíøòåéí, 1912;
Âàëëå�Ïóññåí, 1919; Äçÿäûê, 1956).
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Íàó÷íûé çàäåë. Îñíîâíûå ýòàïû

Ïîíÿòèå êëàññà è ïîðÿäêà íàñûùåíèÿ ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ,
àëãîðèòìû áåç íàñûùåíèÿ (Áàáåíêî, 1975).

Âîçíèêíîâåíèå è ðàçâèòèå ñïåêòðàëüíûõ è ïñåâäîñïåêòðàëüíûõ
ìåòîäîâ íà îñíîâå ðÿäîâ Ôóðüå è îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ çà
ðóáåæîì (D. Gottlieb, S. Orzag, 1977; L.N. Trefethen, 2000; J.P.
Boyd, 2001; C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni, T. A. Zang,
2006).

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ áåç íàñûùåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ, ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ è
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ
àêòèâíî ïðîâîäèòñÿ â ðàáîòàõ Â. Í. Áåëûõ, Ñ. Ä. Àëãàçèíà.
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Âàæíûå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà

Ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè N + 3:

QN+3(x) = Pb
N(x)− TN(x)

[
ãx3 + b̃x2 + c̃x + d̃ ]/4,

ãäå ã− d̃ ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ (Pb
N − u)′(±1) è âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû

QN+3(±1) = u(±1), Q ′
N+3(±1) = u′(±1), QN+3(x

ch
j ) = Pb

N(x
ch
j ), j = 1, ...,N.

Â èòîãå èìååì

∥Pb
N(u)− QN+3∥ ≤ 8

27
(∆b

N(1) + ∆b
N(−1)) +

(
3

2
+ N2

)
E b
N(u), (22)

ãäå

∆b
N(±1) = |u′(±1)− (Pb

N)
′(u,±1)| ≤

∞∑
k=N

|ak |k2 +
2

3π
N(N − 1)(2N − 1)E b

N(u),

ak =
2

π

1∫
−1

u(x)Tk(x)√
1− x2

dx .
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Îöåíêà êîíñòàíòû Ëåáåãà

Çàìåíà x = cos t ïðè tj =
(2j−1)π

2N äà¼ò ΛH1
N = 1

N

N∑
j=1

1
sin3 tj cos tj

.

Ïîëîæèì N = 2K . Èñïîëüçóÿ èäåþ èç [Dzjadyk, Ivanov, 1983], çàïèøåì

ΛH1
K = 2λ2K − λK , λK =

1

K

K−1∑
j=1

1

sin3 ϑj cosϑj
, ϑj =

jπ

2K
. (23)

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè

φ(z) =
1

z̃3 − z̃5 + (2/5)z̃7
+

1

π/2− z̃
− 1

sin3 z̃ cos z̃
, z̃ =

zπ

2K
, z ∈ [1,K ] :

K−1∑
j=0

φ(j) =

K∫
0

φ(z)dz − 1

2
[φ(K )− φ(0)] +

1

12

K−1∑
j=0

φ′′(j + q), 0 < q < 1. (24)

Òîãäà λK =
1

K
(BK + CK ) + G +

1

2K
lim
z→K

φ(z)− 1

12K

K−1∑
j=0

φ′′(j + q),

ãäå G = − 1
K

K∫
0

φ(z)dz , BK =
(
2K
π

)3 K−1∑
j=1

1
j3

1
1−ϑ2j +(2/5)ϑ4j

, CK =
K−1∑
j=1

1
π/2−ϑj

.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ñëåäóÿ èäåå [Baltensperger et.al, 1999], îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

æ(z , x) =
z − x

g(z)− g(x)
, òàêóþ ÷òî lim

z→x
æ(z , x) =

1

g ′(x)
. (25)

Òîãäà

u(g(x)) =
u(g(x))æ(z , x)

æ(z , x)
≈ lim

z→x

P̃N((u ◦ g)æ, x)
pN(æ, x)

= r̃N(u, g(x)). (26)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èñïîëüçóåì ôîðìóëû:

lim
z→x

pN(æ, x) = lim
z→x

TN(x)

N

N∑
j=1

ωj

x − xchj

z − xchj
g(z)− g(xchj )

=
TN(x)

N

N∑
j=1

ωj

x̃ − xj
,

1

N

N∑
j=1

ωj

1− g(xchj )
=

1

g ′(1)
− ϵ1N ,

1

N

N∑
j=1

ωj

(1− g(xchj ))2
=

N2

g ′(1)
+

g ′′(1)

(g ′(1))2
+ ϵ̃1N ,

ãäå ϵ1N , ϵ̃
1
N ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè 1/g ′(x) è (1/g ′(x))′

ïîëèíîìàìè pN è p′N (ïîëàãàåòñÿ, ÷òî g ′ ̸= 0 è 1/g ′(x) Ëèïøèöåâà).
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Àíàëèç òå÷åíèÿ ìåæäó äâóìÿ öèëèíäðàìè

Ñòàöèîíàðíûå ïðîôèëè ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â äþçå ñ êðóãëûì ñå÷åíèåì è
âíóòðåííèì íàãðåâàòåëüíûì ýëåìåíòîì ïðè

EA = 0.614, β = 0.05, k = 1.2β, A = 0.2, l = 0.1mm,
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî áåñêîíå÷íîé îáëàñòè.
Ôîðìóëû ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòüþ Òàêàõàøè�Ìîðè

Â èíòåãðàëå I =
∞∫
0

f (y)dy äåëàåì çàìåíó y(u) = exp
(π
2
sinh u

)
, u ∈ R!

è ñòðîèì êâàäðàòóðó I (h,N) =
π

2
h

N∑
n=−N

f
(
y(nh)

)
(cosh(nh))y(nh), çäåñü h �

øàã ñåòêè êâàäðàòóðû, nh � óçëû ñåòêè.

Òåîðåìà [Takahasi, Mori, 1974]

I ≈ I (h,∞) ≈ I (h,N), ïðè÷¼ì ïðè h ≈ 1

N
log(4θN) èìååì

|I − I (h,∞)| ≈ |I (h,∞)− I (h,N)| ∼ exp

{
− 2πθ

log(4θN)
N

}
(27)

Çäåñü θ > 0 � õàðàêòåðèñòèêà ðàññòîÿíèÿ îò R äî áëèæàéøåé îñîáåííîñòè f
â C.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò ôîðìóëó Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà.
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×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû è
èññëåäîâàíèå íàñûùàåìîñòè

ìåòîäà
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Ñðàâíåíèå ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè

Ðàññìîòðèì 1D çàäà÷ó ñ ðåøåíèåì ex :

uxx = u2e−x , u(±1) = e±1 (28)

è íàéä¼ì å¼ ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ
� êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ñ 3-õ
òî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîèçâîäíîé
(diff ),

� ïðåäëîæåííûé ìåòîä (spec).

Çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê òî÷íîñòè 10−6 è
ïîëîæèì uex,j = uex(xj), M = max

j=1,...,N
uex,j , εspec,diff = M−1 max

j=1,...,N
|uex,j − uj |.

×èñëî óçëîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè 10−6

197 äëÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è 6 äëÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà

Ðàññìîòðèì åù¼ 2D è 3D çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ ðåøåíèÿìè-ýêñïîíåíòàìè:

uxx + uyy = 2u2e−x−y , uxx + uyy + uzz = 3u2e−x−y−z . (29)
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Îöåíêè ÷èñëà îïåðàöèé è çàòðàò ïàìÿòè íà êàæäîé èòåðàöèè

Ðàçìåðíîñòü Îöåíêà ÷èñëà îïåðàöèé ×èñëî îïåðàöèé Âûèãðûø
çàäà÷è di� spec di� spec spec
d = 1 8N 6N2 1576 216 â 7 ðàç
d = 2 16N2 10N3 620944 2160 â 287 ðàç
d = 3 24N3 14N4 1.835× 108 18144 â 10 112 ðàç

Ðàçìåðíîñòü Îöåíêà çàòðàò Ïàìÿòü, íåîáõîäèìàÿ äëÿ Âûèãðûø
çàäà÷è ïàìÿòè di� spec spec
d = 1 Ns 3× 197s (3× 36+ 10× 6)s â 3 ðàçà
d = 2 N2s 4× 1972s (14× 36+ 6)s â 304 ðàçà
d = 3 N3s 5× 1973s (3× 36+ 6+ 13× 216)s â 13 082 ðàçà

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîãðåøíîñòüþ íå âûøå 10−6

d Ìåòîä τ N ×èñëî øàãîâ âðåìÿ (ìñ) ïàìÿòü (Ìá)
di� 1.0 197 5 10 0.01

1 spec 0.5 6 5 4 0.00137
Âûèãðûø spec � â 2.5 ðàçà â 7.3 ðàçà

di� 0.006 149 310 1914 0.179
2 spec 0.24 6 8 13 0.00179

Âûèãðûø spec â 39 ðàç â 147 ðàç â 100 ðàç

di� 0.00013 119 3913 3009965 141.4
3 spec 0.172 6 14 37 0.019

Âûèãðûø spec â 280 ðàç â 81 350 ðàç â 7 442 ðàçà
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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íàñûùàåìîñòè

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûå íåëèíåéíûå çàäà÷è:u′′ =
2

x6
u3,

u(±1) = ±1,

{
v ′′ = 6 3

√
|u|,

v(±1) = 1,

{
w ′′ = 12x 4

√
|u|,

w(±1) = ±1,
(30)

ñ ðåøåíèÿìè

u(x) =

{
− x2, x ∈ I1,

x2, x ∈ I2,
v(x) =

{
− x3, x ∈ I1,

x3, x ∈ I2,
w(x) =

{
− x4, x ∈ I1,

x4, x ∈ I2,

ãäå I1 = [−1, 0], I2 = (0, 1].

Ôóíêöèè u, v ,w ÿâëÿþòñÿ 1,2 è 3 ðàçà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè;

u′/2 = v ′′/6 = w ′′′/24 = |x | => ïåðâûå ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè u′, v ′′, w ′′′

åñòü ω(|x |; q) = q. Çíà÷èò, âñëåäñòâèå òåîðåìû Äæåêñîíà, E b
N(u) = O(N−2),

E b
N(v) = O(N−3), E b

N(w) = O(N−4) ïðè N → ∞, [Äçÿäûê, 1977, ãë. VI].

Ïî òåîðåìå 1 ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ p̃N îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé
E b
N , òî åñòü, äëÿ ôóíêöèé u, v , w ïîðÿäêè ðàâíû 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî.
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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íàñûùàåìîñòè

Ðàññìîòðèì òàêæå 2D è 3D çàäà÷è:


△U = 12xy(x2 + y2) 4

√
|U|,

U(±1, y) = ± sgn (x)y4,

U(x ,±1) = ± sgn (y)x4,



△V = 12z sgn(xy)(x2 + y2) 2
√

|V |+
2V

z2
,

V (±1, y , z) = ± sgn (yz)y4z2,

V (x ,±1, z) = ± sgn (xz)x4z2,

V (x , y ,±1) = ± sgn (xy)x4y4

(31)

ñ ðåøåíèÿìè U(x , y) è V (x , y , z), èìåþùèìè òðè è îäíó íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå:

U(x , y) =

{
− x4, x ∈ I1,

x4, x ∈ I2,
×

{
− y4, y ∈ I1,

y4, y ∈ I2,
V (x , y , z) = U(x , y)×

{
− z2, z ∈ I1,

z2, z ∈ I2.

Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïîëó÷åíà ñõîäèìîñòü è ðàññ÷èòàí å¼ ïîðÿäîê

RN(u) = log2(ε
N/2
spec / εNspec ), N = 8, 128.

N εspec (u) RN(u) εspec (v) RN(v) εspec (w) RN(w) RN(U) RN(V )
4 6.7E-03 � 1.7E-02 � 4.7E-03 � � �
8 2.5E-03 1.4 1.9E-03 3.2 3.3E-04 3.8 4.2 1.1
16 5.4E-04 2.2 2.3E-04 3.0 1.9E-05 4.1 4.1 1.2
32 1.3E-04 2.1 2.9E-05 3.0 1.2E-06 4.0 3.6 1.0
64 3.2E-05 2.0 3.6E-06 3.0 7.4E-08 4.0 3.8 1.3
128 7.9E-06 2.0 4.5E-07 3.0 4.6E-09 4.0 3.8 �
Ñðåäíåå RN 1.95 � 3.05 � 3.995 3.9 1.14
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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íàñûùàåìîñòè

Ðàññìîòðèì òàêæå 2D è 3D çàäà÷è:


△U = 12xy(x2 + y2) 4

√
|U|,

U(±1, y) = ± sgn (x)y4,

U(x ,±1) = ± sgn (y)x4,



△V = 12z sgn(xy)(x2 + y2) 2
√

|V |+
2V

z2
,

V (±1, y , z) = ± sgn (yz)y4z2,

V (x ,±1, z) = ± sgn (xz)x4z2,

V (x , y ,±1) = ± sgn (xy)x4y4.

(32)

Àñèìïòîòèêà ïîãðåøíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñòðîãî
ñîîòâåòñòâóåò îöåíêàì ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëüíûõ
ïðèáëèæåíèé. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êîëëîêàöèé è ìåòîäà
óñòàíîâëåíèÿ íå ñíèæàåò ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè.

N εspec (u) RN(u) εspec (u) RN(v) εspec (u) RN(w) RN(U) RN(V )
4 6.7E-03 � 1.7E-02 � 4.7E-03 � � �
8 2.5E-03 1.4 1.9E-03 3.2 3.3E-04 3.8 4.2 1.1
16 5.4E-04 2.2 2.3E-04 3.0 1.9E-05 4.1 4.1 1.2
32 1.3E-04 2.1 2.9E-05 3.0 1.2E-06 4.0 3.6 1.0
64 3.2E-05 2.0 3.6E-06 3.0 7.4E-08 4.0 3.8 1.3
128 7.9E-06 2.0 4.5E-07 3.0 4.6E-09 4.0 3.8 �
Ñðåäíåå RN 1.95 � 3.05 � 3.995 3.9 1.14
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Ïðèëîæåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà

Ðàññ÷èòàíû óñòàíîâèâøèåñÿ íåèçîòåðìè÷åñêèå òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé
âÿçêîóïðóãîé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè â êàíàëàõ ñ ñå÷åíèÿìè êðóãëîé,
ïðÿìîóãîëüíîé è ýëëèïòè÷åñêîé ôîðì ñ âíóòðåííèìè âêëþ÷åíèÿìè.
Ïðîèçâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ðàñ÷¼òîâ ïðè ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè
ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðîèçâåä¼í ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèé ÷èñëåííûé àíàëèç ðåàëèçóåìîñòè
óñòîé÷èâûõ òå÷åíèé â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ 3D ïå÷àòüþ;
ñôîðìóëèðîâàí ñöåíàðèé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè çà ñ÷¼ò ïîÿâëåíèÿ ó
ðåøåíèÿ îñîáîé òî÷êè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ïîñëåäóþùèì
âûõîäîì ýòîé òî÷êè â îáëàñòü ðåøåíèÿ.

Ðåøåíû çàäà÷è î ïåðåíîñå çàðÿäà â êðåìíèåâûõ òðàíçèñòîðàõ MESFET
è DG-MOSFET. Ïðîâåäåíû ðàñ÷¼òû äëÿ ïðåäåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèé
áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòè ëåãèðîâàíèÿ è äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé
ïîëóïðîâîäíèêîâîãî êàíàëà. Ïîëó÷åíû âîëüò-àìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ðàçðàáîòàííûå ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàíû òàêæå äëÿ ñîçäàíèÿ íîâîé
êóáàòóðíîé ôîðìóëû. Ïðè å¼ èñïîëüçîâàíèè íàéäåíî ÷èñëåííîå
ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé â ïðàâîé
÷àñòè, îïèñûâàþùåãî òóðáóëåíòíûå ðåæèìû òå÷åíèÿ áîçå-ãàçà.
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