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Простейший пример

Пример оператора с сдвигом

(Hεu)(x) = −
d
∑

i ,j=1

Aij(x)
∂2u

∂xj∂xj
(x)+

d
∑

j=1

Aj(x)
∂u

∂xj
(x+ ε)+A0(x)u(x + ε)

в какой-нибудь области с классическим краевым условием.
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в какой-нибудь области с классическим краевым условием.

Основной вопрос: поведение резольвенты при ε→ 0 и наличие
операторных оценок при минимальных условиях гладкости на
коэффициенты.
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Качественная теория: школа А.Л. Скубачевского.
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(x+ ε)+A0(x)u(x + ε)

в какой-нибудь области с классическим краевым условием.

Основной вопрос: поведение резольвенты при ε→ 0 и наличие
операторных оценок при минимальных условиях гладкости на
коэффициенты.

Качественная теория: школа А.Л. Скубачевского.

Основная особенность: нет классического повышения гладкости
решений из-за нелокальности!
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Обозначения

Коэффициенты и сдвиги

Aαβ = Aαβ(x), |α| = |β| = m, α, β ∈ Zd
+, x ∈ Rd ,

Ai
αβ = Ai

αβ(x), |α|, |β| 6 m, |α|+ |β| 6 2m − 1, i = 1, . . . ,Nαβ ,
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Aαβ = Aαβ(x), |α| = |β| = m, α, β ∈ Zd
+, x ∈ Rd ,

Ai
αβ = Ai

αβ(x), |α|, |β| 6 m, |α|+ |β| 6 2m − 1, i = 1, . . . ,Nαβ ,

Aαβ, A
i
αβ ∈ L∞(Rd ;Mn), A

i
αβ ∈ W 1

∞(Rd ;Mn), |α| 6 m − 1, |β| = m.

Re
∑

|α|=|β|=m

(Aαβ(x)zα, zβ)Cd > c0
∑

|α|=m

|zα|
2
Cd , zα ∈ C

d , x ∈ R
d ,
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∞(Rd ;Mn), |α| 6 m − 1, |β| = m.

Re
∑

|α|=|β|=m

(Aαβ(x)zα, zβ)Cd > c0
∑

|α|=m

|zα|
2
Cd , zα ∈ C

d , x ∈ R
d ,

φiαβ = φiαβ(x , ε), x ∈ Rd , ε = (ε1, . . . , εk) → 0, φiαβ( · , ε) ∈ W 1
∞(Rd ;Cd )

∣

∣φiαβ(x , ε)
∣

∣

Cd +
d
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

∂φiαβ

∂xj
(x , ε)

∣

∣

∣

∣

Cd

6 µ(ε), µ(ε) → 0.
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∣

∣

∂φiαβ

∂xj
(x , ε)

∣

∣

∣

∣

Cd

6 µ(ε), µ(ε) → 0.

T ε
αβ :=

Nαβ
∑

i=1

T ε,i
αβ , (T ε,i

αβ u)(x) := Ai
αβ(x)u

(

x + φ
ε,i
αβ(x)

)

.
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Операторы в R
d

Оператор

Hε = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

∂α

∂xα
Aαβ

∂β

∂xβ
+

∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

∂α

∂xα
T ε
αβ

∂β

∂xβ
,



Операторы в R
d

Оператор

Hε = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

∂α

∂xα
Aαβ

∂β

∂xβ
+

∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

∂α

∂xα
T ε
αβ

∂β

∂xβ
,

(Hεu)(x) = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

∂α

∂xα
Aαβ(x)

∂βu

∂xβ
(x)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

Nαβ
∑

i=1

∂α

∂xα
Ai
αβ(x)

∂βu

∂xβ
(x + φ

ε,i
αβ(x)),
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Операторы в R
d

Определение через форму

Hε – неограниченный оператор в L2(R
d ), соответствующий

полуторалинейной форме

hε(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Rd ;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

(−1)|α|
(

T ε
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Rd ;Cn)

в L2(R
d ;Cn) на области определения D(hε) := Wm

2 (Rd ;Cn).

Д. Борисов, Д.М. Поляков (ИМВЦ) О резольвентной сходимости 02.10-04.10.2023 5 / 18



Операторы в R
d

Определение через форму

Hε – неограниченный оператор в L2(R
d ), соответствующий

полуторалинейной форме

hε(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Rd ;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

(−1)|α|
(

T ε
αβ

∂βu
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∂αv

∂xα

)

L2(Rd ;Cn)

в L2(R
d ;Cn) на области определения D(hε) := Wm

2 (Rd ;Cn).

Цель: поведение резольвенты при малых ε
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Операторы в R
d

Предельный оператор и сходимость

H0 = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

∂α

∂xα
Aαβ

∂β

∂xβ
+

∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

Nαβ
∑

i=1

∂α

∂xα
Ai
αβ

∂β

∂xβ
,

h0(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Rd ;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

(−1)|α|
(

Ai
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Rd ;Cn)

Д. Борисов, Д.М. Поляков (ИМВЦ) О резольвентной сходимости 02.10-04.10.2023 6 / 18



Операторы в R
d

Предельный оператор и сходимость

H0 = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

∂α

∂xα
Aαβ

∂β

∂xβ
+

∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

Nαβ
∑

i=1

∂α

∂xα
Ai
αβ

∂β

∂xβ
,

h0(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Rd ;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

(−1)|α|
(

Ai
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∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα
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Операторная оценка:

‖(Hε − λ)−1 − (H0 − λ)−1‖L2(Rd ;Cn)→Wm
2 (Rd ;Cn) 6 Cµ(ε).
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Операторы на областях с отображениями в себя

Оператор

Ω ⊂ Rd – область с регулярной границей, отображения x + φ
ε,i
αβ

переводят Ω в себя.
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Оператор

Ω ⊂ Rd – область с регулярной границей, отображения x + φ
ε,i
αβ

переводят Ω в себя.
Форма:

hε(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

(−1)|α|
(

T ε
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m−1

(

Qε
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(∂Ω;Cn)
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Операторы на областях с отображениями в себя

Операторы с отображениями в себя

Сдвиги в граничных слагаемых:

Qε
αβ :=

Kαβ
∑

i=1

Qε,i
αβ , (Qε,i

αβu)(x) := γiαβ(x)u
(

x + ψ
ε,i
αβ(x)

)

.
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Сдвиги в граничных слагаемых:

Qε
αβ :=

Kαβ
∑

i=1

Qε,i
αβ , (Qε,i

αβu)(x) := γiαβ(x)u
(

x + ψ
ε,i
αβ(x)

)

.

D(hε) = W ⊆ Wm
2 (Ω;Cn) определяется краевыми условиями

∑

|α|6m−1

Kj
∑

k=1

B jk
α

∂αu

∂xα
= 0 on ∂Ω, j = 1, . . . ,K .

Д. Борисов, Д.М. Поляков (ИМВЦ) О резольвентной сходимости 02.10-04.10.2023 8 / 18



Операторы на областях с отображениями в себя

Операторы с отображениями в себя

Сдвиги в граничных слагаемых:

Qε
αβ :=

Kαβ
∑

i=1

Qε,i
αβ , (Qε,i

αβu)(x) := γiαβ(x)u
(

x + ψ
ε,i
αβ(x)

)

.

D(hε) = W ⊆ Wm
2 (Ω;Cn) определяется краевыми условиями

∑

|α|6m−1

Kj
∑

k=1

B jk
α

∂αu

∂xα
= 0 on ∂Ω, j = 1, . . . ,K .

Предельный оператор H0 – повторить построение с ε = 0 (без
сдвигов).
Операторная оценка:

‖(Hε − λ)−1 − (H0 − λ)−1‖L2(Ω;Cn)→Wm
2 (Rd ;Cn) 6 Cµ(ε).
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Операторы с малыми сдвигами: условие Дирихле

Оператор

Оператор в области Ω, но теперь отображения x + φ
ε,i
αβ(x) не

переводят область Ω в себя.
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Операторы с малыми сдвигами: условие Дирихле

Оператор

Оператор в области Ω, но теперь отображения x + φ
ε,i
αβ(x) не

переводят область Ω в себя.

Ru := u on Ω, R : L2(R
d ;Cn) → L2(Ω;C

n),

Lu :=

{

u in Ω,

0 outside Ω,
L : L2(Ω;C

n) → L2(R
d ;Cn).
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Оператор в области Ω, но теперь отображения x + φ
ε,i
αβ(x) не

переводят область Ω в себя.

Ru := u on Ω, R : L2(R
d ;Cn) → L2(Ω;C

n),

Lu :=

{

u in Ω,

0 outside Ω,
L : L2(Ω;C

n) → L2(R
d ;Cn).

Сдвиги:

T ε
αβ :=

Nαβ
∑

i=1

T ε,i
αβ , T ε,i

αβ u := Ai
αβRSε,i

αβLu,

(Sε,i
αβu)(x) := u

(

x + φ
ε,i
αβ(x)

)

, x ∈ Ω.
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Операторы с малыми сдвигами: условие Дирихле

Форма

Форма:

hε(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

(−1)|α|
(

T ε
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

на области D(hε) = W̊m
2 (Ω;Cn).
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Операторы с малыми сдвигами: условие Дирихле

Форма

Форма:

hε(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

(−1)|α|
(

T ε
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

на области D(hε) = W̊m
2 (Ω;Cn).

Hε = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

∂α

∂xα
Aαβ

∂β

∂xβ
+

∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

∂α

∂xα
T ε
αβ

∂β

∂xβ
,

∂iu

∂ν i
= 0 на ∂Ω, i = 0, . . . ,m − 1.
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Операторы с малыми сдвигами: условие Дирихле

Предельный оператор

Предельный оператор – повторить конструкцию при ε = 0 (без
сдвигов).

H0 = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

∂α

∂xα
Aαβ

∂β

∂xβ
+

∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

Nαβ
∑

i=1

∂α

∂xα
Ai
αβ

∂β

∂xβ
,

∂iu

∂ν i
= 0 на ∂Ω, i = 0, . . . ,m − 1.
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Операторы с малыми сдвигами: условие Дирихле

Предельный оператор

Предельный оператор – повторить конструкцию при ε = 0 (без
сдвигов).

H0 = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

∂α

∂xα
Aαβ

∂β

∂xβ
+

∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

Nαβ
∑

i=1

∂α

∂xα
Ai
αβ

∂β

∂xβ
,

∂iu

∂ν i
= 0 на ∂Ω, i = 0, . . . ,m − 1.

Операторная оценка:

‖(Hε − λ)−1 − (H0 − λ)−1‖L2(Ω;Cn)→Wm
2 (Ω;Cn) 6 Cµ(ε).
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Операторы с малыми сдвигами: общее условие

Оператор

Снова отображения x + φ
ε,i
αβ(x) не сохраняют область Ω.

Сдвиги:

T ε
αβ :=

Nαβ
∑

i=1

T ε,i
αβ , T ε,i

αβ u := Ai
αβRSε,i

αβLu,

(Sε,i
αβu)(x) := u

(

x + φ
ε,i
αβ(x)

)

, x ∈ Ω.
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Операторы с малыми сдвигами: общее условие

Форма

Форма:

hε(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

(−1)|α|
(

T ε
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m−1

Kαβ
∑

i=1

(

Qε,i
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Γ
ε,i

αβ
;Cn)

на области D(hε) = W ⊆ Wm
2 (Ω;Cn), определяемой краевыми

условиями

∑

|α|6m−1

Kj
∑

k=1

B jk
α

∂αu

∂xα
= 0 on ∂Ω, j = 1, . . . ,K .
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Операторы с малыми сдвигами: общее условие

Сдвиги в граничных условиях

Qε,i
αβu := γiαβREε,i

αβLu,

(Eε,i
αβu)(x) := u

(

x + ψ
ε,i
αβ(x)

)

,

Γε,iαβ := ∂Ω ∩Υε,i
αβ,

Υε,i
αβ :=

{

x ∈ Ω : x + ψ
ε,i
αβ(x) ∈ Ω

}

.
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Операторы с малыми сдвигами: общее условие

Сдвиги в граничных условиях

Qε,i
αβu := γiαβREε,i

αβLu,

(Eε,i
αβu)(x) := u

(

x + ψ
ε,i
αβ(x)

)

,

Γε,iαβ := ∂Ω ∩Υε,i
αβ,

Υε,i
αβ :=

{

x ∈ Ω : x + ψ
ε,i
αβ(x) ∈ Ω

}

.

Основное условие:

max
|α|, |β|6m−1

max
i∈Iαβ

mesd−1 ∂Ω \ Γε,iαβ 6 η(ε), d > 2, η(ε) → 0,

Ω ⊆ Υε,i
αβ для всех ε при |α|, |β| 6 m − 1, i ∈ Iαβ , d = 1,

Iαβ := {i : γiαβ 6≡ 0 на Γε,iαβ}
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Операторы с малыми сдвигами: общее условие

Предельный оператор

Предельный оператор соответствует форме

h0(u, v) :=
∑

|α|=|β|=m

(

Aαβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

+
∑

|α|, |β|6m

|α|+|β|62m−1

Nαβ
∑

i=1

(−1)|α|
(

Ai
αβ

∂βu

∂xβ
,
∂αv

∂xα

)

L2(Ω;Cn)

в L2(Ω;C
n) на D(h0) := W.
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Операторы с малыми сдвигами: общее условие

Операторная оценка

‖(Hε − λ)−1 − (H0 − λ)−1‖L2(Ω;Cn)→Wm
2 (Ω;Cn) 6 Cµ

1
2 (ε), d = 1,

‖(Hε − λ)−1 − (H0 − λ)−1‖L2(Ω;Cn)→Wm
2 (Ω;Cn) 6 C

(

µ
1
2 (ε) + ηθ(ε)

)

, d > 2,

где

θ :=







произвольное число в (0, 1), d = 2,

1

d − 1
, d > 3.
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Спектральная сходимость

Спектры и псевдоспектры

σǫ(A) :=
{

λ ∈ C : ‖(A− λ)−1‖H→H > ǫ−1
}

,

σp,ǫ(A) :=
{

λ ∈ C : ‖(A− λ)−2p‖
1
2p

H→H > ǫ−1
}

, p ∈ Z+,

‖(A− λ)−1‖H→H = ‖(A− λ)−2p‖
1
2p

H→H = +∞ for λ ∈ σ(A),

distH(K1,K2) := max

{

sup
λ∈K1

inf
z∈K2

|λ− z |, sup
λ∈K2

inf
z∈K1

|λ− z |

}

.
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Спектральная сходимость

Спектры и псевдоспектры

σǫ(A) :=
{

λ ∈ C : ‖(A− λ)−1‖H→H > ǫ−1
}

,

σp,ǫ(A) :=
{

λ ∈ C : ‖(A− λ)−2p‖
1
2p

H→H > ǫ−1
}

, p ∈ Z+,

‖(A− λ)−1‖H→H = ‖(A− λ)−2p‖
1
2p

H→H = +∞ for λ ∈ σ(A),

distH(K1,K2) := max

{

sup
λ∈K1

inf
z∈K2

|λ− z |, sup
λ∈K2

inf
z∈K1

|λ− z |

}

.

Сходимость спектров:

σ(Hε) ∩ K ⊆ σκ(ε)(H0) ∩ K , σ(H0) ∩ K ⊆ σκ(ε)(Hε) ∩ K ,

κ(ε) :=
1

Λ2(K )ζ(ε)
−

1

Λ(K )
, Λ(K ) := sup

λ∈K
|λ− λ0|, K ⋐ C,

ζ(ε) := ‖(Hε − λ0)
−1 − (H0 − λ0)

−1‖L2(Ω;Cn)→Wm
2 (Ω;Cn).
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Спектральная сходимость

Сходимость псевдоспектров

Пусть
σǫ(H0) ∩ K = σǫ(H0) ∩ K 6= ∅, K ⋐ C,

или
σp,ǫ(H0) ∩ K = σp,ǫ(H0) ∩ K 6= ∅.
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Спектральная сходимость

Сходимость псевдоспектров

Пусть
σǫ(H0) ∩ K = σǫ(H0) ∩ K 6= ∅, K ⋐ C,

или
σp,ǫ(H0) ∩ K = σp,ǫ(H0) ∩ K 6= ∅.

Тогда
distH

(

σǫ(H0) ∩ K , σǫ(Hε) ∩ K
)

→ 0, ε→ 0,

или
distH

(

σp,ǫ(H0) ∩ K , σp,ǫ(Hε) ∩ K
)

→ 0, ε→ 0.
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Спектральная сходимость

Сходимость псевдоспектров

Пусть
σǫ(H0) ∩ K = σǫ(H0) ∩ K 6= ∅, K ⋐ C,

или
σp,ǫ(H0) ∩ K = σp,ǫ(H0) ∩ K 6= ∅.

Тогда
distH

(

σǫ(H0) ∩ K , σǫ(Hε) ∩ K
)

→ 0, ε→ 0,

или
distH

(

σp,ǫ(H0) ∩ K , σp,ǫ(Hε) ∩ K
)

→ 0, ε→ 0.

В случае самосопряжённых операторов

distH
(

σ(H0) ∩ K , σ(Hε) ∩ K
)

6 κ(ε)

и верна сходимость спектральных проекторов.
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