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КОНЕЧНЫЕ КОАЛИЦИОННЫЕ ИГРЫ: ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ ПРИНЦИПА
ОПТИМАЛЬНОСТИ (“ОТ ПАРЕТО ДО НЭША”) И УСТОЙЧИВОСТЬ

МНОЖЕСТВА ОБОБЩЕННО-ЭФФЕКТИВНЫХ СИТУАЦИЙ

В. А. Емеличев, С. Е. Бухтояров

Пусть Xi ⊂ R – конечное множество (чистых) стратегий игрока i ∈ Nn =
{1, 2, . . . , n}, n ≥ 2, fi(x) = Cix – функция выигрыша игрока i, определенная на

множестве ситуаций игры X =
n
∏

i=1

Xi, |Xi| > 1. Здесь Ci – i-я строка матрицы

C = (cij)n×n ∈ R
nn, x = (x1, x2, . . . , xn)T , xi ∈ Xi, i ∈ Nn.

Для любой коалиции игроков J ⊆ Nn и любой ситуации x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈

X введем множество W (x0, J) =
∏

j∈Nn

Wj(x
0, J), где Wj(x

0, J) = Xj при j ∈ J и

Wj(x
0, J) = {x0

j} при j ∈ Nn\J. Пусть s ∈ Nn, Nn =
⋃

r∈Ns

Jr – разбиение множества

Nn на s коалиций. Определим множество (J1, J2, . . . , Js)-эффективных ситуаций игры
с матрицей C согласно формуле

Qn(C, J1, J2, . . . , Js) = {x ∈ X : ∀r ∈ Ns (π(x,C, Jr) = ∅)},

где π(x,C, Jr) = {x′ ∈ W (x, Jr) : CJr
x ≤ CJr

x′ & CJr
x 6= CJr

x′}, CJr
– подматрица

матрицы C, состоящая из строк с номерами множества Jr. Очевидно, что Qn(C,Nn)
– множество Парето, а Qn(C, {1}, {2}, . . . , {n}) – множество ситуаций равновесия по
Нэшу.

Для каждого числа r ∈ Ns через C(r) будем обозначать квадратную матрицу раз-
мера |Jr| × |Jr|, состоящую из элементов матрицы C, находящихся на пересечении
строк и столбцов с номерами Jr. Радиусом устойчивости множества (J1, J2, . . . , Js) –
эффективных ситуаций Qn(C, J1, J2, . . . , Js) назовем число ρn(C, J1, J2, . . . , Js) = sup Ξ,

если Ξ 6= ∅ и ρn(C, J1, J2, . . . , Js) = 0 в противном случае. Здесь

Ξ = {ε > 0 : ∀C ′ ∈ Ω(ε) (Qn(C, J1, J2, . . . , Js) ⊇ Qn(C + C ′, J1, J2, . . . , Js))},

Ω(ε) = {C ′ ∈ R
nn : ||C ′||∞ < ε}, ||C||∞ = max{|cij| : (i, j) ∈ Nn × Nn}.

Положим

ϕn(C, J1, J2, . . . , Js) = min
x∈Qn(C,J1,J2,...,Js)

max
x′∈W (x,Jr)\{x}

max
r∈Ns

min
i∈Jr

Ci(x
′ − x)

||x′ − x||1
,

где ||z||1 =
n
∑

i=1

|zi|, z = (z1, z2, . . . , zn), Qn(C, J1, J2, . . . , Js) = X\Qn(C, J1, J2, . . . , Js).

Теорема. Если Qn(C, J1, J2, . . . , Js) 6= ∅, то

ϕn(C, J1, J2, . . . , Js) ≤ ρn(C, J1, J2, . . . , Js) ≤ max{||C(r)||∞ : r ∈ Ns}.
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РАДИУС КВАЗИУСТОЙЧИВОСТИ ВЕКТОРНОЙ ЗАДАЧИ БУЛЕВА
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В. А. Емеличев, В. Н. Кричко

Пусть Ci — i−я строка матрицы C = [cij ]k×n
∈ R

kn, A = [aij ]m×n
∈ R

mn, b =

(b1, b2, ..., bm)T ∈ R
m, k ≥ 1, n ≥ 2, m ≥ 1. Будем рассматривать следующую модель

k-критериальной (векторной) задачи булева программирования

|Cix| → max, i ∈ Nk = {1, 2, ..., k} (1)

Ax ≤ b, x ∈ E
n\{0}. (2)

Множество Парето [1] данной задачи обозначим через P k(A, b, C). Радиусом квази-
устойчивости задачи (1)-(2) назовем число ρk(A, b, C) = supΩ при Ω 6= ∅, ρk(A, b, C) =
0 при Ω = ∅. Здесь Ω = {ε > 0 : ∀(A′, b′, C ′) ∈ R(ε) (P k(A, b, C) ⊆ P k(A+A′, b+b′, C+
C ′))}, R(ε) = {(A′, b′, C ′) ∈ R

mn × R
m × R

kn : ||A′|| < ε, ||b′|| < ε, ||C ′|| < ε}, || ||−
чебышевская норма l∞ в соответствующем пространстве.

Введем функцию

α(x, x′) = max
i∈N(x, x′)

min{
|Ci(x + x′)|

||x||∗ + ||x′||∗
,
|Ci(x − x′)|

||x − x′||∗
},

где N(x, x′) = {i ∈ Nk : |Cix| ≥ |Cix
′|}, || ||∗− норма l1 в соответствующем про-

странстве. Через X обозначим множество всех векторов, удовлетворяющих системе
(2).

Теорема. Пусть

ν(x) = min
i∈Nm

bi − Aix

||x||∗ + 1
,

λ(x) =

{

min{α(x, x′) : x′ ∈ X \ {x}} при X 6= {x},
∞ при X = {x},

t(x) =

{

minx′∈En\X max{α(x, x′),−ν(x′)} при X 6= E
n,

∞ при X = E
n,

где Ai — i−я строка матрицы A. Тогда для радиуса квазиустойчивости ρk(A, b, C)
векторной задачи (1)-(2) справедлива формула

ρk(A, b, C) = min
x∈P k(A,b,C)

min{ν(x), λ(x), t(x)}.
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О РАДИУСЕ УСТОЙЧИВОСТИ ЭФФЕКТИВНОГО РЕШЕНИЯ ВЕКТОРНОЙ
ЗАДАЧИ БУЛЕВА ПРОГРАММИРОВАНИЯ С ЧАСТНЫМИ КРИТЕРИЯМИ,

ЯВЛЯЮЩИМИСЯ ПРОЕКЦИЯМИ ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ НА R+

В. А. Емеличев, К. Г. Кузьмин

На множестве булевых векторов X ⊆ E
n = {0, 1}n зададим векторный критерий

([A1x + b1]
+, [A2x + b2]

+, . . . , [Amx + bm]+) → min
x∈X

,

где [γ]+ = max{0, γ}, Ai – i-я строка матрицы A = {aij} ∈ R
m×n, b = (b1, . . . , bm) ∈ R

m,
x = (x1, . . . , xn)T , m ≥ 1, n ≥ 2.

Функции вида [Aix + bi]
+, x ∈ R

n, играют существенную роль в процедурах кор-
рекции несовместных систем линейных неравенств, а также используются при ис-
следовании несобственных задач линейного программирования [1].

Под радиусом устойчивости ρm(x,A, b) эффективного вектора x, т. е. элемента
множества Парето Pm(A, b), будем, как обычно (см., например, [2]), понимать пре-
дельный уровень возмущений в пространстве R

m×(n+1) (с метрикой l1) параметров
векторного критерия, сохраняющих эффективность x.

Теорема. Для вектора x ∈ Pm(A, b) верна формула

ρm(x,A, b) = min{α(x, x′, A, b) + β(x, x′, A, b) : x′ ∈ X \ {x}},

где

α(x, x′, A, b) =

m
∑

i=1

[

[Aix
′ + bi]

+ − [Aix + bi]
+
]+

,

β(x, x′, A, b) = min{γi(x, x′, Ai, bi) : i ∈ Nm},

γi(x, x′, Ai, bi) =

{

[−Aix − bi]
+ при ∆(x, x′) 6= ∅,

[−Aix − bi]
+ + [[−Aix − bi]

+ − [−Aix
′ − bi]

+]
+ при ∆(x, x′) = ∅,

∆(x, x′) = {j ∈ Nn : xj − x′
j = 1},

Nk = {1, 2, . . . , k}.

Работа поддержана Государственной программой фундаментальных исследова-
ний Республики Беларусь “Математические структуры 29” (грант 913/28).
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КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ ВЕКТОРНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ
КОМБИНАТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

В. А. Емеличев, А. М. Леонович

Пусть E = {e1, e2, ..., em}, m ≥ 2, множество траекторий T ⊆ 2E \ {∅}, |T | ≥
2, Ai — i-я строка матрицы A = [aij] ∈ R

n×m, n ≥ 1. Пусть частные критерии
n−критериальной задачи Zn(A) поиска множества Парето P n(A) имеют вид:

Σ-MINMAX : fi(t, Ai) = max{
∑

j∈N(s)

aij : s ∈ S(t, ki)} → min
t∈T

, i ∈ I1,

Σ-MINMIN : fi(t, Ai) = min{
∑

j∈N(s)

aij : s ∈ S(t, ki)} → min
t∈T

, i ∈ I2,

где S(t, ki) = {s ⊆ t : |s| = min{|t|, ki}}, N(s) = {j ∈ Nm : ej ∈ s}, I1 ∩ I2 = ∅,
I1 ∪ I2 = Nn = {1, 2, ..., n}; k1, k2, ..., kn — заданные числа из Nm.

Следуя [1, 2], траекторную задачу Zn(A) назовем устойчивой, если справедлива
формула ∃ε > 0 ∀B ∈ B(ε) (P n(A + B) ⊆ P n(A)), где B(ε) = {B ∈ R

n×m : ||B|| < ε}.
Ясно, что при P

n
(A) = T\P n(A) = ∅ задача Zn(A) устойчива.

Для i ∈ Nn и t ∈ T введем обозначения

Wi(t, A) =

{

{t′ ∈ T\{t} : Ui(t
′, Ai) ⊆ Ui(t, Ai)}, если i ∈ I1,

{t′ ∈ T\{t} : Ui(t, Ai) ⊆ Ui(t
′, Ai)}, если i ∈ I2,

Ui(t, Ai) =

{

Arg max{
∑

j∈N(s) aij : s ∈ S(t, ki)}, если i ∈ I1,

Arg min{
∑

j∈N(s) aij : s ∈ S(t, ki)}, если i ∈ I2.

Теорема. При P
n
(A) 6= ∅ задача Zn(A), n ≥ 1, устойчива тогда и только тогда,

когда справедлива формула

∀t ∈ P
n
(A) ∃t′ ∈ P n(A) ∀i ∈ Nn (fi(t, Ai) ≤ fi(t

′, Ai) =⇒ t′ ∈ Wi(t, Ai)).

Работа поддержана Государственной программой фундаментальных исследова-
ний Республики Беларусь ”Математические структуры 29” (грант 913/28).
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КАЧЕСТВЕННАЯ НИЖНЯЯ ОЦЕНКА
В КВАДРАТИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ДВУХУРОВНЕВОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

М. С. Ершова

Рассматривается задача двухуровневого программирования:

min
x

F (x, y)

при условиях
Gi(x, y) ≤ 0, i = 1, ..., p;

min
y

f(x, y); gi(x, y) ≤ 0, i = 1, ..., q. (1)

Здесь x ∈ En, y ∈ Em — векторы переменных соответственно верхнего и нижнего
уровня, F и f — квадратичные по совокупности переменных функции, причем f —
выпуклая, Gi — выпуклые квадратичные, а gi — линейные функции. Пусть в задаче
нижнего уровня (1) допустимая область ограничена.

Двухуровневая задача математического программирования может быть представ-
лена как одноуровневая

min
x,y

F (x, y); (x, y) ∈ Ψ,

где Ψ — неявно заданное допустимое множество, называемое индуктивной областью.
Индуктивная область является частью слабого допустимого множества

S = {(x, y) : Gi(x, y) ≤ 0, i = 1, ..., p, gi(x, y) ≤ 0, i = 1, ..., q}.

Для такой задачи предложен метод ветвей и границ, основанный на последо-
вательном разбиении слабого допустимого множества, а вместе с ней неявно и ин-
дуктивной области. Элемент разбиения Sp слабого допустимого множества образо-
ван линейными и выпуклыми квадратичными неравенствами. Некоторую (заданную
неявно, возможно несвязную и невыпуклую, но ограниченную) его часть составляет
соответствующее подмножество Ψp индуктивной области.

Верхняя оценка оптимального значения целевой функции на Ψp достигается пу-
тем локальной минимизации целевой функции верхнего уровня при условии равен-
ства нулю невязки двойственности в задаче нижнего уровня.

Для построения оценки снизу целевая функция верхнего уровня минимизируется
на эллипсоиде, который содержит в себе область Ψp. В докладе исследуются воз-
можности качественной аппроксимации этой заданной неявно, в общем случае невы-
пуклой области. Приводятся численные результаты, касающиеся качества оценок и
работы метода в целом.
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НИЖНИЕ И ВЕРХНИЕ ГРАНИЦЫ
ДЛЯ ЗАДАЧИ ВЫБОРА РЯДА ИЗДЕЛИЙ

С ЧАСТИЧНЫМ ВНЕШНИМ ФИНАНСИРОВАНИЕМ

Д. С. Иваненко, А. В. Плясунов

В задаче выбора оптимального ряда изделий считается заданным множество ра-
бот, подлежащих выполнению, и множество изделий, которые могут использоваться
для этого. Требуется выполнить все работы с наименьшими затратами. Затраты на
разработку, производство и эксплуатацию изделий, а также ограничения на объемы
производства изделий считаются известными.

Особенностью рассматриваемой постановки является покрытие части расходов
на производство средствами инвестора, который может получить любые изделия
из числа произведенных по заранее согласованным (уменьшенным) ценам. В таких
условиях выбор ряда изделий и выбор множества изделий, используемых для пога-
шения кредита, становятся взаимозависимыми, что приводит к двухуровневой мате-
матической модели [1]. На верхнем уровне выбирается ряд изделий, которые будут
производиться для выполнения работ, а на нижнем уровне инвестор стремится макси-
мизировать суммарную эффективность выбранных им изделий, исходя из величины
своего кредита.

Предлагается способ сведения двухуровневой задачи к семейству одноуровневых
задач размещения специального вида, основанный на декомпозиции допустимого
множества исходной задачи [1]. Это сведение используется для построения нижних
и верхних границ на оптимальное значение целевой функции задачи [2]. Полученные
оценки анализируются с точки зрения вычислительной сложности. Устанавливается
связь между различными нижними границами для данной задачи [3].
Работа поддержана грантом РФФИ 03–01–00455.
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ БИЛИНЕЙНОГО РАВНОВЕСНОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ.

Д. В. Иванов

Рассматривается следующая задача равновесного программирования.
Найти y∗ ∈ D:

y∗ ∈ Argmin

{

xT (Φy∗ + φ) +
1

2
xT Bx : Ax ≤ b, x ≥ 0

}

, (1)

где Φ и B — n × n матрицы, A — m × n матрица, b ∈ Em,

D = {x ∈ En : Ax ≤ b, x ≥ 0} .

Если матрица B неотрицательно определена, то задача (1) является задачей выпук-
лого билинейного программирования [1]. В докладе приводятся результаты числен-
ного решения выпуклой задачи (1) при помощи методов, описанных в [1].
Если же не делать предположений относительно матрицы B, то задача (1) в общем
случае оказывается невыпуклой и может иметь несколько равновесных решений,
каждому из которых соответствует несколько значений целевой функции (конеч-
но, может оказаться и так, что задача (1) не будет иметь равновесных решений). В
этом случае для решения рассматриваемой задачи применяются методы невыпукло-
го квадратичного программирования.

Часть доклада посвящена приложению используемой методики решения задачи
вида (1) к решению прикладных задач энергетики, связанных с управлением функ-
ционирования ЭЭС в рыночных условиях.
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ОДНА ЗАДАЧА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОДУКЦИИ ПРЕДПРИЯТИЙ

Л. Ю. Прокопьева

В системах “Производство-Потребление” нередко возникает следующая схема ре-
ализации продукции: одна часть продукции направляется по договорам–поставкам,
другая — на свободный рынок. При этом Производитель, имеющий несколько пред-
приятий, сам решает, какое количество продукции от каждого предприятия выделить
на обязательные поставки и как её распределить по потребителям. Другая же часть
продукции, выделенная Производителем для свободного рынка, “распределяется” са-
мими участниками рынка с учётом их предпочтений.

В работе рассматривается задача оптимального распределения продукции пред-
приятий следующего вида:

n
∑

i=1

k
∑

j=1

cij xij + max
x∗

ij∈X

n
∑

i=1

m
∑

j=k+1

cij x∗
ij → max

{yi},{xij}















0 ≤ yi ≤ ai , i = 1, n;
n
∑

i=1

yi =
k

∑

j=1

bj;

n
∑

i=1

xij = bj , j = 1, k;
k

∑

j=1

xij = yj , i = 1, n; xij ≥ 0 , i = 1, n, j = 1, k;

где X - множество оптимальных решений x∗
ij задачи:

n
∑

i=1

m
∑

j=k+1
dij xij → min

{xij}







n
∑

i=1

xij = bj , j = k + 1,m;
m
∑

j=k+1

xij = ai − yi , i = 1, n;

xij ≥ 0 , i = 1, n, j = k + 1,m;

Здесь ai — объем производства i-го предприятия, i = 1, n; yi — количество продук-
ции i-го предприятия, направляемое на обязательные поставки, i = 1, n; bj — объем
спроса j-го потребителя j = 1,m; cij — доход i-го предприятия от реализации еди-
ницы продукции j-му потребителю i = 1, n; j = 1,m; dij — закупочно-транспортные
затраты на единицу продукции, приобретаемой j-м потребителем на i-м предприя-
тии, i = 1, n, j = k + 1,m; xij — объем продукции поступающей от i-го предприятия
j-му потребителю, i = 1, n, j = 1,m;
В работе получены следующие результаты:

1. показано, что данная задача NP-трудна (к её частному случаю с сводится двух-
уровневая задача о назначении);

2. выделены эффективно-разрешимые случаи;
3. предложен приближенный метод решения.

Работа выполнена при поддержке РФФИ грант 02-01-00977
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ДВУХУРОВНЕВАЯ ЗАДАЧА ВЫБОРА ЦЕН НА ПРОДУКЦИЮ
ПРЕДПРИЯТИЙ

И. А. Рыков

В работе рассматривается следующая задача отыскания оптимальных цен на про-
дукцию предприятий с учётом реакции потребителей:

f(x∗, u, v) = max
x∗

ij∈X∗

m
∑

i=1

n
∑

j=1

min(ui − cij, vi)x
∗
ij → max

u,v≥0

где X∗ – множество оптимальных решений x∗
ij(u, v) задачи:















































g(x, u, v) =
m
∑

i=1

n
∑

j=1

min(ui, vi + cij)xij → min
xij

xij ≥ 0
n
∑

j=1

xij = ai, i = 1, . . . m

m
∑

i=1

xij = bj, j = 1, . . . n

min(ui, vi + cij) ≤ dj, для всех (i, j) : xij > 0

Здесь верхний уровень - производитель имеет m предприятий с объёмами произ-
водства ai, для которых выбираются отпускная и поставочная цены (ui и vi). Нижний
уровень - потребитель имеет n пунктов потребления с объёмами bj, ценовыми поро-
гами dj (внешние цены) и транспортными издержками на единицу продукции cij.

В работе показано:
1. Задача NP-трудна (к её частному случаю с n = 2, cij = 0 сводится задача о

разбиении)
2. В случае одного вектора цен u или v рассматриваемая задача дискретна, то есть

оптимальное решение выбирается из конечного набора значений: u∗
i ∈ {d1, . . . dn,∞},

v∗
i ∈ {d1 − ci1, . . . dn − cin,∞}. Алгоритм полного перебора при этом имеет трудоём-

кость O(nm).
3. Для задачи с одним вектором цен предлагается точный алгоритм неявного

перебора.
Работа выполнена при поддержке РФФИ грант 02-01-00977.
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ВЕКТОРНАЯ ЗАДАЧА ПОКРЫТИЯ ПРЕДФРАКТАЛЬНОГО И
ФРАКТАЛЬНОГО ГРАФА ЛЕСОМ

С. И. Салпагаров

При моделировании экономических, физических, экологических задач большой
размерности удобно использовать предфрактальные и фрактальные графы [1].

Хаотическая предфрактальная модель предполагает наглядную связь между стру-
ктурой [2] системы и ее количественными (экономическими, энергетическими, фи-
зическими) характеристиками во времени, т.е. в динамике. Эта модель позволяет
учитывать изменение связи с течением времени. Целью работы является выделение
полиномиальных многокритериальных задач покрытия графа лесом и построение
соответствующего алгоритма.

Пусть дан предфрактальный [1, 2] (n, L)-граф GL = (VL, EL) порожденный за-
травкой H = (W,Q) и каждому ребру ur

ij сопоставлены веса ar
ij, br

ij, выбранные про-
извольно из интервалов: ar

ij ∈ [kr−1a, kr−1b], br
ij ∈ [kr−1c, kr−1d], где k < 1 – коэффи-

циент подобия, a, b, c, d – произвольные числа. Под типом дерева будем понимать
число ребер, образующих это дерево.

Далее будем говорить, что дерево имеет ранг l = 1, . . . L, если выделенное дерево
состоит только из ребер ранга l.

Ранговым типом дерева называется тип S дерева ранга l и обозначается Rl
s.

Покрытием x(n, L) – графа GL = (VL, EL), (L = 1 . . . n) называем такой подграф
D = (V,Ex), где каждая компонента связности PS, (S = 1, 2, . . .) графа D представ-
ляет собой дерево, причем пересечение компонент PS, (S = 1, 2, . . .) образует ∅, а
объединение вершин PS образует множество V , |V | = N . Множество всех покры-
тии x обозначим через X. На множестве X определим минимизируемые критерии:
F1(x) =

∑

uij∈x ar
ij – вес покрытия по ar

ij; F2(x) =
∑

uij∈x br
ij – вес покрытия по br

ij;
F3(x) – критерии ранговых типов; F4(x) = |x| – число компонент в покрытии X.
Эти критерии определяют паретовское множество [3]. Мы рассматриваем задачи,
для которых важно выделение полных [3] решений, X0 ∈ X̃. (X0 называется полным
множеством, если F (X0) = F (X̃, F (x) = (Fi(x), i = 1, 4, x ∈ X).

Предлагается алгоритм α1 выделения покрытия лесом x ∈ X0 предфрактального
графа, обоснованием которого служит

ТЕОРЕМА 1. Алгоритм α1 выделяет на предфрактальном (n, L)- графе покрытие
оптимальное по F1(x) и F3(x), причем F2(x) ≤ kL−1 nL d

2
, где H = (W,Q) – произволь-

ный граф, и τ(α1) O(N4).
ЗАМЕЧАНИЕ. Алгоритм α1 модифицируется так, что с его помощью можно вы-

делить полное множество альтернатив X0.
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