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À. Ñ. Àíòèïèí

1 Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòî-
ðîé òðåáóåòñÿ âûáðàòü âåêòîð âåñîâ λ = λ∗ è è âåêòîð-ñòîëáåö ïðàâîé ÷àñòè ôóíê-
öèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé p = p∗ òàê, ÷òîáû îòâå÷àþùèé èì îïòèìóì w = w∗ óäîâëå-
òâîðÿë ñèñòåìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈λ∗, f(w∗)〉 ∈ Min{〈λ∗, f(w)〉 | g(w) ≤ p∗, w ∈ Ω}, (1)

〈f(w∗)− λ∗, λ− λ∗〉 ≤ 0, λ ≥ 0, (2)
〈g(w∗)− p∗, p− p∗〉 ≤ 0, p ≥ 0. (3)

Çäåñü f(w), g(w)- âåêòîðíûå ôóíêöèè, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ âûïóêëàÿ ñêà-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, f(w) ∈ Rm, g(w) ∈ Rm1 , w ∈ Ω ⊂ Rn, λ ∈ Rm

+ , p ∈ Rm1
+ .

Çàäà÷ó (1) ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå p ≥ 0 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñêàëÿðèçà-
öèþ (ñêàëÿðíóþ ëèíåéíóþ ñâåðòêó) çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ãäå
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïàðåòîâñêîå ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ f(w)
íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå D(p) = {w ∈ Rn | g(w) ≤ p, w ∈ Ω}, äðóãèìè ñëîâàìè
ðåøèòü çàäà÷ó [1]

f(w∗
y) ∈ ParetoMin{f(w) | w ∈ D(p)}. (4)

Êàæäàÿ òî÷êà Ïàðåòîâñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ f(w∗
p) õàðàêòåðèçóåòñÿ, òåì ÷òî ïåðåñå-

÷åíèå íåïîëîæèòåëüíîãî êîíóñà (îðòàíòà) K(f(w∗
p)) âåðøèíà êîòîðîãî ïåðåíåñåíà

â òî÷êó f(w∗
p), ãäå w∗

p ∈ D(p), ò.å. K(f(w∗
p)) = {f ∈ Rm | f ≤ f(w∗)} è ìíîæå-

ñòâî âåêòîðíûõ îöåíîê f(D(p)) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ òî÷êó f(w∗
p), ò.å. K(f(w∗

p))∩
f(D(p)) = f(w∗

p). Â ýòîì ñëó÷àå f(w∗
p) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî èëè ýôôåê-

òèâíîé òî÷êîé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) âñåãäà ñóùåñòâóåò,
òîãäà òî÷êà w∗

p∗ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì Ïàðåòî-îïòèìàëüíîé òî÷êè f(w∗
p∗) è

ïðèíàäëåæèò íåïóñòîìó äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì p ≥ 0).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåêòîðà λ ≥ 0 è p ≥ 0 çàôèêñèðîâàíû, òî ìû èìååì êëàñ-
ñè÷åñêóþ çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî îï-
òèìàëüíûõ ðåøåíèé w∗ ∈ D(p), à òàêæå ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé f ∗(w∗) ∈
Rm

+ è ìíîæåñòâî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà p∗ ∈ Rm1
+ . Ôàêòè÷åñêè ìû èìååì òî÷å÷íî-

ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñåäëîâîãî òèïà, êîãäà êàæäîé ïàðå λ ≥ 0, p ≥ 0 ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå ïàðà îïòèìàëüíûõ ìíîæåñòâ f ∗(λ, p), p∗(λ, p). Åñëè ñóùåñòâóåò íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(1)-(3).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 05-01-00242) è ïî Ïðîãðàììå
ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà ÍØ-2240.2006.1)



2 Ðàâíîâåñíûé âûáîð âåñîâ â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ïðîáëåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, ïåðâûé
èç íèõ - ýòî ðàâíîâåñíûõ âûáîð âåñîâ â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè,
à âòîðîé - ýòî ðàâíîâåñíûé âûáîð îãðàíè÷åíèé â çàäà÷àõ ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â (1)-(3) âåêòîð p ≥ 0 ôèêñè-
ðîâàí è òåì ñàìûì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (1) æåñòêî çàäàíî. Ñàìà çàäà÷à â
ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò ôîðìó

〈λ∗, f(w∗)〉 ∈ Min{〈λ∗, f(w)〉 | g(w) ≤ p, w ∈ Ω}, (5)

〈f(w∗)− λ∗, λ− λ∗〉 ≤ 0, λ ≥ 0. (6)
Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D = {w | g(w) ≤ p, w ∈ Ω} çàäà÷è (5) êàê óæå îòìå÷àëîñü
áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì àëüòåðíàòèâ, à åãî îáðàç f ∈ f(D) = {f = f(w), w ∈ D}
ïðè îòîáðàæåíèè f(w), w ∈ D - ìíîæåñòâîì âåêòîðíûõ îöåíîê. Ðàñïîëîæåíèå ìíî-
æåñòâà f(D) â ïðîñòðàíñòâå ïî îòíîøåíèþ ê íóëåâîé òî÷êå ñèëüíî çàâèñèò îò âåêòîðà
f̂ , êîòîðûé íàçîâåì "àáñîëþòíûì ìèíèìóìîì"èëè "èäåàëüíîé òî÷êîé": f̂i = fi(w

∗) =
min{fi(w) | w ∈ D}, i = 1, ...,m. Åñëè âåêòîðû w∗

i ðàçëè÷íû, òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé
òî÷êè w îáðàç êîòîðîé f(w) ìîã áû äîñòè÷ü "àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà" f̂ . Èíòóèöèÿ
íàì ïîäñêàçûâàåò, ÷òî åñëè f̂ ≥ 0, òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà λ∗ â (5) íå ðàâíû
íóëþ, ò.å. λ∗i 6= 0 è íàîáîðîò, åñëè f̂ < 0, òî âñå êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà ðàâíû
íóëþ. Ïðè íàëè÷èè ñìåñè òåõ è äðóãèõ êîìïîíåíò ó âåêòîðà f̂ èìååì ñëó÷àé, êîãäà
êàêèå òî λi, i = 1, 2, ...m ðàâíû íóëþ, äðóãèå - íåò. ×òîáû èñêëþ÷èòü âûðîæäåííûé
ñëó÷àé ââåäåì óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, êîòîðîå â êàêîì òî ñìûñëå àíàëîãè÷íî óñëîâèþ
ðåãóëÿðíîñòè Ñëåéòåðà â âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Çàäà÷ó (5),(6) íàçîâåì ðåãóëÿðíîé, åñëè ñðåäè âñåõ
fi(x), i = 1, 2, ..., m ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ôóíêöèÿ fi(w) òàêàÿ ÷òî

fi(w) > 0 ∀w ∈ Ω (7)

Ïî óìîë÷àíèþ âñåãäà ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî èíäåêñ i = 1.
Çàäà÷à (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âåêòîð-

íîãî êðèòåðèÿ f(w) íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâ D. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è åñòü îáøèðíîå
ìíîãîîáðàçèå îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî (èëè ýôôåêòèâíûõ) òî÷åê. Íàïîìíèì, ÷òî åñ-
ëè òî÷êà f(w∗) ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíîé, òî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë 〈λ∗, f〉, ãäå
f = f(w) äëÿ âñåõ w ∈ D ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì â òî÷êå f(w∗), òàê êàê 〈λ∗, f ∗〉 ≤ 〈λ∗, f〉
äëÿ âñåõ f = f(w), w ∈ D, ò.å. 〈λ∗, f − f ∗〉 ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîèñê îïîðíîãî ôóíêöèîíàëà ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè íà ìíîæåñòâå âåêòîðíûõ îöåíîê ïðè ýòîì ïðîîáðàç îïîð-
íîé òî÷êè ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó.

Âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (6) îïðåäåëåíî íà ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå, ñëåäîâà-
òåëüíî îíî ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà óñëîâèÿ

〈f(w∗)− λ∗, λ∗〉 = 0, (8)

è
f(w∗)− λ∗ ≤ 0. (9)



Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè λ∗ 6= 0, òî èç (8) èìååì

λ∗ = f(w∗). (10)

Åñëè â (8) êàêèå òî êîìïîíåíòû âåêòîðà λ∗ = 0, òî âûïîëíÿåòñÿ (9) è ñëåäîâàòåëüíî
f(w∗) ≤ 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà f(w) ïîëîæèòåëüíû,
ò.å. fi(w) ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, òî âñå λi 6= 0, i = 1, 2, ..., m. Â îáùåì ñëó÷àå, íåêîòîðûå
êîìïîíåíòû âåêòîðà λ ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå
(7) âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (6) çàäà÷è âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè ðàñøèôðîâûâàåòñÿ
êàê ðàâåíñòâî âåêòîðîâ (10).

Çàäà÷à âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè (5) êàê ïðàâèëî îïèñûâàåò ñîäåðæàòåëüíûå ñèòóà-
öèè, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì íàèëó÷øåãî ïî Ïàðåòî ðåøåíèÿ ïðè êîòîðîì âñå ó÷àñòíèêè
(èëè ôàêòîðû) èìåþò ìàêñèìàëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü (â íàøåì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé
ðàñõîä ðåñóðñîâ). Åñëè âûáðàíà ñòðàòåãèÿ w∗, òî åé îòâå÷àåò âåêòîð ìàêñèìàëüíîé
ýôôåêòèâíîñòè f(w∗) (ðåøåíèå ïî Ïàðåòî). Ñ äðóãîé ñòîðîíû êàæäàÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà λ∗ õàðàêòåðèçóåò âåñ èëè âëèÿíèå êàæäîãî ó÷àñòíèêà (ôàêòîðà) â ãðóï-
ïå. Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è âåêòîðíîé îïòèìèçà-
öèè (5),(6) îáëàäàåò íåêîòîðûì ðàâíîâåñíûì ñâîéñòâîì ïðè êîòîðîì âåñ (âëèÿíèå)
ó÷àñòíèêà ñîãëàñîâàí ñ åãî ýôôåêòèâíîñòüþ â ñìûñëå (10). Òàêîå óñëîâèå ïðèäàåò
ïàðåòîâñêîé òî÷êå îïðåäåëåííóþ óñòîé÷èâîñòü.

Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (6) ìîæíî âèäåòü,
÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì (à â âûïóêëîì ñëó÷àå) äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìàê-
ñèìóìà êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

λ∗ ∈ argmax{〈λ, f(w∗)− 1

2
λ〉 | λ ≥ 0}. (11)

Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò èñõîäíóþ çàäà÷ó (5),(6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èãðó äâóõ ëèö
ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó

〈λ∗, f(w∗)〉 ∈ Min{〈λ∗, f(w)〉 | g(w) ≤ p, w ∈ Ω}, (12)

λ∗ = argmax{−1

2
|λ− f(w∗)|2 | λ ≥ 0}. (13)

Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïðèñóùåå âñåì ðàâíîâåñèÿì ïî Íýøó.

3 Ðàâíîâåñíûé âûáîð îãðàíè÷åíèé â çàäà÷àõ
ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð âåñîâ λ ≥ 0 çàäà÷è (1)-(3) ôèêñè-
ðîâàí è òåì ñàìûì ñêàëÿðíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è çàäàíà æåñòêî. Â ýòîì ñëó÷àå
îáîçíà÷èì åå êàê 〈λ, f(w)〉 = ϕ(w), òîãäà çàäà÷à (1)-(3) ïðèíèìàåò âèä

w∗ = Argmin{ϕ(w) | g(w) ≤ p∗, w ∈ Ω}, (14)

〈g(w∗)− p∗, p− p∗〉 ≤ 0, p ≥ 0. (15)



ãäå ϕ(w) : Rn → R, g(w) : Rn → Rm1 - âûïóêëûå ôóíêöèè, Ω ⊂ Rn- âûïóêëîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, p ∈ Rm1

+ .
Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ýòîé çàäà÷è D(p) = {w ∈ Ω | g(w) ≤ p, w ∈ Ω} çàâè-

ñèò îò ïàðàìåòðà p ≥ 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì p ≥ 0 èìååì çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà â ñâîþ î÷åðåäü ïîðîæäàåò ôóíêöèþ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè (îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ) â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé äëÿ êîòîðîé âûñòóïàåò
âåêòîð-ñòîëáåö ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (ïàðàìåòð) p ≥ 0

f(p) = min{ϕ(w) | g(w) ≤ p, w ∈ Ω}, (16)

Ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè f(p), p ≥ 0 äîñòàòî÷íî èçâåñòíà è ìíîãîêðàòíî îáñóæ-
äàëàñü â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå [2]. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè ñëåäóþùèå:

1. f(p) - âûïóêëàÿ â îáëàñòè åå ñóùåñòâîâàíèÿ, åå ñóæåíèå íà ëþáóþ ïåðåìåííóþ
- ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

2. f(p) - ñóáäèôôåðåíöèðóåìàÿ, à åå ñóáäèôôåðåíöèàë ∂f(p) - ìíîãîçíà÷íîå ìî-
íîòîííîå îòîáðàæåíèå â îáëàñòè åãî îïðåäåëåíèÿ p ∈ Rm1

+ . Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèå
ïðè ëþáîì p åñòü âûïóêëîå, çàìêíóòîå, à ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå, îãðàíè÷åííîå ìíîæå-
ñòâî.

3. ∂f(p) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïåðàòîðà ïðè êàæäîì p ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (14) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì p ïðàâîé ÷àñòè ôóíê-
öèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ýòîé çàäà÷è.

Äðóãèìè ñëîâàìè äëÿ çàäà÷è (14) ââåäåì Ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L(v, p) = ϕ(w) +
〈p, g(w)− p∗〉, w ∈ Ω, p ∈ Rm1

+ (çäåñü p∗ òðàêòóåòñÿ êàê ïàðàìåòð). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè p∗ ≥ 0 çàäà÷à (14) èìååò ðåãóëÿðíûé (â ñìûñëå óñëîâèÿ
Ñëåéòåðà) õàðàêòåð è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî p∗ ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæå-
ñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê w, p ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

L(w, p) = ϕ(w) + 〈p, g(w)− p∗〉 ∀w ∈ Ω, p ∈ Rm1
+ . (17)

Äâîéñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ −∂f(p) è ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííî óáûâàþùåé â ñìûñëå íåðàâåíñòâà

〈∂f(p +4p)− ∂f(p),4p〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0,4p ≥ 0.

Íàðÿäó ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì −∂f(p) ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïî-
ëîæèòåëüíîãî îðòàíòà â ñåáÿ, ò.å. p : Rm1

+ → Rm1
+ . Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåå. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî äâà îòîáðàæåíèÿ ñî
ñâîéñòâàìè óáûâàíèÿ äëÿ îäíîãî è âîçðàñòàíèÿ äëÿ äðóãîãî îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàþò-
ñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå p∗ ≥ 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äâîéñòâåííîãî
îòîáðàæåíèÿ −∂f(p) : Rm1

+ → Rm1
+ . Òî÷êà p∗ ≥ 0 îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è (14),(15). Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòóèòèâíûì îáîñíîâàíèåì ôàêòà
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñîäåðæàòåëüíûé
ñìûñë çàäà÷è (14), (15) çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè äâîéñòâåí-
íîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, îòâå÷àþùèõ
çàäàííîìó p ≥ 0.

Çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìîäåëü ïðî-
èçâîäñòâà â êîòîðîé òðåáóåòñÿ âûáðàòü âåêòîð èíòåíñèâíîñòè ðàáîòû ïðåäïðèÿòèÿ
w òàê ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïóñê ïðîäóêöèè ñ ìèíèìàëüíûìè ðàñõîäàìè ðåñóðñîâ,



êîòîðûå îöåíèâàþòñÿ âåëè÷èíîé f(p) èç (14). ßñíî, ÷òî åñëè îáúåìû ðåñóðñîâ (êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà p) íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò, òî èõ äåôèöèòíîñòü (ïðîèçâîäñòâåííàÿ
íåõâàòêà) ïàäàåò, ñîîòâåòñòâåííî, âíóòðåííèå îöåíêè îáóñëîâëåííîñòè ïî Ë.Â. Êàí-
òîðîâè÷ó (ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà) òîæå ïàäàþò, ïîòðåáëåíèå ðåñóðñîâ â ýòîì ñëó÷àå
íè÷òî íå îãðàíè÷èâàåò è ïîýòîìó ðàñõîäû ïðåäïðèÿòèÿ ïî âûïóñêó ïðîäóêöèè ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòà èäåàëüíàÿ ñèòóàöèÿ íåîãðàíè÷åííîãî îáúåìà ðåñóðñîâ â ðåàëüíî-
ñòè íå âñòðå÷àåòñÿ. Ðåñóðñû - ýòî, êàê ïðàâèëî, ïðîäóêöèÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîäñòâà
èëè ñûðüå ñòîèìîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðàñõîäàìè íà âîññòàíîâëåíèå íàðóøåí-
íîé Ïðèðîäû, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå òðåáóåòñÿ ðåñóðñîâ äëÿ ïðîèçâîäñòâà, òåì âûøå
èõ ñòîèìîñòü. Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ ôóíêöèåé äåôèöèòíîñòè ðåñóðñîâ f(p), óáû-
âàþùåé ñ ðîñòîì p èìååòñÿ äðóãàÿ ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ðåñóðñîâ r(p), âîçðàñòàþùåé
ñ óâåëè÷åíèåì p. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíûé âåêòîð ðåñóðñîâ
p∗ ≥ 0, òàêîé ÷òî f(p∗) = r(p∗). Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äåôèöèòíîñòü (íåõâàòêà)
ðåñóðñîâ äëÿ âûïóñêà ïðîäóêöèè ñîãëàñîâàíà ñ èõ âíåøíåé (ðûíî÷íîé) ñòîèìîñòüþ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íåõâàòêà ðåñóðñîâ ñîãëàñîâàíà ñ èõ íàëè÷èåì äëÿ íóæä ïðîèç-
âîäñòâà. Çäåñü ðàâíîâåñíûå îáúåìû ðåñóðñîâ (âåêòîð p∗) îïðåäåëÿþòñÿ êàê òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ "êðèâûõ"f(p) è r(p).

Îäíàêî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íå ñêà-
ëÿðíûõ êðèâûõ f(p) è r(p), à èõ (ñóá)ãðàäèåíòîâ, ò.å. ìàðãèíàëüíûõ öåí [3]. Åñëè
ãðàäèåíò ôóíêöèè r(p) îáîçíà÷èòü êàê ∇r(p), òî çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè ìàðãèíàëüíûõ öåí, ò.å. îòîáðàæåíèÿ −∂f(p) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê
∇r(p∗) ∈ −∂f(p∗). Ýòî âêëþ÷åíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå çàäà÷è (14),
(15). Íàðÿäó ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(w, p, y(s)) ââåäåì ôóíêöèþ M(w, p, p)

M(w, p, p) = ϕ(w) + 〈p, g(w)− (1/2)p〉 ∀w ∈ Ω, p ∈ Rm
+ . (18)

Ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî w ∈ Ω è âîãíóòîé (òî÷íåå ñèëüíî âîãíó-
òîé) ïî ïåðåìåííîé p ∈ Rm1

+ . Òàêàÿ ôóíêöèÿ, êàê ïðàâèëî, âñåãäà èìååò ñåäëîâóþ
òî÷êó. Îáîçíà÷èì åå êàê w∗ ∈ Ω è p∗ ∈ Rm1

+ . Ïî îïðåäåëåíèþ ýòà òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

ϕ(w∗) + 〈p, g(w∗)− (1/2)p〉 ≤ ϕ(w∗) + 〈p∗, g(w∗)− (1/2)p∗〉 ≤
≤ ϕ(w) + 〈p∗, g(w)− (1/2)p∗〉 ∀w ∈ Ω, p ∈ Rm1

+ . (19)
Ëåâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

p∗ ∈ Argmax{〈p, g(w∗)− (1/2)p〉 | p ≥ 0}. (20)

Íå òðóäíî óâèäåòü, ÷òî èç (19) è (20) ñëåäóåò - ïàðà p∗, w∗ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì è äâîé-
ñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

w∗ ∈ Argmin{ϕ(w) | g(w) ≤ p∗, w ∈ Ω}. (21)

4 Ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáùåé
ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è

Ðàññìîòðåâ ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (1)-(3), âåðíåìñÿ ê åå îáùåé ïîñòà-
íîâêå. Ïðåæäå âñåãî ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé (11) è (20) çàïèøåì çàäà÷ó (1)-(3) â



ôîðìå
〈λ∗, f(w∗)〉 ∈ Min{〈λ∗, f(w)〉 | g(w) ≤ p∗, w ∈ Ω}, (22)

λ∗ ∈ argmax{λ, f(w∗)− (1/2)λ〉 | λ ≥ 0}, (23)
p∗ ∈ argmax{〈p, g(w∗)− (1/2)p〉 | p ≥ 0}. (24)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ýêñòðåìàëüíûõ âêëþ÷åíèé (22)-(24) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ âèäà [4]:

ïåðâûé ïîëóøàã (ïðîãíîçíûé)

w̄n = argmin{1

2
|w − wn|2 + α(〈λn, f(w)− λn〉+ 〈pn, g(w)− pn〉) | w ∈ Ω}, (25)

âòîðîé ïîëóøàã (îñíîâíîé)

λn+1 = argmin{1

2
|λ− λn|2 − α(λ, f(w̄n)− (1/2)λ〉 | λ ≥ 0}, (26)

pn+1 = argmin{1

2
|p− pn|2 − α(〈p, g(w̄n)− (1/2)p〉〉 | p ≥ 0}. (27)

wn+1 = argmin{1

2
|w − wn|2 + α(〈λn+1, f(w)− λn〉+ 〈pn+1, g(w)− pn〉) | w ∈ Ω}. (28)

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ïðîöåññà ñôîðìóëèðîâàíû â òåîðåìå

Ò å î ð å ì à 1 Åñëè ðåøåíèå ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (1)-(3) ñóùåñòâóåò, ôóíêöèè
f(w),g(w) âûïóêëû, Ω -âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
wn, λn, pn ýêñòðàïðîêñèìàëüíîãî ìåòîäà (25)-(28) ñ ïàðàìåòðîì α > 0, ñõîäèòñÿ
ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðåøåíèé çàäà÷è, ò.å. wn, λn, pn → w∗, λ∗, p∗ ïðè
n →∞ äëÿ âñåõ w0, λ0, p0.

Â ýòîì ìåòîäå óïðàâëåíèå èäåò ïî ïðÿìûì ïåðåìåííûì, â îòëè÷èå îò äâîéñòâåííîãî,
ãäå ïåðåñ÷åò èäåò ïî äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì.
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