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1. Ââåäåíèå. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì èç êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk

ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè çàäà÷è
NP-òðóäíû, ÷òî ñòèìóëèðóåò âûäåëåíèå òàêèõ ïîäêëàññîâ ýòèõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ
îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðîåíèå òî÷íûõ, ëèáî ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ïîëè-
íîìèàëüíîé èëè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîé âðåìåííîé ñëîæíîñòè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáîðà
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ôðàãìåíòîâ â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êâàçèïåðèîäè÷å-
ñêè ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà ïðè çàäàííîì ÷èñëå ïîâòîðîâ. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ
òèïè÷íà äëÿ òàêèõ ïðèëîæåíèé, êàê ýëåêòðîííàÿ ðàçâåäêà, ðàäèîëîêàöèÿ, òåëåêîì-
ìóíèêàöèÿ, ãåîôèçèêà, îáðàáîòêà ðå÷åâûõ ñèãíàëîâ, ìåäèöèíñêàÿ è òåõíè÷åñêàÿ äè-
àãíîñòèêà è äð. [2,4]

Äàëåå ïîä íîðìîé áóäåì ïîíèìàòü åâêëèäîâó íîðìó â k-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rk,
ò. å. ‖x‖ =

√
x2

1 + . . . + x2
k.

Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå äâå:
Çàäà÷à 1: Çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ V = {~v1, ~v2, . . . , ~vn} â åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå Rk è íàòóðàëüíîå ÷èñëî m < n. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîäñåìåéñòâî
âåêòîðîâ èç V ìîùíîñòè m, îáëàäàþùåå ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû.

Çàïèøåì çàäà÷ó 1 â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
k∑

i=1

( n∑

j=1

vijxj

)2 → max; (1)

n∑

j=1

xj = m; (2)

xj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ n. (3)

Çàäà÷à 2: Çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ V = {~v1, ~v2, . . . , ~vn} â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Rk è íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è l, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ lm < n.
Òðåáóåòñÿ âûäåëèòü â V ïîäñåìåéñòâî âåêòîðîâ X = {~va1 , ~va2 , . . . , ~vam}, îáëàäàþùåå
ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû ïðè óñëîâèè ai+1 − ai ≥ l äëÿ i = 1, 2, . . . , m− 1.

Â ñëó÷àå k ≤ l âòîðàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ öåëåñîîáðàçíûì ïîèñêîì ñèãíàëîâ â
èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàøóìëåííîé àääèòèâíûì øóìîì [2, 4].

2. Èçâåñòíûå ôàêòû î ñëîæíîñòè è àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2.
Òåîðåìà 1. [1] Çàäà÷è 1 è 2 NP-òðóäíû.
Òåîðåìà 2. [1] Çàäà÷à 1 ðåøàåòñÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-

íîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé âåëè÷èíû k−1
8L2 çà âðåìÿ

O
(
nk2(2L + 1)k−1

)
,



ãäå L � ïàðàìåòð àëãîðèòìà.
Òåîðåìà 3. [1] Ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè k ïðîñòðàíñòâà Rk çàäà÷à 1

ðåøàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íî ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà L = L(n), ãäå L(n) � ïðî-
èçâîëüíàÿ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ îò n.

Òåì ñàìûì äëÿ ñëó÷àÿ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè k ïðîñòðàíñòâà Rk óñòàíîâëå-
íî ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì
îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðàâíîé ε = k−1

8L2 . Òîãäà L = (k−1
8ε

)1/2 è äëÿ âðåìåíè ðåøå-
íèÿ ïîëó÷èì îöåíêó

O
(
nk2

(√
k − 1

2ε
+ 1

)k−1
)
.

Òåîðåìà 4. [1] Çàäà÷à 2 ðåøàåòñÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
íîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé k−1

8L2 , çà âðåìÿ

O
(
nk(k + m)(2L + 1)k−1

)
.

Ïóñòü b � ìàêñèìàëüíàÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîîðäèíàòà âåêòîðîâ èç ñåìåé-
ñòâà V.

Òåîðåìà 5. [1] Åñëè ðàçìåðíîñòü k ïðîñòðàíñòâà Rk ôèêñèðîâàíà, òî çàäà÷à 1
ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âõîäíûõ âåêòîðîâ ðåøàåòñÿ òî÷íî àëãîðèòìîì c
ïàðàìåòðîì L = 0, 5kmb çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ O(nk2(kmb)k−1).

3. Àëãîðèòìû â äóõå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1 c öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ.

3.1. Ñëó÷àé íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âåêòîðîâ â ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~B ∈ Zk−1

+ âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè Bi =
∑m

r=1 vi,σr(i), 1 ≤ i < k, ãäå
σ(i) � ïåðåñòàíîâêà, óïîðÿäî÷èâàþùàÿ ýëåìåíòû (vi1, vi2, . . . , vin) i-é ñòðîêè ìàòðèöû
(vij) ïî íåâîçðàñòàíèþ; B = {~β ∈ Zk−1

+

∣∣∣ 0 ≤ ~β ≤ ~B}.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü fmn(~β) � ìàêñèìóì ôóíêöèè

{ n∑

j=1

vkjxj

∣∣∣
n∑

j=1

vijxj = βi, 1 ≤ i < k;
n∑

j=1

xj = m; xj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ n
}
.

Òîãäà îïòèìóì çàäà÷è 1 c öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè âåê-
òîðîâ ðàâåí

S∗ = max
{k−1∑

i=1

β2
i + f 2

mn(~β)
∣∣∣ ~β ∈ B

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷ó 1 â ôîðìå (1)-(3) çàïèøåì â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

k−1∑

i=1

β2
i +

( n∑

j=1

vkjxj

)2 → max; (4)

n∑

j=1

vijxj = βi, 1 ≤ i < k; (5)



~β ∈ B; (6)
n∑

j=1

xj = m; (7)

xj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ n, (8)
îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òðåáóåìîãî ðàâåíñòâà.

Àëãîðèòì Ã âû÷èñëåíèÿ îïòèìóìîâ {fmn(~β)
∣∣∣∣ ~β ∈ B}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå < m,n; ~β > äëÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ îïòèìóìà fmn(~β) è ïóñòü
{< µ, j; ~β >

∣∣∣ 1 ≤ µ ≤ j ≤ n; 0 ≤ ~β ≤ ~B} � ñåìåéñòâî ïîäçàäà÷ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
îïòèìóìàìè fµ,j(~β).

×åðåç f̃µ,j(~β) îáîçíà÷èì îïòèìóì â òàêîé ïîäçàäà÷å < µ, j; ~β >, â êîòîðîé âû-
áèðàåòñÿ µ âåêòîðîâ ñðåäè ~v1, . . . , ~vj ñ ïðåäïèñàííûì âûáîðîì ïîñëåäíåãî âåêòîðà
~vj.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà Ã.
Ïðåäâàðèòåëüíûé øàã:
a) f1,j(~β) := ∞; f̃1,j(~β) := ∞ äëÿ âñÿêèõ j = 1, . . . , n è ~β ∈ B.

b) f̃1,j(~vj) := vkj äëÿ âñÿêîãî j = 1, . . . , n.

c) f1,j(~β) := max{f̃1,j(~β); f1,j−1(~β)} äëÿ âñÿêèõ j = 1, . . . , n è ~β ∈ B.

Îáùèé øàã µ = 2, . . . ,m :
a) f̃µ,j(~β) := ∞ äëÿ âñÿêèõ j = µ, . . . , n è ~β ∈ B.

b) Äëÿ âñÿêèõ ~β ∈ B ïîëîæèòü

f̃µ,j(~β) =

{
fµ,µ(~β) ïðè j = µ,

vk,j + fµ,j−1(~β − ~vj), åñëè µ < j ≤ n;

fµ,j(~β) =

{
f̃µ,µ(~β) ïðè j = µ,

max{fµ,j(~β); f̃µ,j−1(~β)}, åñëè µ < j ≤ n.

Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà Ã ñëåäóåò
Òåîðåìà 7. Åñëè ðàçìåðíîñòü k ïðîñòðàíñòâà Rk ôèêñèðîâàíà, òî çàäà÷à 1 ñ

öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ ðåøàåòcÿ òî÷íî çà
ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ O

(
mn

∏k−1
i=1 Bi

)
.

3.2. Ñëó÷àé âõîäíûõ âåêòîðîâ ~v1, . . . , ~vn ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòà-
ìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà.

Ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì Ã ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 íà ñëó÷àé âõîäíûõ âåêòîðîâ ~v1, . . . , ~vn

ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà.
Ïóñòü òåïåðü Bi =

∑m
r=1(vi,σr(i) − vi,σr(n−i+1)), 1 ≤ i < k, ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè

âåêòîðà ~B ∈ Zk−1
+ ; B = {~β ∈ Zk−1

+ | 0 ≤ ~β ≤ ~B}; b′i = min{vij |1 ≤ j ≤ n} 1 ≤ i ≤ k.



Ïîëîæèâ v′ij = vij − b′i, èìååì ìàòðèöó (v′ij) c íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè
ýëåìåíòàìè. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì Ã ê çàäà÷å 1 ñ ìîäèôèöèðîâàííîé âõîäíîé ìàòðè-
öåé (v′ij), ïîëó÷èì îïòèìóì èñõîäíîé çàäà÷è ñî âõîäîì (~v1, . . . , ~vn) :

S∗ = max
{k−1∑

i=1

(βi −mb′i)
2 +

(
fmn(~β)−mb′k

)2 ∣∣∣ ~β ∈ B
}
.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6 â ñëó÷àå êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîãî çíàêà
îñòàåòñÿ â ñèëå. Îäíàêî åñòü îòëè÷èå â îöåíêå âðåìåííîé ñëîæíîñòè, åñëè îöåíèòü
êîìïîíåíòû âåêòîðà ~B â òåðìèíàõ âåëè÷èíû b (ìàêñèìàëüíîãî àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ
ñðåäè êîîðäèíàò âõîäíûõ âåêòîðîâ â ñåìåéñòâå V ):

Òåîðåìà 8. Åñëè ðàçìåðíîñòü k ïðîñòðàíñòâà Rk ôèêñèðîâàíà, òî çàäà÷à 1 ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ ðåøàåòcÿ òî÷íî çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ O

(
mn(mb)k−1

)
(â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò) è O

(
mn(2mb)k−1

)
(â

ñëó÷àå êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîãî çíàêà).

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.
1) Àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ â äóõå äèíàìè÷åñêîãî ðîãðàììèðî-

âàíèÿ ïðèìåíèìû òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.
2) Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñëîæíîñòíîì ñòàòóñå îñíîâíûõ çàäà÷ 1 è 2 ïðè

ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Rk.
3) Ïðåäñòàâëåííûå â äîêëàäå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â õîäå ñîâìåñòíîé ðàáîòû ïî

ãðàíòàì ÐÔÔÈ è ÈÍÒÀÑ (ïðîåêò 04-77-7173) ñ ìîèìè êîëëåãàìè � À.Å. Áàáóðèíûì,
Í.È. Ãëåáîâûì è À.Â. Ïÿòêèíûì [1].

4) Íàøå âíèìàíèå ê ðàññìîòðåíèþ äàííîãî êëàññà çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè
áûëî èíèöèèðîâàíî À.À. Êåëüìàíîâûì [4].
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