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1. Íàñëåäñòâåííûå ñèñòåìû è æàäíûå àëãîðèòìû

Ïóñòü U � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è A ⊆ 2U � íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåé àêñèîìå íàñëåäñòâåííîñòè: A ∈ A, A′ ⊆ A ⇒ A′ ∈ A.
Ïàðà S = (U,A) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåçàâèñèìîñòè èëè íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìîé
íà U . Ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà A íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, âñå îñòàëüíûå ïîäìíîæå-
ñòâà U � çàâèñèìûìè. Ñåìåéñòâî âñåõ çàâèñèìûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì D. Î÷åâèäíî,
÷òî D îáëàäàåò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè �ââåðõ�: D ∈ D, D ⊆ D′ ⇒ D′ ∈ D.
Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ñåìåéñòâ A, D îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó
S, áóäåì çàïèñûâàòü S = (U,A) èëè S = (U,D) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ñòîðîíà
íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû áóäåò íàñ èíòåðåñîâàòü.

Áàçàìè ñèñòåìû S íàçûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìûå ìíî-
æåñòâà, à öèêëàìè � ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìûå ìíîæåñòâà.

Îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è âèäà:

max{f(X) : X ∈ B}, (1)

min{f(X) : X ∈ C}, (2)

ãäå B � ñåìåéñòâî âñåõ áàç, C � ñåìåéñòâî âñåõ öèêëîâ íåêîòîðîé íàñëåäñòâåííîé
ñèñòåìû S = (U,A) = (U,D), à f : 2U → R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà íàñëåäñòâåííûõ ñèñòåìàõ è èõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ � ìàòðîèäàõ è êîìàòðîèäàõ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè î÷åíü ìíîãèõ ñëîæ-
íûõ â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷, òàêèõ êàê çàäà÷à î
ðþêçàêå, çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà, çàäà÷à î
p-ìåäèàíå, çàäà÷à î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà, çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì k-ñâÿçíîì îñòîâ-
íîì ïîäãðàôå è äðóãèå. Êàê ïðàâèëî, îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è íà íàñëåäñòâåííûõ
ñèñòåìàõ ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè.

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷, ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è (1) è
(2), öåëåâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè, ñóáìîäóëÿðíûìè èëè ñóïåðìîäóëÿð-
íûìè. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ f : 2U → R+ íàçûâàåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîé, åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ X, Y ⊆ U âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(X∪Y )+f(X∩Y ) ≤ f(X)+f(Y ), è
ñóïåðìîäóëÿðíîé, åñëè èìååò ìåñòî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ôóíê-
öèþ f áóäåì íàçûâàòü ìîäóëÿðíîé. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâ ñ óñëîâèåì f(∅) = 0 ìîäóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àääèòèâíà.

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
Àëãîðèòì GA (æàäíûé àëãîðèòì).

Øàã 0. X0 ← ∅, ïåðåéòè íà øàã 1.
Øàã i (i ≥ 1). Âûáðàòü òàêîé xi /∈ Xi−1, ÷òî f(Xi−1 ∪{xi}) = max

x/∈Xi−1,
Xi−1∪{x}∈A

f(Xi−1 ∪{x}).

Xi ← Xi−1 ∪ {xi}, ïåðåéòè íà øàã i + 1. Åñëè òàêîãî xi /∈ Xi−1 íåò, òî GA ← Xi−1.
Êîíåö.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé �îáðàòíûé�
àíàëîã æàäíîãî àëãîðèòìà.



Àëãîðèòì GR.
Øàã 0. X0 ← U , ïåðåéòè íà øàã 1.
Øàã i (i ≥ 1). Âûáðàòü òàêîé xi ∈ Xi−1, ÷òî f(Xi−1 \ {xi}) = min

x∈Xi−1,
Xi−1\{x}∈D

f(Xi−1 \ {x}).

Xi ← Xi−1 \ {xi}, ïåðåéòè íà øàã i + 1. Åñëè òàêîãî xi ∈ Xi−1 íåò, òî GR ← Xi−1.
Êîíåö.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì GA âñåãäà íàõîäèò áàçó, à àëãîðèòì GR � öèêë íàñëåä-
ñòâåííîé ñèñòåìû, ò. å. ìíîæåñòâî GA ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), à
GR � äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2).

2. Çàäà÷è ñ àääèòèâíûìè è ìîäóëÿðíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ íàñëåäñòâåííûõ ñèñòåì.
Ïóñòü S = (U,A) = (U,D) � ïðîèçâîëüíàÿ íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà è W ⊆ U .

Áàçîé ìíîæåñòâà W íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â W . Öèêëîì ìíîæåñòâà W íàçîâåì ëþáîå ìèíèìàëüíîå
ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå W . Îïðåäåëèì âåëè÷èíû

cA(S) = min
W⊆U,
W /∈A

rmin(W )

rmax(W )
, cD(S) = max

W⊆U,
W /∈D

gmax(W )− |W |
gmin(W )− |W | ,

ãäå rmin(W ) è rmax(W ) � ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòè áàç ìíîæåñòâà W ,
à gmin(W ) è gmax(W ) � ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòè öèêëîâ ìíîæåñòâà
W , ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî cA(S) ≤ 1 ≤ cD(S) ≤ n− 1 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû S.

Íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà S íàçûâàåòñÿ ìàòðîèäîì, åñëè cA(S) = 1, è êîìàòðî-
èäîì, åñëè cD(S) = 1. ×èñëî rmax(U) íàçûâàþòñÿ ðàíãîì ìàòðîèäà, à gmax(∅) � îá-
õâàòîì êîìàòðîèäà. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü p-óíèôîðìíûé ìàòðîèä S = (U,A)
è p-óíèôîðìíûé êîìàòðîèä S ′ = (U,D′), ãäå A = {A ⊆ U : |A| ≤ p}, D′ = {D ⊆ U :
|D| ≥ p}, p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p < |U |.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îäèí èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ìàòðîèäîâ.
Òåîðåìà 1 (Ðàäî-Ýäìîíäñ) [5, 12]. Ïóñòü S = (U,A) � íàñëåäñòâåííàÿ ñè-

ñòåìà íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå U . Àëãîðèòì GA íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1) íà ñèñòåìå S äëÿ ëþáîé àääèòèâíîé öåëåâîé ôóíêöèè f : U → R+ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ìàòðîèä.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ìîäóëÿðíîé ôóíê-
öèè. Äëÿ çàäà÷è (2) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå Ðàäî-Ýäìîíäñà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S = (U,D) � íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà. Àëãîðèòì GR íàõî-
äèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) íà ñèñòåìå S äëÿ ëþáîé ìîäóëÿðíîé öåëåâîé
ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � êîìàòðîèä.

Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [6].
Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, åñëè íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà îòëè÷íà îò ìàòðîèäà,

òî æàäíûé àëãîðèòì ìîæåò íå íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ àääèòèâíîé
öåëåâîé ôóíêöèåé. Â ðàáîòàõ [8, 9] ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GA äëÿ
çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè àääèòèâíîé ôóíêöèè íà íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìå:

f(GA)

f(OPT )
≥ cA(S), (3)



ãäå OPT � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).
Â ðàáîòå [6] äîêàçàíà àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GR äëÿ çàäà-

÷è (2) ìèíèìèçàöèè àääèòèâíîé ôóíêöèè íà íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìå:

f(GR)

f(OPT )
≤ cD(S). (4)

Ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü áîëåå òî÷íûå, ÷åì (3) è (4), îöåíêè ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìîâ GA è GR äëÿ
çàäà÷ (1) è (2) ñ àääèòèâíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (2) ñ àääèòèâíîé öåëåâîé ôóíê-
öèåé ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè ê êîíêðåòíûì îïòèìèçàöèîííûì çà-
äà÷àì, ÿâëÿþùèìñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (2).

3. Çàäà÷è ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1) íà ìàòðîèäå íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé, òî æàä-
íûé àëãîðèòì ìîæåò íå íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò
çàäà÷è íà ìàòðîèäàõ ñ íåìîäóëÿðíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè, â êîòîðûõ æàäíûé
àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííî íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Â ýòîì ðàçäåëå îõàðàê-
òåðèçîâàí êëàññ öåëåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ (1) íà ìàòðîèäàõ, ðàçðåøèìûõ æàäíûì
àëãîðèòìîì, è ïðèâåäåíî îáîáùåíèå òåîðåìû Ðàäî-Ýäìîíäñà.

Ïóñòü U êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, f : 2U → R+. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V ⊆ U
ìîùíîñòè |V | ≥ 3 è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ≤ |V | − 2. Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
X = {x1, . . . , xk} ⊂ V áóäåì íàçûâàòü GA-ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà V , åñëè

f({x1}) ≥ f({x}) äëÿ ëþáîãî x ∈ V ,
f({x1, x2}) ≥ f({x1, x}) äëÿ ëþáîãî x ∈ V \ x1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f(X) ≥ f({x1, . . . , xk−1, x}) äëÿ ëþáîãî x ∈ V \ {x1, . . . , xk−1}.
Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ f : 2U → R+ íàçûâàåòñÿ GA-ïîñëåäîâàòåëüíîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî ìíîæåñòâà V ⊆ U ìîùíîñòè |V | ≥ 3 è ëþáîãî åãî GA-ïîäìíîæåñòâà X =
{x1, . . . , xk} èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà f(V \ xk) ≤ f(V \ x) äëÿ âñåõ x ∈ V \X.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ GA-ïîñëåäîâàòåëüíîé.
Äîêàçàíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Ðàäî-Ýäìîíäñà äëÿ çàäà÷è (1).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü S = (U,A) � íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà. Àëãîðèòì GA íàõî-

äèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) íà ñèñòåìå S äëÿ ëþáîé GA-ïîñëåäîâàòåëü-
íîé ôóíêöèè ìíîæåñòâ f : 2U → R+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ìàòðîèä.

Ñïðàâåäëèâ òàêæå ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè æàäíûì àëãîðèòìîì çà-
äà÷è (1) íà ìàòðîèäå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f : 2U → R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ. Àë-
ãîðèòì GA íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ öåëåâîé ôóíêöèåé f íà
ïðîèçâîëüíîì ìàòðîèäå S = (U,A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿ-
åòñÿ GA-ïîñëåäîâàòåëüíîé.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è (2): îõàðàêòåðèçîâàí êëàññ öåëå-
âûõ ôóíêöèé çàäà÷ (2) íà êîìàòðîèäàõ, ðàçðåøèìûõ àëãîðèòìîì GR (êëàññ GR-
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôóíêöèé), è äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû 2 äëÿ çàäà÷è (2) íà
íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìå ñ öåëåâîé ôóíêöèåé èç ýòîãî êëàññà.



4. Çàäà÷è ñ ñóáìîäóëÿðíûìè è ñóïåðìîäóëÿðíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1), â êîòîðîé B � ñåìåéñòâî áàç ìàòðîèäà ðàíãà p, à
f : 2U → R+ � íåóáûâàþùàÿ ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ, f(∅) = 0. ×àñòíûì
ñëó÷àåì çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå íà ìàêñèìóì ñ öåëåâîé
ôóíêöèåé f(X) =

∑
j∈J

max
i∈X

cij, ãäå (cij) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n ×m ñ
ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòðîê U è ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ J .

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GA äëÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå
íà ìàêñèìóì:

f(GA)

f(OPT )
≥ 1−

(
p− 1

p

)p

≥ e− 1

e
≈ 0, 63. (5)

Â [10] îöåíêà (5) áûëà îáîáùåíà äëÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè íåóáûâàþùåé ñóáìîäó-
ëÿðíîé ôóíêöèè íà p-óíèôîðìíîì ìàòðîèäå. Â ñòàòüå [3] ýòà îöåíêà áûëà óòî÷íåíà
ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè:

f(GA)

f(OPT )
≥ 1

c

(
1−

(
p− c

p

)p)
,

ãäå c ∈ [0, 1] � õàðàêòåðèñòèêà íåóáûâàþùåé ñóáìîäóëÿðíîé ôóíêöèè f , îïèñûâàþ-
ùàÿ çàìåäëåíèå åå ðîñòà. Âåëè÷èíà c îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c = max
x∈U,

f({x})>f(∅)

f({x})− f(∅)− (f(U)− f(U \ {x}))
f({x})− f(∅) ,

ïðè÷åì c = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f àääèòèâíà (ïðè óñëîâèè f(∅) = 0).
Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíò çàäà÷è (2), â êîòîðîì C � ñåìåéñòâî öèêëîâ êîìàòðîè-

äà îáõâàòà p, à f : 2U → R+ � íåâîçðàñòàþùàÿ ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ,
f(U) = 0. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì ñ öåëå-
âîé ôóíêöèåé f(X) =

∑
j∈J

min
i∈X

cij, ãäå (cij) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×m

ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòðîê U è ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ J . Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ f(∅) = max

X,Y⊆U,
X∩Y =∅

{f(X) + f(Y ) − f(X ∪ Y )} íåâîçðàñòàþùàÿ

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì ñòàíîâèòñÿ ñóïåðìîäóëÿðíîé.
Ê ñîæàëåíèþ, àëãîðèòì GR ìîæåò äàâàòü ñêîëü óãîäíî ïëîõîå ðåøåíèå çàäà÷è

ìèíèìèçàöèè ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå
ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé áû ðåøàë çàäà÷ó î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì ñ
ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé ïîãðåøíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé êîíñòàíòû, îçíà÷àëî áû,
÷òî P = NP [11].

Îäíàêî, ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (2)
äåëàåò âîçìîæíûì ïîëó÷åíèå ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GR.

Îïðåäåëèì êðóòèçíó íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè f êàê

s = max
x∈U,

f({x})<f(∅)

f(∅)− f({x})− (f(U \ {x})− f(U))

f(∅)− f({x}) .

Ïàðàìåòð s õàðàêòåðèçóåò çàìåäëåíèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè f . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
s ∈ [0, 1], è ÷òî s = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f � ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.



Â ðàáîòå [1] äëÿ ôóíêöèé êðóòèçíû s < 1 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè ïîãðåø-
íîñòè àëãîðèòìà GR ìèíèìèçàöèè íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè íà
p-óíèôîðìíîì êîìàòðîèäå:

f(GR)

f(OPT )
≤ 1

t

((
q + t

q

)q

− 1

)
≤ et − 1

t
,

ãäå q = n− p, à t = s/(1− s). Â ñòàòüå [7] ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùåí äëÿ çàäà÷è (2) ìè-
íèìèçàöèè íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì êîìàòðîèäå
îáõâàòà p.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GR äëÿ îáùåé çàäà÷è
î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì â òåðìèíàõ ìàòðèöû (cij).
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