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Ââåäåíèå
Â ðàáîòàõ [1,2] ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è MASC

î ìèíèìàëüíîì àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂
Qn. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à NP -òðóäíà è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Apx
(åñëè P 6= NP ). Â ñîîáùåíèè ïðèâåäåíà îöåíêà ïîðîãà ýôôåêòèâíîé àïïðîêñèìè-
ðóåìîñòè çàäà÷è MASC. Îòäåëüíî èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
çàäà÷è ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàïðèìåð, ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè îñòàåòñÿ òðóä-
íîðåøàåìîé, äàæå áóäó÷è ñôîðìóëèðîâàííîé íà ïëîñêîñòè (ò.å. â íàèáîëåå ïðîñòîì
íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå). Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò èç ïîëèíîìèàëüíîé
ñâîäèìîñòè ê çàäà÷å î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè èçâåñòíîé çàäà÷è PC î ïîêðûòèè
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïðÿìûìè, òðóäíîðåøàåìîñòü êîòîðîé èç-
âåñòíà [3]. Ìåòîäèêà ñâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäèêè, îïèñàííîé â [4], èñ-
ïîëüçîâàâøåéñÿ â ýòîé ðàáîòå äëÿ îáîñíîâàíèÿ òðóäíîðåøàåìîñòè çàäà÷è î êóñî÷íî-
ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè.

Ïîñòàíîâêà è îöåíêà ïîðîãà àïïðîêñèìèðóåìîñòè çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì
àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Q = (f1, . . . , fq), fi(x) =
αT

i x − βi íàçûâàåòñÿ àôôèííûì êîìèòåòîì, ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâà A,B ⊂ Rn,
åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

|{i ∈ Nq | fi(a) > 0}| >
q

2
(a ∈ A),

|{i ∈ Nq | fi(b) < 0}| >
q

2
(b ∈ B).

×èñëî q íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (÷ëåíîâ) êîìèòåòà Q.

Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå (MASC).
Çàäàíû ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , am1} è B = {b1, . . . , bm2}, A, B ⊂ Qn. Òðåáóåòñÿ
óêàçàòü àôôèííûé êîìèòåò Q ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ðàçäåëÿþùèé ìíî-
æåñòâà A è B.

Òåîðåìà 1 ([2]). Çàäà÷à MASC NP-òðóäíà.

Çàäà÷à MASC îñòàåòñÿ NP -òðóäíîé ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè

A ∪B ⊂ {z ∈ {0, 1, 2}n : |z| ≤ 2}.

Òåîðåìà 2 ([2]). Çàäà÷à MASC íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Apx (ïðè óñëîâèè P 6= NP ).



Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ïðåäûäóùåé òåîðåìû è óêàçûâàåò
íèæíèé ïîðîã ýôôåêòèâíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè çàäà÷è MASC.
Òåîðåìà 3. Åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

NP 6⊆ TIME(2poly(log n)),

òî äëÿ çàäà÷è MASC íå ñóùåñòâóåò ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà ñ òî÷íîñòüþ àï-
ïðîêñèìàöèè O(log log log m).

Çàäà÷à î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè
Îñòàíîâèìñÿ äàëåå íà ÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷è î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè, â êîòî-

ðîì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà. Èçâåñòíî [5], ÷òî ïðè n = 1 çàäà÷à î
ìèíèìàëüíîì àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Íèæå
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n = 2 (à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì
n > 1) îíà NP -òðóäíà.
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ L = {l1, . . . , ls}, lj = {x ∈ R2 | cT

j x = dj},
íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà P = {p1, . . . , pk} ⊂ R2, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè
p ∈ P íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ l = l(p) ∈ L òàêàÿ, ÷òî p ∈ l.

Âñþäó íèæå, åñëè ýòî ñïåöèàëüíî íå áóäåò îãîâîðåíî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ýëåìåíòû ìíîæåñòâ P, A è B, ðàâíî êàê è ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ïîêðûòèÿ è
ðàçäåëÿþùèå êîìèòåòû, ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíî-çíà÷íûìè âåêòîðàìè. Êàê îáû÷íî,
ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, ñôîðìóëèðîâàííûõ â âèäå çàäà÷è
ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà.

Ðèñ. 1: ïðèìåð ñâåäåíèÿ çàäà÷è PC ê çàäà÷å PASC

Çàäà÷à î ïîêðûòèè ïðÿìûìè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè (PC).
Çàäàíû ìíîæåñòâî P = {p1, . . . , pk} ⊂ Z2 è ÷èñëî s ∈ N. Ñóùåñòâóåò ëè ïîêðûòèå L
ìíîæåñòâà P ïî ìîùíîñòè íå ïðåâîñõîäÿùåå s?



Çàäà÷à î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè (PASC).

Çàäàíû ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , am1} è B = {b1, . . . , bm2}, A,B ⊂ Q2, è ÷èñëî t ∈ N.
Ñóùåñòâóåò ëè àôôèííûé êîìèòåò Q, ðàçäåëÿþùèé ìíîæåñòâà A è B è ñîñòîÿùèé
èç íå áîëåå ÷åì t ýëåìåíòîâ?

Èçâåñòíî [3], ÷òî çàäà÷à PC NP -ïîëíà. Çàäà÷à PASC ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
çàäà÷è ASC [2], ïîëó÷åííûì ôèêñàöèåé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ëåãêî óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî çàäà÷à PASC (êàê è ASC) ïðèíàäëåæèò êëàññó NP. Íèæå îïèñûâàåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷è PC ê çàäà÷å PASC, âëåêóùàÿ ïðèíàäëåæíîñòü
ïîñëåäíåé êëàññó NP -ïîëíûõ çàäà÷.

Ïóñòü óñëîâèå ÷àñòíîé çàäà÷è PC çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì P = {p1, . . . , pk} ⊂ Z2 è
÷èñëîì s ∈ N. Âû÷èñëèì ρ = max{|pi| : i ∈ Nk} è ïîëîæèì ε = 1

6(2ρ+1)+1
. Çàôèêñè-

ðóåì âåêòîð σ, |σ| = 1 òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî {i, j} ⊂ Nk îòðåçêè [pi − εσ, pi + εσ] è
[pj−εσ, pj +εσ] íå ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé. Ñîïîñòàâèì èñõîäíîé çàäà÷å PC ÷àñòíóþ
çàäà÷ó PASC ñ óñëîâèåì: A = P, B = (P − εσ) ∪ (P + εσ) è t = 2s + 1 (Ðèñ. 1).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îïèñàííûå âûøå äåéñòâèÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâåäåíû
çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè óñëîâèÿ çàäà÷è PC. Äëÿ
çàâåðøåíèÿ îáîñíîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çà-
äà÷à PC è ïîñòàâëåííàÿ åé â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷à PASC èìåþò ïîëîæèòåëüíûé èëè
îòðèöàòåëüíûé îòâåò îäíîâðåìåííî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî P îáëàäàåò ïî-
êðûòèåì èç íå áîëåå ÷åì s ïðÿìûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
åìó ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû àôôèííûì êîìèòåòîì, ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîòîðîãî íå
ïðåâîñõîäèò 2s + 1.

Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî P = {p1, . . . , pk} ⊂ Z2 îáëàäàåò ïîêðûòèåì èç s ïðÿìûõ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà A = P è B = (P −εσ)∪ (P +εσ) îòäåëèìû
àôôèííûì êîìèòåòîì èç 2s + 1 ýëåìåíòà.

Ðèñ. 2: ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùåãî êîìèòåòà ïî èçâåñòíîìó ïîêðûòèþ



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â áîëüøåé ñòåïåíè êîíñòðóêòèâíî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé,
ïî ñóòè, îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ñîïîñòàâëåíèÿ èçâåñòíîìó ïîêðûòèþ
ìíîæåñòâà P àôôèííîãî êîìèòåòà, ðàçäåëÿþùåãî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà A è
B, èëëþñòðàöèÿ êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 2.

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à PASC NP-ïîëíà. Çàäà÷à ASC â ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòè n > 1 òàêæå NP-ïîëíà.

Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à MASC ïðè ôèêñèðîâàííîì n > 1 NP-òðóäíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòà ÐÔ, ãðàíòû ÌÄ-6768.2006.1 è ÍØ-
5595.2006.1 è ÐÔÔÈ, � 07-07-00168.
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