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Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê A = {a1, . . . , an} ⊂ Rd íàçûâàåòñÿ d-ìåðíîé òî÷å÷íîé
êîíôèãóðàöèåé, åñëè åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà [A] åñòü d-ìåðíûé âûïóêëûé ìíîãî-
ãðàííèê (íàçûâàåìûé òàêæå ïîëèòîïîì). Äëÿ d-ìåðíîãî ïîëèòîïà M ÷åðåç Γi(M)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî åãî i-ìåðíûõ ãðàíåé, i = −1, . . . , d. Ïðè ýòîì Γ−1(M) = {∅}
è Γd(M) = {M}. Äëÿ ãðàíè F ïîëèòîïà M ÷åðåç relint(F ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âíóòðåííèõ òî÷åê ãðàíè F â åå àôôèííîé îáîëî÷êå.

Ìíîæåñòâî d-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ T = {S1, . . . , St} íàçîâåìòðèàíãóëÿöèåé d-ìåðíîé
òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè A, åñëè [A] = ∪t

k=1Sk, Γ0(Si) ⊆ A ïðè i = 1, . . . , t è Si ∩ Sj =
[Γ0(Si) ∩ Γ0(Sj)] ïðè i, j = 1, . . . , t. Ïîëîæèì Γi(T ) = ∪t

j=1Γi(Sj), fT
i = |Γi(T )|,

i = −1, . . . , d, è çàìåòèì, ÷òî Γ−1(T ) = {∅} è fT
−1 = 1. Âåêòîð fT = (fT

0 , . . . , fT
d )

è ïîëèíîì fT (λ) =
∑d

i=−1 fT
i λi+1 íàçîâåì f -âåêòîðîì è f -ïîëèíîìîì òðèàíãóëÿöèè

T ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî âñåõ òðèàíãóëÿöèé d-ìåðíûõ òî÷å÷íûõ êîíôèãóðàöèé
îáîçíà÷èì ÷åðåç Td. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ T ∈ Td ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííû è ÿâëÿþòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûå ÷èñëà γT

0 , . . . , γT
d+1 òàêèå, ÷òî fT (λ) =

∑d+1
i=0 γT

i λi(1+λ)d+1−i,
ïðè÷åì γT

0 = 1 è γT
d+1 = 0.

Òðèàíãóëÿöèþ T = {S1, . . . , St} d-ìåðíîé òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè A íàçîâåì ïè-
ðàìèäàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò a ∈ Γ0(Si) ïðè i = 1, . . . , d; åñëè a ∈ relint(F ) � òàêàÿ
ãðàíü F ïîëèòîïà [A] ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà � è F ∈ Γk([A]), òî òðèàíãóëÿöèþ
T íàçîâåì k-ïèðàìèäàëüíîé. Çàìåòèì, ÷òî ïèðàìèäàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òðèàíãóëÿ-
öèè, ñîñòàâëÿþùèå îäèí èç âèäîâ ðåãóëÿðíûõ òðèàíãóëÿöèé (pulling triangulations),
ðàññìàòðèâàåìûõ â [1].

Òåîðåìà 1. Åñëè òðèàíãóëÿöèÿ T ∈ Td ÿâëÿåòñÿ k-ïèðàìèäàëüíîé, òî γT
d = 0 ïðè

k ∈ {0, . . . , d − 1}, γT
d = 1 ïðè k = d, è ∑d

i=0 γT
i ≤

(∑bd/2c
i=0 (γT

i − γT
d+1−i)(d + 1− 2i)

)
−

(k + 1)(d− k).
Ñóùåñòâóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íû.
Ðàññìîòðèì â Rd ïðè d ≥ 3 òî÷êè ad = (0, 0, . . . , 0, 0), bd = (1, 1, . . . , 1, 1), ed

1 =
(1, 0, . . . , 0, 0), ed

2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . ., ed
d = (0, 0, . . . , 0, 1), vd = (2(d− 1),−1, . . . ,−1, 1)

è ïóñòü A(d) = {ad, bd, ed
1, e

d
2, . . . , e

d
d, v

d} ⊂ Rd. Ïîëîæèì Ei = {e1, . . . , ed}\{ei}, i =
1, . . . , d. Ðàññìîòðèì T (d) = {[ad, bd, Ei] : i = 1, . . . , d}⋃ {[bd, Ei, v

d] : i = 2, . . . , d}⋃

{[ad, Ei, v
d] : i = 2, . . . , d− 1}.

Òåîðåìà 2. Ïðè d ≥ 3 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1. T (d) ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé d-ìåðíîé òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè A(d), ïðè÷åì
[A(d)] åñòü ñèìïëèöèàëüíûé ïîëèòîï ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí A(d).
2. (γ

T (d)
0 , γ

T (d)
1 , γ

T (d)
2 , . . . , γ

T (d)
d−1 , γ

T (d)
d , γ

T (d)
d+1 ) = (1, 2, 3, . . . , 3, 0, 0) è âåêòîð fT (d) íå ðåà-

ëèçóåòñÿ êàê f -âåêòîð ïèðàìèäàëüíîé òðèàíãóëÿöèè òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 05-01-00552-à.
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