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Êàê èçâåñòíî [1], èåðàðõè÷íîñòü óïðàâëåíèÿ âûçâàíà íåâîçìîæíîñòüþ ñâîåâðå-
ìåííîé îáðàáîòêè áîëüøîãî îáúåìà ïîñòóïàþùåé îäíîâðåìåííî èíôîðìàöèè. Äåöåí-
òðàëèçàöèÿ æå óïðàâëåíèÿ â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê íåîïðåäåë¼ííîñòè, îáóñëîâ-
ëåííîé ñàìîñòîÿòåëüíûìè äåéñòâèÿìè ïîäñèñòåì. Àíàëèç ïîäîáíîãî ðîäà íåîïðåäå-
ë¼ííîñòè ïðèâîäèò ê íåâûïóêëûì ñòðóêòóðàì. Òàê, íàïðèìåð, èçâåñòíî [2], ÷òî ïîèñê
îïòèìèñòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ëèíåéíîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷å

〈c, x〉+ 〈d, y〉 ↑ max
(x,y)

,

x > 0, Ax + By 6 b,

y ∈ Y∗(x) , Sol(2),





(1)

〈c1, x〉+ 〈d1, y〉 ↑ max
y

,

y > 0, A1x + B1y 6 b1,

}
(2)

ñ ïðèìåíåíèåì ÊÊÒ-óñëîâèé èëè ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷è (2) ïðè-
âîäèò ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì
òèïà ðàâåíñòâà âèäà (îäèí èç âàðèàíòîâ)

〈d1 + vB1, y〉 − 〈v, b1 − A1x−B1y〉 = 0,
x, y, v > 0.

Ýòî îãðàíè÷åíèå î÷åâèäíî íåëèíåéíî, òî÷íåå áèëèíåéíî, è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ d.c.
ôóíêöèåé, ò.å. ïðåäñòàâèìî â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàêîé æå õàðàêòåð íîñèò èçâåñòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé äî-
ïîëíèòåëüíîñòè, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîèñêå òàêîãî x, ÷òî

x > 0, Mx + q > 0,
〈x,Mx + q〉 = 0.

}
(3)

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè (âîçìîæíî íåëèíåéíûå) òåñíûì
îáðàçîì ñâÿçàíû ñ äðóãèì ïîïóëÿðíûì îáúåêòîì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè � ñ âà-
ðèàöèîííûìè íåðàâåíñòâàìè, èìåþùèìè øèðîêîå ïðèëîæåíèå, íàïðèìåð, â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå, òåîðèè öåíîâîãî è òðàíñïîðòíîãî ðàâíîâåñèÿ è ò.ä.

Íàïîìíèì, â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ P : X → IRm, X ⊂ IRn, ðåøåíèå
âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñîñòîèò â ïîèñêå x∗ ∈ X, äëÿ êîòîðîãî

〈P (x∗), x− x∗〉 > 0 ∀x ∈ X. (4)

Ëåãêî âèäåòü ðàâíîñèëüíîñòü çàäà÷ (3) è (4) ïðè P (x) = Mx + q, X = IRm
+ . Òàêæå

ìîæíî ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ îáîáùåíèé (3) è (4).
Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ ñ íåëèíåéíûìè (â ÷àñòíîñòè ñ

áèëèíåéíûìè) îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà îáëàäàåò áîëüøèì ïðàêòè÷åñêèì âå-
ñîì (âûçûâàÿ ïðè ýòîì íå ìåíåå âåñîìûé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷è ñ íåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ,
êàê èçâåñòíî, åäâà ëè íå ñàìûìè òðóäíûìè êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê
è, ãëàâíîå, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷.



Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî ÊÊÒ-óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è

f0 ↓ min, fi(x) = 0, i = 1, . . . , m, (5)

ãäå fi(x), i = 1, . . . , m, íåëèíåéíûå ôóíêöèè õàðàêòåðèçóþò ëèøü ñòàöèîíàðíûå
òî÷êè (ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

λ0∇f0(x∗) +
m∑

i=1

λi∇fi(x∗) = 0; (6)

λi ∈ IR, i = 1, . . . , m, λ0 > 0,
m∑

i=1

|λi| + λ0 > 0), êîòîðûõ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî
ìíîãî. Â ïðèêëàäíûõ æå çàäà÷àõ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ (1)-(2), (3) è (4) òðåáóåòñÿ
îòûñêàòü èìåííî ãëîáàëüíîå ðåøåíèå, äëÿ ïîèñêà êîòîðîãî óñëîâèå (6) ïðàêòè÷åñêè
íè÷åãî íå äàåò.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ äîìèíèðóåò ìíåíèå, ÷òî ïîäîáíûå çàäà÷è
ðåøàþòñÿ ìåòîäîì øòðàôîâ èëè ïóòåì ðåäóêöèè ê ñåðèè çàäà÷ (α →∞)

ϕα(x) = f0(x) + αΦ(x) ↓ min
x

(7)

ãäå Φ(x) = Φ0(f1(x), . . . , fm(x)) ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùåãî âèäà:

Φ1(x) =
m∑

i=1

γi|fi(x)|, Φ2(x) =
m∑

i=1

γi[fi(x)]2, Φp(x) =
m∑

i=1

γi[fi(x)]p, 1 < p < +∞.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåëèíåéíîñòè ôóíêöèé fi(x), i = 1, . . . , m ôóíê-
öèÿ Φ(x), à âìåñòå ñ íåé è ϕα íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè. Ïîýòîìó ïîèñê
èìåííî ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (7) (÷òî è òðåáóåòñÿ â ìåòîäå
øòðàôîâ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåîäîëèìóþ (äëÿ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ íåëèíåé-
íîé îïòèìèçàöèè) òðóäíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïîèñê ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(5) îêàçûâàåòñÿ íåîáîñíîâàííûì Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è ñ îäíèì d. c. îãðàíè÷åíèåì òèïà ðà-
âåíñòâà:

(P)
f(x) ↓ min, x ∈ S,

F (x) , g(x)− h(x) = 0,

}
(8)

ãäå f, g, h � âûïóêëûå ôóíêöèè, à S � âûïóêëîå ìíîæåñòâî èç IRn.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à (P)�(8) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èçâåñòíîé çàäà÷è

ñ d. c. îãðàíè÷åíèåì òèïà íåðàâåíñòâà:

f(x) ↓ min, x ∈ S,

F (x) , g(x)− h(x) > 0.

}
(9)

Äëÿ çàäà÷è (9) íàìè ïðåäëîæåíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà [6], óñëî-
âèÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè [4],[5], ðàçðàáîòàíà ñòðàòåãèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà è
äîêàçàíà åå ñõîäèìîñòü [3],[5]. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå òåîðèè ãëîáàëü-
íîãî ïîèñêà äëÿ (9) íà ñåðèè äîñòàòî÷íî òðóäíûõ çàäà÷.

Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòè ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (9) äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (8).



Íà÷íåì ïðåæäå âñåãî ñ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å (P)�
(8) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

∃ v ∈ S : F (v) < 0, (10)

(H)
∀ y ∈ S : F (y) = 0 ò. å. g(y) = h(y), ∃ p = p(y) ∈ S :

h(p)− h(y) < 〈∇g(y), p− y〉.
}

(11)

òîãäà òàêæå êàê ýòî ñäåëàíî â [3],[4] ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îïòèìàëü-
íîñòè (ÓÎ).

Òåîðåìà 1 (äîñòàòî÷íîe óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè )[3],[4]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ (10) è (H)�(11). Òîãäà, åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

(E)

∀ (y, β) : g(y) = β, y ∈ S,
h(y) 6 β 6 sup(h, S),

h(x)− β > 〈∇g(y), x− y〉,
∀x ∈ S, f(x) 6 f(z);





(12)

òî òî÷êà z îêàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (P)�(8). #
Îäíàêî äëÿ íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (E)�(12) äëÿ çàäà÷è (P)�(8) íóæíî ïîòðåáî-

âàòü èíûõ ïðåäïîëîæåíèé, íåæåëè â çàäà÷å (9). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäïîëî-
æåíèå, êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåìî, êàê è (10):

∃v̂ ∈ S : f(v̂) < f(z), F (v̂) < 0. (13)

Òåîðåìà 2 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè). Ïóñòü â çàäà÷å (P)-(8) âûïîëíåíî
ïðåäïîëîæåíèå (13).

Òîãäà, åñëè z ∈ Sol(P), òî

(E1)
∀(y, β) : g(y) = β, y ∈ S,
h(y)− β > 〈∇g(y), x− y〉
∀x ∈ S, f(x) 6 f(z).



 (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (E1)-(14) íàðóøåíî, òî

∃(y, β) : g(y) = β, y ∈ S, ∃u ∈ S, f(u) 6 f(z),

h(u)− β < 〈∇g(y), u− y〉.
Òîãäà èç âûïóêëîñòè g(·) ñëåäóåò

0 < β − h(u) + g(u)− g(y) = F (u),

òàê ÷òî
u ∈ S, f(u) 6 f(z), F (u) > 0.

Â ñèëó (13), ∃λ ∈]0, 1[: F (x(λ)) = 0,

x(λ) = λu + (1− λ)v̂ ∈ S.

Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ âûïóêëîñòè f(·),
f(x(λ)) 6 λf(u) + (1− λ)f(v̂) < f(z),



÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè z. #
Íà îñíîâå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (E)-(12) è (E1)-(14) äëÿ çàäà÷ (1)-(2) è (3) ðàç-

ðàáîòàíû ìåòîäû ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ðåøåíû
çàäà÷è äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíî êàê äëÿ
çàäà÷ ëèíåéíîé äîïîëíèòåëüíîñòè, òàê è äëÿ çàäà÷ äâóõóðîâíåâîãî óïðàâëåíèÿ (1)-
(2), è ïîçâîëÿþò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå îá ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà äëÿ
äàííûõ êëàññîâ çàäà÷.
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