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ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ

Î. Â. Àáðàìîâ

Áóðíîå ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé îêà-
çûâàåò âñå áîëüøåå âëèÿíèå íà ñîâåðøåíñòâîâàíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìíîãèõ òåîðå-
òè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïðåæäå âñåãî, ýòî êàñàåòñÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷
âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå òåõíîëîãèè ðàñïðåäåëåííûõ è ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñ-
ëåíèé è çàñòàâëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè öåëîãî ðÿäà
çàäà÷, à òàêæå ïðàêòè÷åñêîé ïîëåçíîñòè ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ, êàçàâøèõñÿ ðàíåå
áåñïåðñïåêòèâíûìè èç-çà êðàéíå âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêîñòè ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèé.

Ê ÷èñëó çàäà÷ âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêîñòè îòíîñÿòñÿ çàäà÷è ìíîãî-
ìåðíîé ïîèñêîâîé îïòèìèçàöèè, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëåå ñëîæíûìè ñ÷èòàþòñÿ çà-
äà÷è îïòèìèçàöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì (âåðîÿòíîñòíûì) êðèòåðèÿì. Â äîêëàäå àíà-
ëèçèðóþòñÿ ïóòè è ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé
ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.

Ïðèâåäåíû ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ öåëåâûõ ôóíê-
öèé (ïàðàëëåëüíûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé), àëãîðèòìû ïî-
èñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ìåòîäîì ñêàíèðîâàíèÿ è íàïðàâëåííîãî ñëó÷àéíîãî
ïîèñêà, ðåàëèçîâàííûå â âèäå ìîäåëè ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé íà ËÂÑ.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà àíàëîãîâûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ èõ ýëåìåíòîâ [1, 2].

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà ñîñòîèò â âûáîðå íîìèíàëüíûõ
çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû xíîì = (x1íîì, · · · , xníîì),
îáåñïå÷èâàþùèõ ìàêñèìóì âåðîÿòíîñòè åå áåçîòêàçíîé ðàáîòû â òå÷åíèå çàäàííîãî
âðåìåíè:

xíîì = arg max P{X(xíîì, t) ∈ Dx,∀t ∈ [0, T ]} (1)
ãäå X(xíîì, t)� ñëó÷àéíûé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ; Dx � îáëàñòü ðàáîòîñïî-
ñîáíîñòè; T � çàäàííîå âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè ñèñòåìû.

Îáëàñòü äîïóñòèìûõ âàðèàöèé âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ Dx, êàê ïðàâèëî, íåèç-
âåñòíà, à óñëîâèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè çàäàþòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:

aj ≤ y(x)j ≤ bj, j = 1,m

ãäå y = {yj}m
j=1 � âåêòîð âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïðè÷åì yj = Fj(x1, · · · , xn),

à Fj(•) � èçâåñòíûé îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò òîïîëîãèè èññëåäóåìîé ñèñòåìû.
Îñíîâíûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòå-

çà òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ âàðèàöèé èõ ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàíû ñ âû-
ñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêîñòüþ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì çàäà÷ ìíîãî-
âàðèàíòíîãî àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì êðèòåðèÿì. Íà êàæäîì øàãå
îïòèìèçàöèè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ îöåíêè êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè. Ïðè ýòîì íà îñíîâå ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ
èñïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî) ìíîãîêðàòíî ðàññ÷èòûâàåòñÿ èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà (âû-
÷èñëÿþòñÿ âûõîäíûå ïàðàìåòðû è ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé ðàáîòîñïîñîá-
íîñòè) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòîâ. ×èñëî ðàñ÷åòîâ N , ðàâíîå
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÷èñëó ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ îáåñïå-
÷åíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè îöåíêè êðèòåðèÿ. Îáû÷íî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òðåáóåìîé
òî÷íîñòè îöåíêè íåîáõîäèìî íà êàæäîì øàãå ïîèñêà ïðîâîäèòü ïîëíûé ðàñ÷åò ñè-
ñòåìû îò íåñêîëüêèõ ñîòåí äî òûñÿ÷è ðàç.

Îäíèì èç ïóòåé ñíèæåíèÿ âðåìåííûõ çàòðàò íà ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çà-
äà÷ ìîæåò áûòü, êàê îòìå÷åíî âûøå, ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.
Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîá-
ðàçíûì èñïîëüçîâàíèå âîçìîæíîñòåé êàê ñîâðåìåííûõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñèñòåì, òàê è ðàñïðåäåëåííûõ ìíîãîìàøèííûõ êîìïëåêñîâ, ñâÿçàííûõ ëî-
êàëüíîé ñåòüþ. Ðåàëèçàöèÿ ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ìàøèíàõ,
ðàáîòàþùèõ ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííûõ ñèñòåì, ïîääåðæèâàþùèõ ìíîãîïîòî÷-
íîñòü, íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé. Â òî æå âðåìÿ, â ðàñïðåäåëåííûõ
ãåòåðîãåííûõ ñðåäàõ, íåîáõîäèìî ñàìîñòîÿòåëüíî ðåàëèçîâàòü ìåõàíèçìû çàãðóçêè
äàííûõ, ñèíõðîíèçàöèè ïðîöåññîâ è áàëàíñèðîâêè âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ìåæäó
êîìïîíåíòàìè êîìïëåêñà.

Ãëàâíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùå-
íèå îáùåãî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Âîçìîæíîñòè äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëå-
íèé îãðàíè÷èâàþòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîì èìåþùèõñÿ ïðîöåññîðîâ, íî è îñîáåííîñòÿìè
âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðèíöèïèàëüíî ïîñëåäîâà-
òåëüíûì. Ê çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì êðèòåðèÿì (1)
ïðèìåíèìà òàê íàçûâàåìàÿ ãëàâíûé- ïîä÷èíåííûé (master-slave) ïàðàäèãìà ïàðàë-
ëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå çäåñü áàçèðóåòñÿ íà äåêîìïîçèöèè
àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé è â êà÷åñòâå åäèíèöû ïàðàëëåëèçìà âûñòóïàåò çàäà÷à îä-
íîêðàòíîãî ðàñ÷åòà ìîäåëè ñèñòåìû (ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñàìûì
êðóïíûì è âû÷èñëèòåëüíî åìêèì áëîêîì àëãîðèòìà ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà è îï-
òèìèçàöèè.

Íåêîòîðûå ïóòè ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé ðàññìîòðåíû
â äîêëàäå [3, 4]. Â ÷àñòíîñòè ïðåäëîæåí ïàðàëëåëüíûé àíàëîã ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è
ïðîöåäóðû ìíîãîâàðèàíòíîãî àíàëèçà. Ïðåäëàãàåìûå ïàðàëëåëüíûå ìåòîäû ïîèñêà
îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè èäåé äèñêðåòèçàöèè
ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà ðåøåíèé, ìíîãîìåðíîãî çîíäèðîâàíèÿ è äèñêðåòíîé îïòèìèçà-
öèè.
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ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÅ ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ 1

À. Ñ. Àíòèïèí

1 Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòî-
ðîé òðåáóåòñÿ âûáðàòü âåêòîð âåñîâ λ = λ∗ è è âåêòîð-ñòîëáåö ïðàâîé ÷àñòè ôóíê-
öèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé p = p∗ òàê, ÷òîáû îòâå÷àþùèé èì îïòèìóì w = w∗ óäîâëå-
òâîðÿë ñèñòåìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈λ∗, f(w∗)〉 ∈ Min{〈λ∗, f(w)〉 | g(w) ≤ p∗, w ∈ Ω}, (1)

〈f(w∗)− λ∗, λ− λ∗〉 ≤ 0, λ ≥ 0, (2)
〈g(w∗)− p∗, p− p∗〉 ≤ 0, p ≥ 0. (3)

Çäåñü f(w), g(w)- âåêòîðíûå ôóíêöèè, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ âûïóêëàÿ ñêà-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, f(w) ∈ Rm, g(w) ∈ Rm1 , w ∈ Ω ⊂ Rn, λ ∈ Rm

+ , p ∈ Rm1
+ .

Çàäà÷ó (1) ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå p ≥ 0 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñêàëÿðèçà-
öèþ (ñêàëÿðíóþ ëèíåéíóþ ñâåðòêó) çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ãäå
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïàðåòîâñêîå ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ f(w)
íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå D(p) = {w ∈ Rn | g(w) ≤ p, w ∈ Ω}, äðóãèìè ñëîâàìè
ðåøèòü çàäà÷ó [1]

f(w∗
y) ∈ ParetoMin{f(w) | w ∈ D(p)}. (4)

Êàæäàÿ òî÷êà Ïàðåòîâñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ f(w∗
p) õàðàêòåðèçóåòñÿ, òåì ÷òî ïåðåñå-

÷åíèå íåïîëîæèòåëüíîãî êîíóñà (îðòàíòà) K(f(w∗
p)) âåðøèíà êîòîðîãî ïåðåíåñåíà

â òî÷êó f(w∗
p), ãäå w∗

p ∈ D(p), ò.å. K(f(w∗
p)) = {f ∈ Rm | f ≤ f(w∗)} è ìíîæå-

ñòâî âåêòîðíûõ îöåíîê f(D(p)) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ òî÷êó f(w∗
p), ò.å. K(f(w∗

p))∩
f(D(p)) = f(w∗

p). Â ýòîì ñëó÷àå f(w∗
p) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî èëè ýôôåê-

òèâíîé òî÷êîé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) âñåãäà ñóùåñòâóåò,
òîãäà òî÷êà w∗

p∗ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì Ïàðåòî-îïòèìàëüíîé òî÷êè f(w∗
p∗) è

ïðèíàäëåæèò íåïóñòîìó äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì p ≥ 0).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåêòîðà λ ≥ 0 è p ≥ 0 çàôèêñèðîâàíû, òî ìû èìååì êëàñ-
ñè÷åñêóþ çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî îï-
òèìàëüíûõ ðåøåíèé w∗ ∈ D(p), à òàêæå ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé f ∗(w∗) ∈
Rm

+ è ìíîæåñòâî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà p∗ ∈ Rm1
+ . Ôàêòè÷åñêè ìû èìååì òî÷å÷íî-

ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñåäëîâîãî òèïà, êîãäà êàæäîé ïàðå λ ≥ 0, p ≥ 0 ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå ïàðà îïòèìàëüíûõ ìíîæåñòâ f ∗(λ, p), p∗(λ, p). Åñëè ñóùåñòâóåò íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(1)-(3).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 05-01-00242) è ïî Ïðîãðàììå
ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà ÍØ-2240.2006.1)
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2 Ðàâíîâåñíûé âûáîð âåñîâ â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ïðîáëåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, ïåðâûé
èç íèõ - ýòî ðàâíîâåñíûõ âûáîð âåñîâ â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè,
à âòîðîé - ýòî ðàâíîâåñíûé âûáîð îãðàíè÷åíèé â çàäà÷àõ ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â (1)-(3) âåêòîð p ≥ 0 ôèêñè-
ðîâàí è òåì ñàìûì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (1) æåñòêî çàäàíî. Ñàìà çàäà÷à â
ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò ôîðìó

〈λ∗, f(w∗)〉 ∈ Min{〈λ∗, f(w)〉 | g(w) ≤ p, w ∈ Ω}, (5)

〈f(w∗)− λ∗, λ− λ∗〉 ≤ 0, λ ≥ 0. (6)
Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D = {w | g(w) ≤ p, w ∈ Ω} çàäà÷è (5) êàê óæå îòìå÷àëîñü
áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì àëüòåðíàòèâ, à åãî îáðàç f ∈ f(D) = {f = f(w), w ∈ D}
ïðè îòîáðàæåíèè f(w), w ∈ D - ìíîæåñòâîì âåêòîðíûõ îöåíîê. Ðàñïîëîæåíèå ìíî-
æåñòâà f(D) â ïðîñòðàíñòâå ïî îòíîøåíèþ ê íóëåâîé òî÷êå ñèëüíî çàâèñèò îò âåêòîðà
f̂ , êîòîðûé íàçîâåì "àáñîëþòíûì ìèíèìóìîì"èëè "èäåàëüíîé òî÷êîé": f̂i = fi(w

∗) =
min{fi(w) | w ∈ D}, i = 1, ...,m. Åñëè âåêòîðû w∗

i ðàçëè÷íû, òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé
òî÷êè w îáðàç êîòîðîé f(w) ìîã áû äîñòè÷ü "àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà" f̂ . Èíòóèöèÿ
íàì ïîäñêàçûâàåò, ÷òî åñëè f̂ ≥ 0, òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà λ∗ â (5) íå ðàâíû
íóëþ, ò.å. λ∗i 6= 0 è íàîáîðîò, åñëè f̂ < 0, òî âñå êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà ðàâíû
íóëþ. Ïðè íàëè÷èè ñìåñè òåõ è äðóãèõ êîìïîíåíò ó âåêòîðà f̂ èìååì ñëó÷àé, êîãäà
êàêèå òî λi, i = 1, 2, ...m ðàâíû íóëþ, äðóãèå - íåò. ×òîáû èñêëþ÷èòü âûðîæäåííûé
ñëó÷àé ââåäåì óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, êîòîðîå â êàêîì òî ñìûñëå àíàëîãè÷íî óñëîâèþ
ðåãóëÿðíîñòè Ñëåéòåðà â âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Çàäà÷ó (5),(6) íàçîâåì ðåãóëÿðíîé, åñëè ñðåäè âñåõ
fi(x), i = 1, 2, ..., m ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ôóíêöèÿ fi(w) òàêàÿ ÷òî

fi(w) > 0 ∀w ∈ Ω (7)

Ïî óìîë÷àíèþ âñåãäà ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî èíäåêñ i = 1.
Çàäà÷à (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âåêòîð-

íîãî êðèòåðèÿ f(w) íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâ D. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è åñòü îáøèðíîå
ìíîãîîáðàçèå îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî (èëè ýôôåêòèâíûõ) òî÷åê. Íàïîìíèì, ÷òî åñ-
ëè òî÷êà f(w∗) ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíîé, òî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë 〈λ∗, f〉, ãäå
f = f(w) äëÿ âñåõ w ∈ D ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì â òî÷êå f(w∗), òàê êàê 〈λ∗, f ∗〉 ≤ 〈λ∗, f〉
äëÿ âñåõ f = f(w), w ∈ D, ò.å. 〈λ∗, f − f ∗〉 ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîèñê îïîðíîãî ôóíêöèîíàëà ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè íà ìíîæåñòâå âåêòîðíûõ îöåíîê ïðè ýòîì ïðîîáðàç îïîð-
íîé òî÷êè ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó.

Âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (6) îïðåäåëåíî íà ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå, ñëåäîâà-
òåëüíî îíî ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà óñëîâèÿ

〈f(w∗)− λ∗, λ∗〉 = 0, (8)

è
f(w∗)− λ∗ ≤ 0. (9)
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Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè λ∗ 6= 0, òî èç (8) èìååì

λ∗ = f(w∗). (10)

Åñëè â (8) êàêèå òî êîìïîíåíòû âåêòîðà λ∗ = 0, òî âûïîëíÿåòñÿ (9) è ñëåäîâàòåëüíî
f(w∗) ≤ 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà f(w) ïîëîæèòåëüíû,
ò.å. fi(w) ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, òî âñå λi 6= 0, i = 1, 2, ..., m. Â îáùåì ñëó÷àå, íåêîòîðûå
êîìïîíåíòû âåêòîðà λ ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå
(7) âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (6) çàäà÷è âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè ðàñøèôðîâûâàåòñÿ
êàê ðàâåíñòâî âåêòîðîâ (10).

Çàäà÷à âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè (5) êàê ïðàâèëî îïèñûâàåò ñîäåðæàòåëüíûå ñèòóà-
öèè, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì íàèëó÷øåãî ïî Ïàðåòî ðåøåíèÿ ïðè êîòîðîì âñå ó÷àñòíèêè
(èëè ôàêòîðû) èìåþò ìàêñèìàëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü (â íàøåì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé
ðàñõîä ðåñóðñîâ). Åñëè âûáðàíà ñòðàòåãèÿ w∗, òî åé îòâå÷àåò âåêòîð ìàêñèìàëüíîé
ýôôåêòèâíîñòè f(w∗) (ðåøåíèå ïî Ïàðåòî). Ñ äðóãîé ñòîðîíû êàæäàÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà λ∗ õàðàêòåðèçóåò âåñ èëè âëèÿíèå êàæäîãî ó÷àñòíèêà (ôàêòîðà) â ãðóï-
ïå. Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è âåêòîðíîé îïòèìèçà-
öèè (5),(6) îáëàäàåò íåêîòîðûì ðàâíîâåñíûì ñâîéñòâîì ïðè êîòîðîì âåñ (âëèÿíèå)
ó÷àñòíèêà ñîãëàñîâàí ñ åãî ýôôåêòèâíîñòüþ â ñìûñëå (10). Òàêîå óñëîâèå ïðèäàåò
ïàðåòîâñêîé òî÷êå îïðåäåëåííóþ óñòîé÷èâîñòü.

Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (6) ìîæíî âèäåòü,
÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì (à â âûïóêëîì ñëó÷àå) äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìàê-
ñèìóìà êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

λ∗ ∈ argmax{〈λ, f(w∗)− 1

2
λ〉 | λ ≥ 0}. (11)

Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò èñõîäíóþ çàäà÷ó (5),(6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èãðó äâóõ ëèö
ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó

〈λ∗, f(w∗)〉 ∈ Min{〈λ∗, f(w)〉 | g(w) ≤ p, w ∈ Ω}, (12)

λ∗ = argmax{−1

2
|λ− f(w∗)|2 | λ ≥ 0}. (13)

Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïðèñóùåå âñåì ðàâíîâåñèÿì ïî Íýøó.

3 Ðàâíîâåñíûé âûáîð îãðàíè÷åíèé â çàäà÷àõ
ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð âåñîâ λ ≥ 0 çàäà÷è (1)-(3) ôèêñè-
ðîâàí è òåì ñàìûì ñêàëÿðíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è çàäàíà æåñòêî. Â ýòîì ñëó÷àå
îáîçíà÷èì åå êàê 〈λ, f(w)〉 = ϕ(w), òîãäà çàäà÷à (1)-(3) ïðèíèìàåò âèä

w∗ = Argmin{ϕ(w) | g(w) ≤ p∗, w ∈ Ω}, (14)

〈g(w∗)− p∗, p− p∗〉 ≤ 0, p ≥ 0. (15)
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ãäå ϕ(w) : Rn → R, g(w) : Rn → Rm1 - âûïóêëûå ôóíêöèè, Ω ⊂ Rn- âûïóêëîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, p ∈ Rm1

+ .
Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ýòîé çàäà÷è D(p) = {w ∈ Ω | g(w) ≤ p, w ∈ Ω} çàâè-

ñèò îò ïàðàìåòðà p ≥ 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì p ≥ 0 èìååì çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà â ñâîþ î÷åðåäü ïîðîæäàåò ôóíêöèþ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè (îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ) â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé äëÿ êîòîðîé âûñòóïàåò
âåêòîð-ñòîëáåö ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (ïàðàìåòð) p ≥ 0

f(p) = min{ϕ(w) | g(w) ≤ p, w ∈ Ω}, (16)

Ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè f(p), p ≥ 0 äîñòàòî÷íî èçâåñòíà è ìíîãîêðàòíî îáñóæ-
äàëàñü â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå [2]. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè ñëåäóþùèå:

1. f(p) - âûïóêëàÿ â îáëàñòè åå ñóùåñòâîâàíèÿ, åå ñóæåíèå íà ëþáóþ ïåðåìåííóþ
- ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

2. f(p) - ñóáäèôôåðåíöèðóåìàÿ, à åå ñóáäèôôåðåíöèàë ∂f(p) - ìíîãîçíà÷íîå ìî-
íîòîííîå îòîáðàæåíèå â îáëàñòè åãî îïðåäåëåíèÿ p ∈ Rm1

+ . Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèå
ïðè ëþáîì p åñòü âûïóêëîå, çàìêíóòîå, à ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå, îãðàíè÷åííîå ìíîæå-
ñòâî.

3. ∂f(p) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïåðàòîðà ïðè êàæäîì p ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (14) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì p ïðàâîé ÷àñòè ôóíê-
öèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ýòîé çàäà÷è.

Äðóãèìè ñëîâàìè äëÿ çàäà÷è (14) ââåäåì Ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L(v, p) = ϕ(w) +
〈p, g(w)− p∗〉, w ∈ Ω, p ∈ Rm1

+ (çäåñü p∗ òðàêòóåòñÿ êàê ïàðàìåòð). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè p∗ ≥ 0 çàäà÷à (14) èìååò ðåãóëÿðíûé (â ñìûñëå óñëîâèÿ
Ñëåéòåðà) õàðàêòåð è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî p∗ ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæå-
ñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê w, p ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

L(w, p) = ϕ(w) + 〈p, g(w)− p∗〉 ∀w ∈ Ω, p ∈ Rm1
+ . (17)

Äâîéñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ −∂f(p) è ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííî óáûâàþùåé â ñìûñëå íåðàâåíñòâà

〈∂f(p +4p)− ∂f(p),4p〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0,4p ≥ 0.

Íàðÿäó ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì −∂f(p) ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïî-
ëîæèòåëüíîãî îðòàíòà â ñåáÿ, ò.å. p : Rm1

+ → Rm1
+ . Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåå. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî äâà îòîáðàæåíèÿ ñî
ñâîéñòâàìè óáûâàíèÿ äëÿ îäíîãî è âîçðàñòàíèÿ äëÿ äðóãîãî îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàþò-
ñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå p∗ ≥ 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äâîéñòâåííîãî
îòîáðàæåíèÿ −∂f(p) : Rm1

+ → Rm1
+ . Òî÷êà p∗ ≥ 0 îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è (14),(15). Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòóèòèâíûì îáîñíîâàíèåì ôàêòà
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñîäåðæàòåëüíûé
ñìûñë çàäà÷è (14), (15) çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè äâîéñòâåí-
íîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, îòâå÷àþùèõ
çàäàííîìó p ≥ 0.

Çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìîäåëü ïðî-
èçâîäñòâà â êîòîðîé òðåáóåòñÿ âûáðàòü âåêòîð èíòåíñèâíîñòè ðàáîòû ïðåäïðèÿòèÿ
w òàê ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïóñê ïðîäóêöèè ñ ìèíèìàëüíûìè ðàñõîäàìè ðåñóðñîâ,
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êîòîðûå îöåíèâàþòñÿ âåëè÷èíîé f(p) èç (14). ßñíî, ÷òî åñëè îáúåìû ðåñóðñîâ (êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà p) íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò, òî èõ äåôèöèòíîñòü (ïðîèçâîäñòâåííàÿ
íåõâàòêà) ïàäàåò, ñîîòâåòñòâåííî, âíóòðåííèå îöåíêè îáóñëîâëåííîñòè ïî Ë.Â. Êàí-
òîðîâè÷ó (ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà) òîæå ïàäàþò, ïîòðåáëåíèå ðåñóðñîâ â ýòîì ñëó÷àå
íè÷òî íå îãðàíè÷èâàåò è ïîýòîìó ðàñõîäû ïðåäïðèÿòèÿ ïî âûïóñêó ïðîäóêöèè ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòà èäåàëüíàÿ ñèòóàöèÿ íåîãðàíè÷åííîãî îáúåìà ðåñóðñîâ â ðåàëüíî-
ñòè íå âñòðå÷àåòñÿ. Ðåñóðñû - ýòî, êàê ïðàâèëî, ïðîäóêöèÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîäñòâà
èëè ñûðüå ñòîèìîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðàñõîäàìè íà âîññòàíîâëåíèå íàðóøåí-
íîé Ïðèðîäû, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå òðåáóåòñÿ ðåñóðñîâ äëÿ ïðîèçâîäñòâà, òåì âûøå
èõ ñòîèìîñòü. Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ ôóíêöèåé äåôèöèòíîñòè ðåñóðñîâ f(p), óáû-
âàþùåé ñ ðîñòîì p èìååòñÿ äðóãàÿ ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ðåñóðñîâ r(p), âîçðàñòàþùåé
ñ óâåëè÷åíèåì p. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíûé âåêòîð ðåñóðñîâ
p∗ ≥ 0, òàêîé ÷òî f(p∗) = r(p∗). Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äåôèöèòíîñòü (íåõâàòêà)
ðåñóðñîâ äëÿ âûïóñêà ïðîäóêöèè ñîãëàñîâàíà ñ èõ âíåøíåé (ðûíî÷íîé) ñòîèìîñòüþ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íåõâàòêà ðåñóðñîâ ñîãëàñîâàíà ñ èõ íàëè÷èåì äëÿ íóæä ïðîèç-
âîäñòâà. Çäåñü ðàâíîâåñíûå îáúåìû ðåñóðñîâ (âåêòîð p∗) îïðåäåëÿþòñÿ êàê òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ "êðèâûõ"f(p) è r(p).

Îäíàêî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íå ñêà-
ëÿðíûõ êðèâûõ f(p) è r(p), à èõ (ñóá)ãðàäèåíòîâ, ò.å. ìàðãèíàëüíûõ öåí [3]. Åñëè
ãðàäèåíò ôóíêöèè r(p) îáîçíà÷èòü êàê ∇r(p), òî çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè ìàðãèíàëüíûõ öåí, ò.å. îòîáðàæåíèÿ −∂f(p) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê
∇r(p∗) ∈ −∂f(p∗). Ýòî âêëþ÷åíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå çàäà÷è (14),
(15). Íàðÿäó ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(w, p, y(s)) ââåäåì ôóíêöèþ M(w, p, p)

M(w, p, p) = ϕ(w) + 〈p, g(w)− (1/2)p〉 ∀w ∈ Ω, p ∈ Rm
+ . (18)

Ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî w ∈ Ω è âîãíóòîé (òî÷íåå ñèëüíî âîãíó-
òîé) ïî ïåðåìåííîé p ∈ Rm1

+ . Òàêàÿ ôóíêöèÿ, êàê ïðàâèëî, âñåãäà èìååò ñåäëîâóþ
òî÷êó. Îáîçíà÷èì åå êàê w∗ ∈ Ω è p∗ ∈ Rm1

+ . Ïî îïðåäåëåíèþ ýòà òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

ϕ(w∗) + 〈p, g(w∗)− (1/2)p〉 ≤ ϕ(w∗) + 〈p∗, g(w∗)− (1/2)p∗〉 ≤
≤ ϕ(w) + 〈p∗, g(w)− (1/2)p∗〉 ∀w ∈ Ω, p ∈ Rm1

+ . (19)
Ëåâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

p∗ ∈ Argmax{〈p, g(w∗)− (1/2)p〉 | p ≥ 0}. (20)

Íå òðóäíî óâèäåòü, ÷òî èç (19) è (20) ñëåäóåò - ïàðà p∗, w∗ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì è äâîé-
ñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

w∗ ∈ Argmin{ϕ(w) | g(w) ≤ p∗, w ∈ Ω}. (21)

4 Ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáùåé
ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è

Ðàññìîòðåâ ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (1)-(3), âåðíåìñÿ ê åå îáùåé ïîñòà-
íîâêå. Ïðåæäå âñåãî ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé (11) è (20) çàïèøåì çàäà÷ó (1)-(3) â
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ôîðìå
〈λ∗, f(w∗)〉 ∈ Min{〈λ∗, f(w)〉 | g(w) ≤ p∗, w ∈ Ω}, (22)

λ∗ ∈ argmax{λ, f(w∗)− (1/2)λ〉 | λ ≥ 0}, (23)
p∗ ∈ argmax{〈p, g(w∗)− (1/2)p〉 | p ≥ 0}. (24)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ýêñòðåìàëüíûõ âêëþ÷åíèé (22)-(24) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ âèäà [4]:

ïåðâûé ïîëóøàã (ïðîãíîçíûé)

w̄n = argmin{1

2
|w − wn|2 + α(〈λn, f(w)− λn〉+ 〈pn, g(w)− pn〉) | w ∈ Ω}, (25)

âòîðîé ïîëóøàã (îñíîâíîé)

λn+1 = argmin{1

2
|λ− λn|2 − α(λ, f(w̄n)− (1/2)λ〉 | λ ≥ 0}, (26)

pn+1 = argmin{1

2
|p− pn|2 − α(〈p, g(w̄n)− (1/2)p〉〉 | p ≥ 0}. (27)

wn+1 = argmin{1

2
|w − wn|2 + α(〈λn+1, f(w)− λn〉+ 〈pn+1, g(w)− pn〉) | w ∈ Ω}. (28)

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ïðîöåññà ñôîðìóëèðîâàíû â òåîðåìå

Ò å î ð å ì à 1 Åñëè ðåøåíèå ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (1)-(3) ñóùåñòâóåò, ôóíêöèè
f(w),g(w) âûïóêëû, Ω -âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
wn, λn, pn ýêñòðàïðîêñèìàëüíîãî ìåòîäà (25)-(28) ñ ïàðàìåòðîì α > 0, ñõîäèòñÿ
ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðåøåíèé çàäà÷è, ò.å. wn, λn, pn → w∗, λ∗, p∗ ïðè
n →∞ äëÿ âñåõ w0, λ0, p0.

Â ýòîì ìåòîäå óïðàâëåíèå èäåò ïî ïðÿìûì ïåðåìåííûì, â îòëè÷èå îò äâîéñòâåííîãî,
ãäå ïåðåñ÷åò èäåò ïî äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì.
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ÏÐÎÒÈÂÎÏÎËÎÆÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß,
ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ, ÏÐÈËÎÆÅÍÈß Ê ÁÀËÀÍÑÎÂÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Í. Í. Àñòàôüåâ

Â àíàëèòè÷åñêîì è êîëè÷åñòâåííîì àíàëèçå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò àïïàðàò äâîéñòâåííîñòè. Îäíèì èç ãëàâíûõ èñòî÷-
íèêîâ âîçíèêíîâåíèÿ è ñòàíîâëåíèÿ ýòîãî àïïàðàòà ÿâèëîñü ëèíåéíîå ïðîãðàììèðî-
âàíèå (ËÏ) (ìàòðè÷íûå èãðû) (ñì. íàïðèìåð [1-3]). Äâîéñòâåííîñòü â ËÏ áàçèðóåòñÿ
íà ëåììå Ôàðêàøà (≈ 1904ã.) î íåðàâåíñòâàõ-ñëåäñòâèÿõ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé
íå ïîðîæäàåò (íå äàåò) êîíñòðóêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâîéñòâà áûòü
íåðàâåíñòâîì-ñëåäñòâèåì. Îòìåòèì, ýòà ëåììà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ðåäàêöèåé, íî íå ïî-
âåðõíîñòíîé, ëåììû Ãîðäàíà (1874ã.) îá îäíîðîäíûõ äâîéñòâåííûõ ñèñòåìàõ [2,3,6].
Ïðèâåäåì íåêîòîðûé ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ ëåììû Ôàðêàøà ñ íà÷àëüíûì êîíñòðóê-
òèòâíûì �ìîäóëåì�. Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ êâàäðàòíóþ ñèñòåìó Ax ≥ 0, ò.å.
ñóùåñòâóåò A−1. Âûïèøåì î÷åâèäíóþ öåïî÷êó ïåðåõîäîâ:

Ax ≥ 0 ⇒ Ax− y = 0, y ≥ 0 ⇒ x = A−1y =
n∑

j=1

ã•jyj, y ≥ 0,

ò.å. ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ax ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ïîðîæäåííûì {a•j j ∈ 1, n} �
êîëîíêàìè ìàòðèöû A−1. Ýëåìåíòàðíî è êîíñòðóêòèâíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî {x =
n∑
j

a•jyj, yj ≥ 0} = C, ãäå C � êîíóñ íåðàâåíñòâ-ñëåäñòâèé ñèñòåìû Ax ≤ 0 �

ïðîòèâîïîëîæíûé äëÿ Ax ≥ 0. Î÷åâèäíî, ýòè êîíóñû ïåðåñåêàþòñÿ ïî x 6= 0. Äëÿ
ñëó÷àÿ m ≥ n Ax ≤ 0 äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Õåëëè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ (ñì. íàïðèìåð [4]).

Ïðèâåäåì ïîäõîä �ïðîòèâîïîëîæíîñòè� äëÿ ôîðìóëèðîâîê ìàòðè÷íûõ èãð. Ïóñòü
X è Y � åäèíè÷íûå ñèìïëåêñû èç Rm è Rn ñîîòâåòñòâåííî; A = (aij)m×n � ìàòðèöà
âûèãðûøåé äëÿ �èãðîêà� X. Çàäà÷à v = max

X
min

Y
(x,Ay) � çàäà÷à ãàðàíòèðîâàííîãî

âûèãðûøà äëÿ X (íèêàêîãî ðèñêà). Çàäà÷à v∗ = min
Y

max
X

(x, Ay) � çàäà÷à èãðîêà Y

ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà ñ ìàòðèöåé âûèãðûøà äëÿ íåãî (−A). Çàäà÷à äëÿ v∗

ïîëó÷åíà ñìåíîé âûïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèè îïòèìèçàöèè (ñ ñîõðàíå-
íèåì ïåðåìåííûõ). Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé ïîäõîä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà A � ìàòðèöà
âûèãðûøåé äëÿ Y . Ïîëó÷àåì äëÿ Y : w∗ = max

Y
min

X
(x,Ay) � ãàðàíòèðîâàííûé âû-

èãðûø äëÿ Y , àíàëîãè÷íî w = min
X

max
Y

(x,Ay) � äëÿ X. C äðóãîé ñòîðîíû çàäà÷à
äëÿ w ïðè ìàòðèöå âûèãðûøåé A äëÿ X � ýòî çàäà÷à îñòîðîæåííîãî ðèñêà äëÿ X.

Îòìåòèì, ÷òî ïàðà {v, v∗} è {w,w∗} ñâÿçàíà ïåðåõîäîì ê ïðîòèâîïîëîæíûì îïå-
ðàöèÿì �max�, �min� ïðè ñîõðàíåíèè ïåðåìåííûõ.

Êàê èçâåñòíî çàäà÷à ËÏ v+ = max{c, x | Ax ≤ b} â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè îãðà-
íè÷åíèé ñâîäèòñÿ ê v+ = max

x
min
u≥0

{Φ(xu) = (c, x) − (u,Ax − b)}. Ïåðåéäÿ â ïîñëåä-
íåé ê ïðîòèâîïîëîæíîé (ò.å. ñìåíèâ îïåðàöèè íà ïðîòèâîïîëîæíûå) ïîëó÷èì çàäà÷ó
v− = min{(c, x) | Ax ≥ b} â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè åå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè â çàäà÷å äëÿ
v+ âûäåëèòü îãðàíè÷åíèå x ≥ 0 â îïåðàöèþ �max

x≥0
�, òî ïîëó÷èì ïðîòèâîïîëîæíóþ çà-

äà÷ó äëÿ v− ñ óñëîâèåì x ≥ 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå (x ≥ 0) èíòåðïðåòàöèè ñëåäóþùèå:
íàéòè v+ íàèáîëüøóþ âûãîäó ïðîèçâîäñòâà â ðàìêàõ ðåñóðñîâ b; íàéòè ìèíèìàëüíóþ
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âûðó÷êó ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåñóðñîâ íå ìåíüøå, ÷åì b. Äâîéñòâåííûå çàäà÷è äëÿ íèõ
èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåííî: max{(b, u) | uA = c, u ≥ 0} min{(b, u) | uA = c, u ≥ 0}.
Èõ èíòåðïðåòàöèÿ, íàïðèìåð, äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è: íàéòè ïåðåâîçêè ñ �max� è
�min� ñòîèìîñòÿìè è îöåíèòü ýòèì ðåàëüíûå ïåðåâîçêè. Î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Èìååì ìåñòî v− ≥ v+ ïðè èõ êîíå÷íîñòè.
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå èñïîëüçîâàíèå äëÿ çàäà÷è ËÏ ôóíêöèè Ëàãðàíæà Φ(xu)

ïðåäïîëàãàåò ñîâìåñòíîñòü Ax ≤ b. Ïðèâåäåì ïðèåì ðåãóëÿðèçàöèè. Ïîëîæèì Uk =

{u ∈ Rm |
m∑
j

uj = k, uj ≥ 0} (k > 0) è ðàññìîòðèì çàäà÷ó: v̄+ min
k

max
x

min
Uk

Φ(x, u).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, íàïðèìåð, ïåðåõîäîì ê äâîéñòâåííîé äëÿ âíóòðåííåé çàäà÷è,
÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ

v̄ = min
k>0

max{(c, x) + kt | Ax + tem ≤ b}.

ãäå em = (1 . . . 1)Γ ∈ Rm.
Äëÿ v̄+ âûïèøåì ïðîòèâîïîëîæíóþ v̄ = max

k>0
min

x
max

Uk

Φ(x, u) = max
k>0

min{(c, x) +

ht | Ax + tem ≥ b} � ïðîòèâîïîëîæíàÿ çàäà÷à äëÿ âûïèñàííîé âûøå.
Âûïèøåì ïðîòèâîïîëîæíûå çàäà÷è

max{(c, x) | Ax ≤ em} = k min{(c, x) | Ax ≥ em} = k̄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(k) çíà÷åíèå âíóòðåííåé çàäà÷è (íà �max�) â çàäà÷å äëÿ v̄. Òîãäà
v̄ = min

k>0
f(k). Îáîçíà÷èì v = max{(c, x) | Ax ≤ b}.

Óòâåðæäåíèå 2. Èìååì ìåñòî k̄ ≥ k è f(k) � êîíå÷íî äëÿ k ≤ k ≤ k̄, ïðè ýòîì
åñëè v � êîíå÷íî, òî v̄ = v = f(k) äëÿ k =

n∑
i=1

ūi, ãäå (ū1 . . . ūm) � ïðîèçâîëüíîå
ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ê èñõîäíîé çàäà÷å äëÿ v.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü àôôèííûõ ôóíêöèé (ai•,x) − bi, i ∈ 1, m è äëÿ íèõ
ñôîðìóëèðóåì ïðîòèâîïîëîæíûå çàäà÷è

v+ = max
x

min
i
{(ai•, x)− bi}, v− = min

x
max

i
{(ai•, x)− bi}

êîòîðûå î÷åâèäíî ýêâèâàëåíòíû ïðîòèâîïîëîæíûì çàäà÷àì ËÏ âèäà

v+ = max{t | Ax− b ≥ tem}, v− = min{t | Ax− b ≤ tem}

ñîîòâåòñòâåííî.
Êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ v+ è v− õàðàêòåðèçóþò ãëóáèíó ñîâìåñòíîñòè (v+ > 0) è

ìåðó íåñîâìåñòíîñòè (v+ < 0) ñèñòåìû Ax ≥ b. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñèñòåìû Ax ≤ b. Ïî
òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè èìååì

v+ = −max{(b, u) | uA = 0, (u, e) = 1, u ≥ o}

v− = −min{(b, u) | uA = 0, (u, e) = 1, u ≥ o}
èëè v− ≥ v+. Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè âûïèñàííûõ îãðàíè÷åíèé ëåãêî ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû èç ëåììû Ãîðäàíà [2,3]. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷è äëÿ v+ è v− ïîëó÷åíû ìîãóò áûòü
è ÷åðåç �ôóíêöèþ Ëàãðàíæà� Φ(x, u) = (u,Ax− b) (ue) = 1 u ≥ 0 è ñîîòâåòñâóþùèå
ïðîòèâîïîëîæíûå çàäà÷è äëÿ íåå.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ËÏ ñ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé öåëåâîé ôóíêöèåé cj• (j ∈ 1, s) è
ìíîãîâàðèàíòíûì âåêòîðîì ðåñóðñîâ b•j (j ∈ 1, k), ïðè÷åì ñîâìåñòíîñòü ïî îòäåëüíî
âçÿòîìó âàðèàíòà ðåñóðñîâ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

L : v = max
α

min
λ

max
x

{(
s∑
j

λjcj•, x

)∣∣∣∣∣Ax ≤
k∑
j

b•j, α

}

çäåñü è íèæå
k∑
j

αj = 1 =
s∑
j

λj, αj ≥ 0, λj ≥ 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî çàäà÷à L ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ËÏ âèäà

v = max

{
x0|Ax ≤

k∑
j

b•j, αj, x0 ≤ (cj•, x) (j ∈ 1, s),
k∑
j

αj = 1, αj ≥ 0

}
.

Äëÿ çàäà÷è L ïðîòèâîïîëîæíàÿ çàäà÷à íà min
α

max
λ

min
x
{ . . . } ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å

ËÏ ïðîòèâîïîëîæíîé äëÿ âûïèñàííîé âûøå.
Ïðåäëîæèì äâà ïîäõîäà (ìàòðè÷íûå) äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî çàäàíèÿ âåêòîðà

c → cj• j ∈ 1, s è Ax ≤ b:
1) Äëÿ äîïóñòèìîãî âåêòîðà x âû÷èñëÿþòñÿ (c1•, x), . . . , (cs•, x). Ñòðîèòñÿ ìàò-

ðèöà îòíîñèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé C(x) = ((ci•, x)/(cj•, x))s×s � òåõíîëîãè÷åñêàÿ ìàò-
ðèöà (òèïà áàëàíñîâîé ìàòðèöû) íàïðèìåð îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà â òåíåâîé
ýêîíîìèêå. Äàëåå îïòèìèçèðóåòñÿ, íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíî-ñðî÷íàÿ íîðìà. Àíàëî-
ãè÷íàÿ ìàòðèöà ñòðîèòñÿ è äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû Ax ≥ b.

2) Äîïóñòèìûé âåêòîð ñèñòåìû Ax = b, x ≥ 0 ðàçáèâàåòñÿ íà s êîìïëåêòîâ
x =

s∑
j=1

x•j x•j ≥ 0 è ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à: (
s∑

λj = 1 λj ≥ 0).

C : min
λj

max
x•j

{
s∑

λj(cj•, x•j)

∣∣∣∣∣
s∑

Ax•j = b, x•j ≥ 0

}
.

Âûäåëèì âåñüìà ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêîé ïîñòàíîâêè: n = 1 {x1 = 1 x1 ≥ 0} 1/c1, . . . , 1/cs

� ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû. Çàäà÷à C

min
λj

max
xj

{
s∑
j

λjxj

cj

∣∣∣∣∣
s∑

xj ≤ 1 xj ≥ 0

}
.

Ðåøåíèå: ïåðåõîäèì ê äâîéñòâåííîé ïî âíóòðåííåé çàäà÷è è ðåøåíèåì åå λ̃j = ci/
s∑

cj

Ïðèìåíèì âûøåèçëîæåííûå ïîäõîäû ê áàëàíñîâîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà �çàòðàòû-
âûïóñê�: (E−A)x = c, x ≥ 0, çäåñü A = (aij) ≥ 0, E åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû n×n, x, c ≥ 0
èç Rn. Ìàòðèöó áóäåì ñ÷èòàòü ïðîäóêòèâíîé â ýòîé ìîäåëè, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
âåêòîðà ïîòðåáëåíèÿ c > 0 íàéäåòñÿ ðåøåíèå x ≥ 0 � âåêòîð ïðîèçâîäñòâà (aij �
êîëè÷åñòâî i-îãî ïðîäóêòà çàòðà÷èâàåìûå íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû j-îãî ïðîäóêòà).
Ïðèâåäåì èíòåðïðåòàöèþ èçâåñòíîãî ôàêòà èç òåîðèè ìàòðèö [5] äëÿ ýòîé ìîäåëè
(ñ÷èòàåì, ÷òî A > 0). Ïîëîæèì
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hi(x) =
n∑

j=1

aijxj � çàòðàòû i-îãî ðåñóðñà íà âåêòîð ïðîèçâîäñòâà xT = (x1, . . . , xn)

(i ∈ 1, n);
hi(x)/xi � óäåëüíûå (îòíîñèòåëüíûå) çàòðàòû i-îãî ïðîäóêòà íà x;
max

i
{hi(x)/xi} � ñàìûé çàòðàòíûé ïðîäóêò äëÿ x;

min
i
{hi(x)/xi} � íàèìåíåå çàòðàòíûé ïðîäóêò äëÿ x;

h = min
x>0

max
i
{hi(x)/xi} � ïðîèçâîäñòâî ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñàìîãî çàòðàò-

íîãî ïðîäóêòà;
h̄ = max

x>0
min

i
{hi(x)/xi} � àíàëîãè÷íî.

Ïîëó÷èëè äâå ïðîòèâîïîëîæíûå çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ íà x0 > 0 �
ïðàâîì ñîáñòâåííîì âåêòîðå Ôðîáåíèóñà (Ax0 = λ0x0, 0 < λ0 < 1). Èòàê h = λ0 =
h̄ = hi(x

0)/x0
i , i ∈ 1, n.

Ïðîäîëæèì èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííîãî. Ïîëîæèì ki = 1/x0
i , i ∈ 1, n è K �

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè ki > 0. Ïóñòü A(K) = (ãij) = KAK−1; e =
(e1, . . . , en) � ñèñòåìà åäèíèö èçìåðåíèÿ äëÿ A = (aij); e

′
= (e

′
1, . . . , e

′
n) � íîâàÿ

ñèñòåìà åäèíèö èçìåðåíèÿ (òîé æå ïðîäóêöèè) è ei = kie
′
i.

Òîãäà ãij = aijki/kj ò.å. A(K) � ìàòðèöà óäåëüíûõ çàòðàò â ñèñòåìå åäèíèö e
′ .

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïðîäóêòèâíîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóþò òàêèå åäèíèöû èçìåðåíèÿ
ñ ïåðåõîäíûìè êîýôôèöèåíòàìè 1/x0

i , â êîòîðûõ âñå ñóììû ïî ñòðîêàì óäåëüíûõ çà-
òðàò îäèíàêîâû è ðàâíû λ0 < 1, ïðè÷åì ñîâïàäåíèÿ ñóìì ïî âñåì ñòðîêàì âîçìîæíî
òîëüêî â ýòèõ åäèíèöàõ. Àíàëîãè÷íûå ïðîòèâîïîëîæíûå çàäà÷è ìîæíî ðàññìîòðåòü
ïî êîëîíêàì, ïðè ýòîì èíòåðïðåòàöèÿ èäåò ïî öåíàì è ëåâîì ñîáñòâåííîì âåêòîðå.

Äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ê áàëàíñîâîé ìîäåëè ñâÿæåì ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ñèñòåì 1) (E−A)x ≤ 0 è 2). (E−A)x ≥ 0 (A-ïðîäóêòèâíà). Ïî ëåììå Ôàð-
êàøà êîíóñ íåðàâåíñòâ-ñëåäñòâèé äëÿ 1)çàäàåòñÿ C = {y = (E − AT )u, u ≥ 0}. Êàê
îòìå÷àëîñü âûøå êîíóñ ðåøåíèé ñèñòåìû (2) çàäàåòñÿ K≥ = {y = (E−A)−1x, x ≥ 0}.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ïðîäóêòèâíîé ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâî K≤ ⊂ C. Äåéñòâè-
òåëüíî, ò.ê. â äàííîì ñëó÷àå (E − A)−1 ≥ 0, òî K≤ ⊂ Rn

+, à ñèñòåìà (E − AT )u = y
u ≥ 0 ðàçðåøèìà äëÿ ∀y ∈ Rn (AT -ïðîäóêòèâíà).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó: (E − AT )u = (E − A)−1x u ≥ 0, x ≥ 0, êîòîðàÿ ðàçðåøèìà
äëÿ ëþáîãî x ≥ 0. Îòñþäà (E−A)(E−AT )u = x u ≥ 0 ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî x ≥ 0.

Îáîçíà÷èì Ā = A + AT − AAT � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.
Óòâåðæäåíèå 4 (àíàëîã ïðîäóêòèâíîñòè äëÿ Ā). Åñëè A-ïðîäóêòèâíà, òî
1)∀x ≥ 0 ñîâìåñòíà (E − Ā)y = x, y ≥ 0;
2)∃(EĀ)−1 = BT B > 0;
3)åñëè Ā ≥ 0, òî Ā � ïðîäóêòèâíà;
4)E − Ā � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Îáîçíà÷èì B̄ = E + AAT , Ã = A + AT � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû.
Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè A � ïðîäóêòèâíà, òî ìîäåëü Íåéìàíà B̄x−Ãx ≥ c, x ≥ 0

� ïðîäóêòèâíà, ò.å. ðàçðåøèìà äëÿ ∀c ≥ 0; çäåñü B̄ ≥ 0 � ìàòðèöà ïðîèçâîäñòâà,
Ã � ìàòðèöà çàòðàò.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà. Òîãäà
1)ñèñòåìà AT x− A−1y = 0, x ≥ 0 y > 0 � ñîâìåñòíà;
2)AAT x = y, x ≥ 0, y > 0 � ñîâìåñòíà;
3)êîíóñ íåðàâåíñòâ-ñëåäñòâèé ñèñòåìû Ax ≤ 0 ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíóñîì ðåøåíèé

Ax ≥ 0 ïî íåíóëåâîìó âåêòîðó.
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Îíè ëåãêî ñëåäóþò èç ëåììû Ãîðäàíà.
Ïóíêò 3) õàðàêòåðèçóåò �îáóñëîâëåííîñòü� ñèñòåì íåðàâåíñòâ.
Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð ñèììåòðèçàöèè â ìîäåëè Ëåîíòüåâà. Îòìåòèì, ÷òî

îïåðàöèè AAT è A + AT ïðåäìåòíî íå èíòåðïðåòèðóþòñÿ è íå ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî
ïðîäóêòèâíîñòè. Ïîëîæèì ãij = aijaji � îòíîñèòåëüíûé ïîêàçàòåëü çàòðàò i-îãî ïðî-
äóêòà íà åäèíèöó i-îãî ïðîäóêòà îïîñðåäîâàííî ÷åðåç j. Ã = (ãij) = A ◦ AT ãäå �◦�
àäàìîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Ã � èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè A � ïðîäóêòèâíà, òî Ã � ïðîäóêòèâíà è (E − Ã) ïîëî-
æèòåëüíî ñïðàâåäëèâà.

Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü,÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ â i-îé ñòðîêå èç Ã ðàâíà
i-îìó äèàãîíàëüíîìó ýëåìåíòó A2, êîòîðûå âñå ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû: (E − Ã) �
ñèììåòðè÷íà è âñå åå ãëàâíûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû è ïîòîìó Ã � ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ËÏ, íî íàëè÷èÿ ïîä-
çàäà÷ îäèíàêîâî ðàçðåøèìûõ ñ èõ ïðîòèâîïîëîæíûìè, èñõîäíàÿ çàäà÷à (íåñîáñòâåí-
íàÿ) êîððåêòèðóåòñÿ ýòèìè ïîäçàäà÷àìè, ïðè÷åì â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé
ïðîèñõîäèò ñîâïàäåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïå-
ðåáîðîì âñåõ áàçèñíûõ ðåøåíèé, ÷òî èñêëþ÷àåò ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ (ïî
ñèìïëåêñ-ìåòîäó).
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-00399) è ïðîãðàììû ïîääåðæ-
êè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-5595.2006.1).
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ÇÀÄÀ×À ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ Ñ ÏÎÐßÄÊÀÌÈ

Â. Ë. Áåðåñíåâ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ) ñ íåîãðàíè÷åííûìè
ìîùíîñòÿìè � õîðîøî èçâåñòíàÿ çàäà÷à äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Îíà ôîðìóëèðó-
åòñÿ êàê çàäà÷à âûáîðà èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ìåñò ðàçìåùåíèÿ ïðåä-
ïðèÿòèé íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà, ãäå ðàçìåùàþòñÿ (îòêðûâàþòñÿ) ïðåäïðèÿòèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùèå ïîòðåáíîñòè çàäàííîãî ìíîæåñòâà ïîòðåáèòåëåé. Â çàäà÷å ðàçìå-
ùåíèÿ íà ìàêñèìóì äëÿ êàæäîãî ìåñòà ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ çàäàíû çàòðàòû íà
åãî îòêðûòèå è äîõîä, êîòîðûé ïîëó÷èò ýòî ïðåäïðèÿòèå ïðè îáñëóæèâàíèè êàæäîãî
ïîòðåáèòåëÿ. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ìåñòà îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèé è ïðèêðûòü êàæäîãî
ïîòðåáèòåëÿ ê îäíîìó èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé òàê, ÷òîáû ñóììàðíûé äîõîä, ïîëó-
÷àåìûé âñåìè îòêðûòûìè ïðåäïðèÿòèÿìè çà âû÷åòîì çàòðàò íà îòêðûòèå ïðåäïðè-
ÿòèé áûë ìàêñèìàëüíûì. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
ðàçìåùåíèÿ ñ ïîðÿäêàìè, ãäå êàæäûé ïîòðåáèòåëü âûáèðàåò îáñëóæèâàþùåå åãî
îòêðûòîå ïðåäïðèÿòèå, èñõîäÿ èç ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé. Â çàäà÷å ñ ïîðÿäêàìè
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ ìîãóò áûòü ôîðìàëèçîâàíû
ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ìåñò ðàçìåùåíèÿ
ïðåäïðèÿòèé.

Â ïðåäëîæåííîé çàäà÷å àëüòåðíàòèâíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé â îòëè÷èå îò
êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà êîíêóðèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé
ïðîèçâîäèòåëÿ, îòêðûâàþùèõ ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ â ìåñòàõ âîçìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ
ïðåäïðèÿòèé è ñòðåìÿùèõñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü. Ðàññìàòðèâàåìóþ
ñèòóàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñëåäóþùèé òðåõýòàïíûé ïðîöåññ:

1. Ïåðâûé ïðîèçâîäèòåëü îòêðûâàåò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ.

2. Âòîðîé ïðîèçâîäèòåëü, çíàÿ ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé ïåðâîãî ïðîèçâîäèòåëÿ,
îòêðûâàåò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ.

3. Êàæäûé ïîòðåáèòåëü, çíàÿ ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé îáîèõ ïðîèçâîäèòåëåé è
èñõîäÿ èç ñâîèõ ïðåäïî÷òåíèé, âûáèðàåò îáñëóæèâàþùåå åãî ïðåäïðèÿòèå è
ïðèíîñèò äîõîä ïåðâîìó èëè âòîðîìó ïðîèçâîäèòåëþ.

Çàäà÷à, ôîðìóëèðóåìàÿ îò ëèöà ïåðâîãî ïðîèçâîäèòåëÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû-
áðàòü ðàçìåùåíèå ñâîèõ ïðåäïðèÿòèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ
ïðèáûëü ïðè óñëîâèè, ÷òî íåêîòîðûå ïîòðåáèòåëè áóäóò îáñëóæèâàòüñÿ ïðåäïðèÿòè-
ÿìè âòîðîãî ïðîèçâîäèòåëÿ, öåëüþ êîòîðîãî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàêñèìàëü-
íîé ïðèáûëè.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé çà-
äà÷à àëüòåðíàòèâíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ ïîðÿäêàìè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå çà-
äà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

max
(xi),(xij)

{
−

∑
i∈I

fixi +
∑
j∈J

∑
i∈I

djxij −
∑
j∈J

∑
i∈I

dj z̃ij

}
;

∑
i∈I

xij ≤ 1, j ∈ J ;
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xi ≥ xij, i ∈ I; j ∈ J ;

xi +
∑

lÂji

xlj ≤ 1, i ∈ I; j ∈ J ;

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I; j ∈ J ;

(z̃i), (z̃ij) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è:

max
(zi),(zij)

{
−

∑
i∈I

gizi +
∑
j∈J

∑
i∈I

djzij

}
;

∑
i∈I

zij ≤ 1, j ∈ J ;

zi ≥ zij, i ∈ I; j ∈ J ;

xi + zi +
∑

lÂji

xlj ≤ 1, i ∈ I; j ∈ J ;

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I; j ∈ J.

Çäåñü
dj � äîõîä ïîëó÷àåìûé ïðåäïðèÿòèåì ïðè îáñëóæèâàíèè ïîòðåáèòåëÿ j ∈ J ;
fi � ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ i ∈ I ïåðâûì ïðîèçâîäè-

òåëåì;
gi � ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ i ∈ I âòîðûì ïðîèçâîäè-

òåëåì;
≺j � îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå I, ðåàëèçóþùåå ïðåäïî÷òåíèÿ

ïîòðåáèòåëÿ j ∈ J ïðè âûáîðå èì îáñëóæèâàþùåãî ïðåäïðèÿòèÿ. Îòíîøåíèå i ≺j l
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîòðåáèòåëÿ j ïðåäïðèÿòèå i ëó÷øå ÷åì ïðåäïðèÿòèå l. Îòíîøåíèå
i 4j l îçíà÷àåò, ÷òî i ≺j l èëè i = l.

Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ðàññìàòðèâàåìàÿ
çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïñåâäîáóëåâà ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (0, 1)� âåêòîðà w = (wi)(i ∈ I) ïîëîæèì I0(w) = {i ∈ I|wi =
0}. Äëÿ êàæäîãî j ∈ J îáîçíà÷èì ÷åðåç ij(w) ýëåìåíò i0 ∈ I0(w), äëÿ êîòîðîãî
i0 4j i, ïðè ëþáîì i ∈ I0(w). Åñëè I0(w) = Ø, òî ij(w) åñòü ýëåìåíò i0 ∈ I, äëÿ
êîòîðîãî i0 <j i, i ∈ I.

Èñïîëüçóÿ íîâûå ïåðåìåííûå

yi = 1− xi, i ∈ I;

ui = 1− zi, i ∈ I

ïåðåïèøåì çàäà÷ó àëüòåðíàòèâíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ ïîðÿäêàìè ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

min
y

{
f(y, ũ) = −

∑
i∈I

fiyi +
∑
j∈J

dj

∏

i4ji0(ũ)

yi

}
,

yi ∈ {0, 1}, i ∈ I,
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ũ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è:

min
u

{
g(u, y) = −

∑
i∈I

giui +
∑
j∈J

dj

∏

i≺ji0(y)

ui

}
;

ui ∈ {0, 1}, i ∈ I.

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äâóõóðîâíåâîé è ñîäåðæèò â ñåáå ¾âíóòðåííþþ¿ çàäà÷ó
îòûñêàíèÿ ïî (0, 1)�âåêòîðó y îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ũ. Îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì
ïðèâåäåííîé çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì (0, 1)�âåêòîð y∗, åñëè äëÿ íåãî íàéäåò-
ñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ũ∗ âíóòðåííåé çàäà÷è è åñëè äëÿ ëþáîãî (0, 1)� âåêòîðà y
íàéäåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ũ ¾âíóòðåííåé¿ çàäà÷è òàêèå, ÷òî f(y∗, ũ∗) ≤ f(y, ũ).

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð,
â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî ïåðåáîðà (ÿâíîãî èëè íåÿâíîãî) âñåâîçìîæíûõ (0, 1)�âåêòîðîâ
y, îïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîãî âåêòîðà y íåêîòîðîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ũ ¾âíóò-
ðåííåé¿ çàäà÷è è âûáîðà ïàðû (y∗, ũ∗) ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(y, ũ).

Èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è àëüòåðíàòèâíîãî
ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ ïîðÿäêàìè ñîñòîèò â çàìåíå ïðîöåäóðû ïåðåáîðà âñåâîç-
ìîæíûõ (0, 1)�âåêòîðîâ y íà ïðîöåäóðó ôîðìèðîâàíèÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(0, 1)�âåêòîðîâ ys, s = 1, . . . , S, çàäàþùèõ íàèëó÷øèå ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ïåð-
âîãî ïðîèçâîäèòåëÿ ñ ó÷åòîì ¾âåðîÿòíûõ¿ ðàçìåùåíèé ïðåäïðèÿòèé âòîðîãî ïðî-
èçâîäèòåëÿ. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ys âû÷èñëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ũs ¾âíóò-
ðåííåé¿ çàäà÷è è èç ìíîæåñòâà ïàð (ys, ũs), s = 1, . . . , S, âûáèðàåòñÿ ïàðà (y0, ũ0) ñ
íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(y, ũ). Âåêòîð y0 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àë-
ãîðèòìà. ¾Âåðîÿòíûå¿ ìåñòà ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé âòîðîãî ïðîèçâîäèòåëÿ ïðè
âûáîðå ðåøåíèÿ ys çàäàþòñÿ (0, 1)�âåêòîðîì ws, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
íàéäåííûõ ðàíåå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ũ1, . . . , ũs−1 ¾âíóòðåííåé¿ çàäà÷è.

Ðàáîòà àëãîðèòìà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ÷èñëîâîì ïðèìåðå çàäà÷è. Ïðèâîäÿòñÿ ðå-
çóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà íà çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè-
âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ àëüòåðíàòèâíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ
ïîðÿäêàìè, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06�01�00075.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Áåðåñíåâ Â.Ë. Äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ è ïîëèíîìû îò áóëåâûõ ïåðåìåí-
íûõ. Íîâîñèáèðñê: Èçäàòåëüñòâî Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, 2005.

Áåðåñíåâ Âëàäèìèð Ëåîíèäîâè÷
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ ïð. Àêàäåìèêà Êîïòþãà 4,
Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ, òåë. (383) 333-28-92, ôàêñ (383) 333-25-98,
E-mail: beresnev@math.nsc.ru

Пленарные доклады

19



ÍÅÀÄÄÈÒÈÂÍÎÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ
È ÐÅØÅÍÈß ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÊÎÎÏÅÐÀÒÈÂÍÛÕ ÈÃÐ

Â. À. Âàñèëüåâ

Â äîêëàäå ïðåäëàãàþòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ òðè ñõåìû íåàääèòèâíîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ, îñíîâàííûå íà ðàçëè÷íûõ ïðîäîëæåíèÿõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé è íåàääè-
òèâíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷åñêèå ñòåïåíè èñõîäíûõ
èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé âåêòîðà Øåïëè è ÿäðà - íàèáîëåå ïðîäâèíóòûõ êëàññè÷åñêèõ ðåøå-
íèé òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð.

1. Ïðèâîäèìûå íèæå ïîñòðîåíèÿ îñóùåñòâèìû, â áîëüøèíñòâå ñâîåì, è äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà (Q, Σ), ãäå Q - íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à Σ - íåêî-
òîðàÿ σ-àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ (ñì. [1]). Îäíàêî, âî èçáåæàíèå ÷èñòî òåõíè÷åñêèõ
ñëîæíîñòåé, à òàêæå äëÿ óòî÷íåíèÿ è äåòàëèçàöèè íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ èç [1]
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà Q - ïðîèçâîëüíûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò ñ ìåòðèêîé d,
à Σ = B, ãäå B - áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (Q, d). Èç òåõ
æå ñîîáðàæåíèé âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ èãð îãðàíè÷åííîé ïîëèíîìèàëüíîé âàðèàöèè
â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå èãðû (ñì. îïðå-
äåëåíèå 3 íèæå). Ïîìèìî òðàäèöèîííûõ ïîíÿòèé òåîðèè K-ïðîñòðàíñòâ [2], øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ è ðåçóëüòàòû ðàáîò [1,3,4].

Èòàê, ïóñòü (Q, d) - ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò ñ ìåòðèêîé d, à
B - åãî áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé v : B → R,
ïîä÷èíåííûõ òðåáîâàíèþ v(∅) = 0. Ñîãëàñíî òåîðåòèêî-èãðîâîé òåðìèíîëîãèè [4,5]
òðîéêó Γ = (Q,B, v) áóäåì íàçûâàòü êîîïåðàòèâíîé èãðîé, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Q -
èãðîêàìè, à ïîäìíîæåñòâà e ⊆ Q, ïðèíàäëåæàùèå àëãåáðå B - êîàëèöèÿìè èãðîêîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèå v(e) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé
äîõîä êîàëèöèè e. Â äàëüíåéøåì, êàê ýòî ïðèíÿòî, áóäåì íàçûâàòü (êîîïåðàòèâíûìè)
èãðàìè è ñàìè ôóíêöèè v.

Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ
àðáèòðàæíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ òå èëè èíûå ïðèíöèïû ñïðàâåäëèâîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî äîõîäà v(Q) íàèáîëüøåé êîàëèöèè Q ìåæäó ó÷àñòíèêàìè
èãðû Γ. Ê ïîñëåäíèì îòíîñèòñÿ è ñõåìà, îòâå÷àþùàÿ âåêòîðó Øåïëè Φ(v), ïðåäëî-
æåííîìó äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èãðîêîâ åùå â 1953 ãîäó. Áåñêîíå÷íîìåð-
íûé àíàëîã ýòîãî ðåøåíèÿ èçó÷àëñÿ Ð. Àóìàíîì, Ë. Øåïëè è ðÿäîì äðóãèõ àâòîðîâ
( ñì., íàïðèìåð, [4]) ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ èãð, ïîðîæäåííûõ
ñóïåðïîçèöèÿìè âèäà v = f ◦ µ, ãäå f - ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå
[0, 1], à µ - íåàòîìè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå B.

Äðóãîå, íå ìåíåå âàæíîå ðåøåíèå - ÿäðî C(v). Îíî ðåàëèçóåò ïðèíöèï êîàëèöèîííî-
ýôôåêòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû v(Q)): íè îäèí äåëåæ èç C(v) íå ìîæåò
áûòü óëó÷øåí íè îäíîé èç êîàëèöèé e ∈ B. Íà÷èíàÿ ñ îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòû
Î. Í. Áîíäàðåâîé [6] çäåñü íàêîïëåí çíà÷èòåëüíûé îáúåì èíôîðìàöèè, êàñàþùèéñÿ,
â îñíîâíîì, ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà è óñëîâèé íåïóñòîòû ÿäðà êàê äëÿ êîíå÷íûõ, òàê
è äëÿ áåñêîíå÷íûõ èãð. Âîïðîñàì ñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà C(v) óäåëÿëîñü çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå âíèìàíèÿ.

2. Ïåðåõîäÿ ê îïèñàíèþ èçó÷àåìûõ êëàññîâ èãð, ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü e - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(e) ñîâî-
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êóïíîñòü êîíå÷íûõ B-èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà e è ïîëîæèì H = ∪e∈BH(e).
Äàëåå, äëÿ êàæäîãî η = {ei}m

1 ∈ H è v ∈ V ÷åðåç v(η) = v({ei}m
1 ) áóäåì îáîçíà÷àòü

ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçíîñòü ôóíêöèè v, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

v(η) =
∑

ω⊆Ωη

(−1)m−|ω|v(∪i∈ωei),

ãäå Ωη = {1, . . . ,m}, ηω = {ei}i∈ω, à |ω| - ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ω ⊆ Ωη.
×èñëî ýëåìåíòîâ â ðàçáèåíèè η áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîì ðàçíîñòè v(η).

Îïðåäåëåíèå 1 [3]. Âåëè÷èíó ‖v‖o = sup {∑ω⊆Ωη
|v(ηω)|

∣∣∣ η ∈ H(Q)} áóäåì
íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíîé âàðèàöèåé ôóíêöèè v. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v ∈ V
èìååò îãðàíè÷åííóþ ïîëèíîìèàëüíóþ âàðèàöèþ, åñëè ‖v‖o < ∞.

Ïîëîæèì V = {v ∈ V
∣∣∣ ‖v‖o < ∞} è îïèøåì êîíóñ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ

ôóíêöèé, íàäåëÿþùèé âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñ íîðìîé ‖ · ‖o ñòðóêòóðîé KB-
ïðîñòðàíñòâà [3].

Îïðåäåëåíèå 2 [3]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v ∈ V âïîëíå ïîëîæèòåëüíà,
åñëè âñå åå ïîëèíîìèàëüíûå ðàçíîñòè íåîòðèöàòåëüíû: v(η) ≥ 0, η ∈ H.

Âûïóêëûé êîíóñ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé v ∈ V îáîçíà÷èì ÷åðåç V+.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëÿåìûé ââåä¼ííûì êîíóñîì V+ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
u o ≥ v ⇔ u − v ∈ V+ âìåñòå ñ íîðìîé ‖ · ‖o è îïåðàöèÿìè ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ ôóíêöèé íàäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî V ñòðóêòóðîé íîðìèðîâàííîãî ïîëóóïî-
ðÿäî÷åííîãî êîëüöà (â òåðìèíîëîãèè [2]). Áîëåå òîãî, ïðîñòðàíñòâî V ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé KB-êîëüöî. Â ÷àñòíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Êàíòîðîâè÷à (è, òåì
ñàìûì, ïîðÿäêîâî ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ïîëóóïîðÿäî÷åííîñòè o ≥).

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèÿì òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê, äëÿ êàæäîé ôóíê-
öèè v ∈ V ÷åðåç v+, v− è |v| áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíóþ, îòðèöàòåëüíóþ è
ïîëíóþ âàðèàöèþ v , ñîîòâåòñòâåííî: v+ = v ∨ 0, v− = (−v) ∨ 0, |v| = (−v) ∨ v,
ãäå, êàê îáû÷íî, ÷åðåç u ∨ w (u ∧ w) îáîçíà÷àåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü
ìíîæåñòâà {u,w} â ïîëóóïîðÿäî÷åííîì ïðîñòðàíñòâå (V, o ≥).

Â ïðîñòðàíñòâå V ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé ïîëèíîìèàëüíîé âàðèàöèè âûäåëèì èí-
òåðåñóþùåå íàñ ïîäïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
F ñåìåéñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Q.

Îïðåäåëåíèå 3 [3]. Ôóíêöèÿ v ∈ V íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè å¼ ïîëíàÿ âà-
ðèàöèÿ |v| óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

|v|({ei}m
1 ) = sup { |v|({fi}m

1 )
∣∣∣ fi ⊆ ei, fi ∈ F, i = 1, . . . , m}

äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ η = {ei}m
1 ∈ H. Ñîâîêóïíîñòü ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé

ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç rV = rV (B).

Â ðàáîòå [3] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëóóïîðÿäî÷åííîå íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå êîëüöî
(rV, o ≥, ‖·‖o), áóäó÷è çàìêíóòûì èäåàëîì â áàíàõîâîé ðåøåòêå (V, o ≥, ‖·‖o), ÿâëÿ-
åòñÿ KB-êîëüöîì è, â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â rV
èìååò ïðåäåë, ÿâëÿþùèéñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, à âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó èëè
ñíèçó (â ñìûñëå óïîðÿäî÷åííîñòè) ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç rV èìååò ñîîòâåòñòâó-
þùóþ òî÷íóþ ãðàíü, ïðèíàäëåæàùóþ rV. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïîðÿäêîâî ïîëíîé
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áàíàõîâîé ðåøåòêè rV ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íîðìà ‖ · ‖o ñîâìåñòèìà ñ ïîðÿäêîì
o ≥, ò.å. ìîíîòîííàÿ (o)-ñõîäèìîñòü âëå÷åò ìîíîòîííóþ ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ïîëè-
íîìèàëüíîé âàðèàöèè ‖ · ‖o.

Îñíîâíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ïîëèíîìèàëüíûå ôóíê-
öèè ìíîæåñòâà èç rV, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé àíàëîãè íåïðåðûâíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
ôóíêöèîíàëîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [7]).

Îïðåäåëåíèå 4 [3]. Ôóíêöèþ v ∈ rV áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíîé ïîðÿäêà
n, åñëè å¼ ïîëèíîìèàëüíûå ðàçíîñòè ïîðÿäêà n + 1 îáðàùàþòñÿ â íóëü: äëÿ âñåõ
{ei}n+1

1 ∈ H âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî v({ei}n+1
1 ) = 0. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ôóíê-

öèé îáîçíà÷èì ÷åðåç rV n.
Îïðåäåëåíèå 5 [3]. Ïîëîæèì rpV = ∪∞n=1rV

n. Ýëåìåíòû ñåìåéñòâà rpV áóäåì
íàçûâàòü (ðåãóëÿðíûìè) ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 6 [3]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v ∈ rV n ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé
ïîðÿäêà n, åñëè îíà äèçúþíêòíà ñ ïðîñòðàíñòâîì rV n−1 (ò.å. |v| ∧ |u| = 0 äëÿ âñåõ
u ∈ rV n−1). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ îäíîðîäíûõ ïîðÿäêà n ðåãóëÿðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
ôóíêöèé ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç rV (n).

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ rV n, rV (n) è rpV .
Ïðåäëîæåíèå 1. Êîëüöî rpV ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (èäåà-

ëîì) ïðîñòðàíñòâà rV (ò.å. v ∈ rpV è |v| o ≥ |u| âëå÷åò u ∈ rpV ).
Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ âñåõ n ≥ 1 ïðîñòðàíñòâà rV n è rV (n) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòû-

ìè êîìïîíåíòàìè (ïîëîñàìè) rV .
Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè v ∈ rV è äëÿ
êàæäîãî m ≥ 1 ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ v(m) íà rV (m):

v(m) = sup{u ∈ rV
(m)
+ | v+

o ≥ u} − sup{w ∈ rV
(m)
+ | v− o ≥ w};

ïðè ýòîì (ïî îïðåäåëåíèþ) ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ v ∈ rV+ ⇒ v(m) ∈ rV
(m)
+ , ãäå

rV
(m)
+ = (rV (m))+ - ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü1 ìíîæåñòâà rV (m). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè v ∈ rV îïðåäåëåíû å¼ ïðîåêöèè v(m), m = 1, . . . , íà ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðîñòðàíñòâà ðåãóëÿðíûõ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé. Âûäåëèì
òå ôóíêöèè v ∈ rV, äëÿ êîòîðûõ èíôîðìàöèÿ, çàëîæåííàÿ â ïðîåêöèÿõ v(m), äàåò
èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå v.

Îïðåäåëåíèå 7 [3]. Ôóíêöèþ v ∈ rV áóäåì íàçûâàòü (ðåãóëÿðíîé) àíàëèòè÷å-
ñêîé, åñëè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå: v =

∑∞
m=1 v(m), ãäå ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåò-

ñÿ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ñóìì ïî íîðìå ‖·‖o. Ñîâîêóïíîñòü
âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé èç rV áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç raV.

Îñîáóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè íåàääèòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èãðàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå, óñòàíîâëåííîå â [3] ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåé òåîðèè èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé, ðàçâèòîé Ã.Øîêå.

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, çàäàííàÿ íà ìåòðè÷åñêîì
êîìïàêòå, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé.

1Çäåñü è äàëåå äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà W ⊆ V ïîëàãàåì rW+ = W ∩ rV+.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 (ïðåäñòàâëÿþùåé è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ), ëþáàÿ ðåãó-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðóåòñÿ (â
íîðìå ‖ · ‖o) ðåãóëÿðíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó äëÿ
óïðîùåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàëüíåéøåì êîíñòðóêöèé âñþäó íèæå áóäåì îãðàíè-
÷èâàòüñÿ ñëó÷àåì ðåãóëÿðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé.

3. Èòàê, ïóñòü n-ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Çàôèêñèðóåì v ∈ rV n è ïî-
ñòðîèì ïðîäîëæåíèå v íà ñèììåòðè÷åñêóþ ñòåïåíü B[n] àëãåáðû B, îïðåäåëÿåìóþ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî e ∈ B ïîëîæèì e[n] = {τ ⊆ e

∣∣∣|τ | ≤ n}, ãäå, êàê è
ðàíåå, ÷åðåç |τ | îáîçíà÷àåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà τ .

Îïðåäåëåíèå 8 [3].Íàèìåíüøóþ àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Q[n], ñîäåðæà-
ùóþ ñåìåéñòâî {e[n] | e ∈ B}, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç B[n] è íàçûâàòü ñèììåòðè÷åñêîé
ñòåïåíüþ (ïîðÿäêà n) àëãåáðû B.

Ðàñïðîñòðàíèì îáîçíà÷åíèÿ òèïà e[n] íà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà H: äëÿ êàæäîãî
èçìåðèìîãî ðàçáèåíèÿ η = {e1, . . . , em} ∈ H ïîëîæèì

η[n] = {τ ∈ Q[n]
∣∣∣ τ ⊆ ∪m

i=1ei, τ ∩ ei 6= ∅, i = 1, . . . , m}.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñòðîåíèå àëãåáðû B[n] ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.
Ïðåäëîæåíèå 3 [1]. Àëãåáðà B[n] ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ îáúåäèíå-

íèé ìíîæåñòâ âèäà η[n] (η ∈ H). Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî E ∈ B[n] ñóùåñòâóåò ðàçáèå-
íèå η ∈ H(Q) è ñåìåéñòâî σ(η, E) ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ωη òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå (íàçûâàåìîå â äàëüíåéøåì êàíîíè÷åñêèì):

E =
⋃

ω∈σ(E,η)

(ηω)[n].

Ñîïîñòàâèì ôóíêöèè v êîíå÷íî-àääèòèâíóþ ìåðó λv íà B[n], îïðåäåëÿåìóþ ôîð-
ìóëîé

λv(E) =
∑

ω∈σ(E,η)

v(ηω),

ãäå η è σ(E, η) çàäàþòñÿ íåêîòîðûì êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì E (êîððåêòíîñòü
îïðåäåëåíèÿ λv è å¼ àääèòèâíîñòü âûòåêàþò èç ïðåäëîæåíèÿ 3). Ó÷èòûâàÿ ðåãóëÿð-
íîñòü v è êîìïàêòíîñòü Q, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ [3], ÷òî λv åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðî-
äîëæàåòñÿ äî ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðû µv íà íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó σB[n], ïîðîæäàå-
ìóþ àëãåáðîé B[n] (çäåñü â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîìïàêòíîãî êëàññà ìíîæåñòâ
ìîæíî âçÿòü âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ âèäà {f1, . . . , fm}[n] òà-
êèõ, ÷òî {fi}m

1 ∈ H, fi ∈ F, i = 1, . . . , m; ñì. [3] è èìåþùóþñÿ òàì ëèòåðàòóðó).
Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ [3], ÷òî σB[n] äîïóñêàåò äîñòàòî÷íî ïðîñòîå îïèñàíèå. Èìåí-
íî, ïîëàãàÿ d[n](τ, τ ′) = min {ε

∣∣∣τ ⊆ τ ′ε, τ
′ ⊆ τε}, ãäå τε, τ ′ε - ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâ

τ, τ ′ ∈ Q[n], âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ d[n] ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì d íà Q[n], ñîâïàäàþ-
ùèì íà Q[n] ñ èçâåñòíîé ìåòðèêîé Õàóñäîðôà, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
(Q[n], d[n]) - ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4 [3]. Àëãåáðà σB[n] ñîâïàäàåò ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé ìåòðè-
÷åñêîãî êîìïàêòà (Q[n], d[n]).
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Îòìåòèì ñðàçó æå, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî Q ìíîæåñòâà Q(n) = {τ ∈ Q[n]
∣∣∣ |τ | = n}

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì Q(n) ∈ σB[n] \ B[n], n = 2, . . . , óäîñòîâåðÿþùèì, ÷òî
ïðè êàæäîì n ≥ 2 àëãåáðà B[n] ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû σB[n].

Ïóñòü òåïåðü f - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà I(Q,B) âñåõ îãðàíè÷åííûõ
B-èçìåðèìûõ ôóíêöèé, à c - ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà âåùåñòâåííûõ êîðòåæàõ2 äëèíû
m ≤ n, íå çàâèñÿùàÿ îò ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â êîðòåæàõ è òàêàÿ, ÷òî
c(< x1 >) = x1 äëÿ âñåõ x1 ∈ R. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ fn

c : Q[n] → R ôîðìóëîé
fn

c (τ) = c(< f(t1), . . . , f(tm) >), τ = {t1, . . . , tm} ∈ Q[n].

Ôóíêöèþ c íàçîâåì ñõåìîé ïðîäîëæåíèÿ (ïîðÿäêà n), à fc = fn
c - c-ïðîäîëæåíèåì

ôóíêöèè f.
Ââåäåì, íàêîíåö, öåíòðàëüíîå ïîíÿòèå íàñòîÿùåãî äîêëàäà.
Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü f ∈ I(Q,B), v ∈ rV n(B), à ôóíêöèÿ c ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé

ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ (v, c)-ñóììèðóåìîé, åñëè
èíòåãðàë Ic

v(f) =
∫

fcdv =
∫
Q[n] fn

c dµv ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí; âåëè÷èíó ∫
fcdv áóäåì

íàçûâàòü (v, c)-èíòåãðàëîì ôóíêöèè f.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè âàðèàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ðåãóëÿðíûì ïîëèíîìè-
àëüíûì ôóíêöèÿì ìíîæåñòâà, ïîðîæäàåìûå ñëåäóþùèìè ñõåìàìè ïðîäîëæåíèÿ:

1) σ(< x1, . . . , xm >) =
∑m

i=1 xi/m,
2) ρ(< x1, . . . , xm >) =

∏m
i=1 xi,

3) s(< x1, . . . , xm >) = max{xi

∣∣∣ i = 1, . . . ,m}.
4. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îäíîãî èç áåñêîíå÷íîìåðíûõ àíàëîãîâ âåêòîðà Øåïëè

[3] (îïèñàíèå ýòîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð, ââåäåííîãî
äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà èãðîêîâ Ë.Øåïëè â 1953ã., ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5]). Íà-
ïîìíèì [4], ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊆ rV íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè θ ◦ v ∈ W
äëÿ âñåõ θ ∈ T è v ∈ W , ãäå T - ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà
(Q,B), à ôóíêöèè θ ◦ v îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå θ ◦ v (e) = v(θ(e)), θ ∈ T , e ∈ B.
Îòìåòèì ñðàçó æå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà rV n, rV (n), è rpV ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷-
íûìè (êàê è â àääèòèâíîì ñëó÷àå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóà-
öèè ðåãóëÿðíîñòü ïîëèíîìèàëüíûõ èãð ýêâèâàëåíòíà èõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé
íåïðåðûâíîñòè). Íàïîìíèì åù¼, ÷òî ÷åðåç Supp v îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ
íîñèòåëåé ôóíêöèè v : Supp v = {R ∈ B

∣∣∣ v(e ∩R) = v(e), e ∈ B}.
Îïðåäåëåíèå 10. Âåêòîðîì Øåïëè íà ñèììåòðè÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå W ⊆ rV

áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Φ : W → rV 1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:
A1. Φ(v) o ≥ 0, v ∈ W ∩ rV+;
A2. Φ(θ ◦ v) = θ ◦ Φ(v), θ ∈ T , v ∈ W ;
A3. Φ(v)(R) = v(Q), R ∈ Supp v, v ∈ W.

Åñëè âåêòîð Øåïëè ôîðìàëèçóåò ïðåäñòàâëåíèå î ñïðàâåäëèâîì ðàñïðåäåëåíèè
âåëè÷èíû v(Q) (ñì., íàïðèìåð, [5]), òî äðóãîé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè - ÿäðî - îïèñû-
âàåò òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ v(Q), êîòîðûå íå â ñîñòîÿíèè óëó÷øèòü ñâîèìè ñèëàìè íè
îäíà èç êîàëèöèé e ∈ B. Ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ÿäðà C(v) èãðû v èìååò ñëåäóþùèé
âèä

C(v) = {ν ∈ rV 1
∣∣∣ ν(Q) = v(Q), ν(e) ≥ v(e), e ∈ B}.

2Íàïîìíèì, ÷òî âåùåñòâåííûì êîðòåæåì äëèíû m íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùàÿ ïîâòîðåíèÿ êîíå÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < x1, . . . , xm > ýëåìåíòîâ xi ∈ R.
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Ïåðâûé êðèòåðèé íåïóñòîòû ÿäðà C(v) äëÿ êîíå÷íûõ èãð áûë ïðåäëîæåí â 1962 ã.
Î.Í.Áîíäàðåâîé [6]. Ñðåäè áåñêîíå÷íûõ èãð, èìåþùèõ íåïóñòîå ÿäðî, ñëåäóåò îòìå-
òèòü ïðåæäå âñåãî òàê íàçûâàåìûå âûïóêëûå èãðû: èãðà v ∈ V íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé,
åñëè äëÿ ëþáûõ e, e′ ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v(e ∪ e′) + v(e ∩ e′) ≥ v(e) + v(e′).

Ïåðåõîäÿ ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì äîêëàäà, îòíîñÿùèìñÿ ê èíòåãðàëüíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ âåêòîðà Øåïëè è îïîðíîé ôóíêöèè Hv ÿäðà èãðû v, îïðåäåëÿåìîé ôîð-
ìóëîé

Hv(f) = sup {
∫

fdν
∣∣∣ ν ∈ C(v)}, f ∈ I(Q, B),

ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå äîïîëíèòåëüíå îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 11 [1]. Ôóíêöèîíàëîì Øåïëè íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ rpV

è B áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå Sh : rpV ×B → R, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

Sh(v, f) =
∫

fσdv, v ∈ rpV, f ∈ B.

Âàæíóþ ðîëü êàê â ïðèêëàäíûõ, òàê è â òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ èñ-
ñëåäîâàíèåì âåêòîðà Øåïëè, èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ïîëÿðíûå ôîðìû îäíîðîäíûõ
ïîëèíîìèàëüíûõ èãð, ïîðîæäàåìûå àññîöèèðîâàííûìè ñ ýòèìè èãðàìè îáîáùåííû-
ìè ðàñøèðåíèÿìè Îóýíà.

Îïðåäåëåíèå 12 [3]. Îáîáùåííûì ðàñøèðåíèåì Îóýíà íà ïðîèçâåäåíèè ïðî-
ñòðàíñòâ rpV è B áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå P : rpV × B → R, îïðåäåëÿåìîå ïî
ôîðìóëå

P (v, f) =
∫

fρdv, v ∈ rpV, f ∈ B.

Íàïîìíèì [3], ÷òî ÷åðåç fV îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ èãð ñ êîíå÷íûì íî-
ñèòåëåì: fV = {v ∈ V | ∃R ∈ Supp v : (|R| < ∞)}, à ÷åðåç rpNA - çàìûêàíèå â íîðìå
‖ · ‖o ïîäïðîñòðàíñòâà èãð rpV, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóïåðïîçèöèè v = f ◦ ν, ãäå ν
- íåàòîìè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà B, à f - âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åí-
íîé âàðèàöèè íà îòðåçêå [0, 1], íåïðåðûâíàÿ â êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà è ïðèíèìàþùàÿ
íóëåâîå çíà÷åíèå â òî÷êå 0. Âñþäó äàëåå, êàê îáû÷íî, ÷åðåç χe îáîçíà÷àåòñÿ èíäè-
êàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà e ∈ B.

Òåîðåìà 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð Φ∗, îïðåäåëåííûé íà rpV ôîðìóëîé

Φ∗(v)(e) = Sh(v, χe), e ∈ B,

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì A1 - A3, õàðàêòåðèçóþùèì âåêòîð Øåïëè. Áîëåå òîãî, âñÿ-
êèé ëèíåéíûé îïåðàòîð Φ : rpV → rV 1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì A1 - A3, ñîâïà-
äàåò ñ Φ∗ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ fV è rpNA.

Òåîðåìà 2 äàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âåêòîðà Øåïëè, ñïðàâåäëèâîå
äëÿ âñåõ ðåãóëÿðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ èãð. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî îäíîðîäíûìè
èãðàìè èç rpV, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âàæíóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, óêàçûâà-
þùóþ íà òåñíóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì Øåïëè è òàê íàçûâàåìîé ïîëÿðíîé
ôîðìîé [1] îäíîðîäíîé èãðû v. Âñþäó äàëåå äëÿ v ∈ rV (n) ÷åðåç P ∗

v áóäåì îáîçíà-
÷àòü ïîëÿðíóþ ôîðìó îäíîðîäíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ôóíêöèîíàëà Pv(·) = P (v, ·),
çàäàííîãî íà I(Q,B). Íàïîìíèì [1,7], ÷òî P ∗

v ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïîëèëèíåéíûì
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ñèììåòðè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàíñòâå I(Q,B)n, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëî-
âèþ

P ∗
v (f, . . . , f) = Pv(f), f ∈ I(Q,B).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü v ïðèíàäëåæèò rV (n). Òîãäà äëÿ êàæäîé êîàëèöèè e ∈ B
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ∗(v)(e) = P ∗
v (χe, χQ, . . . , χQ).

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ôîðìóëó, äàþùóþ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îïîðíîé
ôóíêöèè ÿäðà ðåãóëÿðíîé âûïóêëîé èãðû â òåðìèíàõ íåàääèòèâíîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé âûïóêëîé èãðû v ∈ rpV ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Hv(f) =
∫

fsdv, f ∈ I(Q,B).

Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ òàêæå ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè âû÷èñëåíèè âåêòîðà Øåïëè äëÿ èãð ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ó÷àñòíèêîâ, à òàêæå ïðè àíàëèçå äðóãèõ ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè (ìíîæåñòâà Õàð-
øàíüè, Âåáåðà, Øåïëè è ò.ï.).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÃÍÔ 05-02-02005a è ÐÔÔÈ 07-06-00363.
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ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÂÅÊÒÎÐÎÂ
Ñ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÑÓÌÌÎÉ

Ý. Õ. Ãèìàäè

1. Ââåäåíèå. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì èç êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk

ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè çàäà÷è
NP-òðóäíû, ÷òî ñòèìóëèðóåò âûäåëåíèå òàêèõ ïîäêëàññîâ ýòèõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ
îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðîåíèå òî÷íûõ, ëèáî ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ïîëè-
íîìèàëüíîé èëè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîé âðåìåííîé ñëîæíîñòè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáîðà
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ôðàãìåíòîâ â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êâàçèïåðèîäè÷å-
ñêè ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà ïðè çàäàííîì ÷èñëå ïîâòîðîâ. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ
òèïè÷íà äëÿ òàêèõ ïðèëîæåíèé, êàê ýëåêòðîííàÿ ðàçâåäêà, ðàäèîëîêàöèÿ, òåëåêîì-
ìóíèêàöèÿ, ãåîôèçèêà, îáðàáîòêà ðå÷åâûõ ñèãíàëîâ, ìåäèöèíñêàÿ è òåõíè÷åñêàÿ äè-
àãíîñòèêà è äð. [2,4]

Äàëåå ïîä íîðìîé áóäåì ïîíèìàòü åâêëèäîâó íîðìó â k-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rk,
ò. å. ‖x‖ =

√
x2

1 + . . . + x2
k.

Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå äâå:
Çàäà÷à 1: Çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ V = {~v1, ~v2, . . . , ~vn} â åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå Rk è íàòóðàëüíîå ÷èñëî m < n. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîäñåìåéñòâî
âåêòîðîâ èç V ìîùíîñòè m, îáëàäàþùåå ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû.

Çàïèøåì çàäà÷ó 1 â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
k∑

i=1

( n∑

j=1

vijxj

)2 → max; (1)

n∑

j=1

xj = m; (2)

xj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ n. (3)

Çàäà÷à 2: Çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ V = {~v1, ~v2, . . . , ~vn} â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Rk è íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è l, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ lm < n.
Òðåáóåòñÿ âûäåëèòü â V ïîäñåìåéñòâî âåêòîðîâ X = {~va1 , ~va2 , . . . , ~vam}, îáëàäàþùåå
ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû ïðè óñëîâèè ai+1 − ai ≥ l äëÿ i = 1, 2, . . . , m− 1.

Â ñëó÷àå k ≤ l âòîðàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ öåëåñîîáðàçíûì ïîèñêîì ñèãíàëîâ â
èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàøóìëåííîé àääèòèâíûì øóìîì [2, 4].

2. Èçâåñòíûå ôàêòû î ñëîæíîñòè è àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2.
Òåîðåìà 1. [1] Çàäà÷è 1 è 2 NP-òðóäíû.
Òåîðåìà 2. [1] Çàäà÷à 1 ðåøàåòñÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-

íîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé âåëè÷èíû k−1
8L2 çà âðåìÿ

O
(
nk2(2L + 1)k−1

)
,
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ãäå L � ïàðàìåòð àëãîðèòìà.
Òåîðåìà 3. [1] Ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè k ïðîñòðàíñòâà Rk çàäà÷à 1

ðåøàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íî ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà L = L(n), ãäå L(n) � ïðî-
èçâîëüíàÿ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ îò n.

Òåì ñàìûì äëÿ ñëó÷àÿ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè k ïðîñòðàíñòâà Rk óñòàíîâëå-
íî ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì
îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðàâíîé ε = k−1

8L2 . Òîãäà L = (k−1
8ε

)1/2 è äëÿ âðåìåíè ðåøå-
íèÿ ïîëó÷èì îöåíêó

O
(
nk2

(√
k − 1

2ε
+ 1

)k−1
)
.

Òåîðåìà 4. [1] Çàäà÷à 2 ðåøàåòñÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
íîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé k−1

8L2 , çà âðåìÿ

O
(
nk(k + m)(2L + 1)k−1

)
.

Ïóñòü b � ìàêñèìàëüíàÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîîðäèíàòà âåêòîðîâ èç ñåìåé-
ñòâà V.

Òåîðåìà 5. [1] Åñëè ðàçìåðíîñòü k ïðîñòðàíñòâà Rk ôèêñèðîâàíà, òî çàäà÷à 1
ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âõîäíûõ âåêòîðîâ ðåøàåòñÿ òî÷íî àëãîðèòìîì c
ïàðàìåòðîì L = 0, 5kmb çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ O(nk2(kmb)k−1).

3. Àëãîðèòìû â äóõå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1 c öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ.

3.1. Ñëó÷àé íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âåêòîðîâ â ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~B ∈ Zk−1

+ âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè Bi =
∑m

r=1 vi,σr(i), 1 ≤ i < k, ãäå
σ(i) � ïåðåñòàíîâêà, óïîðÿäî÷èâàþùàÿ ýëåìåíòû (vi1, vi2, . . . , vin) i-é ñòðîêè ìàòðèöû
(vij) ïî íåâîçðàñòàíèþ; B = {~β ∈ Zk−1

+

∣∣∣ 0 ≤ ~β ≤ ~B}.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü fmn(~β) � ìàêñèìóì ôóíêöèè

{ n∑

j=1

vkjxj

∣∣∣
n∑

j=1

vijxj = βi, 1 ≤ i < k;
n∑

j=1

xj = m; xj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ n
}
.

Òîãäà îïòèìóì çàäà÷è 1 c öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè âåê-
òîðîâ ðàâåí

S∗ = max
{k−1∑

i=1

β2
i + f 2

mn(~β)
∣∣∣ ~β ∈ B

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷ó 1 â ôîðìå (1)-(3) çàïèøåì â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

k−1∑

i=1

β2
i +

( n∑

j=1

vkjxj

)2 → max; (4)

n∑

j=1

vijxj = βi, 1 ≤ i < k; (5)
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~β ∈ B; (6)
n∑

j=1

xj = m; (7)

xj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ n, (8)
îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òðåáóåìîãî ðàâåíñòâà.

Àëãîðèòì Ã âû÷èñëåíèÿ îïòèìóìîâ {fmn(~β)
∣∣∣∣ ~β ∈ B}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå < m,n; ~β > äëÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ îïòèìóìà fmn(~β) è ïóñòü
{< µ, j; ~β >

∣∣∣ 1 ≤ µ ≤ j ≤ n; 0 ≤ ~β ≤ ~B} � ñåìåéñòâî ïîäçàäà÷ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
îïòèìóìàìè fµ,j(~β).

×åðåç f̃µ,j(~β) îáîçíà÷èì îïòèìóì â òàêîé ïîäçàäà÷å < µ, j; ~β >, â êîòîðîé âû-
áèðàåòñÿ µ âåêòîðîâ ñðåäè ~v1, . . . , ~vj ñ ïðåäïèñàííûì âûáîðîì ïîñëåäíåãî âåêòîðà
~vj.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà Ã.
Ïðåäâàðèòåëüíûé øàã:
a) f1,j(~β) := ∞; f̃1,j(~β) := ∞ äëÿ âñÿêèõ j = 1, . . . , n è ~β ∈ B.

b) f̃1,j(~vj) := vkj äëÿ âñÿêîãî j = 1, . . . , n.

c) f1,j(~β) := max{f̃1,j(~β); f1,j−1(~β)} äëÿ âñÿêèõ j = 1, . . . , n è ~β ∈ B.

Îáùèé øàã µ = 2, . . . ,m :
a) f̃µ,j(~β) := ∞ äëÿ âñÿêèõ j = µ, . . . , n è ~β ∈ B.

b) Äëÿ âñÿêèõ ~β ∈ B ïîëîæèòü

f̃µ,j(~β) =

{
fµ,µ(~β) ïðè j = µ,

vk,j + fµ,j−1(~β − ~vj), åñëè µ < j ≤ n;

fµ,j(~β) =

{
f̃µ,µ(~β) ïðè j = µ,

max{fµ,j(~β); f̃µ,j−1(~β)}, åñëè µ < j ≤ n.

Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà Ã ñëåäóåò
Òåîðåìà 7. Åñëè ðàçìåðíîñòü k ïðîñòðàíñòâà Rk ôèêñèðîâàíà, òî çàäà÷à 1 ñ

öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ ðåøàåòcÿ òî÷íî çà
ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ O

(
mn

∏k−1
i=1 Bi

)
.

3.2. Ñëó÷àé âõîäíûõ âåêòîðîâ ~v1, . . . , ~vn ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòà-
ìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà.

Ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì Ã ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 íà ñëó÷àé âõîäíûõ âåêòîðîâ ~v1, . . . , ~vn

ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà.
Ïóñòü òåïåðü Bi =

∑m
r=1(vi,σr(i) − vi,σr(n−i+1)), 1 ≤ i < k, ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè

âåêòîðà ~B ∈ Zk−1
+ ; B = {~β ∈ Zk−1

+ | 0 ≤ ~β ≤ ~B}; b′i = min{vij |1 ≤ j ≤ n} 1 ≤ i ≤ k.
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Ïîëîæèâ v′ij = vij − b′i, èìååì ìàòðèöó (v′ij) c íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè
ýëåìåíòàìè. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì Ã ê çàäà÷å 1 ñ ìîäèôèöèðîâàííîé âõîäíîé ìàòðè-
öåé (v′ij), ïîëó÷èì îïòèìóì èñõîäíîé çàäà÷è ñî âõîäîì (~v1, . . . , ~vn) :

S∗ = max
{k−1∑

i=1

(βi −mb′i)
2 +

(
fmn(~β)−mb′k

)2 ∣∣∣ ~β ∈ B
}
.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6 â ñëó÷àå êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîãî çíàêà
îñòàåòñÿ â ñèëå. Îäíàêî åñòü îòëè÷èå â îöåíêå âðåìåííîé ñëîæíîñòè, åñëè îöåíèòü
êîìïîíåíòû âåêòîðà ~B â òåðìèíàõ âåëè÷èíû b (ìàêñèìàëüíîãî àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ
ñðåäè êîîðäèíàò âõîäíûõ âåêòîðîâ â ñåìåéñòâå V ):

Òåîðåìà 8. Åñëè ðàçìåðíîñòü k ïðîñòðàíñòâà Rk ôèêñèðîâàíà, òî çàäà÷à 1 ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ ðåøàåòcÿ òî÷íî çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ O

(
mn(mb)k−1

)
(â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò) è O

(
mn(2mb)k−1

)
(â

ñëó÷àå êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîãî çíàêà).

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.
1) Àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ â äóõå äèíàìè÷åñêîãî ðîãðàììèðî-

âàíèÿ ïðèìåíèìû òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.
2) Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñëîæíîñòíîì ñòàòóñå îñíîâíûõ çàäà÷ 1 è 2 ïðè

ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Rk.
3) Ïðåäñòàâëåííûå â äîêëàäå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â õîäå ñîâìåñòíîé ðàáîòû ïî

ãðàíòàì ÐÔÔÈ è ÈÍÒÀÑ (ïðîåêò 04-77-7173) ñ ìîèìè êîëëåãàìè � À.Å. Áàáóðèíûì,
Í.È. Ãëåáîâûì è À.Â. Ïÿòêèíûì [1].

4) Íàøå âíèìàíèå ê ðàññìîòðåíèþ äàííîãî êëàññà çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè
áûëî èíèöèèðîâàíî À.À. Êåëüìàíîâûì [4].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (êîäû ïðîåêòîâ 05-01-00395, 07-07-00022, 07-
07-00168).
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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß ÁÎËÜØÎÉ
ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ ÍÜÞÒÎÍÀ

Þ. Ã. Åâòóøåíêî, À. È. Ãîëèêîâ

Áîëüøèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ), êàê ïðàâèëî, èìåþò íååäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ (ñèìïëåêñ-ìåòîä, ìåòîä
âíóòðåííèõ òî÷åê, ìåòîä êâàäðàòè÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèè) äàþò âîçìîæíîñòü ïî-
ëó÷àòü ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè. Òàê ñèìïëåêñ-ìåòîä äàåò ðå-
øåíèå, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò âåðøèíå ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà. Ìåòîäû âíóòðåí-
íåé òî÷êè ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ, â êîòîðîì âûïîëíåíî óñëîâèå ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé
íåæåñòêîñòè. Ìåòîä âíåøíåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè òî÷íîå
íîðìàëüíîå ðåøåíèå. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ, èñïîëüçóþùèé íîâûå
âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè òèïà ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Åãî ïðè-
ìåíåíèå ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å ËÏ äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü òî÷íóþ ïðîåêöèþ
çàäàííîé òî÷êè íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ â ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîé
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé êóñî÷íî êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà øòðàôà. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ ïðîåêöèþ
âî âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ è âíîâü ìèíèìèçèðóÿ åå, íàõîäèì íåêîòîðîå òî÷íîå ðå-
øåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî ïîêàçàíî êàê,
ïðèìåíÿÿ âñïîìîãàòåëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ê ïðÿìîé çàäà÷å ËÏ, ïðè êîíå÷-
íîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà øòðàôà ïîëó÷èòü òî÷íóþ ïðîåêöèþ çàäàííîé òî÷êè
íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è ËÏ. Ïðåäëîæåí ïðîñòîé èòåðàòèâíûé
ïðîöåññ, â êîòîðîì, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî êîýôôèöèåíòà øòðàôà, ïîëó÷àþòñÿ
òî÷íûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ïðèìå-
íåíèå îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ìèíèìèçàöèè ââåäåííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ
ôóíêöèé äàåò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ËÏ ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñ-
ëîì íåèçâåñòíûõ ïðè óìåðåííîì ÷èñëå îãðàíè÷åíèé. Ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí â ñè-
ñòåìå MATLAB. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü
ìåòîäà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ËÏ ñ áîëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ (íåñêîëüêî äåñÿòêîâ
ìèëëèîíîâ) è ñðåäíèì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé (íåñêîëüêî òûñÿ÷). Âðåìÿ ðåøåíèÿ òàêèõ
çàäà÷ íà êîìïüþòåðå P-IV ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.6 ÃÃö ñîñòàâëÿëî îò íåñêîëüêî äå-
ñÿòêîâ ñåê. äî ïîëóòîðà ÷àñîâ. Ñðàâíåíèå ñ íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè êîììåð÷åñêèìè
(íàïðèìåð, CPLEX) è èññëåäîâàòåëüñêèìè ïðîãðàììàìè ïîêàçàëè ïîëíîå ïðåèìóùå-
ñòâî ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè íîâîãî ìåòîäà â ñèñòåìå MATLAB ïðè ðåøåíèè çàäà÷
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè è áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàëîé ðàç-
ìåðíîñòè. Ìåòîä õîðîøî ïîääàåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèþ. Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû
÷èñëî îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å ËÏ ïðè èñïîëüçîâàíèè 8 ïðîöåññîðîâ ìîæíî óâåëè÷èòü
äî 30 òûñÿ÷.
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00547 è Ïðîãðàììîé ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë ÍØ-2240.2006.1.
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ÇÀÄÀ×À ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ ÒÐÀÑÑÈÐÎÂÊÈ ÏÐÈ ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈÈ ÑÁÈÑ
À. È. Åðçèí, Â. Â. Çàëþáîâñêèé, Þ. Â. Øàìàðäèí

Çàäà÷à ãëîáàëüíîé òðàññèðîâêè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ýòàïîâ ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ ñâåðõáîëüøèõ èíòåãðàëüíûõ ñõåì (ÑÁÈÑ), íà êîòîðîì äëÿ êàæäîé ñåòè
îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî èñïîëüçóåìûõ îáëàñòåé òðàññèðîâêè â óñëîâèÿõ îãðàíè÷å-
íèé íà òðàññèðîâî÷íûå ðåñóðñû è âðåìÿ ïåðåäà÷è ñèãíàëà [1].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæå-

ñòâîì ðåáåð E. Êàæäîìó ðåáðó (i, j) ∈ E ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå äëèíà lij, åì-
êîñòíîå ñîïðîòèâëåíèå (åìêîñòü) cij, ñîïðîòèâëåíèå rij è òðàññèðîâî÷íûé ðåñóðñ Qij.
Òðàññèðîâêå ïîäëåæèò ìíîæåñòâî ñåòåé îáùèì ÷èñëîì S. Êàæäàÿ ñåòü s = 1, . . . , S
çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì òåðìèíàëîâ V s ⊆ V . Íåêîòîðûå òåðìèíàëû ñîîòâåòñòâóþò îñ-
íîâíûì âõîäàì ñ çàäàííûìè âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëà èëè îñíîâíûì âûõîäàì
ñ çàäàííûìè äèðåêòèâíûìè âðåìåíàìè ïîëó÷åíèÿ ñèãíàëà. Äëÿ òåðìèíàëà i ∈ V s

çàäàíà åãî åìêîñòü cs
i . Â êàæäîé ñåòè åñòü êîðíåâîé òåðìèíàë 0s, èìåþùèé ñîïðî-

òèâëåíèå rs
0.

Çàäåðæêà ñèãíàëà â ìîäåëè Ýëüìîðà âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2]. Ïóñòü
èìååòñÿ äåðåâî T ñ êîðíåì â âåðøèíå 0. Îáîçíà÷èì Pk � ïóòü èç âåðøèíû 0 â
âåðøèíó k â äåðåâå T , Tj � ïîääåðåâî T ñ êîðíåì â âåðøèíå j, Cj =

∑
(i,j)∈Tj

cij +∑
i∈Tj

ci � ñóììàðíàÿ åìêîñòü ïîääåðåâà Tj. Âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà ïî ðåáðó
(i, j) ∈ T âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dij = rij

(
cij

2
+ Cj

)
. (1)

Âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà îò êîðíåâîé âåðøèíû 0 äî âåðøèíû k â äåðåâå T ðàâíî
tk = r0C0 +

∑
(i,j)∈Pk

dij.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ãëîáàëüíîé òðàññèðîâêè çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè äëÿ

êàæäîé ñåòè s òàêîãî äåðåâà Øòåéíåðà T s, ñâÿçûâàþùåãî âåðøèíû V s, ÷òî êàæäîå
ðåáðî (i, j) ∈ E âõîäèëî áû íå áîëåå ÷åì â Qij ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ, è âðåìÿ ïðèõîäà
ñèãíàëà íà îñíîâíûå âûõîäû íå ïðåâîñõîäèëî òðåáóåìûõ çíà÷åíèé. Ýòà çàäà÷à ÿâ-
ëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [3].

Ìåòîä ðåøåíèÿ
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàòèâíàÿ ïðîöåäóðà. Âíà÷àëå ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà MAD äëÿ êàæäîé ñåòè s ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî Qs äåðåâüåâ-êàíäèäàòîâ. Çà-
òåì îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ïî îäíîìó äåðåâó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Qs, s = 1, . . . , S,
ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìèíèìè-
çèðóþùåé ñóììó øòðàôîâ çà ïðåâûøåíèå òðàññèðîâî÷íûõ ðåñóðñîâ. Ãðàäèåíòíûì
àëãîðèòìîì íàõîäèòñÿ ðåøåíèå åå ðåëàêñàöèè è ñ ïîìîøüþ íåñêîëüêèõ ýâðèñòèê
ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííîå öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå.

Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ âðåìåíà ïðèõîäà ñèãíàëà â êàæäûé òåðìèíàë. Åñëè
âðåìåíà ïðèõîäà ñèãíàëà â îñíîâíûå âûõîäû ïðåâûøàþò äèðåêòèâíûå, òî íàõîäÿòñÿ
êðèòè÷åñêèå ïóòè, ñåòè è òåðìèíàëû, ïîñëå ÷åãî êðèòè÷åñêèå ñåòè ïîìåùàþòñÿ â íà-
÷àëî îáùåãî ñïèñêà ñåòåé è ïîâòîðÿþòñÿ îïèñàííûå âûøå øàãè. Äåðåâüÿ-êàíäèäàòû
äëÿ êðèòè÷åñêèõ ñåòåé ñòðîÿòñÿ ñ ó÷åòîì çàäåðæåê â êðèòè÷åñêèå òåðìèíàëû. Â
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ðåçóëüòàòå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ äðóãîå ðåøåíèå è äðóãèå êðèòè÷åñêèå ñåòè. Èòåðàöèè
ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è,
ëèáî ÷èñëî èòåðàöèé íå ïðåâûñèò çàäàííûé ëèìèò.

Àëãîðèòì MAD ñòðîèò äåðåâî äëÿ êàæäîé ñåòè â íåêîòîðîì ñâÿçíîì ïîäãðàôå
G′ = (V ′, E ′), ãäå V ′ ñîäåðæèò âñå òåðìèíàëû ýòîé ñåòè. Äëÿ âñåõ ðåáåð (i, j) ∈ E ′

âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ dij ïî ôîðìóëå (1), ïîñëå ÷åãî èç G′ óäàëÿþòñÿ òå ðåáðà, îñòà-
òî÷íûé òðàññèðîâî÷íûé ðåñóðñ êîòîðûõ ìåíüøå öåëîãî q, ÿâëÿþùåãîñÿ ïàðàìåòðîì
àëãîðèòìà MAD.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå àëãîðèòìà MAD.
Àëãîðèòì MAD
Øàã 0. Ïîëîæèì äåðåâî T = (0, ∅), è çàäåðæêó â êîðíåâîé âåðøèíå t0 = 0.
Øàã 1. Íàéäåì (i, j) = arg min

(u,v)∈E′; u∈T, v /∈T
{tu(T ∪ {(u, v)}) + duv}, ãäå

tu(T ∪ {(u, v)}) = tu(T ) + r0(cuv + cv) +
∑

e∈Pu

re(cuv + cv).

Ïîëîæèì T = T ∪ {(i, j)} è ïåðåñ÷èòàåì çàäåðæêè tk, k ∈ T .
Åñëè âåðøèíà j ∈ T íå ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëîì, òî ïîëàãàåì tj = ti+dij, à çàäåðæêè

tk âî âñå îñòàëüíûå âåðøèíû äåðåâà T îñòàâëÿåì íåèçìåííûìè.
Åñëè âåðøèíà j � òåðìèíàë, òî íà÷èíàÿ ñ êàæäîé âèñÿ÷åé âåðøèíû k ∈ T , óäà-

ëÿåì ðåáðà â ïóòè èç k äî ïåðâîé âåðøèíû äåðåâà T , ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîìó
ðàíåå ïîñòðîåííîìó ïóòè â êàêîé-ëèáî òåðìèíàë. Çàòåì ïåðåñ÷èòûâàåì çàäåðæêè â
âåðøèíàõ ïîëó÷åííîãî äåðåâà.

Åñëè íå âñå òåðìèíàëû ñåòè âêëþ÷åíû â äåðåâî T , òî âîçâðàùàåìñÿ â íà÷àëî
Øàãà 1.

Àëãîðèòì MAD ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà Äåéêñòðû, íî íå ãàðàíòèðóåò
íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ñèëó ñïåöèôèêè çàäåðæåê Ýëüìîðà.

Âèä ñòðîÿùåãîñÿ äåðåâà çàâèñèò îò ãðàôà G′, ïàðàìåòðà q è çíà÷åíèé dij. Â êà-
÷åñòâå G′ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãðàô Õàíàíà, ìèíèìàëüíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ðåøåòêó,
ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî òåðìèíàëîâ ñåòè, èëè âåñü ãðàô G è äð. Âåëè÷èíû dij çà-
âèñÿò îò îáùåé åìêîñòè Cj äåðåâà Tj. Åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàäåðæåê èñïîëüçóåòñÿ
òåêóùåå äåðåâî, çíà÷åíèÿ dij ìîãóò èçìåíèòüñÿ, è ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå àëãîðèò-
ìà MAD ìîæåò äàòü äðóãîå äåðåâî.

Àëãîðèòì MAD ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàòèâíî, èñïîëüçóÿ òåêóùåå äåðåâî äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ çàäåðæåê dij è ïîñëåäóþùåé ïåðåñòðîéêè äåðåâà. Âàðüèðóÿ ïàðàìåòð q, ìîæíî
óâåëè÷èâàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ.

Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðàññèðîâî÷íûõ
ðåñóðñîâ, ò. å. çàäà÷ó âûáîðà äåðåâüåâ èç ìíîæåñòâ Qs. Ïóñòü äëÿ êàæäîé ñåòè s
íàéäåíî ìíîæåñòâî äåðåâüåâ-êàíäèäàòîâ Qs. Áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñ i ∈ I = E
äëÿ ðåáåð ãðàôà G è èíäåêñ j ∈ J = ∪S

s=1Q
s äëÿ äåðåâüåâ. Ïîëîæèì aij = 1, åñëè

i ∈ j, è aij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåìåííàÿ xj âûáîðà äåðåâà j ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå xj = 1, åñëè äåðåâî j âûáðàíî, è xj = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à:




∑
i∈I

(
max

{
0,

∑
j∈J

aijxj − qi

})2 → min
xj∈{0,1}

;
∑

j∈Qs
xj = 1, s = 1, . . . , S.

(2)
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Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ñóììå øòðàôîâ çà ïðåâûøåíèå òðàññèðîâî÷íûõ ðåñóðñîâ
qi, i ∈ I.

Çàìåíÿÿ óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ óñëîâèåì èõ íåîòðèöàòåëüíîñòè,
ïîëó÷àåì íåïðåðûâíóþ ðåëàêñàöèþ çàäà÷è (2). Ãëàäêîñòü è âûïóêëîñòü ôóíêöèîíà-
ëà ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ åå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèé ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì.

Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì
Îáîçíà÷èì f(y) =

∑
i∈I(max{0, yi − qi})2, ãäå yi =

∑
j∈J aijxj.

Øàã 0. Çàäàåì íà÷àëüíóþ òî÷êó, íàïðèìåð, x̃j = 1/|Qs|, j ∈ Qs, s = 1, . . . , S.
Âû÷èñëÿåì ỹi =

∑
j∈J aijx̃j, i ∈ I, è ïîëàãàåì íèæíþþ îöåíêó L îïòèìóìà çàäà÷è

ðàâíîé íóëþ.
Øàã 1. Âû÷èñëÿåì gi = max{0, ỹi − qi}, i ∈ I è f(ỹ) =

∑
i∈I(gi)

2. Â ñèëó âûïóê-
ëîñòè ôóíêöèè f(y), èìååì

f(y) ≥ f(ỹ) +∇f(ỹ)(y − ỹ) = f(ỹ) +
∑

i∈I

2gi(yi − ỹi),

ãäå y � ïðîèçâîëüíàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà. Íàéäåì ìèíèìóì ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ,
ðåøàÿ çàäà÷ó ∑

i∈I

giyi =
∑

i∈I

gi

∑

j∈J

aijxj =
∑

j∈J

(∑

i∈I

giaij

)
xj → min

x
.

Ïîñëåäíÿÿ ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è äëÿ êàæäîé ñåòè s. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì

min
x

∑

j∈J

(∑

i∈I

giaij

)
xj =

S∑

s=1

min
j∈Qs

(∑

i∈I

giaij

)
.

Îáîçíà÷èì GY =
∑

i∈I giỹi; GAj =
∑

i∈I giaij, js = arg minj∈Qs GAj è GZ =
∑S

s=1 GAjs−
GY . Òîãäà f(y) ≥ f(ỹ) + 2GZ. Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåñ÷èòàòü íèæíþþ îöåíêó
L = max{L, f(ỹ) + 2GZ}.

Åñëè f(ỹ) − L ≤ ε max{1, L}, ãäå ε > 0 � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü, òî âû÷èñëåíèÿ
çàêàí÷èâàþòñÿ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàõîäèì íàïðàâëåíèå ñïóñêà δ = (δj) ñ êîìïîíåíòàìè

δj =

{
1− x̃j, ïðè j = js;
−x̃j, ïðè j 6= js;

j ∈ Qs, s = 1, . . . , S;

è âåêòîð z = (zi) ñ êîìïîíåíòàìè zi =
∑

j∈J aijδj, i ∈ I. Îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå
ñïóñêà δ âåäåò èç òåêóùåé òî÷êè x̃ â öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó x = (xj), ãäå xj = 1, åñëè
j ∈ {j1, . . . , jS}, è xj = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû øàãà t ∈ (0, 1] ìîæíî èñêàòü ìèíèìóì ôóíêöèè h(t) =
f(ỹ + zt) =

∑
i∈I(max{0, ỹi− qi + zit})2, íî ìû âîñïîëüçóåìñÿ áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèåé

r(t) =
∑

i∈I(gi + zit)
2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî h(0) = r(0), h′(0) = r′(0) è h(t) ≤ r(t) ïðè

âñåõ t ∈ [0, 1]. Ïóñòü t̃ = arg min{r(t)|t ∈ [0, 1]} = min{1,−GZ/ZZ}, ãäå GZ =
∑

i∈I gizi

è ZZ =
∑

i∈I(zi)
2. Åñëè òåêóùàÿ òî÷êà ỹ íå îïòèìàëüíà, òî h′(0) < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

r′(0) < 0. Ïîýòîìó t̃ > 0. Íåðàâåíñòâî h(0) > h(t̃) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé h(0) =
r(0) > r(t̃) ≥ h(t̃), ò. å. t̃ äåéñòâèòåëüíî ïîíèæàþùèé øàã.

Ïåðåõîäèì â íîâóþ òî÷êó, ïîëàãàÿ x̃j = x̃j + δj t̃, j ∈ J ; ỹi = ỹi + zit̃, i ∈ I, è
âîçâðàùàåìñÿ â íà÷àëî Øàãà 1.
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Îïèñàííûé ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì. Âðåìåí-
íàÿ ñëîæíîñòü êàæäîé èòåðàöèè ñîñòàâëÿåò O(|I| · |J |), à îáùåå ÷èñëî èòåðàöèé íå
ïðåâîñõîäèò O(ε−1 ln ε−1).

Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé òðàññèðîâêè
ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà òåñòîâûõ ïðèìå-
ðàõ, ñîäåðæàùèõ îò 1900 äî 3500 ñåòåé. ×èñëî àëüòåðíàòèâíûõ äåðåâüåâ â êàæäîé
ñåòè áûëî îò 2 äî 20. ×èñëî ðåáåð ãðàôà G èçìåíÿëîñü îò 4100 äî 7400. Âðåìÿ ñ÷åòà
îäíîãî ïðèìåðà êîëåáàëîñü îò íåñêîëüêèõ ñåêóíä äî íåñêîëüêèõ ìèíóò.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Èíòåë �Ìîäåëè è ìåòîäû òðàññèðîâêè ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè ÑÁÈÑ� è ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00395.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. J. Hu, S. S. Sapatnekar. A Survey on Multi-net Global Routing for Integrated Circuits.
// Integration, the VLSI Journal. 2002. V. 31. P. 1�49.
2. J. Rubinstein, P. Pen�eld, M. A. Horowitz. Signal Delay in RC Tree Networks. // IEEE
Trans. on CAD. 1983. V. 2. P. 201�211.
3. M.R. Kramer, J. van Leenwen. Wire-Routing is NP-Complete. // Technical Report
RUU-CS-84-4, Department of Computer Science, Rijksuniversiteit Utrecht. 1982.

Åðçèí Àäèëü Èëüÿñîâè÷, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. Êîïòþãà, 4, 630090, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, òåë. (8-383) 333-37-88, ôàêñ (8-383)
333-25-98, E-mail: adil@math.nsc.ru
Çàëþáîâñêèé Âÿ÷åñëàâ Âàëåðüåâè÷, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà
ÑÎ ÐÀÍ, ïð. Êîïòþãà, 4, 630090, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, òåë. (8-383) 333-21-89, ôàêñ
(8-383) 333-25-98, E-mail: slava@math.nsc.ru
ØàìàðäèíÞðèé Âëàäèñëàâîâè÷, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. Êîïòþãà, 4, 630090, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, òåë. (383) 333-37-88, ôàêñ (8-383) 333-
25-98, E-mail: orlab@math.nsc.ru

Пленарные доклады

35



ÒÅÎÐÅÌÛ Î ÍÅÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÃÎ ÀÃÐÅÃÈÐÎÂÀÍÈß
ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÓÁÚÅÊÒÎÂ È ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ Â ÐÀÌÊÀÕ

ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈÈ
Â.È.Çîðêàëüöåâ

Ýêîíîìèêà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ íàóêîé â òîé ìåðå, â êàêîé îíà áàçèðóåòñÿ íà ÷åòêî
îïðåäåëåííûõ ïîêàçàòåëÿõ. Áåç ýòîãî îíà îñòàíåòñÿ íà óðîâíå ïðåäíàó÷íûõ ðàññóæ-
äåíèé î íåîäíîçíà÷íî âîñïðèíèìàåìûõ êàòåãîðèÿõ [1]. Åñòü îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî
ìíîãèå ýêîíîìè÷åñêèå äèñêóññèèè è ðàçíîãëàñèÿ, îñîáåííî ïî ìàêðîýêîíîìè÷åñêèì
ïðîáëåìàì, ïîðîæäåíû íåîäíîçíà÷íîñòüþ â îïðåäåëåíèÿõ àãðåãèðîâàííûõ ýêîíîìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ [2].

Â äàííîì äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïðî-
öåäóð àãðåãèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ è ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Îáå
ïðîöåäóðû àãðåãèðîâàíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà êëàññè÷åñêîé (äëÿ ñîâðåìåííîé
ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè) ìîäåëè âûáîðà ïîêóïàòåëÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåñëîæ-
íî ðàñïðîñòðàíèòü íà ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè âûáîðà ïðîäàâöîâ è ïðîèçâîäèòåëåé.

Ïóñòü j = 1, . . . , n � íîìåðà ðàññìàòðèâàåìûõ òîâàðîâ ïðè n ≥ 2. Îáîçíà÷èì
Rn

+, Rn
++ � ìíîæåñòâà íîìåðîâ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè âñå-

ìè êîìïîíåíòàìè.
Àãðåãèðîâàíèå ïîêóïàòåëåé. Ïóñòü ïðèîáðåòàåìûå äàííûì ïîêóïàòåëåì áëà-

ãà ñîñòàâëÿþò âåêòîð

Q(P, v, U) = argmax



U(Q) : Q ∈ Rn

+,
n∑

j=1

PjQj = v



 , (1)

çàâèñÿùèé îò âåêòîðà öåí P ∈ Rn
++, ðàñïîëàãàåìûõ äîõîäîâ v ≥ 0 è îò ôóíêöèè ïî-

ëåçíîñòè U . Îáîçíà÷èì Ψ � ìíîæåñòâî ôóíêöèé U îò âåêòîðîâ Rn
+ òàêèõ, ÷òî âåêòîð-

ôóíêöèÿ Q(P, v, U) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (1) è äèôôåðåíöèðóåìà ïî v.
Íàïðèìåð, Ψ ïðèíàäëåæàò ïñåâäîâûïóêëûå íà Rn

+ ôóíêöèè, ÷àñòî ðàññìàòðèâàìûå
â êà÷åñòâå ôóíêöèé ïîëåçíîñòè [3].

Ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè U ∈ Ψ íàçîâåì êâàçèîäíîðîäíîé, åñëè ïðè ëþáûõ P ∈
Rn

++, v ≥ 0, λ ≥ 0
Q(P, λv, U) = λQ(P, v, U).

Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè U, Ũ èç Ψ íàçîâåì êâàçèýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïðè ëþáûõ
P ∈ Rn

++, v ≥ 0

Q(P, v, U) = Q(P, v, Ũ).

Ïóñòü U i � ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñ íîìåðàìè i = 0, . . . , k ïðè k ≥ 2. Ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè ñ íîìåðàìè i = 1, . . . , k áóäåì íàçûâàòü èíäèâèäóàëüíûìè, ñ íîìåðîì
i = 0 � êîëëåêòèâíîé. Èíäèâèäóàëíûå è êîëëåêòèâíóþ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè áóäåì
íàçûâàòü ñîãëàñîâàííûìè, åñëè ïðè ëþáûõ P ∈ Rn

++, vi ≥ 0, i = 1, . . . , k

Q(P,
k∑

i=1

vi, U i) =
k∑

i=1

(Q(P, vi, U i).

Çîðêàëüöåâ Âàëåðèé Èâàíîâè÷, Èíñòèòóò ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì. Ë.À. Ìåëåíòüåâà
ÑÎ ÐÀÍ, Ëåðìîíòîâà, 130, Èðêóòñê, 664033, Ðîññèÿ, òåë. (8-3952) 42-88-27, ôàêñ
(8-3952) 42-67-96, E-mail:zork@isem.sei.irk.ru
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Òî åñòü ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ñóììà îáúåìîâ âûáèðàåìûõ èíäèâèäóàëüíî áëàã äîëæ-
íà ñîñòàâëÿòü îáúåì áëàã, êîòîðûé âûáèðàåò àãðåãèðîâàííûé ïîêóïàòåëü. Â [4, 5]
àíîíñèðîâàíà è â [6] äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Òðåáîâàíèå ñîãëàñîâàííîñòè èíäèâèäóàëüíûõ è êîëëåêòèâíîé ôóíê-
öèé ïîëåçíîñòè èç êëàññà Ψ âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âñå
èíäèâèäóàëüíûå è êîëëåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè êâàçèýêâèâàëåíòíûå è êâàçè-
îäíîðîäíûå.

Câîéñòâà êâàçèýêâèâàëåíòíîñòè è êâàçèîäíîðîäíîñòè ôóíêöèé ïîëåçíîñòè íàõî-
äÿòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ èñõîäíûìè ïîëîæåíèÿìè ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè è ñ ýëåìåí-
òàðíîé æèòåéñêîé ïðàêòèêîé. Ýòè ñâîéñòâà îçíà÷àþò, ÷òî âñå ïîêóïàòåëè â îäíèõ è
òåõ æå öåíîâûõ óñëîâèÿõ äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó îáúåìîâ ïðèîáðåòà-
åìûõ áëàã. Êîíå÷íî, â ðåàëüíîé æèçíè òàê íå áûâàåò è îäíèì èç îñíîâíûõ ìîòèâîâ
ââåäåíèÿ â ýêîíîìè÷åñêóþ òåîðèþ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè áûëî ñòðåìëåíèå îòðàçèòü
â íåé îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèå ðàçëè÷èÿ ïîòðåáíîñòåé è âêóñîâ ðàçíûõ ëþäåé è
èõ ãðóïï. Ïðè÷åì îáùåèçâåñòíî, ÷òî ñ èçìåíåíèÿìè óðîâíÿ äîõîäîâ ñîîòíîøåíèå
îáúåìîâ ïîòðåáëÿåìûõ ðàçíûõ áëàã îòäåëüíûìè ½äîìàøíèìè õîçÿéñòâàìè“ è ñîöè-
àëüíûìè ãðóïïàìè ìåíÿåòñÿ.

Àãðåãèðîâàíèå ïîêàçàòåëåé. Ýòó ïðîáëåìó ðàññìîòðèì ïðèìåíèòåëüíî ê çà-
äà÷å ïîñòðîåíèÿ àãðåãèðîâàííûõ èíäåêñîâ öåí è îáúåìîâ òîâàðîâ. Îáîçíà÷èì Iτt

p , Iτt
q

� èñêîìûå èíäåêñû öåí è îáúåìîâ ðàññìàðèâàåìûõ òîâàðîâ ñ íîìåðàìè j = 1, . . . , n,
ñîïîñòàâëÿþùèìè ïåðèîä t ñ ïåðèîäîì τ , t > τ . Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìå-
òîäîâ ðàñ÷åòà ýòèõ èíäåêñîâ, íåðåäêî ïðèâîäÿùèõ ê ñóùåñòâåíî ðàçíûì ðåçóëüòàòàì
[7-10]. Ðàçëè÷íûå, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêè ìåòîäû ðàñ÷åòà
èíäåêñîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèè ÷åòûðåõ âåêòîðîâ èç Rn

++:

Iτt
p = f(P τ , Qτ , P t, Qt), Iτt

q = ϕ(Qτ , P τ , Qt, P t).

Çäåñü P τ , Qτ , P t, Qt � âåêòîðû öåí è îáúåìîâ òîâàðîâ ïåðèîäà τ , ñ êîòîðûì ïðîèç-
âîäèòñÿ ñðàâíåíèå, è ïåðèîäà t, êîòîðûé ñðàâíèâàåòñÿ. Îáîçíà÷èì Φ � ìíîæåñòâî
îòîáðàæåíèé ÷åòûðåõ âåêòîðîâ èç Rn

++ â R1
+.

Àêñèîìàòè÷åñêèé àíàëèç ìåòîäîâ ðàñ÷åòà èíäåêñîâ äàåò äîêàçàòåëüñòâî íåâîç-
ìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ èäåàëüíûõ ìåòîäîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì íåîáõîäèìûì òðå-
áîâàíèÿì. Ïðèâîäèìûå íèæå òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèÿì f è ϕ, ñôîðìóëèðîâàííûå íà
îñíîâå òåñòîâ Ôèøåðà [8], ÿâëÿþòñÿ îáùåïðèçíàííûìè óñëîâèÿìè ½ïðàâèëüíîñòè“
ïîñòðîåíèÿ èíäåêñîâ.

1. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü (òåñò ñòîèìîñòè) � ïðîèçâåäåíèå èíäåêñîâ öåí è îáú-
ìîâ òîâàðîâ äîëæíî äàòü òåìï ðîñòà ñòîèìîñòè òîâàðîâ

Iτt
p × Iτt

q =
n∑

j=1

P t
j Q

t
j/

n∑

j=1

P τ
j Qτ

j . (2)

2. Òðåáîâàíèÿ î ñðåäíåì � èíäåêñû öåí (îáúåìîâ) äîëæíû áûòü ñðåäíåé âå-
ëè÷èíîé òåìïîâ ðîñòà öåí (îáúåìîâ) îòäåëüíûõ òîâàðîâ

maxj=1,...,nP t
j /P

τ
j ≥ Iτt

p ≥ minj=1,...,nP t
j /P

τ
j , (3)

maxj=1,...,nQ
t
j/Q

τ
j ≥ Iτt

q ≥ minj=1,...,nQt
j/Q

τ
j . (4)

3. Òðàíçèòèâíîñòü � äëÿ òðåõ ïåðèîäîâ âðåìåíè τ, t, l

Iτt
p × I tl

p = Iτl
p , (5)
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Iτt
q × I tl

q = Iτl
q . (6)

Â [11, 12] äîêàçàíà
Òåîðåìà 2. Òðåáîâàíèÿ (2) � (6) ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè. Â ìíîæåñòâå Φ íå

ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèé f è ϕ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ âñå ýòè òðåáîâàíèÿ.
Â ñâÿçè ñ âûÿâèâøåéñÿ íåðàçðåøèìîñòüþ ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ èíäåêñîâ â ðàì-

êàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîëåçíî ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ õîòÿ
áû òåîðåòè÷åñêèõ (ïóñòü íå ïðèãîäíûõ â ÿâíîì âèäå äëÿ ïðàêòèêè) íåïðîòèâîðå÷è-
âûõ êîíöåïöèé ôîðìèðîâàíèÿ èíäåêñîâ. Íà ýòó ðîëü ïðåòåíäóþò èíäåêñû â íåïðå-
ðûâíîì âðåìåíè Ô. Äèâèçèà [13] è àíàëèòè÷åñêèå èíäåêñû, ââåäåííûå À. Êîíþñîì
[14].

Ïóñòü P (s), Q(s) � äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-ôóíêöèè âðåìåíè s èç Rn
++, êîì-

ïîíåíòû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò öåíàì è ïîòîêàì îáúåìà òîâàðîâ j = 1, . . . , n. Èí-
äåêñàìè öåí è îáúåìîâ Äèâèçèà, ñîïîñòàâëÿþùèìè ìîìåíò âðåìåíè t ñ ìîìåíòîì
âðåìåíè τ áóäóò âåëè÷èíû

Dτt
p = exp

∫ t

τ

n∑

j=1

Qj(s)

V (s)
dPj(s), Dτt

q = exp
∫ t

τ

n∑

j=1

Pj(s)

V (s)
dQj(s),

ãäå
V (s) =

n∑

j=1

Pj(s)Qj(s)

� ïîòîê ñòîèìîñòè âñå òîâàðîâ â ìîìåíò âðåìåíè t.
Èíäåêñû Äèâèçèÿ óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè

Dτt
p ×Dτt

q = V (t)/V (τ)

è òðåáîâàíèÿì òðàíçèòèâíîñòè. Âìåñòå ñ òåì ýòè èíäåêñû ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñòðàí-
íûì ñ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîçèöèé ðåçóëüòàòàòì. Òàê, âîçìîæíà òàêàÿ òðàåêòîðèÿ èçìå-
íåíèÿ öåí è îáúåìîâ òîâàðîâ [15], ó êîòîðîé êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì

P (t) = P (τ), Q(t) = Q(τ)

è ïðè ýòîì èíäåêñû Äèâèçèà ïîêàçûâàþò âîçðàñòàíèå öåí è ñíèæåíèå îáúåìîâ

Dτt
p > 1, Dτt

q < 1.

Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò íàðóøåíèå òðåáîâàíèÿ î ñðåäíåì çíà÷åíèè � òåìïû ðîñòà
çà ïåðèîä [τ, t] âñåõ öåí è îáúåìîâ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíû 1. Ãëàâíîé "ñòðàííîñòüþ" èí-
äåêñîâ Äèâèçèà, èëëþñòðèðóåìîé óêàçàííûì ïðèìåðîì, ÿâëÿåòñÿ èõ çàâèñèìîñòü îò
òðàåêòîðèè. Åñëè áû â òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà [τ, t] âåêòîðû öåí è îáúåìîâ îñòàâàëèñü
íåèçìåííûìè, òî îáà èíäåêñà Äèâèçèà èìåëè áû ðàâíîå åäèíèöå çíà÷åíèå.

Àíàëèòè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ èíäåêñîâ [10, 15, 16] èñõîäèò èç òîãî, ÷òî öåíû è îáú-
åìû òîâàðîâ ôîðìèðóþòñÿ íå ïðîèçâîëüíî, à âçàèìîñâÿçàííî, íàïðèìåð, èç ìîäåëè
âûáîðà ïîêóïàòåëÿ (1). Ïðè÷åì, êàê ïîêàçàíî â [15], àíàëèòè÷åñêèå èíäåêñû, äàáû
èçáåæàòü íåîäíîçíà÷íîñòè â èõ îïðåäåëåíèè, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ èí-
äåêñîâ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè Äèâèçèà.
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Ïóñòü U ∈ Ψ, P (s) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn
++, v(s)

� äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè îò âðåìåíè s ∈ [τ, t].
Òîãäà äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè s ∈ [τ, t] áóäåò âåêòîð-ôóíêöèÿ

Q(s) = argmin



U(Q) :

n∑

j=1

Pj(s)Qj = v(s), Q ∈ Rn
+



 . (7)

Òðàåêòîðèþ èçìåíåíèÿ öåí è îáúåìîâ P (s), Q(s) ïðè s ∈ [τ, t] áóäåì íàçûâàòü ïî-
ðîæäåííîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè U ∈ Ψ, åñëè Q(s) âûðàæàåòñÿ â âèäå (7) ïðè
íåêîòîðîé ôóíêöèè ïîòîêà ðàñïîëàãàåìûõ äîõîäîâ v(s) > 0 äëÿ s ∈ [τ, t]. Ôóíêöèþ
ïîëåçíîñòè U ∈ Ψ áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùåé èíâàðèàíòíûå ê òðàåêòîðè-
ÿì èíäåêñû Äèâèçèà, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òðàåêòîðèé, ïîðîæäåííûõ äàííîé
ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè, P (s), Q(s) è P̃ (s), Q̃(s), s ∈ [τ, t] ïðè îäèíàêîâûõ íà÷àëüíûõ
è êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ, ò.å. êîãäà

P (τ) = P̃ (τ), Q(τ) = Q̃(τ), P (t) = P̃ (t), Q(t) = Q̃(t),

èíäåêñû Äèâèçèà ñîâïàäàþò

Dτt
p = D̃τt

p , Dτt
q = D̃τt

q .

Çäåñü: Dτt
p , Dτt

q � èíäåêñû öåí è îáúåìîâ Äèâèçèà äëÿ òðàåêòîðèè P (s), Q(s); D̃τt
p , D̃τt

q

� èíäåêñû öåí è îáúåìîâ äëÿ òðàåêòîðèè P̃ (s), Q̃(s).
Cïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè U ∈ Ψ áóäåò ïîðîæäàþùåé èíâàðèàíòíûå

ê òðàåêòîðèÿì èíäåêñû Äèâèçèà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ýòà ôóíêöèÿ
êâàçèîäíîðîäíàÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÃÍÔ 06-02-00266à .
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ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÍÀ ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Â. Ï. Èëüåâ

1. Íàñëåäñòâåííûå ñèñòåìû è æàäíûå àëãîðèòìû

Ïóñòü U � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è A ⊆ 2U � íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåé àêñèîìå íàñëåäñòâåííîñòè: A ∈ A, A′ ⊆ A ⇒ A′ ∈ A.
Ïàðà S = (U,A) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåçàâèñèìîñòè èëè íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìîé
íà U . Ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà A íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, âñå îñòàëüíûå ïîäìíîæå-
ñòâà U � çàâèñèìûìè. Ñåìåéñòâî âñåõ çàâèñèìûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì D. Î÷åâèäíî,
÷òî D îáëàäàåò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè �ââåðõ�: D ∈ D, D ⊆ D′ ⇒ D′ ∈ D.
Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ñåìåéñòâ A, D îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó
S, áóäåì çàïèñûâàòü S = (U,A) èëè S = (U,D) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ñòîðîíà
íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû áóäåò íàñ èíòåðåñîâàòü.

Áàçàìè ñèñòåìû S íàçûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìûå ìíî-
æåñòâà, à öèêëàìè � ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìûå ìíîæåñòâà.

Îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è âèäà:

max{f(X) : X ∈ B}, (1)

min{f(X) : X ∈ C}, (2)

ãäå B � ñåìåéñòâî âñåõ áàç, C � ñåìåéñòâî âñåõ öèêëîâ íåêîòîðîé íàñëåäñòâåííîé
ñèñòåìû S = (U,A) = (U,D), à f : 2U → R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà íàñëåäñòâåííûõ ñèñòåìàõ è èõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ � ìàòðîèäàõ è êîìàòðîèäàõ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè î÷åíü ìíîãèõ ñëîæ-
íûõ â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷, òàêèõ êàê çàäà÷à î
ðþêçàêå, çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà, çàäà÷à î
p-ìåäèàíå, çàäà÷à î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà, çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì k-ñâÿçíîì îñòîâ-
íîì ïîäãðàôå è äðóãèå. Êàê ïðàâèëî, îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è íà íàñëåäñòâåííûõ
ñèñòåìàõ ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè.

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷, ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è (1) è
(2), öåëåâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè, ñóáìîäóëÿðíûìè èëè ñóïåðìîäóëÿð-
íûìè. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ f : 2U → R+ íàçûâàåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîé, åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ X, Y ⊆ U âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(X∪Y )+f(X∩Y ) ≤ f(X)+f(Y ), è
ñóïåðìîäóëÿðíîé, åñëè èìååò ìåñòî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ôóíê-
öèþ f áóäåì íàçûâàòü ìîäóëÿðíîé. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâ ñ óñëîâèåì f(∅) = 0 ìîäóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àääèòèâíà.

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
Àëãîðèòì GA (æàäíûé àëãîðèòì).

Øàã 0. X0 ← ∅, ïåðåéòè íà øàã 1.
Øàã i (i ≥ 1). Âûáðàòü òàêîé xi /∈ Xi−1, ÷òî f(Xi−1 ∪{xi}) = max

x/∈Xi−1,
Xi−1∪{x}∈A

f(Xi−1 ∪{x}).

Xi ← Xi−1 ∪ {xi}, ïåðåéòè íà øàã i + 1. Åñëè òàêîãî xi /∈ Xi−1 íåò, òî GA ← Xi−1.
Êîíåö.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé �îáðàòíûé�
àíàëîã æàäíîãî àëãîðèòìà.
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Àëãîðèòì GR.
Øàã 0. X0 ← U , ïåðåéòè íà øàã 1.
Øàã i (i ≥ 1). Âûáðàòü òàêîé xi ∈ Xi−1, ÷òî f(Xi−1 \ {xi}) = min

x∈Xi−1,
Xi−1\{x}∈D

f(Xi−1 \ {x}).

Xi ← Xi−1 \ {xi}, ïåðåéòè íà øàã i + 1. Åñëè òàêîãî xi ∈ Xi−1 íåò, òî GR ← Xi−1.
Êîíåö.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì GA âñåãäà íàõîäèò áàçó, à àëãîðèòì GR � öèêë íàñëåä-
ñòâåííîé ñèñòåìû, ò. å. ìíîæåñòâî GA ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), à
GR � äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2).

2. Çàäà÷è ñ àääèòèâíûìè è ìîäóëÿðíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ íàñëåäñòâåííûõ ñèñòåì.
Ïóñòü S = (U,A) = (U,D) � ïðîèçâîëüíàÿ íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà è W ⊆ U .

Áàçîé ìíîæåñòâà W íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â W . Öèêëîì ìíîæåñòâà W íàçîâåì ëþáîå ìèíèìàëüíîå
ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå W . Îïðåäåëèì âåëè÷èíû

cA(S) = min
W⊆U,
W /∈A

rmin(W )

rmax(W )
, cD(S) = max

W⊆U,
W /∈D

gmax(W )− |W |
gmin(W )− |W | ,

ãäå rmin(W ) è rmax(W ) � ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòè áàç ìíîæåñòâà W ,
à gmin(W ) è gmax(W ) � ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòè öèêëîâ ìíîæåñòâà
W , ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî cA(S) ≤ 1 ≤ cD(S) ≤ n− 1 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû S.

Íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà S íàçûâàåòñÿ ìàòðîèäîì, åñëè cA(S) = 1, è êîìàòðî-
èäîì, åñëè cD(S) = 1. ×èñëî rmax(U) íàçûâàþòñÿ ðàíãîì ìàòðîèäà, à gmax(∅) � îá-
õâàòîì êîìàòðîèäà. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü p-óíèôîðìíûé ìàòðîèä S = (U,A)
è p-óíèôîðìíûé êîìàòðîèä S ′ = (U,D′), ãäå A = {A ⊆ U : |A| ≤ p}, D′ = {D ⊆ U :
|D| ≥ p}, p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p < |U |.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îäèí èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ìàòðîèäîâ.
Òåîðåìà 1 (Ðàäî-Ýäìîíäñ) [5, 12]. Ïóñòü S = (U,A) � íàñëåäñòâåííàÿ ñè-

ñòåìà íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå U . Àëãîðèòì GA íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1) íà ñèñòåìå S äëÿ ëþáîé àääèòèâíîé öåëåâîé ôóíêöèè f : U → R+ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ìàòðîèä.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ìîäóëÿðíîé ôóíê-
öèè. Äëÿ çàäà÷è (2) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå Ðàäî-Ýäìîíäñà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S = (U,D) � íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà. Àëãîðèòì GR íàõî-
äèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) íà ñèñòåìå S äëÿ ëþáîé ìîäóëÿðíîé öåëåâîé
ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � êîìàòðîèä.

Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [6].
Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, åñëè íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà îòëè÷íà îò ìàòðîèäà,

òî æàäíûé àëãîðèòì ìîæåò íå íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ àääèòèâíîé
öåëåâîé ôóíêöèåé. Â ðàáîòàõ [8, 9] ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GA äëÿ
çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè àääèòèâíîé ôóíêöèè íà íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìå:

f(GA)

f(OPT )
≥ cA(S), (3)
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ãäå OPT � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).
Â ðàáîòå [6] äîêàçàíà àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GR äëÿ çàäà-

÷è (2) ìèíèìèçàöèè àääèòèâíîé ôóíêöèè íà íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìå:

f(GR)

f(OPT )
≤ cD(S). (4)

Ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü áîëåå òî÷íûå, ÷åì (3) è (4), îöåíêè ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìîâ GA è GR äëÿ
çàäà÷ (1) è (2) ñ àääèòèâíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (2) ñ àääèòèâíîé öåëåâîé ôóíê-
öèåé ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè ê êîíêðåòíûì îïòèìèçàöèîííûì çà-
äà÷àì, ÿâëÿþùèìñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (2).

3. Çàäà÷è ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1) íà ìàòðîèäå íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé, òî æàä-
íûé àëãîðèòì ìîæåò íå íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò
çàäà÷è íà ìàòðîèäàõ ñ íåìîäóëÿðíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè, â êîòîðûõ æàäíûé
àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííî íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Â ýòîì ðàçäåëå îõàðàê-
òåðèçîâàí êëàññ öåëåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ (1) íà ìàòðîèäàõ, ðàçðåøèìûõ æàäíûì
àëãîðèòìîì, è ïðèâåäåíî îáîáùåíèå òåîðåìû Ðàäî-Ýäìîíäñà.

Ïóñòü U êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, f : 2U → R+. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V ⊆ U
ìîùíîñòè |V | ≥ 3 è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ≤ |V | − 2. Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
X = {x1, . . . , xk} ⊂ V áóäåì íàçûâàòü GA-ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà V , åñëè

f({x1}) ≥ f({x}) äëÿ ëþáîãî x ∈ V ,
f({x1, x2}) ≥ f({x1, x}) äëÿ ëþáîãî x ∈ V \ x1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f(X) ≥ f({x1, . . . , xk−1, x}) äëÿ ëþáîãî x ∈ V \ {x1, . . . , xk−1}.
Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ f : 2U → R+ íàçûâàåòñÿ GA-ïîñëåäîâàòåëüíîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî ìíîæåñòâà V ⊆ U ìîùíîñòè |V | ≥ 3 è ëþáîãî åãî GA-ïîäìíîæåñòâà X =
{x1, . . . , xk} èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà f(V \ xk) ≤ f(V \ x) äëÿ âñåõ x ∈ V \X.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ GA-ïîñëåäîâàòåëüíîé.
Äîêàçàíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Ðàäî-Ýäìîíäñà äëÿ çàäà÷è (1).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü S = (U,A) � íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà. Àëãîðèòì GA íàõî-

äèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) íà ñèñòåìå S äëÿ ëþáîé GA-ïîñëåäîâàòåëü-
íîé ôóíêöèè ìíîæåñòâ f : 2U → R+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ìàòðîèä.

Ñïðàâåäëèâ òàêæå ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè æàäíûì àëãîðèòìîì çà-
äà÷è (1) íà ìàòðîèäå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f : 2U → R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ. Àë-
ãîðèòì GA íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ öåëåâîé ôóíêöèåé f íà
ïðîèçâîëüíîì ìàòðîèäå S = (U,A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿ-
åòñÿ GA-ïîñëåäîâàòåëüíîé.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è (2): îõàðàêòåðèçîâàí êëàññ öåëå-
âûõ ôóíêöèé çàäà÷ (2) íà êîìàòðîèäàõ, ðàçðåøèìûõ àëãîðèòìîì GR (êëàññ GR-
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôóíêöèé), è äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû 2 äëÿ çàäà÷è (2) íà
íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìå ñ öåëåâîé ôóíêöèåé èç ýòîãî êëàññà.
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4. Çàäà÷è ñ ñóáìîäóëÿðíûìè è ñóïåðìîäóëÿðíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1), â êîòîðîé B � ñåìåéñòâî áàç ìàòðîèäà ðàíãà p, à
f : 2U → R+ � íåóáûâàþùàÿ ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ, f(∅) = 0. ×àñòíûì
ñëó÷àåì çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå íà ìàêñèìóì ñ öåëåâîé
ôóíêöèåé f(X) =

∑
j∈J

max
i∈X

cij, ãäå (cij) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n ×m ñ
ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòðîê U è ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ J .

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GA äëÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå
íà ìàêñèìóì:

f(GA)

f(OPT )
≥ 1−

(
p− 1

p

)p

≥ e− 1

e
≈ 0, 63. (5)

Â [10] îöåíêà (5) áûëà îáîáùåíà äëÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè íåóáûâàþùåé ñóáìîäó-
ëÿðíîé ôóíêöèè íà p-óíèôîðìíîì ìàòðîèäå. Â ñòàòüå [3] ýòà îöåíêà áûëà óòî÷íåíà
ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè:

f(GA)

f(OPT )
≥ 1

c

(
1−

(
p− c

p

)p)
,

ãäå c ∈ [0, 1] � õàðàêòåðèñòèêà íåóáûâàþùåé ñóáìîäóëÿðíîé ôóíêöèè f , îïèñûâàþ-
ùàÿ çàìåäëåíèå åå ðîñòà. Âåëè÷èíà c îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c = max
x∈U,

f({x})>f(∅)

f({x})− f(∅)− (f(U)− f(U \ {x}))
f({x})− f(∅) ,

ïðè÷åì c = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f àääèòèâíà (ïðè óñëîâèè f(∅) = 0).
Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíò çàäà÷è (2), â êîòîðîì C � ñåìåéñòâî öèêëîâ êîìàòðîè-

äà îáõâàòà p, à f : 2U → R+ � íåâîçðàñòàþùàÿ ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ,
f(U) = 0. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì ñ öåëå-
âîé ôóíêöèåé f(X) =

∑
j∈J

min
i∈X

cij, ãäå (cij) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×m

ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòðîê U è ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ J . Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ f(∅) = max

X,Y⊆U,
X∩Y =∅

{f(X) + f(Y ) − f(X ∪ Y )} íåâîçðàñòàþùàÿ

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì ñòàíîâèòñÿ ñóïåðìîäóëÿðíîé.
Ê ñîæàëåíèþ, àëãîðèòì GR ìîæåò äàâàòü ñêîëü óãîäíî ïëîõîå ðåøåíèå çàäà÷è

ìèíèìèçàöèè ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå
ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé áû ðåøàë çàäà÷ó î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì ñ
ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé ïîãðåøíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé êîíñòàíòû, îçíà÷àëî áû,
÷òî P = NP [11].

Îäíàêî, ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (2)
äåëàåò âîçìîæíûì ïîëó÷åíèå ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GR.

Îïðåäåëèì êðóòèçíó íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè f êàê

s = max
x∈U,

f({x})<f(∅)

f(∅)− f({x})− (f(U \ {x})− f(U))

f(∅)− f({x}) .

Ïàðàìåòð s õàðàêòåðèçóåò çàìåäëåíèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè f . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
s ∈ [0, 1], è ÷òî s = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f � ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.
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Â ðàáîòå [1] äëÿ ôóíêöèé êðóòèçíû s < 1 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè ïîãðåø-
íîñòè àëãîðèòìà GR ìèíèìèçàöèè íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè íà
p-óíèôîðìíîì êîìàòðîèäå:

f(GR)

f(OPT )
≤ 1

t

((
q + t

q

)q

− 1

)
≤ et − 1

t
,

ãäå q = n− p, à t = s/(1− s). Â ñòàòüå [7] ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùåí äëÿ çàäà÷è (2) ìè-
íèìèçàöèè íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì êîìàòðîèäå
îáõâàòà p.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GR äëÿ îáùåé çàäà÷è
î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì â òåðìèíàõ ìàòðèöû (cij).
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ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎ ÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ È NP-ÒÐÓÄÍÛÅ ÂÀÐÈÀÍÒÛ
ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÍÀÐÓÆÅÍÈß Â ×ÈÑËÎÂÎÉ

ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÏÎÂÒÎÐßÞÙÅÃÎÑß ÔÐÀÃÌÅÍÒÀ
À. Â. Êåëüìàíîâ

Èçëîæåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ñëîæíîñòè, ðåøåíèþ è ñèñòå-
ìàòèçàöèè äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàí-
òû îáîáùåííîé ïðîáëåìû îïòèìàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà. Àíàëèçèðóåòñÿ íåòðàäèöèîííûé ñëàáî èçó÷åííûé
ïîäõîä ê ïðîáëåìå, ñîñòîÿùèé â ôîðìàëèçàöèè ñîäåðæàòåëüíîãî âàðèàíòà çàäà÷è
êàê çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ (ïðîâåðêè ãèïîòåç) ïðè àïîñòåðèîðîì (o�-line) ñïî-
ñîáå êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è âîçíè-
êàþò â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì è ðàñïîçíàâàíèåì ïîòîêîâ (ìàññèâîâ)
çàøóìëåííûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ äàííûõ � ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê
èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, � âêëþ÷àþùèõ êâàçèïåðèîäè÷åñêè ÷åðåäó-
þùèåñÿ èíôîðìàöèîííûå áëîêè (ôðàãìåíòû); ñì. [1-3] è öèòèðîâàííûå òàì ðàáîòû.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âêëþ÷àþùàÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêè ÷åðåäóþùèåñÿ
íåíóëåâûå èíôîðìàöèîííûå ôðàãìåíòû ðàçìåðíîñòè q, çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëîé îáùåãî ÷ëåíà:

xn =
∑

m∈M
un−nm(m), n = 0, . . . , N − 1,

ãäå un−nm(m) = 0, åñëè n − nm 6= 0, . . . , q − 1; (u0(m), . . . , uq−1(m)) ∈ Rq,
0 < ‖(u0(m), . . . , uq−1(m))‖ < ∞ ïðè êàæäîì m ∈M = {1, . . . ,M}, à (n1, . . . , nM) ∈ Ω,
ïðè÷åì

Ω =
Mmax⋃

M=Mmin

ΩM ,

ãäå

ΩM = {(n1, . . . , nM) : 0 ≤ n1 ≤ N+ ≤ N − q; 0 ≤ N− ≤ nM ≤ N − q;

0 < q ≤ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N − q,m = 2, . . . , M},

à Mmin è Mmax íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå
ìíîæåñòâà ΩM , â êîòîðîé, N−, N+, Tmin è Tmax � öåëûå ÷èñëà. Òåðìèí ?êâàçèïåðèî-
äè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü? (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êâàçèïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿ-
þùàÿ ñâîè ñâîéñòâà) îáóñëîâëåí ñïåöèôèêîé îãðàíè÷åíèé, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå
ìíîæåñòâà ΩM .

Ïîëîæèì Um = (u0(m), . . . , uq−1(m)) è íàçîâåì Um, m ∈ M, � èíôîðìàöèîííûì
âåêòîðîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîìïîíåíò � èíôîðìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ. Ôðàãìåíò (xnm , . . . , xnm+q−1), m ∈M, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, n = 0, . . . , N − 1,
ñîâïàäàþùèé ñ âåêòîðîì Um, áóäåì íàçûâàòü èíôîðìàöèîííûì ôðàãìåíòîì.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð X = (x0, . . . , xN−1), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïîíåíò
êîòîðîãî ñîäåðæèò ÷åðåäóþùèåñÿ èíôîðìàöèîííûå ôðàãìåíòû, íåäîñòóïåí äëÿ íåïî-
ñðåäñòâåííîé îáðàáîòêè èç-çà âåêòîðà ïîìåõè E = (ε0, . . . , εN−1) ∈ Φ0,σ2I , ãäå Φ0,σ2I �
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äîñòóïíûì äëÿ îáðàáîòêè ñ÷èòàåòñÿ âåêòîð Y = X + E.
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Ïðè ýòîì âåêòîð X ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ X(n1, . . . , nM , U1, . . . , UM), ñîâî-
êóïíîñòü àðãóìåíòîâ êîòîðîé óòî÷íÿåòñÿ äàëåå ïðè äåòàëèçàöèè âàðèàíòîâ çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ.

Âñå ðàññìîòðåííûå íèæå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è âûÿâëåíû (âîçíèêàþò) â ðåçóëü-
òàòå ôîðìàëèçàöèè ñîäåðæàòåëüíûõ âàðèàíòîâ ïðîáëåìû îáíàðóæåíèÿ êàê çàäà÷è
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ (î ñðåäíåì X(·) ñëó÷àéíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà Y ∈ ΦX(·),σ2I),
äîñòàâëÿþùåãî ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó ïðàâäîïîäîáèÿ. Ê èäåíòè÷íûì ôîðìóëèðîâ-
êàì ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà ‖Y −X(·)‖2 ñóììû
êâàäðàòîâ óêëîíåíèé.

Ïîëîæèì Yn = (yn, . . . , yn+q−1), n = 0, . . . , N − q + 1.
1. Çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà. Â ýòîé çàäà÷å ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî Um = U = (u0, . . . , uq−1), m ∈ M, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âêëþ÷àåò
åäèíñòâåííûé ïîâòîðÿþùèéñÿ èíôîðìàöèîííûé ôðàãìåíò, òàê ÷òî ôîðìóëà îáùåãî
÷ëåíà ïðèíèìàåò âèä:

xn =
∑

m∈M
un−nm , n = 0, . . . , N − 1.

Ïðè ýòîì X = X(n1, . . . , nM , U) è âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû çàäà÷è.
1.1. Èíôîðìàöèîííûé âåêòîð çàäàí êàê îáðàçåö; ÷èñëî ïîâòîðîâ èçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , âåêòîð U ∈ Rq è íàòóðàëüíîå ÷èñëî M . Íàéòè: íàáîð

(n1, . . . , nM) ∈ ΩM òàêîé, ÷òî
∑

m∈M
(Ynm , U) → max .

Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Àëãîðèòì, èìåþùèé âðåìåííóþ ñëîæ-
íîñòü O[M(Tmax − Tmin + q)(N − q + 1)] = O(MN2), îáîñíîâàí â [4].

1.2. Èíôîðìàöèîííûé âåêòîð çàäàí; ÷èñëî ïîâòîðîâ íåèçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN è âåêòîð U ∈ Rq. Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω òàêîé, ÷òî

∑

m∈M
{2(Ynm , U)− ‖U‖2} → max .

Òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî O[(Tmax−
Tmin + q)(N − q + 1)] = O(N2), îáîñíîâàí â [5].

1.3. Èíôîðìàöèîííûé âåêòîð íå çàäàí; ÷èñëî ïîâòîðîâ èçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è q. Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ ΩM

òàêîé, ÷òî

‖
∑

m∈M
Ynm‖ → max .

Çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå NP-òðóäíà. Ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì, èìåþùèé âðåìåííóþ
ñëîæíîñòü O[M(Tmax − Tmin + q)(N − q + 1)] = O(MN2), ïðåäëîæåí â [6].

1.4. Èíôîðìàöèîííûé âåêòîð íå çàäàí; ÷èñëî ïîâòîðîâ íåèçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , íàòóðàëüíîå ÷èñëî q. Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω òàêîé,

÷òî

1

M
‖

∑

m∈M
Ynm‖2 → max .
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Ñòàòóñ ñëîæíîñòè ýòîé çàäà÷è ïîêà íå âûÿñíåí. Ñêîðåå âñåãî, îíà NP-òðóäíà.
2. Çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà ïðè íàëè÷èè ôðàã-

ìåíòîâ-âñòàâîê. Â ýòîé çàäà÷å èìååì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè:

xn =
∑

m∈L
un−nm +

∑

m∈M\L
un−nm(m), n = 0, . . . , N − 1,

ãäå L ⊂ M, |L| = L. Âåêòîð U ñîîòâåòñòâóåò ïîâòîðÿþùåìóñÿ îáðàçöó, à âåêòîð Um,
m ∈M\L, � âñòàâêå. Ïðè ýòîì X = X(n1, . . . , nM , U,L, {Um,m ∈M\L}) è âîçìîæíû
ñëåäóþùèå âàðèàíòû çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ.

2.1. Îáðàçåö ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà çàäàí.
2.1.1. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âñòàâîê íå îãðàíè÷åíî. Â ÷åòûðåõ íèæåñëå-

äóþùèõ âàðèàíòàõ çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Um ∈ {U : U ∈ Rq, 0 < ‖U‖ < ∞},
m ∈M \ L. Ñòàòóñ ñëîæíîñòè ýòèõ âàðèàíòîâ çàäà÷è íå âûÿñíåí.

2.1.1.1. ×èñëî ïîâòîðîâ è ÷èñëî ôðàãìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçâåñòíû.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , âåêòîð U ∈ Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è L. Íàéòè: íàáîð

(n1, . . . , nM) ∈ ΩM è ìíîæåñòâî L òàêèå, ÷òî
∑

m∈L
2(Ynm , U) +

∑

m∈M\L
‖Ynm‖2 → max .

2.1.1.2. ×èñëî ïîâòîðîâ èçâåñòíî, ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íåèçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , âåêòîð U ∈ Rq, íàòóðàëüíîå ÷èñëî L. Íàéòè: íàáîð

(n1, . . . , nM) ∈ Ω è ìíîæåñòâî L ìàêñèìèçèðóþùèå öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðåäû-
äóùåãî âàðèàíòà çàäà÷è ïðè óñëîâèè, ÷òî EYnm 6= 0 (çäåñü è äàëåå E � ñèìâîë
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ), m ∈M \ L.

2.1.1.3. ×èñëî ïîâòîðîâ íåèçâåñòíî, ÷èñëî ôðàãìåíòîâ èçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , âåêòîð U ∈ Rq, íàòóðàëüíîå ÷èñëî M . Íàéòè: íàáîð

(n1, . . . , nM) ∈ ΩM è ìíîæåñòâî L òàêèå, ÷òî
∑

m∈L
{2(Ynm , U)− ‖U‖2}+

∑

m∈M\L
‖Ynm‖2 → max .

2.1.1.4. ×èñëî ïîâòîðîâ è ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íåèçâåñòíû.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN è âåêòîð U ∈ Rq. Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω è ìíîæåñòâî

L, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðåäûäóùåãî âàðèàíòà çàäà÷è,
ïðè óñëîâèè, ÷òî EYnm 6= 0, m ∈M \ L.

2.1.2. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âñòàâîê êîíå÷íî. Â ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ âà-
ðèàíòàõ çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî U ∈ A è Um ∈ A, m ∈ M \ L, ãäå A ⊂ {U : U ∈
Rq, 0 < ‖U‖ < ∞}, |A| = K, ò.å. îáðàçåö è âñòàâêè ïðèíàäëåæàò êîíå÷íîìó ìíîæå-
ñòâó (àëôàâèòó) A äîïóñòèìûõ èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðîâ. Ñëîæíîñòü ýòèõ âàðèàí-
òîâ çàäà÷è òàêæå íå âûÿñíåíà.

2.1.2.1. ×èñëî ïîâòîðîâ è ÷èñëî ôðàãìåíòîâ èçâåñòíû.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , àëôàâèò A ìîùíîñòè K, íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è L. Íàéòè:

íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ ΩM , ìíîæåñòâî L è ñîâîêóïíîñòü {Um ∈ A \ {U},m ∈ M \ L}
òàêèå, ÷òî

∑

m∈L
2(Ynm , U) +

∑

m∈M\L
{2(Ynm , Um)− ‖Um‖2} → max .
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2.1.2.2. ×èñëî ïîâòîðîâ èçâåñòíî, ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íåèçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , àëôàâèò A ìîùíîñòè K, íàòóðàëüíîå ÷èñëî L. Íàéòè:

íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω, ìíîæåñòâî L è ñîâîêóïíîñòü {Um ∈ A \ {U},m ∈ M \ L},
äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

2.1.2.3. ×èñëî ïîâòîðîâ íåèçâåñòíî, ÷èñëî ôðàãìåíòîâ èçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , àëôàâèò A ìîùíîñòè K, íàòóðàëüíîå ÷èñëî M . Íàéòè:

íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ ΩM , ìíîæåñòâî L è ñîâîêóïíîñòü {Um ∈ A \ {U},m ∈ M \ L}
òàêèå, ÷òî

∑

m∈L
{2(Ynm , U)− ‖U‖2}+

∑

m∈M\L
{2(Ynm , Um)− ‖Um‖2} → max .

2.1.2.4. ×èñëî ïîâòîðîâ è ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íåèçâåñòíû.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , àëôàâèò A ìîùíîñòè K. Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω,

ìíîæåñòâî L è ñîâîêóïíîñòü {Um ∈ A \ {U},m ∈ M \ L} òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî
ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

2.2. Îáðàçåö ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà íå çàäàí.
2.2.1. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âñòàâîê êîíå÷íî. ×åòûðå ñëåäóþùèõ âàðè-

àíòà ñâîäÿòñÿ ê âàðèàöèÿì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

1

L
‖

∑

m∈L
Ynm‖2 +

∑

m∈M\L
{2(Ynm , Um)− ‖Um‖2} → max,

êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè. Ñëåäóþùèå äâà âàðèàíòà çàäà÷è NP-òðóäíû
(êàê îáîáùåíèÿ NP-òðóäíîé çàäà÷è 1.3).

2.2.1.1. ×èñëî ïîâòîðîâ è ÷èñëî ôðàãìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçâåñòíû.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , àëôàâèò A ìîùíîñòè K, íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è L. Íàéòè:

íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ ΩM , ìíîæåñòâî L è ñîâîêóïíîñòü {Um ∈ A,m ∈M \ L}.
2.2.1.2. ×èñëî ïîâòîðîâ èçâåñòíî, ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íåèçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , àëôàâèò A ìîùíîñòè K, íàòóðàëüíîå ÷èñëî L. Íàéòè:

íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω, ìíîæåñòâî L è ñîâîêóïíîñòü {Um ∈ A, m ∈M \ L}.
Ñòàòóñ ñëîæíîñòè äâóõ ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ çàäà÷è íå âûÿñíåí. Ñêîðåå âñåãî,

îíè NP-òðóäíû (êàê îáîáùåíèÿ çàäà÷è 1.4).
2.2.1.3. ×èñëî ïîâòîðîâ íåèçâåñòíî, ÷èñëî ôðàãìåíòîâ èçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , àëôàâèò A ìîùíîñòè K, íàòóðàëüíîå ÷èñëî M . Íàéòè:

íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ ΩM , ìíîæåñòâî L è ñîâîêóïíîñòü {Um ∈ A,m ∈M \ L}.
2.2.1.4. ×èñëî ïîâòîðîâ è ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íåèçâåñòíû.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , àëôàâèò A ìîùíîñòè K. Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω,

ìíîæåñòâî L è ñîâîêóïíîñòü {Um ∈ A,m ∈M \ L}.
2.2.2. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âñòàâîê íå îãðàíè÷åíî. Ñëåäóþùèå âàðèàí-

òû ñâîäÿòñÿ ê âàðèàöèÿì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

1

L
‖

∑

m∈L
Ynm‖2 +

∑

m∈M\L
‖Ynm‖2 → max,

îòëè÷àþùèìñÿ ïî îãðàíè÷åíèÿì.
2.2.2.1. ×èñëî ïîâòîðîâ è ÷èñëî ôðàãìåíòîâ èçâåñòíû.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è L. Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ ΩM

è ìíîæåñòâî L.
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2.2.2.2. ×èñëî ïîâòîðîâ èçâåñòíî, ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íåèçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , íàòóðàëüíîå ÷èñëî L. Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω è

ìíîæåñòâî L ïðè óñëîâèè, ÷òî EYnm 6= 0, m ∈M \ L.
Îáà ïðèâåäåííûõ âàðèàíòà çàäà÷è NP-òðóäíû (êàê îáîáùåíèÿ NP-òðóäíîé çà-

äà÷è 1.3). Ñòàòóñ ñëîæíîñòè äâóõ ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ çàäà÷è íå âûÿñíåí. Ñêîðåå
âñåãî, îíè NP-òðóäíû (êàê îáîáùåíèÿ çàäà÷è 1.4).

2.2.2.3. ×èñëî ïîâòîðîâ íåèçâåñòíî, ÷èñëî ôðàãìåíòîâ èçâåñòíî.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN , íàòóðàëüíîå ÷èñëî M . Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ ΩM è

ìíîæåñòâî L.
2.2.2.4. ×èñëî ïîâòîðîâ è ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íåèçâåñòíû.
Äàíî: âåêòîð Y ∈ RN . Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ∈ Ω è ìíîæåñòâî L ïðè óñëîâèè,

÷òî EYnm 6= 0, m ∈M \ L.
Ïðèâåäåííûé ñïèñîê îõâàòûâàåò ïðîñòåéøèå èç âîçìîæíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

îáíàðóæåíèÿ â çàøóìëåííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàêèõ-ëèáî ñòðóêòóð íàä
èíôîðìàöèîííûìè ôðàãìåíòàìè. Íåêîòîðûå çàäà÷è èç ýòîãî ñïèñêà ïîëèíîìèàëü-
íî ðàçðåøèìû, äðóãèå � NP-òðóäíû, ñòàòóñ ñëîæíîñòè ÷àñòè çàäà÷ ïîêà íå âûÿñ-
íåí. Óñòàíîâëåíèå ñòàòóñà êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè ýòîé ÷àñòè çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ âàæíûì äåëîì áëèæàéøåé ïåðñïåêòèâû, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè
ñëó÷àÿìè çàäà÷ îáðàáîòêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06-01-00058 è 07-07-00022.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Kel'manov A.V., Jeon B. A Posteriori Joint Detection and Discrimination of Pulses in
a Quasiperiodic Pulse Train // IEEE Trans. on Signal Proc. 2004. Vol. 52, No. 3 P. 1-12.
2. Êåëüìàíîâ À.Â. Àïîñòåðèîðíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ òèïîâûõ çàäà÷ àíàëèçà è ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: îáçîð ðåçóëüòàòîâ
// Äîêëàäû XII Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâà-
íèÿ îáðàçîâ¿ (ÌÌÐÎ-12). Ìîñêâà, 2005. Ñ. 125-128.
3. Êåëüìàíîâ À.Â. Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè â òèïîâûõ çàäà÷àõ ïîìåõîóñòîé÷èâîé àïî-
ñòåðèîðíîé îáðàáîòêè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñòðóê-
òóðîé // Ìàòåðèàëû 3-é Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è
ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿. Îìñê, 2006. Ñ. 37-41.
4. Êåëüìàíîâ À.Â., Õàìèäóëëèí Ñ.À. Àïîñòåðèîðíîå îáíàðóæåíèå çàäàííîãî ÷èñëà
îäèíàêîâûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè //
ÆÂÌèÌÔ. 2001. Ò.41, � 5 Ñ. 807-820.
5. Kel'manov A.V., Khamidullin S.A., Okol'nishnikova L.V. A Posteriori Detection of
Identical Subsequences in a Quasiperiodic Sequence // Pattern Recognition and Image
Analysis. 2002. Vol. 12, No. 4. P. 438-447.
6. Ãèìàäè Ý.Õ., Êåëüìàíîâ À.Â., Êåëüìàíîâà Ì.À., Õàìèäóëëèí Ñ.À. Àïîñòåðèîð-
íîå îáíàðóæåíèå â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ôðàãìåíòà
ïðè çàäàííîì ÷èñëå ïîâòîðîâ // Ñèá. æóðí. èíäóñòð. ìàòåìàòèêè. 2006. Ò.9, �1(25).
Ñ. 55-75.

Êåëüìàíîâ Àëåêñàíäð Âàñèëüåâè÷,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. àêàäåìèêà Êîïòþãà 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
òåë.: (8383) 333-3291, ôàêñ: (8383) 333-2598, e-mail: kelm@math.nsc.ru

Пленарные доклады

50



ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÇÀÄÀ×ÀÌ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

À. À. Êîëîêîëîâ, Í. À. Êîñàðåâ

Ââåäåíèå

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé èìåþò øèðîêèé êðóã ïðèëîæå-
íèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïëàíèðîâàíèè è ðåêîíñòðóêöèè ïðîèçâîäñòâà, ïðîåêòèðîâà-
íèè ñåòåé îáñëóæèâàíèÿ, â ñòàíäàðòèçàöèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ [2, 4, 22, 23].Çíà÷è-
òåëüíûé èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷àì ñâÿçàí òàêæå ñ NP-òðóäíîñòüþ ìíîãèõ èç íèõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé âåäóòñÿ â ñëå-
äóþùèõ îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà è âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
çàäà÷, âûäåëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè è ñåìåéñòâà òðóäíûõ çàäà÷,
ðàçðàáàòûâàþòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ îá-
ëàñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ýâîëþöèîííûìè àëãîðèòìàìè, àëãîðèòìàìè ìóðàâüèíîé êîëîíèè
è äðóãèìè ìåòàýâðèñòèêàìè. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ ïðîñòåé-
øåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ (ÏÇÐ), çàäà÷ î p-ìåäèàíå (íà ìàêñèìóì è íà ìèíèìóì),
äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ, çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû
ïðîèçâîäñòâà, ìíîãîïðîäóêòîâûì ïîñòàíîâêàì [2, 4, 6, 11�13, 16, 18, 24].

Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è åñòåñòâåííûì îáðàçîì ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ öå-
ëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ). Âî ìíîãèõ èç íèõ, â òîì ÷èñëå
â çàäà÷àõ î p-ìåäèàíå è ÏÇÐ, ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè ÖËÏ äåëÿòñÿ íà
äâå ãðóïïû: öåëî÷èñëåííûå è íåïðåðûâíûå. Ââèäó ýòîãî, äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå äåêîìïîçèöèè
Áåíäåðñà [2, 10, 11, 13, 14, 20].

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ óêàçàí-
íûõ çàäà÷ è àëãîðèòìîâ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé,
ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ "òðóäíûõ" çàäà÷, ðàçðàáîòêè íîâûõ àëãîðèòìîâ, óñòîé÷èâîñòè
àëãîðèòìîâ ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ èñõîäíûõ äàííûõ.

1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷

Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Çàäà÷à î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì
(îáîçíà÷èì åå Pmin) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïóíê-
òîâ âîçìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ íîìåðàìè èç I = {1, . . . ,m} è ìíîæåñòâî
êëèåíòîâ, êîòîðûå äîëæíû áûòü èìè îáñëóæåíû, ñ íîìåðàìè èç J = {1, . . . , n}. Â
êàæäîì ïóíêòå ðàçìåùàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Çàòðàòû íà îáñëóæèâà-
íèå i-ì ïðåäïðèÿòèåì j-ãî êëèåíòà ðàâíû cij, i ∈ I, j ∈ J . Òðåáóåòñÿ âûáðàòü p
ïóíêòîâ, â êîòîðûõ áóäóò ðàçìåùåíû ïðåäïðèÿòèÿ, è ïðèêðåïèòü êàæäîãî êëèåíòà
ê îäíîìó èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàð-
íûå çàòðàòû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ÖËÏ ââåäåì ïåðåìåííûå çàäà÷è: zi = 1, åñëè i-å ïðåä-
ïðèÿòèå âõîäèò â ÷èñëî âûïóñêàþùèõ ïðîäóêöèþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå zi = 0, i ∈ I;
xij = 1, åñëè j-é êëèåíò îáñëóæèâàåòñÿ i-ì ïðåäïðèÿòèåì, è xij = 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, i ∈ I, j ∈ J .
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Ìîäåëü ÖËÏ äëÿ äàííîé çàäà÷è èìååò âèä:

f(z, x) =
∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij → min (1)

ïðè óñëîâèÿõ∑

i∈I

zi = p, (2)
∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (3)

xij ≤ zi, i ∈ I, j ∈ J, (4)
xij, zi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (5)

Âåêòîð z = (z1, . . . , zm) áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîäñòâåííûì ïëàíîì çàäà÷è (1)-(5),
åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (2) è (5).

Ïóñòü âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ çàòðàò cij íàì èçâåñòåí äîõîä dij îò îáñëóæèâàíèÿ
i-ì ïðåäïðèÿòèåì j-ãî êëèåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå
íà ìàêñèìóì (Pmax): òðåáóåòñÿ îòêðûòü p ïðåäïðèÿòèé è ïðèêðåïèòü ê íèì êëèåíòîâ
òàê, ÷òîáû ñóììàðíûé äîõîä îò îáñëóæèâàíèÿ âñåõ êëèåíòîâ áûë ìàêñèìàëüíûì.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò Pmin òåì, ÷òî â íåé ìîæíî îòêðûòü
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ïðåäïðèÿòèé, ò.å. îòñóòñòâóåò îãðàíè÷åíèå (2), íî äëÿ êàæäîãî
ïðåäïðèÿòèÿ çàäàíà ñòîèìîñòü åãî îòêðûòèÿ c0

i , i ∈ I, è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∑

i∈I

c0
i zi +

∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij → min .

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ÏÇÐ. Â íåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäîå ïðåäïðèÿòèå ìîæåò ïðî-
èçâîäèòü ïðîäóêöèþ òîëüêî â îãðàíè÷åííûõ êîëè÷åñòâàõ, ïîýòîìó âìåñòî çàäà÷è
ïðèêðåïëåíèÿ êëèåíòîâ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü òðàíñïîðòíóþ ïîäçàäà÷ó [11].

Äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðîèçâîäèòåëü íåêî-
òîðîãî ïðîäóêòà ñòðåìèòñÿ ðàçìåñòèòü ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ â ðÿäå ïóíêòîâ òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû, ñêëàäûâàþùèåñÿ èç çàòðàò c0

i

íà ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèÿ â i-ì ïóíêòå, à òàêæå çàòðàò cij íà îáñëóæèâàíèå j-ãî
êëèåíòà ïðåäïðèÿòèåì, ðàñïîëîæåííûì â i-ì ïóíêòå, i ∈ I, j ∈ J. Â ñâîþ î÷åðåäü
êàæäûé êëèåíò j ýòîãî ïðîèçâîäèòåëÿ âûáèðàåò îäèí èç ïðåäëîæåííûõ ïóíêòîâ i, â
êîòîðîì âåëè÷èíà dij åãî çàòðàò íà îáñëóæèâàíèå ìèíèìàëüíà.

Ïðè íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ
ñâîäèòñÿ ê îäíîóðîâíåâîé. Ìîäåëü ÖËÏ ýòîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ èç ìîäåëè ÏÇÐ
ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé [6].Èçó÷àþòñÿ òàêæå
äâóõýòàïíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ïîòðåáèòåëè è äâà òèïà ïðåä-
ïðèÿòèé, âûïóñêàþùèõ ïðîäóêöèþ [3]. Âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ñ
ó÷åòîì êîíêóðåíöèè [15].

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè.

2. Ñõåìà äåêîìïîçèöèè

Ïðèâåäåì ñõåìó äåêîìïîçèöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Pmin. Ñ íåêî-
òîðûìè èçìåíåíèÿìè äàííûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ ÏÇÐ è
äðóãèõ óêàçàííûõ âûøå çàäà÷.
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Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ïëàíîâ çàäà÷è, F (k) � ðåêîðäíîå
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà k-îé èòåðàöèè, F (0) = ∞.

Ïðîöåññ D
Ïîëîæèì Ω(1) = Ω.

Èòåðàöèÿ k (k ≥ 1)
Øàã 1. Íàõîäèì íåêîòîðûé ïðîèçâîäñòâåííûé ïëàí z(k) ∈ Ω(k). Åñëè òàêîé òî÷-

êè íå ñóùåñòâóåò, òî ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ: ðåøåíèå, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ðåêîðä
F (k−1), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Øàã 2. Ôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ïðèêðåïëåíèÿ êëèåíòîâ T (z(k)) äëÿ ïðîèçâîäñòâåí-
íîãî ïëàíà z(k):

∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij → min

ïðè óñëîâèÿõ
∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J,

0 ≤ xij ≤ z
(k)
i , i ∈ I, j ∈ J.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è âñåãäà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå öåëî÷èñëåííîå
ðåøåíèå, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x(k), ïîýòîìó îò óñëîâèÿ áóëåâîñòè ïåðåìåí-
íûõ xij ìîæíî îòêàçàòüñÿ. Íàõîäèì f̂(z(k)) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
çàäà÷è T (z(k)). Âû÷èñëÿåì F (k) = min{f̂(z(k)), F (k−1)} � ðåêîðä äëÿ óæå ïðîñìîòðåí-
íûõ òî÷åê.

Øàã 3. Ñòðîèì ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó îòñå÷åíèå (ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî):

γ
(k)
1 z1 + . . . + γ(k)

m zm ≥ γ
(k)
0 . (6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(k+1) ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ ïëàíîâ èç Ω(k), óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ (6). Ïåðåõîäèì ê íà÷àëó ñëåäóþùåé èòåðàöèè.

Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ íåðàâåíñòâà (6) äîëæíû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî:
a) åìó íå óäîâëåòâîðÿåò òî÷êà z(k);
b) îíî íå èñêëþ÷àåò íèêàêóþ òî÷êó z′ ∈ Ω(k), äëÿ êîòîðîé f̂(z′) < F (k).

Ñâîéñòâî "a" ïîçâîëÿåò ãàðàíòèðîâàòü êîíå÷íîñòü ïðîöåññà D, à ñâîéñòâî "b" �
îïòèìàëüíîñòü íàéäåííîãî èì ðåøåíèÿ. Â íåêîòîðûõ àëãîðèòìàõ ìîæíî îòêàçàòüñÿ
îò òðåáîâàíèÿ "a", à êîíå÷íîñòü ïðîöåññà îáåñïå÷èòü äðóãèìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð,
ïåðåáîðîì ïðîèçâîäñòâåííûõ ïëàíîâ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Ïðèìåðîì îòñå÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì "a" è "b", ìîãóò ñëóæèòü íåðà-
âåíñòâà âèäà ∑

i∈Ik
0

zi ≥ 1, (7)

ãäå Ik
0 = {i ∈ I : z

(k)
i = 0}. Ïî ñâîåé ôîðìå îíè íàïîìèíàþò âïîëíå ðåãóëÿðíûå îòñå-

÷åíèÿ äëÿ çàäà÷ áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9]. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (7)
èñêëþ÷àåò èç Ω(k) òîëüêî òî÷êó z(k). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî èòåðàöèé ïðîöåññà D ñ
òàêèìè ïðîñòûìè îòñå÷åíèÿìè ðàâíÿåòñÿ Cp

m.
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Â êà÷åñòâå íåðàâåíñòâ (6) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû îòñå÷åíèÿ Áåíäåðñà [17], êî-
òîðûå ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïîëó÷åííîé íà øàãå 1 òî÷êè z(k) ôîðìóëè-
ðóåòñÿ çàäà÷à ïðèêðåïëåíèÿ êëèåíòîâ T (z(k)). Äâîéñòâåííîé ê íåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

∑
j∈J

uj − ∑
i∈I

∑
j∈J

wijz
(k)
i → max

ïðè óñëîâèÿõ
uj − wij ≤ cij, wij ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J.

(8)

Ðåøàÿ åå, íàõîäèì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (äâîéñòâåí-
íûõ îöåíîê) u

(k)
j , w

(k)
ij , i ∈ I, j ∈ J . Îòñå÷åíèå Áåíäåðñà, ïîñòðîåííîå ïî òî÷êå z(k) è

óêàçàííûì çíà÷åíèÿì îöåíîê, èìååò âèä:
∑

i∈I

∑

j∈J

w
(k)
ij zi >

∑

j∈J

u
(k)
j − F (k). (9)

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (8) íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, ïîýòîìó ïî òî÷êå
z(k) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ðàçíûå îòñå÷åíèÿ Áåíäåðñà. Îò çíà÷åíèé äâîéñòâåííûõ
îöåíîê ñóùåñòâåííî çàâèñèò ãëóáèíà ïîðîæäàåìîãî îòñå÷åíèÿ, ò.å. êîëè÷åñòâî öåëî-
÷èñëåííûõ òî÷åê, èñêëþ÷àåìûõ èì èç ìíîæåñòâà Ω(k). Â [14] èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå
äåêîìïîçèöèîííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçó-
åìûõ ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðåäëàãàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå
ñïîñîáû âûáîðà íàèëó÷øèõ îòñå÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû çàäà÷è.

3. Ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå äåêîìïîçèöèîííûõ àëãîðèòìîâ

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷ Pmin ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ öåëå-
âîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû 1, à âñå
îñòàëüíûå ðàâíû M (M ≥ 2). Îáîçíà÷èì òàêóþ ìàòðèöó ÷åðåç C̄.

Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî ãëóáèíà îòñå÷åíèé Áåíäåðñà (9) äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííûõ îöåíîê ðàâíà 1.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòðîåííîé çàäà÷è ïðîöåññîì D ñ òàêèìè îòñå÷åíè-
ÿìè ïîòðåáóåòñÿ ïîëíûé ïåðåáîð ïðîèçâîäñòâåííûõ ïëàíîâ. Â äàííîì ñëó÷àå íåðà-
âåíñòâà Áåíäåðñà ñîâïàäàþò ñ (7).

Óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ äâîé-
ñòâåííûõ îöåíîê îòñå÷åíèå, ïîñòðîåííîå ïî ëþáîé òî÷êå z ∈ Ω, èñêëþ÷àåò âñå ïðî-
èçâîäñòâåííûå ïëàíû [10].

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ñåìåéñòâà ïîëó÷åí øèðîêèé êëàññ çàäà÷ î p-ìåäèàíå,
ÿâëÿþùèõñÿ ñëîæíûìè äëÿ ïðîöåññà D ñ îòñå÷åíèÿìè Áåíäåðñà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
P̄min ñ (m × m)-ìàòðèöåé öåëåâîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíà-
ëè ðàâíû 0, à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå (α,

m− p + 1

m− p
α) äëÿ

íåêîòîðîãî α > 0. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è P̄min ïîòðåáóåòñÿ Cp
m èòåðàöèé

ïðîöåññà D ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííûõ îöå-
íîê. Ïðîâåäåí àíàëèç âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è P̄min è óñòàíîâëåíî, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ çàäà÷è Pmax [10,
24].

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ, ó êîòîðîé çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå
êëèåíòîâ çàäàíû ââåäåííîé âûøå ìàòðèöåé C̄, à ñòîèìîñòè îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèé

Пленарные доклады

54



c0
i = 1, i ∈ I. Åñëè îòñå÷åíèå Áåíäåðñà ñòðîèòñÿ ïî ïëàíó ẑ(k), íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
ðåêîðäíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, òî åãî ãëóáèíà ðàâíà 1 [10].

Âàæíîå ìåñòî â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè çàíèìàþò âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè çàäà÷
è àëãîðèòìîâ ÖÏ [8, 21, 25]. Â ÷àñòíîñòè, â [7, 21] äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà
ïåðåáîðà L-êëàññîâ è ðÿäà àëãîðèòìîâ îòñå÷åíèÿ ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ðåëàêñàöè-
îííîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è. Óñòàíîâëåíî, ÷òî àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö (ñõåìà Ëýíä è
Äîéã) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè. Â ðàáîòå [25] ïîêàçàíî, ÷òî ïðîöåññ D íå
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì (âîçìîæåí ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ÷èñëà èòåðàöèé ïðè ñêîëü
óãîäíî ìàëûõ êîëåáàíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè), è ïðåäëîæåíà ìîäèôè-
êàöèÿ àëãîðèòìà, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäñòâåííûõ
ïëàíîâ z(1), . . . , z(K) îñòàåòñÿ ïðåæíåé.

Â [11, 13, 14] îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äåêîì-
ïîçèöèè Áåíäåðñà äëÿ ÏÇÐ, çàäà÷ î p-ìåäèàíå è äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ.
Â ýòèõ àëãîðèòìàõ äëÿ íàõîæäåíèÿ î÷åðåäíîãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíà ïðèìåíÿ-
þòñÿ ïåðåáîð L-êëàññîâ è áóëåâûõ âåêòîðîâ, ðàçëè÷íûå ýâðèñòèêè, ìåòîä ðåëàêñà-
öèè Ëàãðàíæà. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ èç
ýëåêòðîííûõ áèáëèîòåê OR-Library [19], TSPLIB [26], ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ [5], à òàêæå íà
çàäà÷àõ ñî ñëó÷àéíûìè èñõîäíûìè äàííûìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà
ïåðñïåêòèâíîñòü ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîãî äåêîìïîçèöè-
îííîãî ïîäõîäà.
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ÎÍËÀÉÍÎÂÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÓÏÀÊÎÂÊÈ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ
Â ÏÎËÎÑÛ

Í. Í. Êóçþðèí

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî çàäà÷å îá óïàêîâêå ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ â ïîëîñû. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèç êàê ïî õóäøåìó ñëó÷àþ,
òàê è â ñðåäíåì, êîãäà èñõîäíûå äàííûå ñëó÷àéíû. Çàäà÷à óïàêîâêè ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ â íåñêîëüêî ïîëîñ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âõîäîì ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ T = {T1, . . . , Tn}, ãäå h(Tj) è w(Tj) �
ñîîòâåòñòâåííî âûñîòà è øèðèíà ïðÿìîóãîëüíèêà Tj, è C = {C1, . . . , Cm} � ìíîæåñòâî
ïîëóáåñêîíå÷íûõ âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ, ãäå wi � øèðèíà i-é ïîëîñû.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îðòîãîíàëüíîå ðàçìåùåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ T ïî ýòèì ïîëîñàì (áåç âðàùåíèé è ïåðåñå÷åíèé, ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïà-
ðàëëåëüíû ñòîðîíàì ïîëîñ), ìèíèìèçèðóþùåå ïîëíóþ âûñîòó ýòîãî ðàçìåùåíèÿ, òî
åñòü ìàêñèìóì ïî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêàì è ïî âñåì ïîëîñàì ðàññòîÿíèÿ îò äíà ïî-
ëîñû äî âåðõíåé ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíèêà.

Äàæå äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïîëîñû, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé,
ïîñêîëüêó åå ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû è çàäà÷à
î ðàñïèñàíèè äëÿ m ìàøèí [1]. Ïîýòîìó èçó÷àþò ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû äëÿ ýòîé
çàäà÷è è äëÿ îöåíêè èõ òî÷íîñòè èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü
HO(T, C) è HA(T, C) � âûñîòà îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è âûñîòà
ðàçìåùåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A. Âñþäó äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî âûñîòà êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 1. Òîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
îøèáêà ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà A îïðåäåëÿåòñÿ êàê

RA = sup
T,C
{HA(T, C)/HO(T, C)},

à àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îøèáêà êàê

R∞
A = lim

k→∞
sup
T,C
{HA(T, C)/HO(T,C) | HO(T, C) ≥ k}.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå îíëàéíîâûå àëãîðèòìû. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî T ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷ëåíû êîòîðîé ïî-
äàþòñÿ íà âõîä àëãîðèòìà îäèí çà äðóãèì, ïðè÷åì ðàçìåùåíèå î÷åðåäíîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà èç T â ïîëîñàõ èç C ïðîèçâîäèòñÿ áåç êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè î ïîñëåäó-
þùèõ ÷ëåíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Íàèáîëåå èññëåäîâàíû îíëàéíîâûå àëãîðèòìû äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïîëîñû îíà âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà â [2]. Â
[3] áûë ââåäåí êëàññ øåëüôîâûõ àëãîðèòìîâ è â ýòîì êëàññå ïðåäëîæåí îíëàéíî-
âûé àëãîðèòì, èìåþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îøèáêó 1.7. Â [4]
áûëî äîêàçàíî, ÷òî íèêàêîé øåëüôîâûé àëãîðèòì íå ìîæåò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêóþ
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îøèáêó ìåíüøå, ÷åì 1.69103, è ïîñòðîåí øåëüôîâûé àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïîäîéòè ê äàííîìó çíà÷åíèþ. Â [5] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî íèêàêîé îíëàéíîâûé àëãîðèòì óïàêîâêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ â îäíó ïîëîñó íå ïîç-
âîëÿåò äîáèòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé îøèáêè ìåíüøåé, ÷åì 1.5401.
Â [21] ïîñòðîåí îíëàéíîâûé àëãîðèòì A è ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà R∞

A ≤ 1.5889.

Пленарные доклады

57



Åùå îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è óïàêîâêè â íåñêîëüêî ïîëîñ � ýòî çà-
äà÷à î ñîñòàâëåíèè ðàñïèñàíèÿ äëÿ m ìàøèí, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èìååòñÿ m
îäèíàêîâûõ ïîëîñ øèðèíû 1 è âñå ïðÿìîóãîëüíèêè òàêæå èìåþò øèðèíó ðàâíóþ
1. Â [6] äëÿ íåå áûë ïðåäëîæåí ïðîñòîé îíëàéíîâûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðàçìåùà-
åò êàæäóþ íîâóþ çàäà÷ó íà íàèìåíåå çàãðóæåííóþ ìàøèíó. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
îøèáêà ýòîãî àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò 2 − 1/m, äëÿ m ìàøèí. Â [8] áûë ïðåäëî-
æåí îíëàéíîâûé àëãîðèòì ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé îøèáêîé íå áîëåå 1.986 äëÿ âñåõ
m > 70. Ýòî çíà÷åíèå áûëî óëó÷øåíî äî 1.945, à çàòåì è äî 1.923 â ðàáîòàõ [10] è
[7]. Â [11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íè îäèí äåòåðìèíèðîâàííûé îíëàéíîâûé àëãîðèòì íå
ìîæåò èìåòü ìóëüòèïëèêàòèâíîé îøèáêó ìåíüøå, ÷åì 1.837 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
m. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë óëó÷øåí â [7] äî 1.852.

Çàäà÷à îá óïàêîâêå ïðÿìîóãîëüíèêîâ â íåñêîëüêî ïîëîñ äî ñèõ ïîð îñòàâàëàñü â
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íå èññëåäîâàííîé. Â [12] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ðàçìåùàþ-
ùèé ïðÿìîóãîëüíèêè ïî ïîëîñàì â îíëàéíîâîì ðåæèìå (íî äëÿ ðàçìåùåíèÿ â ïîëîñå
èñïîëüçîâàëèñü íå îíëàéíîâûå àëãîðèòìû), è èìåþùèé ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îøèáêó
10.

Äàëåå e îáîçíà÷àåò îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà. Ñëåäóþùèå äâà ðåçóëü-
òàòà ïîëó÷åíû íåäàâíî Ñ.Í.Æóêîì.

1. Äëÿ ëþáîãî îíëàéíîâîãî àëãîðèòìà A âûïîëíåíî: R∞
A ≥ e.

Ïóñòü r � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, òàêàÿ ÷òî 0 < r < 1.
2. Ïîñòðîåí îíëàéíîâûé àëãîðèòì Ar è äîêàçàíî, ÷òî R∞

Ar
≤ 2e

r
.

Îòìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòíîìó àíàëèçó ðàçëè÷íûõ ýâðèñòèê îäíî è äâóìåðíîé
óïàêîâêè ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò [13-21]. Öåëåâîé ôóíêöèåé â òàêîì àíàëèçå îáû÷íî
ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà íåçàïîëíåííîé ïëîùàäè îò äíà ïîëîñû äî äî âåðõíåé ãðàíè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà. Øåëüôîâûå àëãîðèòìû áûëè ðàññìîòðåíû â [4] äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïîëî-
ñû. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà r ∈ (0, 1). Øåëüô � ýòî ïðÿìîóãîëüíàÿ ÷àñòü
ïîëîñû, ñ øèðèíîé ðàâíîé øèðèíå ïîëîñû. Êàê òîëüêî ïðèõîäèò íîâûé ïðÿìîóãîëü-
íèê R, øåëüôîâûé àëãîðèòì îïðåäåëÿåò öåëîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî rk+1 < h(R) ≤ rk è
ïîñëå ýòîãî îí ðàçìåùàåò äàííûé ïðÿìîóãîëüíèê â øåëüôå âûñîòîé rk. Ïðÿìîóãîëü-
íèê ìîæåò áûòü ðàçìåùåí â îäèí èç ñóùåñòâóþùèõ øåëüôîâ, èëè ñâåðõó ìîæåò áûòü
ñîçäàí íîâûé øåëüô âûñîòû rk. Ïðÿìîóãîëüíèêè âíóòðè êàæäîãî øåëüôà ðàçìåùà-
þòñÿ ïî ãîðèçîíòàëè â ðÿä. Òàêèì îáðàçîì, óïàêîâêà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîïàâøèõ â
îäèí êëàññ ïî âûñîòå (êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå k), ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ íåêîòîðîé ýâðèñòèêè, îñóùåñòâëÿþùåé îäíîìåðíóþ óïàêîâêó â êîíòåéíåðû.
Ìû áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòìîì A(E) øåëüôîâûé àëãîðèòì óïàêîâêè, êîòîðûé íà
âòîðîì ýòàïå èñïîëüçóåò íåêîòîðóþ ïðîèçâîëüíóþ ýâðèñòèêó E.

Ïóñòü U ([0, 1]) � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1]. Âñþäó â äàëüíåé-
øåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà âûñîòà hi è øèðèíà wi èìåþò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1]. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû wi, hi � íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Σ ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ïëîùàäè, íå çàïîëíåííîé ïðÿìîóãîëüíèêàìè, ìåæäó îñíîâàíèåì
ïîëîñû è âåðõíåé ãðàíèöåé ñàìîãî âåðõíåãî øåëüôà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî
ïðÿìîóãîëüíèêîâ N � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà (N →∞).

Ïóñòü äëÿ îäíîìåðíîé ýâðèñòèêè E âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

E

(
L−

N∑

i=1

wi

)
= O (f(N)) ,
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ãäå L - ÷èñëî øåëüôîâ, â êîòîðûå ýâðèñòèêà E óïàêîâûâàåò íàáîð îòðåçêîâ {wi}.
Òåîðåìà. [20] Ïóñòü äëÿ E f(N) = Nα logβ N, ãäå 0 < α < 1, β ≥ 0. Òîãäà äëÿ

àëãîðèòìà A(E) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

Σ = O

(
Nα

(
logβ N

δ1−α
+ δN1−α

))
.

Âûáèðàÿ δ = N (α−1)/(2−α) log(β/(2−α)) N , ïîëó÷àåì îöåíêó

Σ = O
(
N1/(2−α) log(β/(2−α)) N

)
.

Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ òðåõ âàæíûõ ýâðèñòèê óïàêîâêè â êîíòåéíåðû èç-
âåñòíî, ÷òî äëÿ FF (�rst �t): f(N) = N2/3, äëÿ BF (best �t): f(N) = N1/2(log N)3/4,
è äëÿ íàèëó÷øåé îíëàéíîâîé ýâðèñòèêè (best on-line) BO: f(N) = (N log N)1/2 [16].
Ïîýòîìó èç òåîðåìû ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî äëÿ øåëüôîâîãî àëãîðèòìà A(FF) Σ =
O(N3/4), äëÿ A(BF) Σ = O(N2/3(log N)1/2) [19], äëÿ A(BO) Σ = O(N2/3(log N)1/3).
Ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ äàþò îòâåò íà âîïðîñ èç [17].

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû àëãîðèòì ðàáîòàë â ðåæèìå
on-line, òî, êàê ïîêàçàíî â [14], ìîæíî äîñòè÷ü îöåíêè ñðåäíåé âåëè÷èíû íåçàïîë-
íåííîé ïëîùàäè Σ = O

(
N1/2 logN

)
. Îòêðûòûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîñòü

ïîäîáíîé îöåíêè â êëàññå on-line àëãîðèòìîâ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â êëàññå øåëü-
ôîâûõ àëãîðèòìîâ (êîòîðûå îáðàçóþò âàæíûé ïîäêëàññ îíëàéíîâûõ àëãîðèòìîâ)
òàêîé îöåíêè äîñòè÷ü íåâîçìîæíî. Áîëåå òîãî â ýòîì êëàññå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ îöåíêà: Σ = Ω

(
N2/3

)
. Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00798.
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Î ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒßÕ ÌÅÒÀÝÂÐÈÑÒÈÊ
À.Â. Ïëÿñóíîâ

Ââåäåíèå

Ìåòàýâðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå íàãëÿäíûõ è åñòåñòâåííûõ ïîäõîäîâ
ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåøå-
íèè NP-òðóäíûõ çàäà÷ è ãèáêîñòü â àäàïòàöèè ê ñëîæíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì
îòêðûëè äëÿ íèõ øèðîêóþ äîðîãó ê ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ [4]. Îäíàêî äî-
ñòàòî÷íî äàæå áåãëîãî âçãëÿäà íà òåîðèþ ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé (âîëüíûé ïåðåâîä
theoretical computer science), íà îäíîì êîíöå êîòîðîé ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ñëîæíîñòè,
à íà äðóãîì ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ, ãäå ñîáñòâåííî è ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû äëÿ
ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷, ÷òîáû êîíñòàòèðîâàòü íàëè÷èå îãðîìíîãî ðàçðûâà ìåæäó
íèìè.

Îäíà èç öåëåé ýòîé ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ ñëîæíîñòè è ìåòàýâðèñòèêè
ñâÿçàíû ãëóáæå, ÷åì ýòî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü. Áîëåå òî÷íî, çäåñü ïðîâîäèòñÿ ìûñëü,
÷òî ìåòàýâðèñòèêè ïðèîáðåëè òîò âèä, êîòîðûé ñëåäîâàë áû èç òåîðèè ñëîæíîñòè,
åñëè íåêîòîðûå èçâåñòíûå ãèïîòåçû ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå çàïðåòîâ. Ñàìà èäåÿ èñ-
ïîëüçîâàòü òó èëè èíóþ ãèïîòåçó â ôîðìå çàïðåòà äëÿ òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ
îáùåïðèíÿòîé. Ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé òèïà "Åñëè P 6= NP, òî ..."äàâíî óæå âîñ-
ïðèíèìàþòñÿ ïðèâû÷íî è åñòåñòâåííî [1-3, 6]. Ïðåäøåñòâóþùèå ïîïûòêè, èñïîëüçî-
âàòü òåîðèþ ñëîæíîñòè äëÿ àíàëèçà ìåòàýâðèñòèê, îñíîâûâàëèñü íà ñîïîñòàâëåíèè
ìåòàýâðèñòèêå íåêîòîðîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû [9] èëè äàæå
ñëîæíîñòíîãî êëàññà [14], ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷è èëè ñâîéñòâ è
ïîëîæåíèÿ ñëîæíîñòíîãî êëàññà â ñóùåñòâóþùåé èåðàðõèè êëàññîâ [2]. Çäåñü èñ-
ïîëüçóåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ èäåÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïî ñóòè ìåòàýâðèñòèêà ýòî àëãîðèò-
ìè÷åñêàÿ ñõåìà [4], à íå àëãîðèòì. Ïîýòîìó ïðîöåññ å¼ àäàïòàöèè äëÿ ðåøåíèÿ êàêîé
� ëèáî çàäà÷è îçíà÷àåò âûáîð è ôèêñàöèþ îñíîâíûõ å¼ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåâðàùàåò å¼ â äåòåðìèíèðîâàííûé èëè âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì.
Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç âîçìîæíîñòåé ìåòàýâðèñòèê ìîæåò áûòü îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè ãèïîòåç âèäà P 6= NP áåç ïðèâëå÷åíèÿ âñÿêîãî ðîäà âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ è
èíñòðóìåíòîâ. Îäíàêî âûáèðàÿ òó èëè èíóþ ãèïîòåçó íàì íóæíû îñíîâàíèÿ äëÿ ýòî-
ãî âûáîðà, à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå ñîãëàøåíèÿ óïðîùàþùèå ïîñëåäóþùèé àíàëèç.
Ñ ýòîé öåëüþ âñïîìíèì, ÷òî ìåòàýâðèñòèêè ðåàëèçóþòñÿ â âèäå êîíå÷íûõ ïðîãðàìì
íà êîìïüþòåðàõ. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòè ïðîãðàììû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèé íà
êîíêðåòíûõ èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîèñõî-
äÿò çà êîíå÷íîå âðåìÿ è ñ çàòðàòàìè êîíå÷íîãî îáú¼ìà ðåñóðñîâ. Òàêîå ñîãëàøåíèå
ïîçâîëÿåò îòñå÷ü âñå ñïåêóëÿöèè íà òåìó "ñóïåðòüþðèíãîâûõ"âû÷èñëåíèé [7], êîòî-
ðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè îáúÿñíåíèè � ïî÷åìó æå ìåòàýâðèñòèêè íåïëîõî ñïðàâëÿþòñÿ
ñ ðåøåíèåì NP-òðóäíûõ çàäà÷.

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíûå äàííûå íå òðåáóþò äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ ñëèø-
êîì áîëüøèõ ðåñóðñîâ. Åñëè ýòî îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà-
÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè èëè ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî âðåìåíè
ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîãî äëèíîé èñõîäíûõ äàííûõ. Òàêîå ñîãëàøåíèå íå ñèëü-
íî ñóæàåò ðàìêè èññëåäîâàíèÿ, ò.ê. îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è
óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì (ñì. [2, 3, 17]). Ýòî ñîãëàøåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ìåòàýâðèñòèê íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû âûòåêàþ-
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ùèå èç òåîðåì òèïà "No free lunch"[21]. Òàê êàê ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà îñíîâàíû íà
ðàññìîòðåíèè âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþòñÿ â êîìáèíàòîðíîé
çàäà÷å, ÷òî â íàøåé ñèòóàöèè îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.

Äðóãàÿ öåëü ðàáîòû � ðàçîáðàòüñÿ, êàê äàëåêî ïðîäâèíóëàñü òåîðèÿ â èññëåäîâà-
íèÿõ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé â ñðåäíåì, è ÷òî ýòî äà¼ò äëÿ àíàëèçà ìåòàýâðèñòèê.

Äàëåå âåçäå, ãäå ýòî áóäåò âîçìîæíî, èçëîæåíèå áóäåò âåñòèñü â òåðìèíàõ çà-
äà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, ñ òåì, ÷òîáû óïðîñòèòü ôîðìóëèðîâêè è îáîçíà÷åíèÿ. Â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ïåðåíîñ ñëîæíîñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ íà îï-
òèìèçàöèîííûå çàäà÷è íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèõ ïðîáëåì [2, 3, 17]. Â äàëüíåéøåì
â êà÷åñòâå ìîäåëè âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå è âåðîÿòíîñòíûå
ìàøèíû Òüþðèíãà [2].

Â ðàçäåëå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå, âî âòîðîì � ñëîæíîñòü
â ñðåäíåì. Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìîãóò â áëè-
æàéøåì áóäóùåì ïîâëèÿòü íà íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î âîçìîæíîñòÿõ ìåòàýâðèñòèê è
áûòü ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîçäàíèþ áîëåå îñíîâàòåëüíîé òåîðåòè÷åñêîé áàçû äëÿ èõ
èññëåäîâàíèÿ.

1. Ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå

Ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ ãèïîòåçû P 6= NP è ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî ñïå-
öèàëèñòîâ ïðèíèìàåò ýòî óòâåðæäåíèå êàê èñòèííîå [1, 17]. Ïðè÷èíà òàêîãî ðåøåíèÿ
áàçèðóåòñÿ íà èíòóèòèâíîì óáåæäåíèè, ÷òî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî (ñåðòèôèêàò) çíà-
÷èòåëüíî òðóäíåå, ÷åì ïðîâåðèòü åãî èñòèííîñòü. Òàêàÿ òðàêòîâêà ãèïîòåçû P 6= NP
ñâÿçàíà ñ îïðåäåëåíèåì êëàññà NP, êàê êëàññà ÿçûêîâ ïîëèíîìèàëüíî ñáàëàíñèðî-
âàííûõ è ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûõ [17]. Äðóãîé ìîòèâ ïðèíÿòèÿ èìåííî çàïðåòà
ñâÿçàí ñ íåïîëíîòîé ìàòåìàòèêè [15]. Íåëüçÿ èñêëþ÷èòü, ÷òî ýòà ãèïîòåçà âåðíà, íî
íåäîêàçóåìà. Â ýòîì ñëó÷àå å¼, êàê è ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-
ìûõ, ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå àêñèîìû. Ïîäîáíûå íàñòðîåíèÿ îñîáåííî óñèëèëèñü
ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [18] î íàòóðàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Åñòåñòâåííî, ïîäîá-
íàÿ ëîãèêà, îñíîâàííàÿ íà íåïîëíîòå ìàòåìàòèêè òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ âàðèàíòà
ñ àêñèîìîé P = NP. Òîãäà âîçíèêàåò ñîâåðøåííî íåóäîâëåòâîðèòåëüíàÿ òåîðèÿ, ò.ê.
ïîäîáíàÿ àêñèîìà íå äà¼ò âîçìîæíîñòè ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì. Çàìåòèì,
÷òî â òåîðèè ñ àêñèîìîé P 6= NP ïîäîáíîé ïðîáëåìû íå ñóùåñòâóåò. Åñòü åù¼ îäèí
ìîìåíò, ñâÿçàííûé ñ àíàëèçîì ïîïûòîê äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü îäíó èç ýòèõ ãè-
ïîòåç. Îí ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ïî ìíåíèþ áîëüøèíñòâà ñòîðîííèêîâ ãèïîòåçû P = NP
å¼ äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíî, íî îíî áóäåò íîñèòü ïðèíöèïèàëüíî íåêîíñòðóêòèâíûé
õàðàêòåð. Ñîìíèòåëüíî, ÷òî óäàñòñÿ ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñòåïåíè è ÷ëåíàõ ïî-
ëèíîìà, îãðàíè÷èâàþùèõ ñëîæíîñòü çàäà÷ èç êëàññà NP. Ñèòóàöèÿ î÷åíü áëèçêà ê
ðàññìîòðåííîé ðàíåå òåîðèè ñ àêñèîìîé P = NP. Îäíàêî ñàìîå âàæíîå íàáëþäå-
íèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàêîé áû ïîäõîä íå èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ àíàëèçà ãèïîòå-
çû P = NP, âîçíèêàåò îñíîâíàÿ òðóäíîñòü � íå èçâåñòíî íè îäíîé èäåè, èñïîëüçóÿ
êîòîðóþ ìû ìîãëè áû õîòÿ áû ãèïîòåòè÷åñêè îïèñàòü êëàññ àëãîðèòìîâ, ìîãóùèé
ñîäåðæàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ NP-ïîëíûõ çàäà÷. Ïðîâåä¼ì àíàëîãèþ ñ ñè-
òóàöèåé âîêðóã òåçèñà ×¼ð÷à � Òüþðèíãà [2], â êîòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî
ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò íåôîðìàëüíîå ïîíÿ-
òèå àëãîðèòìà. Åñëè åù¼ ðàç âãëÿäåòüñÿ â ìèðû, â êîòîðûõ ïðèíÿòà îäíà èç äâóõ
ãèïîòåç, òî íàèáîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíî âûãëÿäèò ìèð, â êîòîðîì P 6= NP. Äåéñòâè-

Пленарные доклады

62



òåëüíî, âñìîòðèìñÿ â ìèð, ãäå P = NP. Â [10] ýòîò ìèð íàçâàí Àëãîðèòìèêà. Â í¼ì
ñóùåñòâóåò ñïîñîá ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è, åñëè èìååòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ðàñïî-
çíàòü ïî ïðåäúÿâëåííîìó âõîäó ÿâëÿåòñÿ ëè îí ðåøåíèåì çàäà÷è èëè íåò? Ïîýòîìó
â í¼ì íåò ìåòàýâðèñòèê, ò.ê. ìû ìîæåì íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå áîëüøåé ÷àñòè
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïðîñòî îáðàùàÿñü ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ìåòîäó ðàñïîçíàâàíèÿ.
Â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ áîëüøå íåò èíñòðóêöèé, êîòîðûå óêàçûâàþò êàê äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ âû÷èñëåíèå. Âìåñòî ýòîãî óêàçûâàþòñÿ ñâîéñòâà, êîòîðûìè äîëæåí
îáëàäàòü èñêîìûé ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóþùèé êîíêðåòíûì èñõîäíûì äàííûì. Åù¼
áîëåå óãëóáë¼ííûé àíàëèç ïðèâåä¼ííûé â [10] ïîêàçûâàåò, ÷òî êîìïüþòåð â ýòîì
ìèðå ñïîñîáåí ðåøèòü ëþáóþ çàäà÷ó ðåøàåìóþ ÷åëîâåêîì è äîêàçàòü ëþáóþ òåî-
ðåìó çà âðåìÿ ïðîïîðöèîíàëüíîå äëèíå äîêàçàòåëüñòâà. Â ýòîì ìèðå íåâîçìîæíà
êðèïòîãðàôèÿ.

Íî ðåàëüíûé ìèð, â êîòîðîì ìû æèâ¼ì, ñîâñåì íå ïîõîæ íà ìèð Àëãîðèòìèêè.
Â íàñòîÿùåì ìèðå âñ¼ ÷àùå è âñ¼ áîëüøå íå õâàòàåò ðåñóðñîâ. Äà, âðåìÿ îò âðå-
ìåíè, óäà¼òñÿ âçëîìàòü òîò èëè èíîé øèôð. Íî ýòî ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò ïðîãðåññà
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïåðåáîðíûå àëãîðèòìû ñ ýòîé
öåëüþ. Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ñëó÷àå ñ òåçèñîì ×¼ð÷à � Òüþðèíãà, åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñîãëàøåíèé è èñõîäèòü èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå íàáëþäåíèé,
òî íàèáîëåå åñòåñòâåííî ïðèíÿòü ãèïîòåçó P 6= NP. Ñîäåðæàòåëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
NP -ïîëíûå çàäà÷è íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûìè. Òàêèì îáðàçîì îòñþäà
ñëåäîâàëî áû, ÷òî íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äåòåðìèíèðîâàííûõ ýôôåêòèâíûõ ðåàëè-
çàöèé ìåòàýâðèñòèê.

Íåôîðìàëüíî ïîä âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíîé Òüþðèíãà ìîæíî ïîíèìàòü äåòåðìè-
íèðîâàííóþ ìàøèíó Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ñíàáæåíà óñòðîéñòâîì, ïîçâîëÿþùèì ïîä-
áðàñûâàòü ñèììåòðè÷åñêóþ ìîíåòó äëÿ òîãî, ÷òîáû âûáðàòü ñâîé ñëåäóþùèé øàã. Íà
êàæäîì øàãå ìàøèíà ìîæåò âûáðàòü ðîâíî èç äâóõ âîçìîæíîñòåé. Âûáîð ïðîèçâî-
äèòñÿ íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Ïóñòü pM(x) � âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ìàøèíà
M ïðèíèìàåò âõîä x. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòà âåëè÷èíà åñòü ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ
ïðèíèìàþùèõ âõîä x âû÷èñëåíèé. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà ðàñïîçíà¼ò ÿçûê A [2]:

1. Ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé, åñëè pM(x) > 1/2, äëÿ âñåõ x ∈ A, è pM(x) = 0, äëÿ
âñåõ x 6∈ A.

2. Ñ îãðàíè÷åííîé äâóõñòîðîííåé îøèáêîé, åñëè pM(x) > 1/2 + ε, äëÿ âñåõ x ∈ A,
è pM(x) < 1/2− ε0, äëÿ âñåõ x 6∈ A, äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Ïóñòü RP � êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ âåðîÿòíîñò-
íûìè àëãîðèòìàìè ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ BPP
ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè ñ
îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. Ýòè êëàññû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðîÿòíîñòíûå àíàëî-
ãè êëàññà P. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî P ⊆ RP ⊆ BPP . Èçâåñòíî, ÷òî åñëè RP =
NP èëè BPP = NP, òî P = NP, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû áàçîâîé ãèïîòåçå [2]. Ïîýòîìó
ïðèìåì, ÷òî RP 6= NP èëè BPP 6= NP. Ñîäåðæàòåëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî NP -ïîëíûå
çàäà÷è íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûìè â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå.

Òåîðåìà 1. Åñëè P 6= NP, òî íåñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííûõ è âåðîÿòíîñò-
íûõ ýôôåêòèâíûõ ðåàëèçàöèé ìåòàýâðèñòèê â õóäøåì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðèíÿòü ãèïîòåçó P 6= NP, òî òåîðèÿ ñëîæíîñòè â õóäøåì
ñëó÷àå çàïðåùàåò ñóùåñòâîâàíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ è âåðîÿòíîñòíûõ ðåàëèçàöèé
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ìåòàýâðèñòèê ñ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì âðåìåíåì ðàáîòû.

2. Ñëîæíîñòü â ñðåäíåì ñëó÷àå

Ïîíÿòèå NP-ïîëíîòû, ðàññìîòðåííîå âûøå, îêàçûâàåòñÿ ïëîäîòâîðíûì ëèøü â
ðàìêàõ ðàññìîòðåíèÿ ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå. Èçâåñòíû ïðèìåðû çàäà÷ ðàñïî-
çíàâàíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè, íî äëÿ íèõ èçâåñòíû àëãîðèòìû ïîëèíî-
ìèàëüíûå äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ. Â ýòèõ çàäà÷àõ òðóäíûå âõîäû âîçíèêàþò ñðàâ-
íèòåëüíî ðåäêî è îíè ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìû â ñðåäíåì. Òàêèå áûñòðûå â ñðåäíåì
àëãîðèòìû áûëè ðàçðàáîòàíû äëÿ çàäà÷è î k-ðàñêðàñêå ãðàôà [19], à òàêæå äëÿ çàäà-
÷è î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå [19]. Ýòè àëãîðèòìû èñïîëüçóþò ñòàíäàðòíûå äëÿ òåîðèè
ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ðàñïðåäåëåíèÿ [5]. Òàêèì îáðàçîì ñëîæíîñòü â ñðåäíåì äëÿ çàäà÷
ðàñïîçíàâàíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå îñìûñëåííîé ìåðîé ñëîæíîñòè ÷åì ñëîæíîñòü
â õóäøåì ñëó÷àå.

Îñíîâû òåîðèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ áûëè çàëîæåíû â
[12], ãäå ââåäåíû àíàëîãè êëàññîâ P è NP è ïîíÿòèå ñâîäèìîñòè. Â îòëè÷èè îò òåîðèè
â õóäøåì ñëó÷àå òåîðèÿ ñðåäíåãî ñëó÷àÿ èìååò äåëî íå òîëüêî ñ çàäà÷åé L, íî è
ñ ðàñïðåäåëåíèåì µ íà å¼ âõîäàõ. Òàêàÿ ïàðà (L, µ) íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëèòåëüíîé
èëè ðàíäîìèçèðîâàííîé çàäà÷åé [6,8,12]. Âõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå µ íàçíà÷àåò êàæäîé
èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å âåðîÿòíîñòü å¼ ïîÿâëåíèÿ êàê âõîäà L. Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ [6,8,12,13,19,20]. Ïóñòü B = {0, 1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B∗ ìíîæåñòâî âñåõ
êîíå÷íûõ áèíàðíûõ ñëîâ, îòëè÷íûõ îò ïóñòîãî ñëîâà.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå µ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèåé, åñëè µ :
B∗ → [0, 1], µ(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ B∗ è

∑

x∈B∗
µ(x) = 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f : B∗ → N ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé â ñðåäíåì
îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèè µ, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû k, c > 0 òàêèå,
÷òî

∑

x∈B∗

f 1/k(x)

|x| µ(x) ≤ c.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü L � çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ, µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ
(âõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå). Òîãäà ïàðà (L, µ) íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëèòåëüíîé çàäà÷åé
ðàñïîçíàâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à (L, µ) ïðèíàäëåæèò êëàññó AvgP ,
åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì çà âðåìÿ ïîëèíîìèàëüíîå
â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî µ.

Ñëîæíîñòíîé êëàññ AvgP ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññà P è îí ôîðìàëèçóåò ñîäåð-
æàòåëüíîå ïîíÿòèå ýôôåêòèâíûõ â ñðåäíåì âû÷èñëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ µ íàçûâàåòñÿ P-âû÷èñëèìîé, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì M , ÷òî ∀x ∈ B∗ è k ≥ 1

‖M(x, 1k)− µ(x)‖ ≤ 2−k.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à (L, µ) ïðèíàäëåæèò êëàññó DistNP,
åñëè L ∈ NP è âõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå µ ÿâëÿåòñÿ P-âû÷èñëèìûì.
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Êëàññ DistNP ôîðìàëèçóåò ïîíÿòèå òðóäíûõ â ñðåäíåì âû÷èñëåíèé è ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì êëàññà NP. Áàçîâîé ãèïîòåçå P 6= NP ñîîòâåòñòâóåò ãèïîòåçà DistNP 6⊆ AvgP.
Ââåä¼ì ïîíÿòèå ñâîäèìîñòè äëÿ ðàñïðåäåëèòåëüíûõ çàäà÷.

Îïðåäåëåíèå 7. Ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à (L, µ) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê
ðàñïðåäåëèòåëüíîé çàäà÷å (L′, ν), åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ ôóíê-
öèÿ f òàêàÿ, ÷òî x ∈ L ⇔ f(x) ∈ L′ è ñóùåñòâóåò ïîëèíîì q òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
y ∈ B∗,

ν(y) ≥ 1

q(|y|)
∑

x∈f−1(y)

µ(x).

Ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå âõîäíûå ðàñïðåäåëåíèÿ µ è ν ãàðàíòèðóåò, ÷òî åñëè
ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à (L′, ν) ïðèíàäëåæèò êëàññó AvgP, òî è çàäà÷à (L, µ) òàêæå
áóäåò ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé â ñðåäíåì. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé,
òî ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ B∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ν(x) ≥ µ(x)

q(|x|) .

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à L ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê çàäà÷å L′ â îáû÷íîì
ñìûñëå [1].

Îïðåäåëåíèå 8. Ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à (L, µ) íàçûâàåòñÿ DistNP-ïîëíîé,
åñëè îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó DistNP è ëþáàÿ çàäà÷à èç ýòîãî êëàññà ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ê íåé.

Èçâåñòíî [6,8,12,20], ÷òî DistNP-ïîëíûå çàäà÷è ñóùåñòâóþò. Åñëè ðàñøèðèòü êëàññ
âõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé â îïðåäåëåíèè 6, òî ýòî ñâîéñòâî ìîæåò èñ÷åçíóòü [6]. Îä-
íèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ DistNP-ïîëíîé çàäà÷è áûëà ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à îá
îñòàíîâå (K, µK) [8,12,20]:

Âõîä: (i, x, 1n), x ∈ B∗, i, n ∈ N
Âîïðîñ: ìàøèíà Òüþðèíãà Mi ïðèíèìàåò âõîä x çà n øàãîâ?
Âõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå µK : ðàâíîìåðíî è íåçàâèñèìî âûáðàòü i, x è n

µK(i, x, 1n) =
2−|i|

|i|2 ×
2−|x|

|x|2 ×
1

n2
.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè áûëî èçâåñòíî íå áîëåå äåñÿòêà òàêèõ çàäà÷ [20]. Â [13]
áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, êîòîðûé êàðäèíàëüíî èçìåíèë ñèòóàöèþ. Ïîÿâèëàñü âîç-
ìîæíîñòü äëÿ ëþáîé èçâåñòíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è íàéòè ïîäõîäÿùåå ðàñïðåäåëåíèå,
ñ êîòîðûì çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ DistNP-ïîëíîé. Îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòàõ î èçâåñòíîé
ïðîáëåìå îá èçîìîðôèçìå NP-ïîëíûõ çàäà÷ [17], áûë ðàçðàáîòàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
P-âû÷èñëèìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ðÿäà èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ NP-
ïîëíûõ çàäà÷, ñ êîòîðûìè ïîñëåäíèå îêàçûâàþòñÿ DistNP-ïîëíûìè.

Îïðåäåëåíèå 9 [13]. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ L ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíî-ðàñøèðÿåìîé,
åñëè ñóùåñòâóþò ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ q è ðàñøèðÿþùàÿ ôóíêöèÿ S : 1∗×
B∗ 7→ B∗ òàêèå, ÷òî

1. S ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé.
2. Äëÿ ëþáîãî x è äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå S(1n, x) ∈ L ⇐⇒ x ∈ L.
3. Äëÿ ëþáîãî x è äëÿ ëþáîãî n òàêîãî, ÷òî n > |x| âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

|S(1n, x)| = q(n).
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Ôóíêöèÿ q íàçûâàåòñÿ ìåðîé ðàñòÿæåíèÿ ôóíêöèè S. Ïåðâûé àðãóìåíò S îïðå-
äåëÿåò âåëè÷èíó, íà êîòîðóþ ðàñòÿãèâàåòñÿ ñëîâî.

Îïðåäåëåíèå 10 [13]. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ L ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî-ðàñøèðÿåìîé,
åñëè ñóùåñòâóþò ðàñøèðÿþùàÿ ôóíêöèÿ E : B∗ × B∗ 7→ B∗ è äåêîäèðóþùàÿ ôóíê-
öèÿ D : N ×B∗ 7→ B∗ òàêèå, ÷òî

1. Ôóíêöèè S è D ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûìè.
2. Äëÿ ëþáûõ x, p ∈ B∗ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå E(p, x) ∈ L ⇐⇒ x ∈ L.
3. Åñëè |x1| = |x2|, |p1| = |p2| è p1 ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòðîãî ìåíüøå p2, òîãäà

E(p1, x1) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòðîãî ìåíüøå E(p2, x2).
4. Åñëè |x1| = |x2| è |p1| = |p2|, òî |E(p1, x1)| = |E(p2, x2)| è åñëè |x1| < |x2| è

|p1| < |p2|, òî |E(p1, x1)| < |E(p2, x2)|.
5. Äëÿ ëþáûõ x, p ∈ B∗ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå D(|p|, E(p, x)) = p è D(k, w) � ïóñòîå

ñëîâî, åñëè íå ñóùåñòâóåò x è p òàêèõ, ÷òî |p| = k è E(p, x) = w.

Ïåðâûé àðãóìåíò ôóíêöèè D âûäåëÿåò òó ÷àñòü ñëîâà, êîòîðàÿ ðàñøèðÿåòñÿ.

Òåîðåìà 2 [13]. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ, êîòî-
ðàÿ ðåãóëÿðíî- è ìîíîòîííî-ðàñøèðÿåìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìîå âåðîÿò-
íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñ êîòîðûì L ÿâëÿåòñÿ DistNP-ïîëíîé çàäà÷åé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïîòåçà DistNP 6⊆ AvgP?
Ýòî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, èñïîëüçóåìûé äëÿ
ðåøåíèÿ ðàñïðåäåëèòåëüíîé çàäà÷è îá îñòàíîâå (K, µK) íå ìîæåò èìåòü ïîëèíîìè-
àëüíîé â ñðåäíåì îöåíêè îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ µK .

Òåîðåìà 3. Åñëè DistNP 6⊆ AvgP, òî íå ñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííûõ ýôôåê-
òèâíûõ ðåàëèçàöèé ìåòàýâðèñòèê â ñðåäíåì ñëó÷àå.

3. Íàïðàâëåíèå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé

Èçâåñòíî, ÷òî èç ãèïîòåçû DTime(2O(n)) 6= NTime(2O(n)) ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ P
6= NP, RP 6= NP è DistNP 6⊆ AvgP [2,6]. Ïîýòîìó òåîðåìû 1 è 3 ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 4. Åñëè DTime(2O(n)) 6= NTime(2O(n)), òî íåñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðî-
âàííûõ è âåðîÿòíîñòíûõ ýôôåêòèâíûõ ðåàëèçàöèé ìåòàýâðèñòèê â õóäøåì ñëó÷àå
è äåòåðìèíèðîâàííûõ ýôôåêòèâíûõ ðåàëèçàöèé ìåòàýâðèñòèê â ñðåäíåì ñëó÷àå.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàìêàìè ñóùåñòâóþùåé òåîðèè ñëîæ-
íîñòè, òî ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè ìåòàýâðèñòèê ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â êëàñ-
ñå âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû îòíîñèòåëüíî P-
âû÷èñëèìûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ýòà ÷àñòü òåîðèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñëàáî ðàçâèòà.
Òîëüêî áóäóùèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò äàòü íóæíûå àðãóìåíòû. Íî ñàì âûâîä äîñòà-
òî÷íî õîðîøî êîððåëèðóåò ñ èçâåñòíûìè ôàêòàìè î ìåòàýâðèñòèêàõ.

Åñëè îáðàòèòüñÿ ê îïèñàíèþ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìåòàýâðèñòèê, òî îáû÷íî ñðåäè
íèõ âûäåëÿþò íåäåòåðìèíèðîâàííîñòü [4]. Äàëåå ñóùåñòâóåò ïðàêòèêà îöåíêè ýô-
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ôåêòèâíîñòè ìåòàýâðèñòèê íà ìíîæåñòâå ñëó÷àéíûõ äàííûõ, êîòîðûå îáû÷íî ãå-
íåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ P-âû÷èñëèìûì
ðàñïðåäåëåíèåì. À ýòî óæå áëèçêî ê èäåå îöåíêè òðóäî¼ìêîñòè âåðîÿòíîñòíîãî àëãî-
ðèòìà îòíîñèòåëüíî P-âû÷èñëèìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêæå ñàìà èäåÿ èñïîëüçîâàòü
â òåñòàõ ðàâíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåëèðóåò ñ èññëåäîâàíèÿìè òåîðèè ñëîæ-
íîñòè. Â îäíîé èç ðàííèõ ðàáîò ïî òåîðèè ñðåäíåãî ñëó÷àÿ îòìå÷àëîñü, ÷òî ñàìûé
ëó÷øèé ñïîñîá ïîðîæäàòü "òðóäíûå"âõîäû çàäà÷ èç êëàññà NP ýòî èñïîëüçîâàòü
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå [11]. Êîñâåííî ýòî òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ òåîðåìîé 2,
òàê êàê ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå â íåé âîçíèêàþò î÷åíü áëèçêè ê ðàâíîìåðíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ [13].

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà íåêîòîðûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâà-
íèè ìåòàýâðèñòèê, áåç ó÷¼òà êîòîðûõ íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåî-
ðèþ. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íîñÿò àñèìï-
òîòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â òîæå âðåìÿ îñíîâíîå íàçíà÷åíèå ìåòàýâðèñòèê � ðåøåíèå
çàäà÷ äëÿ âõîäîâ îãðàíè÷åííîé äëèíû. Ò.å. íåîáõîäèìî ñîçäàíèå òåîðèé õóäøåãî
è ñðåäíåãî ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ ñëîæíîñòü çàäà÷ îöåíèâàåòñÿ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå
âõîäîâ.

Â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé è òåîðåòè÷åñêèõ, è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óïîðíî èã-
íîðèðóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìåòàýâðèñòèêè ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ïðîãðàìì, êîòîðûå
âûïîëíÿþòñÿ êîìïüþòåðàìè. Ýòî ñóùåñòâåííî ïðè îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè ëþáûõ
àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ ÷èñëà, òàê êàê ÷èñëà â
êîìïüþòåðå íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ L áèòîâîé òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë [16]. Â ýòîé ìî-
äåëè ÷èñëà èìåþò âèä a2t, ãäå a è t öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, a < 2L. Èç [16]
ñëåäóåò, ÷òî íåñêîëüêî èçâåñòíûõ NP-òðóäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïîëèíîìè-
àëüíî ðàçðåøèìû, åñëè ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà ñ L áèòîâîé òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ,
ãäå L � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ êîíñòàíòà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìà íîâàÿ ìîäåëü ïîëèíîìè-
àëüíîé âû÷èñëèìîñòè, ó÷èòûâàþùàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00075.
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ТРУДНО РЕШАЕМЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ   ГИПЕРСЕТЕЙ 

В. К. Попков 
 
Разнообразие задач и их сложность в теории гиперсетей объясняется, собственно 

говоря, одним обстоятельством — большими изобразительными возможностями этой тео-
рии для описания систем сетевой структуры. Даже такая простая по формулировке задача 
(Поиск простой s, t–цепи в гиперсети), является NP–полной. В докладе рассматриваются 
задачи представляющие не только академический интерес, но и имеющие большое прак-
тическое значение. 

      1.  Основные определения 
В первом разделе доклада рассматриваются  основные понятия и определения тео-

рии гиперсетей. Приведены важные подклассы базовой структуры, названной «абстракт-
ной гиперсетью» [1]. 

 1.1. Абстрактные гиперсети 

Абстрактную гиперсеть можно определить шестеркой AS = (X, V, R; P, F, W), со-
стоящей из следующих объектов: 

X = (x1, x2,..., xn) — множество вершин; 
V = (v1, v2, ..., vg) — множество ветвей; 
R = (r1, r2, ..., rm) — множество ребер; 
P : V → 2X — отображение, сопоставляющее каждому элементу v∈V множество 

P(v) ⊆ X его вершин. Тем самым отображение определяет гиперграф PS = (X,V; P); 
F : R → V

PS2  отображение, сопоставляющее каждому элементу r∈R множество F(r) 
⊆ V его ветвей. Отображение F определяет гиперграф FS = (V, R; F). Если семейство под-
множеств ветвей V

PS2  содержит только такие подмножества, ветви которых составляют 
связную часть гиперграфа PS, то такую абстрактную гиперсеть назовем  непрерывной. В 
дальнейшем будем рассматривать именно такие гиперсети, опуская этот термин. 

∀r∈R  W : r → 2P(F(r)) отображение, сопоставляющее каждому элементу r∈R  под-
множество W(r) ⊆ P(F(r)) его вершин, где P(F(r)) — множество вершин в PS, инцидент-
ных ветвям F(r) ⊆ V. Таким образом, отображение W определяет гиперграф WS = (X, R; 
W). 

Гиперграф PS назовем первичной сетью гиперсети AS, а гиперграф WS — вторич-
ной сетью гиперсети AS. 

Если это не будет вызывать недоразумений, то гиперсеть будем обозначать AS = (X, 
V, R), то есть, указывая явно только множество элементов гиперсети. Определим также 
обратные отображения: 

P–1(x) = {v: x∈P(v)};    F–1(v) = {r: v∈F(r)};    W–1(x) = {r: x∈W(r)}; 
 Рассмотрим одно важное обобщение абстрактных гиперсетей, а затем перейдем к 

описанию некоторых основных понятий и терминов. 
Пусть заданы гиперграфы PS = (X, V; P) ≡ WS0 = (X, R0, W0), WS1 = (Y1, R1; W1), ... , 

WSk  = (Yk, Rk; Wk), тогда последовательность отображений 
PSWSWSWS kk

kki ⎯→⎯⎯⎯ →⎯⎯→⎯ −
−

1
1

1
1  ... :}{ ΦΦΦΦ  
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определяет иерархическую абстрактную k–гиперсеть AS = (PS, WS1, ..., WSk; Φ1, ..., Φk), 
если Yk ⊆ Yk–1 ⊆ ... Y1 ⊆ X и ∀i∈ ( , )1 k ∀ri ∈Ri ∃{ri–1} ⊆ Ri–1, Wi(r

i) ⊆ Wi–1({ri–1}) &{ri–1} об-

разует связную часть в гиперграфе Wi–1. Таким образом, имеем последовательность вкла-
дываемых друг в друга гиперграфов WSi. Иногда k–гиперсеть будет обозначаться (X,V, R1, 
..., Rk; F1, F2, ..., Fk) или (X, V, R1, ..., Rk). 

Нетрудно заметить, что отображения P, F, W являются отношениями инциденции в 
соответствующих гиперграфах PS, FS, WS и, следовательно, они определяют инцидент-
ность элементов в абстрактной гиперсети AS.   

 Важными понятиями являются отношения слабой инциденции элементов абст-
рактной гиперсети. А именно, два элемента из различных множеств слабо инцидентны, 
если найдется элемент из третьего множества, инцидентный им обоим. Например, верши-
на x∈X слабо инцидентна ребру r∈R, если и только если существует элемент v∈V, такой 
что x∈P(v) и v∈F(r), то есть x∈P(F(r)). Ясно, что слабо инцидентные элементы могут быть 
также инцидентными. Обратно неверно. 

Таким образом, для элементов абстрактных гиперсетей можно определить шесть 
понятий их смежности. Действительно, по аналогии с графами и гиперграфами два эле-
мента из одного множества смежны тогда и только тогда, когда найдется элемент из дру-
гого множества, инцидентный им обоим. Но так как в абстрактных гиперсетях для эле-
мента из любого множества могут быть найдены инцидентные элементы из двух различ-
ных множеств, то соответственно имеем два понятия смежности. Например, вершины x1 и 
x2 из X V–смежны, если ∃v∈V x1∈P(v) и x2∈P(v), и эти вершины r–смежны, если ∃r∈R 
x1∈W(r) и x2∈W(r). Аналогичным образом определяется смежность других элементов AS. 

Степень элементов AS также определяется двояко, то есть вычисляется на соответ-
ствующих гиперграфах PS, FS и WS. 

1.2. Гиперсети 

Абстрактная гиперсеть S = (X, V, R; P, F, W) называется гиперсетью, если  
∀v∈V ⏐P(v)⏐= 2, 
∀r∈R⏐W(r)⏐= 2, 
∀r∈R множество F(r) ⊆ V составляет маршрут в графе PS = (X, V). 
Таким образом, первичная PS и вторичная сети WS гиперсети S являются графами, 

а F отображает ребра WS = (X, R) в маршруты графа PS = (X, V). 
Так как множество F(r) является маршрутом, то отображение F единственным об-

разом определяет отображение W. Действительно, концевые вершины маршрута F(r) яв-
ляются одновременно концами ребра r, то есть гиперсеть S можно задать пятеркой (X, V, 
R; P, F). 

Две гиперсети S = (X, V, R) и S′ = (X′, V′, R′ ) называются изоморфными, если между 
их вершинами, ребрами и ветвями можно установить взаимное однозначное соответствие 
X ↔ X′, V ↔ V′, R ↔ R′ сохраняющее отображение P и F, и эквивалентными, если сохра-
няются отображения P и W. Две гиперсети S и S′ равносильны, если можно установить 
взаимно–однозначное соответствие X ↔ X′, R ↔ R′, сохраняющее отображение W. Отно-
шение равносильности несколько сильнее, чем отношение изоморфизма для вторичных 
сетей, так как множества вершин в первичных сетях PS и PS′  могут быть различными. 
Две гиперсети равнозначные, если можно установить взаимно–однозначное соответствие 
X ↔ X′, V ↔ V′,  сохраняющее отображение P. 
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2. Задачи теории гиперсетей 
2.1. Задача поиска кратчайшего циклического маршрута в гиперсетях. 

Наибольший интерес, с точки зрения синтеза кольцевых сетей связи на этапе або-
нентского доступа, представляет следующая задача: 

Пусть задана первичная сеть PS = (X, V) гиперсети AS. Заданы  места расположения 
станций (узлов) вторичной сети необходимые объединить в кольца (в частном случае та-
кое кольцо вторичной сети может быть уже заданным), заданы веса (стоимости) S(Vi) и 
длины L(Vi) ветвей первичной сети PS, удельная стоимость любого ребра. 

Требуется найти циклическую структуру вторичной сети WS = (X, R) и её реализа-
цию в PS = (X, V) такую, чтобы 

∑∑
≡∈−∈

→+
)},({}{1

min )()(
yxRir

i

jrFiv
i crlvS

µ
, 

(1) 

где {µ(x, y)}— множество маршрутов в первичной сети соединяющих пары x, y в WS. Ка-
ждому маршруту µi сопоставляется ребро ri  вторичной сети, и длина l(ri) будет ровна 
сумме длин ветвей входящих в данный маршрут. Очевидно, что даже при заданной струк-
туре WS, найти значение (1) — не простая задача.  

Также очевидно, что данная задача NP-полная и поэтому далее предлагается при-
ближенный алгоритм решения. 

2.2 Построение минимальных остовных частей гиперсетей с заданной  
связностью. 

Пусть задана К-связная гиперсеть S = (X, V, R), s(ri) и s(vi) — вес рёбер и ветвей со-
ответственно, таких что ∑

∈ )(:
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irFivir
irs . Требуется найти минимальную (по весу) остовную 

часть гиперсети с требуемой связностью P, Р < К. 
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Данная задача является обобщением для целого ряда задач поиска подсетей с за-
данными характеристиками и при различных исходных данных. В частности, здесь лежат 
задачи поиска различных деревьев в гиперсетях, кратчайшее остовное дерево, дерево 
Штейнера и др. 

2.3. Упаковки и покрытия  в   гиперсетях. 

Класс задач, рассмотренных здесь, достаточно хорошо изложен в литературе [3–5]. 
Однако в нашем случае имеются некоторые особенности связанные с тем, что в качестве 
объектов рассматриваются гиперсети. 

О    минимальном покрытиях в гиперсетях. 
Постановка задачи минимального покрытия вершин ребрами гиперсети. 
Пусть задана взвешенная  гиперсеть  AS = (X, V, R; P, F, W), в которой X = 

(x1,.….xn), V = (v1, v2,…, vm),  R = (r1, …, rn), V(ri) — вес ребра ri. 
 Требуется найти подмножество ребер R′ ⊂ R  такое, чтобы: 
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∀x∈ X,  I(x) ⊂ R′,  U
RrRir

i xrIrv
′∈′∈

=→∑ .)(   min,)(  

Здесь под I(x) понимается множество всех ребер инцидентных (или слабо инци-
дентных) вершине x, а I(r) — множество вершин инцидентных  (или слабо инцидентных) 
ребру r. Отсюда следует, что задача покрытия вершин ребрами в точности совпадает с 
аналогичной задачей  для графов. Задача поиска слабого покрытия вершин ребрами, как и 
в других случаях, имеет две модификации. Одна формулируется для полностью опреде-
ленной гиперсети, а вторая для  взаимно–однозначных гиперсетей. 

Очевидно, что простых гиперсетей можно сформулировать   не менее 18 задач  о 
покрытиях. Действительно,  каждый элемент гиперсети может быть покрыт элементом из  
двух других типов. Покрытие может быть простым или слабым. Причем исходная гипер-
сеть может быть полностью определена (задачи анализа) или  определена только первич-
ной и вторичной сетями, т.е. для класса взаимно–однозначных гиперсетей.  

О максимальных упаковках в гиперсерсетях 

Рассмотрим на примере вершин всевозможные задачи упаковок в гиперсетях. 
Подмножество вершин X называют V-упаковкой (R-упаковкой), если произвольные 

различные вершины из X не V-смежны (R-смежны). Максимальное число вершин в упа-
ковке гиперсети  определяется в задаче о максимальной упаковке. Как и в предыдущем 
случае, таких задач также может быть не менее 18-ти. Все задачи из этого раздела NP-
полные. 

2.4. Медианы в гиперсетях. 

 Пусть задана гиперсеть AS = (X, V, R; P, F, W), где Z(xi) — вес  вершины xi∈X, l(vj) 
— длина ветви vj ∈V, c(vj) — цена ветви vj. ∑

′⊂

=
)(

)()(
krFjV

jk vlrl  —длина ребра ri .  

Передаточной функцией вершины xi гиперсети АС назовем: 
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где {zi}— множество ребер гиперсети,  по которым прошли цепи mi от xi до всех вершин 
xj,  ∑= )(),( kji zlxxρ ,  zk∈µ(xi, xj), где µ(xi, xj) — цепь из вершин xi в вершины xj. 

Передаточным числом П(x0) для вершины x0 назовем наименьшее значение функ-
ции Π{(xi) | (xi, xj)} если реализация цепей µ(x0, xj)   такова, что 

Π ((xi), µ (xi, xj)) → min (2) 
Следовательно, от трассировки маршрутов в гиперсети АС из корня x0 зависит его 

передаточное число. Очевидно, что  
|,|)()(||)( PS

ixiWSi
PS

ocmiWS TxxTx +≤≤+ ΠΠΠ  

где )( iWS xΠ  — передаточное  число в графе WS =(X, R), PS
ocmT — минимальное остовное 

дерево в графе PS = (X,V), а  || PS
ocmT — вес этого дерева. || PS

ixT  — дерево (часть графа) в PS 

полученного после реализации минимального растущего дерева || WS
ixT  в графе PS. Если WS 

и PS совпадают, то |||| PS
ix

WS
ix TT = . 

 Из данных оценок легко следует идея алгоритма решения следующей задачи. 
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 Пусть задана взвешенная гиперсеть AS = (X, V, R, P, F, W), требуется найти верши-
ну x0 гиперсети AS такую, чтобы П(x0)-min Очевидно, что если WS не связан, то данная 
задача не имеет решения. 

 Вершину x0 гиперсети AS, для которой выполняется (2) назовем медианой гиперсе-
ти AS. 

2.5. Задачи синтеза оптимальных структур гиперсетей. 

Пусть, как и прежде, известны графы первичной сети PS = (X, V), вторичной сети 
WS = (Y, R). Обозначим 

ρ(vij) или ρPS(vij) — длина ветви vij ∈V; 
ρ(rij) или ρWS(rij) — длина ребра rij ∈R; 
∂(vij) — пропускная способность (емкость) ветви vij ∈V; 
∂(rij) — емкость ребра rij ∈R; 
ω(S) — вершинную связность гиперсети S. 

Требуется построить гиперсеть S = (PS, WS; Φ), для которой выполняются условия 
ω(S) ≥ k 

∀v∈V  )()( xr
r

∂≤∂∑
∈Φ

 

и которая минимизирует некоторый функционал ϕ(S) — стоимость гиперсети S. Относи-
тельно вида функционала ϕ(S) не формулируется никаких ограничений. 
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ÐÅØÅÍÈÅ ÁÎËÜØÈÕ ÇÀÄÀ× ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
ÍÀ ÌÍÎÃÎÏÐÎÖÅÑÑÎÐÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Ñ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ È ÎÁÙÅÉ ÏÀÌßÒÜÞ

Ë. Ä. Ïîïîâ, À. Â. Íåêðàñîâ

Â ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïîäõîäàõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåìàõ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ îïåðàöèè ïîëîæèòåëüíîé ñðåçêè âåêòîðîâ è
êîíñòðóêöèè, îñíîâàííûå íà îáû÷íûõ èëè ðàñøèðåííûõ øòðàôíûõ ôóíêöèÿõ, â
ñîñòàâ êîòîðûõ ýòè îïåðàöèè âõîäÿò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì. Ïðîñòåéøèì ïðèìå-
ðîì òàêèõ êîíñòðóêöèé ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè F (x) =
1
2 ||(Ax−b)+||2, ïîñòàâëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèå (íå îáÿçàòåëüíî ñîâìåñòíîé) ñèñòåìå ëè-
íåéíûõ íåðàâåíñòâ Ax ≤ b, ãäå Am×n � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ìàòðèöà, b = (b1, . . . , bm)
� âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé è x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð åå íåèçâåñòíûõ. Çäåñü è äàëåå
èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå x+ = max(0, x) äëÿ ÷èñëà x è p+ = (p+

1 , . . . , p+
n ) äëÿ âåêòîðà

p = (p1, . . . , pn).
Ôóíêöèÿ êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè ëåæèò â îñíîâå ìíîãèõ ìåòîäîâ ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ [1�9]. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, êëàññè÷åñêèé ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé (ñ
äîáàâëåíèåì ê îáû÷íîé êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêå äîïîëíèòåëüíîãî ëèíåéíîãî ñëàãàåìî-
ãî), ìåòîä ôåéåðîâñêèõ ïðèáëèæåíèé (ïðè ïåðåõîäå îò çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ê ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ), ìåòîä ìîäèôèöèðî-
âàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà (ñî ñäâèãîì âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû íà âåêòîð
äâîéñòâåííûõ îöåíîê), ìåòîä íàãðóæåííîãî ôóíêöèîíàëà (ñ äîáàâëåíèåì ê ñèñòåìå
îãðàíè÷åíèé çàäà÷è åùå îäíîãî íåðàâåíñòâà-îãðàíè÷åíèÿ ñ ïåðåìåííîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ, ëèìèòèðóþùåãî èñêîìîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè) è äðóãèå. Â òîé èëè èíîé
ñâîåé ÷àñòè âñå îíè íóæäàþòñÿ â áëîêå áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè îáû÷íîé
èëè ðàñøèðåííîé êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè, ëèáî â áëîêå åå ìèíèìèçàöèè ïðè íàëè÷èè
îãðàíè÷åíèé ïðîñòåéøåãî âèäà.

Ôóíêöèÿ êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè F (x) äèôôåðåíöèðóåìà, à åå ãðàäèåíò óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Âìåñòå ñ òåì åå ãåññèàí, ò. å. ìàòðèöà åå âòîðûõ ïðî-
èçâîäíûõ H(x) = (∂2F/∂xi∂xj)n×n ðàçðûâíà, ÷òî íå ïîçâîëÿåò â ïðÿìîì âèäå ïðè-
ìåíÿòü ê íåé ìåòîäû ìèíèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Òåì íå ìåíåå íåäàâíèå ðàáîòû
Î.Ìàíãàñàðüÿíà è Ð.Êàíçîó [10, 11] ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ äëÿ ýòèõ
öåëåé åå êâàäðàòè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé âèäà

F̂ (x, x0) =
1

2
(Ax− b)T D0(Ax− b) +

δ

2
||x− x0||2,

ãäå x0 � òî÷êà, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ïðîèñõîäèò àïïðîêñèìàöèÿ, δ > 0 � ïàðàìåòð
ðåãóëÿðèçàöèè, D0 � äèàãîíàëüíàÿ m×m-ìàòðèöà çíàêîâ íåâÿçîê ñèñòåìû Ax ≤ b
â òî÷êå x0, ò. å. òàêàÿ ìàòðèöà, i-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí 1, åñëè i-å
íåðàâåíñòâî ýòîé ñèñòåìû íàðóøàåòñÿ â òî÷êå x0, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Î÷åðåä-
íîé øàã ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè F (x) ñîñòîèò â ïåðåñ÷åòå òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ ïî
êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå xk+1 = xk + αk∆xk ñ èñïîëüçîâàíèåì íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà

∆xk = −(
AT DkA + δE

)−1∇F (xk) = x̂k − xk,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ m×m-ìàòðèöà, Dk � äèàãîíàëüíàÿ m×m-ìàòðèöà çíàêîâ íåâÿ-
çîê ñèñòåìû Ax ≤ b â òî÷êå xk, x̂k � òî÷êà ìèíèìóìà ãëàäêîé ôóíêöèè F̂ (·, xk) ïî

Пленарные доклады

74



ïåðâîìó àðãóìåíòó, âåëè÷èíà øàãà αk ëèáî ïîñòîÿííà (ðàâíà 1), ëèáî ëåæèò â èíòåð-
âàëå (0, 1) è â õîäå âû÷èñëåíèé äðîáèòñÿ â äóõå Àðìèéî, ëèáî îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì
äëÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ ëèíåéíûì ïîèñêîì (çàìåòèì, ÷òî ∇F (xk) = ∇1F̂ (xk, xk)).

Âïðî÷åì, ïðè îïðåäåëåíèè íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà ìîæíî îáîéòèñü è áåç ÿâíîãî âû-
÷èñëåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî îáðàùåíèÿ ìàòðèöû H(xk) = AT DkA+δE. Ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé H(xk)∆x = −∇F (xk), êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò èñêîìîå íàïðàâëåíèå
∆xk, ìîæíî ðåøèòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ãäå äîñòàòî÷íî
óìåòü íàõîäèòü ïðîèçâåäåíèå îáðàùàåìîé ìàòðèöû íà ñåðèþ ïðîìåæóòî÷íûõ âåê-
òîðîâ. Äëÿ ýòèõ öåëåé ìîæíî âïîëíå îãðàíè÷èòüñÿ òåì ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì ìàòðèöû H(xk), êîòîðîå íàì äîñòóïíî. Áîëåå òîãî, äëÿ ðàçðåæåííûõ
ìàòðèö, ò. å. ìàòðèö, áîëüøàÿ ÷àñòü ýëåìåíòîâ êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, òàêîé ïîäõîä
ìîæåò îêàçàòüñÿ äàæå ìåíåå çàòðàòíûì â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè.

Íåñìîòðÿ íà ñäåëàííîå çàìå÷àíèå î ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ðàçðåæåí-
íûõ ìàòðèöàõ, íàèáîëüøèé óñïåõ ìåòîäîâ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè âñå æå ñâÿ-
çûâàþò ñ òåì, íàñêîëüêî ýôôåêòèâíî ñðàáàòûâàþò êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ëèíåéíîé
àëãåáðû ïðè âû÷èñëåíèè è ôàêòîðèçàöèè îáîáùåííîé ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîä-
íûõ H = AT DA + δE (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [12�15]). Â ýòîì îòíîøåíèè îñîáåííûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðàçðåæåííûå ìàòðèöû, èìåþùèå ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ñâîèõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ è ñîõðàíÿþùèå ýòó ñòðóêòóðó öåëèêîì èëè
÷àñòè÷íî ïðè ñâîåì ïðåîáðàçîâàíèè â ìàòðèöó H. Â êà÷åñòâå èëëþñòðèðóþùåãî ïðè-
ìåðà ðàññìîòðèì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ âåðòèêàëüíûì îêàéìëåíèåì

A =




A11 A1,n

A22 A2,n

. . . ...
An−1,n−1 An−1,n


 .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà H òàêæå èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ
ñòðóêòóðó (ïðàâäà, óæå ñ äâîéíûì îêàéìëåíèåì)

H =




H11 H1,n

H22 H2,n

. . . ...
Hn−1,n−1 Hn−1,n

Hn,1 Hn,2 . . . Hn,n−1 Hn,n




,

ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè åå ôàêòîðèçàöèè ïî Õîëåöêîìó. Áîëåå òîãî, ôàê-
òîðèçàöèÿ âñåé ìàòðèöû â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîé ôàêòîðèçàöèè
åå äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ [15], ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ íåñîïîñòàâèìà ñ ðàçìåðíîñòüþ
âñåé ìàòðèöû. Ïðî÷èå áëîêè ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû ïîëó÷àþòñÿ èç èñõîäíûõ è
ôàêòîðèçîâàííûõ äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ïðîñòûìè îïåðàöèÿìè.

Â ïðîòèâîâåñ ïðåäûäóùåìó ðàññìîòðèì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ ãîðè-
çîíòàëüíûì îêàéìëåíèåì

A =




A11

A22

. . .
An−1,n−1

An,1 An,2 . . . An,n−1




.
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Äëÿ íåå ìàòðèöà H = AT DA+δE, ñêîðåå âñåãî, îêàæåòñÿ ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà íåíó-
ëåâûìè ýëåìåíòàìè, ò. å. ïîòåðÿåò âàæíîå äëÿ íàñ ñâîéñòâî ðàçðåæåííîñòè. Íàïðî-
òèâ, ìàòðèöà âèäà H̄ = AD̄T AT + δE, â êîòîðîé îñíîâíûå ìíîæèòåëè ïåðåñòàâëåíû
ìåñòàìè, î÷åâèäíî ñîõðàíÿåò ðàçðåæåííóþ ñòðóêòóðó èñõîäíîãî îáðàçöà. Íàçîâåì
ýòó ôîðìó ãåññèàíà (âîîáùå ãîâîðÿ íåêîòîðîé äðóãîé øòðàôíîé ôóíêöèè) äâîé-
ñòâåííîé ê ôîðìå H = AT DA + δE.

Î÷åâèäíî, ñòðóêòóðà ïåðâîé ìàòðèöû ïåðåõîäèò â ñòðóêòóðó âòîðîé ìàòðèöû
ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïîñëåäíåé. Ýòî íàòàëêèâàåò íàñ íà ïðîñòóþ èäåþ çàìåíû
èñõîäíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷åé è íàîáîðîò ñ
òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíóþ ñòðóêòóðó ðàñïîëîæåíèÿ íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû åå îãðàíè÷åíèé. Âïðî÷åì, ýòî íå åäèíñòâåííûé ïðèåì,
ïîçâîëÿþùèé äîñòè÷ü ïîñòàâëåííûõ âûøå öåëåé, à èìåííî � îáåñïå÷èòü óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîãî ìàòðè÷íîãî àïïàðàòà è ìíîãîïðîöåññîðíîé
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè áûëî áû ýôôåêòèâíî.

Äîêëàä îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå îáñóæäàþòñÿ âàðèàíòû êâàä-
ðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè. Çàòåì îïèñûâàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå àëãîðèòìû è âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû, â òîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûå, ïðåäíà-
çíà÷åííûå äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ôîðìàòà ñ äâó-
ñòîðîííèìè ãðàíèöàìè íà ïåðåìåííûå. Ïðè ýòîì, îðèåíòèðóÿñü íà áëî÷íî-äèàãî-
íàëüíûå ìàòðèöû ñ ãîðèçîíòàëüíûì îêàéìëåíèåì, êàê íàèáîëåå õàðàêòåðíûå äëÿ
ïðÿìûõ çàäà÷, áóäåò äåëàòüñÿ óïîð íà àëãîðèòìû, â êîòîðûõ îñíîâíîå ÿäðî âû÷èñ-
ëåíèé ñîñòîèò â ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö òèïà H = ADAT , õîòÿ ïðîòèâîïîëîæíûé
òèï H = AT DA òàêæå áóäåò ðàññìîòðåí. Ïîñëåäóþùåå îáñóæäåíèå ñâÿçàíî ñ àíà-
ëîãè÷íûìè àëãîðèòìàìè è âû÷èñëèòåëüíûìè ñõåìàìè äëÿ ñòàíäàðòíîãî ôîðìàòà
çàïèñè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êðîìå òîãî îáñóæäàþòñÿ áëèçêèå ñõå-
ìû äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â
ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ïî âñåì àëãîðèòìàì ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â çàêëþ÷åíèå äåëàåòñÿ ïîïûòêà âûðàáîòàòü íåêîòîðûå îáùèå
âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè ïî òåìå äîêëàäà.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì àâòîðñêèé âàðèàíò êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà íà-
ãðóæåííîãî ôóíêöèîíàëà â ïðèìåíåíèè ê êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ñòðóêòóðîé îãðàíè÷åíèé âèäà

min (c, x) : Bixi = bi (i = 1, . . . , r), Ax = b0, x = [x1, . . . , xr] ≥ 0.

Çäåñü ðàçáèåíèå âåêòîðà íåèçâåñòíûõ íà ïîäâåêòîðû èíèöèèðóåò ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàçáèåíèå íà áëîêè âåêòîðà c = [c1, . . . , cr] è ìàòðèöû A = [A1, . . . , Ar], ãäå ci ∈ Rni ,
Bi è Ai � mi × ni- è m0 × ni-ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî, m =

∑r
i=0 mi, n =

∑r
i=1 ni.

Îãðàíè÷åíèÿ Ax = b0 íàçîâåì ñâÿçûâàþùèìè.
Ñîîòíåñåì ñ âûïèñàííîé çàäà÷åé øòðàôíóþ ôóíêöèþ

Φ(x) =
1

2

r∑
i=1

(||Bixi − bi||2 + ||x−i ||2)

è ðàññìîòðèì äâóõóðîâíåâûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
{

xk ∈ Arg min{Φ(x) : Ax = b0, (c, x) = γk },
γk+1 = γk + 2λ−1

k Φ(xk), k = 0, 1, 2, . . . .
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Çäåñü íà êàæäîì øàãå âíà÷àëå èùåòñÿ ìèíèìóì øòðàôíîé ôóíêöèè ïðè ñâÿçûâà-
þùèõ îãðàíè÷åíèÿõ è åäèíñòâåííîì äîïîëíèòåëüíîì ëèíåéíîì îãðàíè÷åíèè íà çíà-
÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, à çàòåì ýòî çíà÷åíèå óòî÷íÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà λk (λk > 0). Äëÿ çàïóñêà ïðîöåññà íåîáõîäèìî çíàòü
íèæíþþ ãðàíèöó îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è γ0. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ òî÷íî, ìåòîä ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, ò. å. ïðè íåêîòîðîì
K èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå âåêòîðà xK â îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïðÿìîé çàäà÷è.

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Φ(x), îðãàíèçóåì ñòàíäàðòíûé âíóòðåííèé èòåðàöè-
îííûé ïðîöåññ âèäà xs+1 = xs + αs∆xs (s = 0, 1, . . . ), ãäå αs = 1 (äëÿ ïîâûøåíèÿ
íàäåæíîñòè ìîæíî ïîäêëþ÷àòü ïðîöåäóðó äðîáëåíèÿ øàãîâîãî ïàðàìåòðà ïî Àð-
ìèéî èëè ëèíåéíûé ïîèñê), à íàïðàâëåíèå êîððåêòèðîâêè òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ∆xs = x̂s − xs. Âåêòîð x̂s ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó ìèíèìóìà
ãëàäêîé ôóíêöèè

Φ̂(x, xs) =
1

2

r∑
i=1

(||Bixi − bi||2 + xT
i D(i)

s xi

)
+

δ

2
||x− xs||2

ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ-ðàâåíñòâàõ Ax = b0, (c, x) = γk è ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
èç êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû ÊÊÒ-óñëîâèé





(BT
i Bi + D

(i)
s + δEni×ni

) x̂s
i + AT

i ŷ + λsc = BT
i bi + δxs

i (i = 1, . . . , r),

A1 x̂s
1 + . . . + Ar x̂s

r = b0,

(c1, x̂s
1) + · · ·+ (cr, x̂s

r) = γk,

ãäå D
(i)
s = diag( sign((−xs

i )
+
1 ), . . . , sign((−xs

i )
−
ni

+) ), E � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàçìåðîâ, λs � óæå óïîìèíàâøèéñÿ ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, δ > 0 � ìà-
ëûé ïàðàìåòð (ìîæåò íå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ). Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû
èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä ñ ñèììåòðè÷íûì ãîðèçîíòàëüíûì è âåðòèêàëüíûì
îêàéìëåíèåì. Ïðèìåíÿÿ ìàòðè÷íûé âàðèàíò ìåòîäà Ãàóññà, ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå. Ôîðìóëû ðåøåíèÿ âûïèñàííîé ÊÊÒ-ñèñòåìû èìåþò âèä

ŷ = H−1
0

[ r∑
i=1

AiH
−1
i

(
pi − λ̂sci

)
− b0

]
, x̂s

i = H−1
i (pi − AT

i ŷ − λ̂sci), i = 1, . . . , r,

ãäå H0 =
r∑

i=1

AiH
−1
i AT

i , Hi = BT
i Bi + D

(i)
s + δEni×ni

, pi = BT
i bi + δxs

i , i = 1, . . . , r,

λ̂s =

γk + (
r∑

i=1

cT
i H−1

i AT
i )H−1

0 (
r∑

i=1

AiH
−1
i pi − b0)−

r∑
i=1

cT
i H−1

i pi

(
r∑

i=1

cT
i H−1

i AT
i )H−1

0 (
r∑

i=1

AiH
−1
i ci)−

r∑
i=1

cT
i H−1

i ci

.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â îáðàùåíèè r
ìàòðèö Hi ðàçìåðà ni×ni è îäíîé ìàòðèöû H0 ðàçìåðà m0×m0, ïðè÷åì îáðàùåíèå
ìàòðèö Hi, i = 1, . . . , r, ìîæíî âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî.

Áîëåå ïîäðîáíî òåìà îñâåùåíà â ðàáîòå àâòîðà [16].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ïðîåêò 07-01-00399.
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ÍÅÂÛÏÓÊËÛÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ È ÈÅÐÀÐÕÈß ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
À. Ñ. Ñòðåêàëîâñêèé

Êàê èçâåñòíî [1], èåðàðõè÷íîñòü óïðàâëåíèÿ âûçâàíà íåâîçìîæíîñòüþ ñâîåâðå-
ìåííîé îáðàáîòêè áîëüøîãî îáúåìà ïîñòóïàþùåé îäíîâðåìåííî èíôîðìàöèè. Äåöåí-
òðàëèçàöèÿ æå óïðàâëåíèÿ â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê íåîïðåäåë¼ííîñòè, îáóñëîâ-
ëåííîé ñàìîñòîÿòåëüíûìè äåéñòâèÿìè ïîäñèñòåì. Àíàëèç ïîäîáíîãî ðîäà íåîïðåäå-
ë¼ííîñòè ïðèâîäèò ê íåâûïóêëûì ñòðóêòóðàì. Òàê, íàïðèìåð, èçâåñòíî [2], ÷òî ïîèñê
îïòèìèñòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ëèíåéíîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷å

〈c, x〉+ 〈d, y〉 ↑ max
(x,y)

,

x > 0, Ax + By 6 b,

y ∈ Y∗(x) , Sol(2),





(1)

〈c1, x〉+ 〈d1, y〉 ↑ max
y

,

y > 0, A1x + B1y 6 b1,

}
(2)

ñ ïðèìåíåíèåì ÊÊÒ-óñëîâèé èëè ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷è (2) ïðè-
âîäèò ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì
òèïà ðàâåíñòâà âèäà (îäèí èç âàðèàíòîâ)

〈d1 + vB1, y〉 − 〈v, b1 − A1x−B1y〉 = 0,
x, y, v > 0.

Ýòî îãðàíè÷åíèå î÷åâèäíî íåëèíåéíî, òî÷íåå áèëèíåéíî, è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ d.c.
ôóíêöèåé, ò.å. ïðåäñòàâèìî â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàêîé æå õàðàêòåð íîñèò èçâåñòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé äî-
ïîëíèòåëüíîñòè, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîèñêå òàêîãî x, ÷òî

x > 0, Mx + q > 0,
〈x,Mx + q〉 = 0.

}
(3)

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè (âîçìîæíî íåëèíåéíûå) òåñíûì
îáðàçîì ñâÿçàíû ñ äðóãèì ïîïóëÿðíûì îáúåêòîì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè � ñ âà-
ðèàöèîííûìè íåðàâåíñòâàìè, èìåþùèìè øèðîêîå ïðèëîæåíèå, íàïðèìåð, â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå, òåîðèè öåíîâîãî è òðàíñïîðòíîãî ðàâíîâåñèÿ è ò.ä.

Íàïîìíèì, â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ P : X → IRm, X ⊂ IRn, ðåøåíèå
âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñîñòîèò â ïîèñêå x∗ ∈ X, äëÿ êîòîðîãî

〈P (x∗), x− x∗〉 > 0 ∀x ∈ X. (4)

Ëåãêî âèäåòü ðàâíîñèëüíîñòü çàäà÷ (3) è (4) ïðè P (x) = Mx + q, X = IRm
+ . Òàêæå

ìîæíî ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ îáîáùåíèé (3) è (4).
Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ ñ íåëèíåéíûìè (â ÷àñòíîñòè ñ

áèëèíåéíûìè) îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà îáëàäàåò áîëüøèì ïðàêòè÷åñêèì âå-
ñîì (âûçûâàÿ ïðè ýòîì íå ìåíåå âåñîìûé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷è ñ íåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ,
êàê èçâåñòíî, åäâà ëè íå ñàìûìè òðóäíûìè êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê
è, ãëàâíîå, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷.
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Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî ÊÊÒ-óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è

f0 ↓ min, fi(x) = 0, i = 1, . . . , m, (5)

ãäå fi(x), i = 1, . . . , m, íåëèíåéíûå ôóíêöèè õàðàêòåðèçóþò ëèøü ñòàöèîíàðíûå
òî÷êè (ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

λ0∇f0(x∗) +
m∑

i=1

λi∇fi(x∗) = 0; (6)

λi ∈ IR, i = 1, . . . , m, λ0 > 0,
m∑

i=1

|λi| + λ0 > 0), êîòîðûõ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî
ìíîãî. Â ïðèêëàäíûõ æå çàäà÷àõ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ (1)-(2), (3) è (4) òðåáóåòñÿ
îòûñêàòü èìåííî ãëîáàëüíîå ðåøåíèå, äëÿ ïîèñêà êîòîðîãî óñëîâèå (6) ïðàêòè÷åñêè
íè÷åãî íå äàåò.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ äîìèíèðóåò ìíåíèå, ÷òî ïîäîáíûå çàäà÷è
ðåøàþòñÿ ìåòîäîì øòðàôîâ èëè ïóòåì ðåäóêöèè ê ñåðèè çàäà÷ (α →∞)

ϕα(x) = f0(x) + αΦ(x) ↓ min
x

(7)

ãäå Φ(x) = Φ0(f1(x), . . . , fm(x)) ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùåãî âèäà:

Φ1(x) =
m∑

i=1

γi|fi(x)|, Φ2(x) =
m∑

i=1

γi[fi(x)]2, Φp(x) =
m∑

i=1

γi[fi(x)]p, 1 < p < +∞.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåëèíåéíîñòè ôóíêöèé fi(x), i = 1, . . . , m ôóíê-
öèÿ Φ(x), à âìåñòå ñ íåé è ϕα íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè. Ïîýòîìó ïîèñê
èìåííî ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (7) (÷òî è òðåáóåòñÿ â ìåòîäå
øòðàôîâ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåîäîëèìóþ (äëÿ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ íåëèíåé-
íîé îïòèìèçàöèè) òðóäíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïîèñê ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(5) îêàçûâàåòñÿ íåîáîñíîâàííûì Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è ñ îäíèì d. c. îãðàíè÷åíèåì òèïà ðà-
âåíñòâà:

(P)
f(x) ↓ min, x ∈ S,

F (x) , g(x)− h(x) = 0,

}
(8)

ãäå f, g, h � âûïóêëûå ôóíêöèè, à S � âûïóêëîå ìíîæåñòâî èç IRn.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à (P)�(8) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èçâåñòíîé çàäà÷è

ñ d. c. îãðàíè÷åíèåì òèïà íåðàâåíñòâà:

f(x) ↓ min, x ∈ S,

F (x) , g(x)− h(x) > 0.

}
(9)

Äëÿ çàäà÷è (9) íàìè ïðåäëîæåíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà [6], óñëî-
âèÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè [4],[5], ðàçðàáîòàíà ñòðàòåãèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà è
äîêàçàíà åå ñõîäèìîñòü [3],[5]. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå òåîðèè ãëîáàëü-
íîãî ïîèñêà äëÿ (9) íà ñåðèè äîñòàòî÷íî òðóäíûõ çàäà÷.

Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòè ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (9) äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (8).
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Íà÷íåì ïðåæäå âñåãî ñ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å (P)�
(8) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

∃ v ∈ S : F (v) < 0, (10)

(H)
∀ y ∈ S : F (y) = 0 ò. å. g(y) = h(y), ∃ p = p(y) ∈ S :

h(p)− h(y) < 〈∇g(y), p− y〉.
}

(11)

òîãäà òàêæå êàê ýòî ñäåëàíî â [3],[4] ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îïòèìàëü-
íîñòè (ÓÎ).

Òåîðåìà 1 (äîñòàòî÷íîe óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè )[3],[4]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ (10) è (H)�(11). Òîãäà, åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

(E)

∀ (y, β) : g(y) = β, y ∈ S,
h(y) 6 β 6 sup(h, S),

h(x)− β > 〈∇g(y), x− y〉,
∀x ∈ S, f(x) 6 f(z);





(12)

òî òî÷êà z îêàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (P)�(8). #
Îäíàêî äëÿ íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (E)�(12) äëÿ çàäà÷è (P)�(8) íóæíî ïîòðåáî-

âàòü èíûõ ïðåäïîëîæåíèé, íåæåëè â çàäà÷å (9). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäïîëî-
æåíèå, êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåìî, êàê è (10):

∃v̂ ∈ S : f(v̂) < f(z), F (v̂) < 0. (13)

Òåîðåìà 2 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè). Ïóñòü â çàäà÷å (P)-(8) âûïîëíåíî
ïðåäïîëîæåíèå (13).

Òîãäà, åñëè z ∈ Sol(P), òî

(E1)
∀(y, β) : g(y) = β, y ∈ S,
h(y)− β > 〈∇g(y), x− y〉
∀x ∈ S, f(x) 6 f(z).



 (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (E1)-(14) íàðóøåíî, òî

∃(y, β) : g(y) = β, y ∈ S, ∃u ∈ S, f(u) 6 f(z),

h(u)− β < 〈∇g(y), u− y〉.
Òîãäà èç âûïóêëîñòè g(·) ñëåäóåò

0 < β − h(u) + g(u)− g(y) = F (u),

òàê ÷òî
u ∈ S, f(u) 6 f(z), F (u) > 0.

Â ñèëó (13), ∃λ ∈]0, 1[: F (x(λ)) = 0,

x(λ) = λu + (1− λ)v̂ ∈ S.

Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ âûïóêëîñòè f(·),
f(x(λ)) 6 λf(u) + (1− λ)f(v̂) < f(z),
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè z. #
Íà îñíîâå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (E)-(12) è (E1)-(14) äëÿ çàäà÷ (1)-(2) è (3) ðàç-

ðàáîòàíû ìåòîäû ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ðåøåíû
çàäà÷è äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíî êàê äëÿ
çàäà÷ ëèíåéíîé äîïîëíèòåëüíîñòè, òàê è äëÿ çàäà÷ äâóõóðîâíåâîãî óïðàâëåíèÿ (1)-
(2), è ïîçâîëÿþò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå îá ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà äëÿ
äàííûõ êëàññîâ çàäà÷.
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ÌÅÒÎÄÛ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ Ñ ÎÒÑÅ×ÅÍÈßÌÈ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Î. Â. Õàìèñîâ

Ìåòîäèêó, ïðåäëàãàåìóþ â äîêëàäå, ïîÿñíèì íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à F. Çàäàíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî X ⊂ Rn. Òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó x∗ ∈
X èëè óñòàíîâèòü, ÷òî X = ∅.

Ñäåëàåì îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîíêðåòèçèðóþùèå ïîñòàíîâêó çàäà÷è F. Âî-
ïåðâûõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X ïðåäñòàâèìî â âèäå

X = Π
⋂

D, (1)

Π = {x ∈ Rn : −∞ < xj ≤ xj ≤ xj < ∞, j = 1, . . . , n}, (2)

D = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m, hr(x) = 0, r = 1, . . . , l}. (3)

Âî-âòîðûõ, ôóíêöèè gi(x), i = 1, . . . , m è hr(x), r = 1, . . . , l óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùèì òðåáîâàíèÿì. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ gi(x) èìååò îïîðíóþ ôóíêöèþ-ìèíîðàíòó
ϕi(x, y), ϕi : Rn × Π → R òàêóþ, ÷òî

1. ϕi(x, y) íåïðåðûâíà è âîãíóòà ïî x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y;

2. gi(x) ≥ ϕi(x, y) ∀x ∈ X ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y;

3. gi(y) = ϕi(y, y) ∀y ∈ X.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ hr(x) èìååò îïîðíóþ ôóíêöèþ-ìàæîðàíòó ψ+
r (x, y), ψ+

r : Rn×Π →
R è îïîðíóþ ôóíêöèþ-ìèíîðàíòó ψ−r (x, y), ψ−r : Rn × Π → R òàêèå, ÷òî

1. ψ+
r (x, y) íåïðåðûâíà è âûïóêëà ïî x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y;

2. ψ−r (x, y) íåïðåðûâíà è âîãíóòà ïî x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y;

3. ψ−r (x, y) ≤ hr(x) ≤ ψ+
r (x, y) ∀x ∈ X ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y;

4. ψ−r (y, y) = hr(y) = ψ+
r (y, y) ∀y ∈ X.

Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äàííûõ òðåáîâàíèé ôóíêöèè gi(x) áóäóò ïîëóíå-
ïðåðûâíûìè ñíèçó, à ôóíêöèè hr(x) - íåïðåðûâíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî D
áóäåò çàìêíóòûì, ìíîæåñòâî X - êîìïàêòíûì. Êëàññ ôóíêöèé, èìåþùèõ îïîðíóþ
âîãíóòóþ ôóíêöèþ-ìèíîðàíòó, äîñòàòî÷íî øèðîê. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëèïøèöåâûå
ôóíêöèè, ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ðàçíîñòè äâóõ (ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó)
âûïóêëûõ ôóíêöèé (òàê íàçûâàåìûå d.c. ôóíêöèè1), ôóíêöèè èç êëàñîâ C1, C2.

Êîíñòðóêòèâíûå ïðàâèëà àâòîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ îïîðíûõ ôóíêöèé-
ìàæîðàíò è âîãíóòûõ îïîðíûõ ôóíêöèé ìèíîðàíò îïèñàíû â [1]. Â [2] ðàçðàáî-
òàí ÿçûê îïèñàíèÿ ìîäåëåé ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Åñëè
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (íå îáÿçàòåëüíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ) ïîëó÷åíà èç ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé (sin(x), cos(x), ex, ln(x),...) ïðè ïîìîùèé îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, äåëåíèÿ, óìíî-
æåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, âçÿòèÿ äèñêðåòíîãî ìàêñèìóìà è/èëè ìèíèìóìà è êîìïîçèöèè,

1Òåðìèí, ââåäåííûé âüåòíàìñêèì ìàòåìàòèêîì Õ. Òóåì.
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òî îïðåäåëåíèå îïîðíûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ñäåëàíî êîìïüòåðîì, ò.å. àâòîìàòè-
÷åñêè, ïîäîáíî òîìó, êàê êîìïüþòåð ìîæåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå àíàëèòè÷åñêè,
íàïðèìåð, â ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû MAPLE èëè ïðè ïîìîùè ñðåäñòâ àâòî-
ìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [3]. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ê çàäà÷àì íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàíåå ðàññìàòðèâàëñÿ â [6].

Ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ g(x, y) = sin(xy)+0.1(x− 1)2 +
0.2y2, ìíîæåñòâî X = Π = {x ∈ R2 : −3 ≤ xj ≤ 3, j = 1, 2} è îïîðíàÿ òî÷êà y = (0, 0).
Àâòîìàòè÷åñêè ïîñòðîåííàÿ îïîðíàÿ â òî÷êå y âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ-ìèíîðàíòà èìååò
âèä

ϕ(x, y) = min

(
0,−(x− y)2

2

)
+ 0.1− 0.2 x.

Ïðè ïîìîùè îãðàíè÷åíèé (2)-(3) ìîæíî îïðåäåëÿòü è äèñêðåòíûå ìíîæåñòâà.
Õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð íà ýòó òåìó ïðåäñòàâëÿåò çàäàíèå ìíîæåñòâ Π è D â âèäå

Π = ΠB = {x ∈ Rn : 0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, . . . , n},

D = DB = {x ∈ Rn : hB(x) = xT (x− e) = 0},
ãäå e = (1, . . . , 1)T . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî XB = ΠB ∩DB ñîñòîèò èç âåðøèí êóáà
ΠB. Åñëè ìíîæåñòâî D îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

D = DI = {x ∈ Rn : hI(x) =
n∑

j=1

| sin(πxj)| = 0},

òî âêëþ÷åíèå x ∈ DI ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ x ∈ Zn, â êîòîðîì ìíîæåñòâî Zn åñòü
ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå
DI = Zn.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà x äîëæíû ïðèíèìàòü íåêîòîðûå
ïðîèçâîëüíûå äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ

xj ∈ Zj = {zj1, . . . , zjkj
}, j = 1, . . . , n. (4)

Ðàññìîòðèì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ó÷åòà îãðàíè÷åíèé (4). Ââåäåì ôóíêöèè

ζj(xj) =

kj∏
s=1

(x− zjs).

Òîãäà óñëîâèå (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x ∈ DZ , ãäå

DZ = {x ∈ Rn : hZ(x) =
n∑

j=1

|ζj(xj)| = 0}.

Ôóíêöèÿ hB(x) âîãíóòà, à äëÿ ôóíêöèé hI(x) è hZ(x) íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå âîãíóòûå îïîðíûå ôóíêöèè.

Ìíîæåñòâî D â (3) ìîæíî îïðåäåëèòü è ñëåäóþùèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

D = {x ∈ Rn : F (x) ≤ 0},

F (x) = max{g1(x), . . . , gm(x), |h1(x)|, . . . , |hl(x)|}.
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Ôóíêöèÿ F (x) èìååò âîãíóòóþ îïîðíóþ ôóíêöèþ-ìèíîðàíòó ϕF (x, y). Ïóñòü x0 ∈ Π
- ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Åñëè F (x0) ≤ 0, òî x0 ∈ X è äîïóñòèìàÿ òî÷êà íàéäåíà. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå

x0 6∈ X (5)

è F (x0) > 0. Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ ϕF (x0, x0) = F (x0), òî

ϕF (x0, x0) > 0. (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ϕF (x, x0) ≤ F (x) ∀x ∈ X. Ïîýòîìó

ϕF (x, x0) ≤ 0 ∀x ∈ X. (7)

Èç (5)-(7) ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ϕF (x, x0) = 0 îòäåëÿåò èëè îòñåêàåò òî÷êó x0 îò
ìíîæåñòâà X. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííîå îòñå÷åíèå íåëèíåéíî è
èñïîëüçîâàòü åãî íàïðÿìóþ äîñòàòî÷íî òðóäíî. Îñíîâûâàÿñü íà ñòàíäàðòíîé òåõíè-
êå ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé â öåëî÷èñëåííîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ïîêàæåì êàê ìîæíî
ïîñòðîèòü ëèíåéíîå2 îòñå÷åíèå ñ ïîìîùüþ îïîðíîé ôóíêöèè ϕF (x, y).

Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà âåðøèíîé Π. Îïðåäåëèì ìíîæå-
ñòâî

U(x0) = {x ∈ Π : ϕF (x, x0) > 0},
íå ñîäåðæàùåå òî÷åê èç X. Ïóñòü C0 - êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå x0, îáðàçîâàííûé
àêòèâíûìè ãðàíÿìè Π. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð êîíóñà C0 ñ ïîâåðõíîñòüþ
ϕF (x, x0) = 0 è ïðîâåäåì ÷åðåç íèõ ïëîñêîñòü

(p0)T x = s0. (8)

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ è âûïóêëîñòè U(x0) ïëîñêîñòü (8) áóäåò îòñåêàþùåé, ò.å.

(p0)T x0 > s0 è (p0)T x ≤ s0 ∀x ∈ X.

Îïðåäåëèì ìíîãîãðàííèê

P 0 = {x ∈ Π : (p0)T x ≤ s0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî x0 6∈ P 0 è P 0 ⊃ X. Âûáðàâ íîâóþ (íåâûðîæäåííóþ) âåðøèíó x1 ∈ P 0

è ïîâòîðèâ ïðîöåäóðó îòñå÷åíèÿ äëÿ x1, ïîëó÷èì ìíîãîðàííèê P 1 òàêîé, ÷òî

P 0 ⊃ P 1 ⊃ X.

Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ïðîöåäóðû îòñå÷åíèÿ ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîãîãðàííèêîâ

P 0 ⊃ P 1 ⊃ . . . P k ⊃ X

è òî÷åê xk, k = 0, 1, . . . , k. Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû êîíêðåòèçàöèè
ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìû, ïðè êîòîðûõ ëèáî P k = ∅ ïðè íåêîòîðîì k, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ñëó÷àþ X = ∅, ëèáî limk→∞ xk = x∗ ∈ X.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ îòñå÷åíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ìàëîýôôåêòèâíûìè,
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò îòñåêàåìîé òî÷êè äî îòñåêàþùåé ïëîñêîñòè ìîæåò

2Ò.å. îòñå÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ïëîñêîñòüþ.
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îêàçàòüñÿ ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ òåêóùèé êîíóñ Ck

ðàçáèòü íà íåñêîëüêî êîíóñîâ Cki òàê, ÷òîáû

Ck =
⋃
i

Cki è int(Ckj)
⋂

int(Cki) = ∅ ïðè i 6= j.

Ïðèíöèï êîìáèíèðîâàíèÿ âåòâëåíèé ñ îòñå÷åíèÿìè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîèçâî-
äèòü îòñå÷åíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îòñå÷åíèÿ íå ñòàíóò ìàëîýôôåêòèâíûìè, ïîñëå ÷åãî
ïðîèçâåñòè ðàçáèåíèå êîíóñà. Òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíîñòü îò-
ñå÷åíèé ïðè íå ñòîëü áûñòðîì ðîñòå ÷èñëà êîíóñîâ. Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ñõåìû ñ ðàçëè÷íûìè ïðàâèëàìè ðàçáèåíèÿ êîíóñîâ è óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
ïîëó÷èâøèõñÿ ìåòîäîâ âåòâëåíèé ñ îòñå÷åíèÿìè ê äîïóñòèìîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãëîáàëüíîé ìèíèìè-
çàöèè ôóíêöèè, èìåþùåé âîãíóòóþ îïîðíóþ ôóíêöèþ-ìèíîðàíòó, íà ìíîæåñòâå,
çàäàííîì óñëîâèÿìè (1)-(3). Èñïîëüçóåòñÿ âûøå ïðèâåäåííàÿ ìåòîäèêà. Ïðåäëàãàå-
ìûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà, ðàíåå ïðåäëîæåííîãî â [5]. Ïðèâîäÿòñÿ
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00465-à
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ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÀß È ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÀß ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÇÀÄÀ×
ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ, ÑÂßÇÀÍÍÛÕ Ñ ÏÐÎÁËÅÌÎÉ

ÊÎÌÈÒÅÒÍÎÉ ÎÒÄÅËÈÌÎÑÒÈ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ
Ì. Þ. Õà÷àé

Ââåäåíèå
Â ðàáîòàõ [1,2] ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è MASC

î ìèíèìàëüíîì àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂
Qn. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à NP -òðóäíà è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Apx
(åñëè P 6= NP ). Â ñîîáùåíèè ïðèâåäåíà îöåíêà ïîðîãà ýôôåêòèâíîé àïïðîêñèìè-
ðóåìîñòè çàäà÷è MASC. Îòäåëüíî èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
çàäà÷è ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàïðèìåð, ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè îñòàåòñÿ òðóä-
íîðåøàåìîé, äàæå áóäó÷è ñôîðìóëèðîâàííîé íà ïëîñêîñòè (ò.å. â íàèáîëåå ïðîñòîì
íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå). Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò èç ïîëèíîìèàëüíîé
ñâîäèìîñòè ê çàäà÷å î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè èçâåñòíîé çàäà÷è PC î ïîêðûòèè
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïðÿìûìè, òðóäíîðåøàåìîñòü êîòîðîé èç-
âåñòíà [3]. Ìåòîäèêà ñâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäèêè, îïèñàííîé â [4], èñ-
ïîëüçîâàâøåéñÿ â ýòîé ðàáîòå äëÿ îáîñíîâàíèÿ òðóäíîðåøàåìîñòè çàäà÷è î êóñî÷íî-
ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè.

Ïîñòàíîâêà è îöåíêà ïîðîãà àïïðîêñèìèðóåìîñòè çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì
àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Q = (f1, . . . , fq), fi(x) =
αT

i x − βi íàçûâàåòñÿ àôôèííûì êîìèòåòîì, ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâà A,B ⊂ Rn,
åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

|{i ∈ Nq | fi(a) > 0}| >
q

2
(a ∈ A),

|{i ∈ Nq | fi(b) < 0}| >
q

2
(b ∈ B).

×èñëî q íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (÷ëåíîâ) êîìèòåòà Q.

Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå (MASC).
Çàäàíû ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , am1} è B = {b1, . . . , bm2}, A, B ⊂ Qn. Òðåáóåòñÿ
óêàçàòü àôôèííûé êîìèòåò Q ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ðàçäåëÿþùèé ìíî-
æåñòâà A è B.

Òåîðåìà 1 ([2]). Çàäà÷à MASC NP-òðóäíà.

Çàäà÷à MASC îñòàåòñÿ NP -òðóäíîé ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè

A ∪B ⊂ {z ∈ {0, 1, 2}n : |z| ≤ 2}.

Òåîðåìà 2 ([2]). Çàäà÷à MASC íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Apx (ïðè óñëîâèè P 6= NP ).
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Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ïðåäûäóùåé òåîðåìû è óêàçûâàåò
íèæíèé ïîðîã ýôôåêòèâíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè çàäà÷è MASC.
Òåîðåìà 3. Åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

NP 6⊆ TIME(2poly(log n)),

òî äëÿ çàäà÷è MASC íå ñóùåñòâóåò ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà ñ òî÷íîñòüþ àï-
ïðîêñèìàöèè O(log log log m).

Çàäà÷à î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè
Îñòàíîâèìñÿ äàëåå íà ÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷è î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè, â êîòî-

ðîì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà. Èçâåñòíî [5], ÷òî ïðè n = 1 çàäà÷à î
ìèíèìàëüíîì àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Íèæå
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n = 2 (à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì
n > 1) îíà NP -òðóäíà.
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ L = {l1, . . . , ls}, lj = {x ∈ R2 | cT

j x = dj},
íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà P = {p1, . . . , pk} ⊂ R2, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè
p ∈ P íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ l = l(p) ∈ L òàêàÿ, ÷òî p ∈ l.

Âñþäó íèæå, åñëè ýòî ñïåöèàëüíî íå áóäåò îãîâîðåíî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ýëåìåíòû ìíîæåñòâ P, A è B, ðàâíî êàê è ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ïîêðûòèÿ è
ðàçäåëÿþùèå êîìèòåòû, ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíî-çíà÷íûìè âåêòîðàìè. Êàê îáû÷íî,
ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, ñôîðìóëèðîâàííûõ â âèäå çàäà÷è
ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà.

Ðèñ. 1: ïðèìåð ñâåäåíèÿ çàäà÷è PC ê çàäà÷å PASC

Çàäà÷à î ïîêðûòèè ïðÿìûìè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè (PC).
Çàäàíû ìíîæåñòâî P = {p1, . . . , pk} ⊂ Z2 è ÷èñëî s ∈ N. Ñóùåñòâóåò ëè ïîêðûòèå L
ìíîæåñòâà P ïî ìîùíîñòè íå ïðåâîñõîäÿùåå s?
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Çàäà÷à î êîìèòåòíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè (PASC).

Çàäàíû ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , am1} è B = {b1, . . . , bm2}, A,B ⊂ Q2, è ÷èñëî t ∈ N.
Ñóùåñòâóåò ëè àôôèííûé êîìèòåò Q, ðàçäåëÿþùèé ìíîæåñòâà A è B è ñîñòîÿùèé
èç íå áîëåå ÷åì t ýëåìåíòîâ?

Èçâåñòíî [3], ÷òî çàäà÷à PC NP -ïîëíà. Çàäà÷à PASC ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
çàäà÷è ASC [2], ïîëó÷åííûì ôèêñàöèåé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ëåãêî óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî çàäà÷à PASC (êàê è ASC) ïðèíàäëåæèò êëàññó NP. Íèæå îïèñûâàåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷è PC ê çàäà÷å PASC, âëåêóùàÿ ïðèíàäëåæíîñòü
ïîñëåäíåé êëàññó NP -ïîëíûõ çàäà÷.

Ïóñòü óñëîâèå ÷àñòíîé çàäà÷è PC çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì P = {p1, . . . , pk} ⊂ Z2 è
÷èñëîì s ∈ N. Âû÷èñëèì ρ = max{|pi| : i ∈ Nk} è ïîëîæèì ε = 1

6(2ρ+1)+1
. Çàôèêñè-

ðóåì âåêòîð σ, |σ| = 1 òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî {i, j} ⊂ Nk îòðåçêè [pi − εσ, pi + εσ] è
[pj−εσ, pj +εσ] íå ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé. Ñîïîñòàâèì èñõîäíîé çàäà÷å PC ÷àñòíóþ
çàäà÷ó PASC ñ óñëîâèåì: A = P, B = (P − εσ) ∪ (P + εσ) è t = 2s + 1 (Ðèñ. 1).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îïèñàííûå âûøå äåéñòâèÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâåäåíû
çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè óñëîâèÿ çàäà÷è PC. Äëÿ
çàâåðøåíèÿ îáîñíîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çà-
äà÷à PC è ïîñòàâëåííàÿ åé â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷à PASC èìåþò ïîëîæèòåëüíûé èëè
îòðèöàòåëüíûé îòâåò îäíîâðåìåííî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî P îáëàäàåò ïî-
êðûòèåì èç íå áîëåå ÷åì s ïðÿìûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
åìó ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû àôôèííûì êîìèòåòîì, ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîòîðîãî íå
ïðåâîñõîäèò 2s + 1.

Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî P = {p1, . . . , pk} ⊂ Z2 îáëàäàåò ïîêðûòèåì èç s ïðÿìûõ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà A = P è B = (P −εσ)∪ (P +εσ) îòäåëèìû
àôôèííûì êîìèòåòîì èç 2s + 1 ýëåìåíòà.

Ðèñ. 2: ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùåãî êîìèòåòà ïî èçâåñòíîìó ïîêðûòèþ
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â áîëüøåé ñòåïåíè êîíñòðóêòèâíî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé,
ïî ñóòè, îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ñîïîñòàâëåíèÿ èçâåñòíîìó ïîêðûòèþ
ìíîæåñòâà P àôôèííîãî êîìèòåòà, ðàçäåëÿþùåãî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà A è
B, èëëþñòðàöèÿ êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 2.

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à PASC NP-ïîëíà. Çàäà÷à ASC â ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòè n > 1 òàêæå NP-ïîëíà.

Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à MASC ïðè ôèêñèðîâàííîì n > 1 NP-òðóäíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòà ÐÔ, ãðàíòû ÌÄ-6768.2006.1 è ÍØ-
5595.2006.1 è ÐÔÔÈ, � 07-07-00168.
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ÒÐÈÀÍÃÓËßÖÈÈ ÒÎ×Å×ÍÛÕ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÉ È ÈÕ f�ÂÅÊÒÎÐÛ.
Â. Í. Øåâ÷åíêî

Ïóñòü A = {a1, ..., an} ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê aj ∈ Rd, ÷òî èõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
(îáîçíà÷àåìàÿ äàëåå [A]) åñòü d-ìåðíûé âûïóêëûé ïîëèòîï. Òðèàíãóëÿöèåé òî÷å÷-
íîé êîíôèãóðàöèè ñ óçëàìè èç ìíîæåñòâà A íàçîâåì ìíîæåñòâî TA = {S1, S2, ..., St}
òàêèõ Si ⊆ A, ÷òî [Si] − d-ìåðíûé ñèìïëåêñ, |Si| = d + 1,

t⋃
i=1

[Si] = [A] è ïðè i 6= k

[Si ∩ Sk] = [Si] ∩ [Sk]. Ïðè j = 0, 1, 2, ..., d íàçîâåì (j + 1)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî
F ⊂ A j-ãðàíüþ TA, åñëè ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî F ⊂ Si. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fj(TA)

÷èñëî j-ãðàíåé è ïîëîæèì f(λ, TA) =
d+1∑
j=0

fj−1(TA)λj, ãäå f−1(TA) = 1. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ òðèàíãóëÿöèé TA ñî âñåâîçìîæíûìè ìàòðèöàìè A è îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ f(λ, TA) ÷åðåç F (d, n). Â äîêëàäå
ïðåäëàãàåòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ òðèàíãóëÿöèè è óñëîâèé (êàê íåîáõîäè-
ìûõ, òàê è äîñòàòî÷íûõ) ðåàëèçóåìîñòè ìíîãî÷ëåíà f(λ) (òî åñòü ïðèíàäëåæíîñòè
åãî ìíîæåñòâó F (d, n)).

Øåâ÷åíêî Âàëåðèé Íèêîëàåâè÷, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, ïð. Ãàãàðèíà, ä. 23, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, 603950, Ðîññèÿ, òåë. (8-8312) 65-78-81,
E-mail:shev@uic.nnov.ru
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CONTINUOUS COVERING PROBLEMS
P. Hansen

Covering problems are frequently encountered in Operations Research, Location Theory,
Telecommunications and Geometry. The most studied are the discrete ones, such as the
p-center problem. However, continuous problems are of interest also. They are of two
types:

(i) discrete-continuous ones, in which a discrete set of demand points is given, together
with a continuous set wherein facilities are to be located, the objective being to minimize
the maximum distance from a demand point to its closest facility;

(ii) fully continuous ones which di�er from the former only in that the set of demand
points is continuous; this last category comprizes well-known geometric problems such as
covering disks, squares or tringles by a minimum number of disks of given radius (or with
a given number n of disks with minimum radius).

We review work on these problems and provide new heuristic and exact algorithms for
both of them.

Pierre Hansen,
GERAD and Department of Quantitative Methods in Management, HECMontr�eal, Canada,
phone: (1-514) 340-6052, fax: (1-514) 340-5665. E-mail: Pierre.Hansen@gerad.ca
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THE VARIABLE NEIGHBORHOOD SIMPLEX SEARCH
FOR CONTINUOUS OPTIMIZATION

Q. Zhao, D. Urosevic and N. Mladenovic

We �rst suggest a modi�ed version of the well-known Nelder-Mead (or simplex) method,
originally designed for solving continuous convex minimization problems. Then we propose
a natural and simple extension that allows us to solve non convex nor concave problems
as well. It �ts into the variable neighborhood search scheme. Extensive computational
analysis shows the capability of our method. It appears that, in solving convex problems,
our modi�ed simplex outperforms in average the original version as well as some other
recent modi�cations. In solving unconstrained global optimization, it is comparable with
the state-of-the-art heuristics, but easier to implement and more user-friendly.

Nenad Mladenovi�c
School of Mathematics, University of Birmingham Edgbaston, Birmingham B15 2TT,
United Kingdom, e-mail: Nenad.Mladenovic@brunel.ac.uk.
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ÏÎÈÑÊ ÏÐÅÄÅËÜÍÛÕ È ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ñ. Í. Àñòðàêîâ, À. È. Åðçèí, È. È. Òàõîíîâ

Èññëåäóåòñÿ n-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿåìàÿ âçâå-
øåííûì ãðàôîì. Âñå ýëåìåíòû ýòîé ñèñòåìû íàäåëåíû íåêîòîðûì ðåñóðñîì, êîòî-
ðûé îíè ðàñïðåäåëÿþò ïî èíöèäåíòíûì äóãàì. Íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
ðåñóðñîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ìîäåëè ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò i îöåíèâàåò âçàèìîîòíîøåíèÿ ñ êàæäûì ñîñåäîì j ñîãëàñíî
çíà÷åíèÿì çàäàííûõ ôóíêöèîíàëîâ cij(xij, xji) (ãäå xij, xji � êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, âû-
äåëÿåìûõ ýëåìåíòàìè i è j íà äóãè (i, j) è (j, i)) è ïðèíèìàåò ðåøåíèå îá èçìåíåíèè
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ xij ñ öåëüþ �óëó÷øåíèÿ� âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñîñåäÿìè. Ýëåìåíòû
ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïîïà-
äàåò ñèñòåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ îò îæèäàåìîãî êàæäûì ýëåìåíòîì, ÷òî
âûíóæäàåò ýëåìåíòû ñíîâà ìåíÿòü çíà÷åíèÿ ñâîèõ ïàðàìåòðîâ.

Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ è ðàâ-
íîâåñíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèîíàëàìè âèäà cij(xij, xji) = axij + bxji, à
òàêæå óêàçàíû ôîðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà èçìåíåíèÿ
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñ ôóíêöèîíàëàìè áîëåå îáùåãî âèäà:

1. cij(xij, xji) = aixij + εajxji;

2. cij(xij, xji) = aij(xij + xji);

3. cij(xij, xji) = aixij + bijxji.

Äëÿ ñèñòåì ñ ôóíêöèîíàëàìè âèäà 1 è 2 íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëü-
íûõ è ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñ òðóäîåìêîñòüþ âû÷èñëåíèé O(n3).
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ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÂÛÏÓÊËÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß, ÈÑÏÎËÜÇÓÞÙÈÅ ÏÎÃÐÓÆÅÍÈÅ

ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ Â ÑÈÌÏËÅÊÑÛ
Â. Ï. Áóëàòîâ, Ò. È. Áåëûõ, Ý. Í. ßñüêîâà

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è: íàéòè

x∗ = arg min{ϕ(x) : x ∈ R}, (1)

ãäå ϕ(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ x ∈ En, R ⊂ En � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ìíîæåñòâî R èëè ÷àñòü åãî, ñîäåðæàùàÿ ðå-

øåíèå x∗ çàäà÷è (1), ïîñëåäîâàòåëüíî ïîãðóæàåòñÿ â ñèìïëåêñû {Sk} òàêèå, ÷òî èõ
îáúåìû |Sk| → 0 è x∗ ∈ Sk ∀k. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Sk+1 íàõîäèòñÿ öåíòð òÿæåñòè èëè
÷åáûøåâñêàÿ òî÷êà xk ñèìïëåêñà Sk, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâîäèòñÿ îòñåêàþùàÿ ïëîñ-
êîñòü. Óñå÷åííûé ñèìïëåêñ ïîãðóæàåòñÿ â ñèìïëåêñ ìåíüøåãî îáúåìà. Â çàâèñèìîñòè
îò ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ñèìïëåêñîâ è âûáîðà èõ öåíòðîâ ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå
îöåíêè ñîêðàùåíèÿ èõ îáúåìîâ [1, 2], à èìåííî:

1. (Sk)

(Sk−1)
≤

(
n1

n1 − 1

)n1−1

·
(

n

n + 1

)n

< 1 − (2)

äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèìïëåêñîâ Sk, ãäå n1 ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â óðàâíåíèè
îòñåêàþùåé ïëîñêîñòè. Ìåòîä íàèáîëåå ýôôåêòèâåí, åñëè R çàäàíî ñèñòåìîé ëèíåé-
íûõ íåðàâåíñòâ Ax ≤ b ñ ðàçðÿæåííîé èëè áëî÷íîé ìàòðèöåé A.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò â îòñåêàþùåé ïëîñêîñòè ðàâíî-
âåðîÿòíî ïðè 1 ≤ n1 ≤ n, òî ñðåäíÿÿ îöåíêà (2) áóäåò èìåòü âèä:

|S̄k|
|S̄k−1| ≤

1

n

[ n∑

n1−2

(
n1

n1 − 1

)n1−1

·
(

n

n + 1

)n

+
1

2

]
∼ 1− ln n

n
.

2. |Sk|
|Sk−1| ≤

(
k

k − 1

)k−1

·
(

k

k + 1

)k

< 1 −
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèìïëåêñîâ Sk, ãäå k (1 ≤ k ≤ n) � ÷èñëî íåîòñå÷åííûõ âåðøèí
Sk, ïðèíàäëåæàùèõ óñå÷åííîìó ñèìïëåêñó. Åñëè òàêæå äîïóñòèòü, ÷òî ðàâíîâåðîÿò-
íî îòñå÷åíèå îäíîé, äâóõ èëè n âåðøèí, òî ñðåäíÿÿ îöåíêà áóäåò èìåòü âèä:

|S̄k|
|S̄k−1| ≤

1

n

[ n∑

k−2

(
k

k − 1

)k−1

·
(

k

k + 1

)k

+
1

2

]
∼ 1− 0.79

n
.

3. Åñëè xk � ÷åáûøåâñêèå òî÷êè Sk è {Sk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèëüíûõ ñèì-
ïëåêñîâ, òî ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà ñîêðàùåíèÿ îáúåìà èìååò âèä:

|Sk|
|Sk−1| ≤

(
1− n

n + 1

)
< 1.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ìåòîä îïîðíûõ ñèìïëåêñîâ, äëÿ êîòîðîãî ãà-
ðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà ñîêðàùåíèÿ îáúåìîâ íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 06-01-00465
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ÏÐÈÆÈÌÀÞÙÈÅ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß
Ñ. À. Ãàëüïåðèí

Îïðåäåëåíèå (àâòîð) Íåïîäâèæíîå íà M ⊆ Rn îòîáðàæåíèå ϕ : Rn → Rn

íàçîâåì ïðèæèìàþùèì ê M , åñëè ∀x /∈ M |ϕ(x)−M | < |x−M |, ãäå |x−M | =
inf
y∈M

|x− y|.
Êëàññ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, êàê ðàñøèðåíèå êëàññà ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé

[1,2]. Íàïîìíèì, ÷òî èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîðîæäåííàÿ çàìêíóòûì
ôåéåðîâñêèì îòîáðàæåíèåì, ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ϕ - çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå, ïðèæèìàþùåå ê îãðàíè÷åííîìó M
â Rn, x0 ∈ Rn , xn = ϕ(xn−1). Òîãäà {xn}′ - ñâÿçíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî M . Â ÷àñò-
íîñòè, ëèáî {xn} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå M , ëèáî èìååò íå ìåíåå êîíòèíóóìà ïðåäåëüíûõ
òî÷åê â M .

Íàïîìíèì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè [3], åñ-
ëè ∃r > 0 : M + rB ⊆ Unp(M), ãäå Unp(M) - ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Rn ñ åäèí-
ñòâåííîé ïðîåêöèåé πM(x) íà M , à B - åäèíè÷íûé øàð. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà è
C2-ìíîãîîáðàçèÿ [3] ëåæàò â ýòîì êëàññå.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ϕ - çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå, ïðèæèìàþùåå ê îãðàíè÷åííî-
ìó ìíîæåñòâó ïîëîæèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè M â Rn, x0 ∈ Rn, xn+1 = ϕ(xn) è
∞⋃

n=0
[xn, xn+1] ∩ M = ∅. Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (*) ∃N, α > 0 : ∀x ∈

{xn} , n > N cos (ϕ(x)− x̂, πM(x)− x) > α. Òîãäà xn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå M.
Çàìå÷àíèå Åñëè M ⊆ Rn - òåëåñíî, òî çàìêíóòûå M -ôåéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ

óäîâëåòâîðÿþò (*).
Ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ, ïðîåêò ÍØ-5595.2006.1.
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ
ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒÅÉ, ÐÀÇÄÅËßÞÙÈÕ ÏÎËÈÝÄÐÛ

À. È. Ãîëèêîâ, Þ. Ã. Åâòóøåíêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ÷èñëåííîì íàõîæäåíèè ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàç-
äåëÿþùèõ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîëèýäðà (ìíîãîãðàíûå ìíîæåñòâà), êî-
òîðûå çàäàíû ñ ïîìîùüþ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Â îñíîâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà
ëåæèò òåîðåìà È.È. Åðåìèíà î ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé ïîëèýäðû (òåîðåìà
10.1 â [1]). Íîðìàëü è ñäâèã ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðî-
èçâîëüíîå ðåøåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû, ÿâëÿþùåéñÿ àëüòåðíàòèâíîé ê íåñîâìåñòíîé
ñèñòåìå. Ýòà íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ñîâìåñòíûõ ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ îïðåäåëÿåò íåïóñòîé ïîëèýäð. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òàê êàê ýòè ïîëèýäðû
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ
íà òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ. Ëþáîå ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò
îäíî ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé äëÿ äâóõ ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ íà âñåì
ïðîñòðàíñòâå. Â ñëó÷àå ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ íà íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå, ëþáîå ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû îïðå-
äåëÿåò óæå äâà ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Èçó÷åí âîïðîñ î
òîì, êàê èç àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû âûäåëèòü òàêîå ðåøåíèå, êîòîðîå äàåò ñåìåéñòâî
ãèïåðïëîñêîñòåé ìàêñèìàëüíîé òîëùèíû, ñîâïàäàþùåé ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíè-
åì ìåæäó ïîëèýäðàìè. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ àëüòåðíàòèâ-
íîé ñèñòåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Íîðìàëüíîå
ðåøåíèå íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè íåñîâìåñò-
íîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, çàäàþùåé îáà ïîëèýäðà. Êàê ïðàâèëî, ÷èñëî ïåðåìåííûõ
â çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â àëüòåðíàòèâíîé ñîâ-
ìåñòíîé ñèñòåìå. Ïîýòîìó òàêèå ðàñ÷åòû ìåíåå òðóäîåìêè, ÷åì íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ
àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ïðåäëàãà-
åòñÿ èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà, êîòîðûé äëÿ äàííîé çàäà÷è ñõîäèòñÿ
çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ýòîò ìåòîä ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå MATLAB è ïîêàçàë âûñî-
êóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè òåñòîâûõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êîãäà ÷èñëî
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ ïîëèýäðû, äîñòèãàåò íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ [2].
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00547 è Ïðîãðàììîé ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë ÍØ-2240.2006.1.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÏËÀÉÍ-ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ
ÄËß ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ñ ÍÎÂÛÌÈ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈ
À. Þ. Ãîðíîâ

Òåõíèêà ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè óæå áîëåå ñîðîêà ëåò. Óñïåõ ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèè îáóñëîâëåí
ðÿäîì âåñüìà óäà÷íûõ åå îñîáåííîñòåé: ãëîáàëüíûì õàðàêòåðîì ïðèáëèæåíèÿ òàáëè÷íî
çàäàííûõ ôóíêöèé, íàäåæíîñòüþ âñïîìîãàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, äîñòàòî÷íî âûñîêîé ëî-
êàëüíîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè, õîðîøî èññëåäîâàííûìè òåîðåòè÷åñêèìè ñâîéñòâà-
ìè (ñì., íàïð., [1,2]). Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, íåñîìíåííî,
ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèå ñïëàéíû. Â òî æå âðåìÿ, íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî ïðè êîíñòðóèðî-
âàíèè àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêî.
Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ
àëãîðèòìîâ ñ íîâûìè ñâîéñòâàìè è íåêîòîðûå ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ.

Äëÿ çàäà÷è ïîèñêà êîðíÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ÷àñòî âîçíèêàþùåé â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è â áîëåå ñëîæíûõ àëãîðèòìàõ, ñ ïðèìåíåíèåì ñïëàéí-àïïðîê-
ñèìàöèè ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ñ êóáè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, ïîçâîëÿþùèé ïî-
ëó÷àòü äâóõñòîðîííèå îöåíêè îáëàñòè ëîêàëèçàöèè êîðíÿ êàê ïî àðãóìåíòó, òàê è ïî
çíà÷åíèþ ôóíêöèè. Ïðîâåäåííîå òåñòèðîâàíèå ïîäòâåðäèëî òåîðåòè÷åñêèé âûâîä î äî-
ñòàòî÷íî âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè è íàäåæíîñòè àëãîðèòìà. Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ çàäà-
÷àõ èç ðàññìîòðåííîãî ïàêåòà òåñòîâ àëãîðèòì ïîòðåáîâàë ìåíüøåãî ÷èñëà âû÷èñëåíèé
ôóíêöèè, ÷åì øèðîêî èçâåñòíûé àëãîðèòì ZEROIN ([2]), èãðàþùèé äëÿ äàííîãî êëàññà
çàäà÷ ðîëü ýòàëîííîãî.

Äëÿ çàäà÷è ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà îäíîìåðíîé ôóíêöèè ðàçðàáîòàí êîì-
áèíèðîâàííûé àëãîðèòì, âêëþ÷àþùèé ëîêàëüíîå óòî÷íåíèå ìèíèìóìîâ ñ êóáè÷åñêîé
ñêîðîñòüþ íà îñíîâå ñïëàéíà è òåõíèêó ãàðàíòèðîâàííîãî ïîêðûòèÿ èíòåðâàëà íà êëàñ-
ñå ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ñêîðîñòüþ ðîñòà. Ñ ïðèìåíåíèåì ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè
âîçìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî òî÷íóþ îöåíêó êîíñòàíòû Ëèïøèöà ìèíèìèçèðóåìîé
ôóíêöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü â ðàñ÷åòàõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ñòðàõî-
âî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ðåàëèçîâàííûé àëãîðèòì âî âñåõ ñèòóàöèÿõ îêàçàëñÿ ýôôåê-
òèâíåå ýòàëîííîãî àëãîðèòìà Ð.Ã. Ñòðîíãèíà ([3]). Êðîìå òîãî, ñïëàéí-îöåíêà ïðîèç-
âîäíûõ ïîçâîëÿåò âñòðàèâàòü â àëãîðèòì ìåõàíèçìû âåðèôèêàöèè ðåøåíèÿ: ïðîâåðêó
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî
ïîðÿäêà, îöåíêó ðàçìåðîâ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ýêñòðåìóìîâ, äîïîëíèòåëüíûå êðèòå-
ðèè îñòàíîâêè íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ñïëàé-
íîâ, îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ íåíàéäåííîãî ýêñòðåìóìà.
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06-01-00247, 06-07-89215, 07-07-00265 è ÐÃÍÔ 07-
02-12112â.
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ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈ ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÛÕ ÏÎÊÐÛÒÈÉ

Ã. Á. Äèãî, Í. Á. Äèãî

Ïóñòü ìíîãîýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà íà n-ìåðíîì ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäå.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, èñïîëüçóÿ îòëè÷íûé îò ïåðåáîðíîãî ìåòîä
ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà àëãîðèòìè÷åñêè è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì Ëèïøèöà ñ íåèçâåñòíîé êîíñòàíòîé. Äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé ìîãóò áûòü
ëèøü åå çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðå-
ñóðñîâ.

Ñðåäè ìåòîäîâ, óñïåøíî ðàáîòàþùèõ â òàêèõ óñëîâèÿõ, áûë âûáðàí ìåòîä ïî-
ëîâèííûõ äåëåíèé [1], îñíîâàííûé íà íåðàâíîìåðíîì ïîêðûòèè äîïóñòèìîãî ìíî-
æåñòâà è èñïîëüçóþùèé ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îöåíêè ìèíèìóìà öåëåâîé
ôóíêöèè íà ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäå. Èç-çà àëãîðèòìè÷åñêîãî çàäàíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè ïðèøëîñü îòêàçàòüñÿ îò òåõíèêè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà è èñïîëüçîâàòü îöåíêè
êîíñòàíòû Ëèïøèöà. Â çàâèñèìîñòè îò èìåþùåéñÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î öåëå-
âîé ôóíêöèè è ñëîæíîñòè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ åå çíà÷åíèé, ðàññìîòðåíû ñëó÷àè
èñïîëüçîâàíèÿ ãëîáàëüíîé îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà, îïðåäåëÿåìîé äëÿ âñåé äî-
ïóñòèìîé îáëàñòè, è ëîêàëüíûõ îöåíîê êîíñòàíò Ëèïøèöà, îïðåäåëÿåìûõ äëÿ åå
îòäåëüíûõ ïîäîáëàñòåé [2].

Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ è îáåñïå÷åíèÿ íàõîæäåíèÿ ãëî-
áàëüíîãî ìèíèìóìà ïðåäóñìîòðåíî ïðèìåíåíèå ïîïåðåìåííîãî ïåðåõîäà ê ëîêàëüíîé
è ãëîáàëüíîé èíôîðìàöèè ïðè àäàïòèâíîì îöåíèâàíèè ëîêàëüíûõ êîíñòàíò Ëèïøè-
öà â ðàçëè÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè ïîèñêà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÄÂÎ ÐÀÍ 06-Ï15-054 ïî ïðîãðàììå �16 ÎÝÌÌÏÓ
ÐÀÍ è ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-08-01398.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ
ÌÅÒÎÄÎÌ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÕ ÒÎ×ÅÊ

È. È. Äèêèí, Î. Ì. Ïîïîâà

Ïðåäñòàâëåí îðèãèíàëüíûé âàðèàíò ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé è ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè ïðè
ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íå ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ â ôîðìå íåðà-
âåíñòâ è ðåøàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ïðîáëåìà. Íåðàâåíñòâà ó÷èòûâàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî âûáîðà âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ è äëèíû øàãà. Èññëåäó-
åòñÿ ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà. Óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé ê îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé äîïóñòèìîé òî÷êå íåëèíåéíîé ñèñòåìû [1].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîèñêà ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â òðóáîïðîâîäíîé ñèñòå-
ìå ïðè íàëè÷èè ðåãóëÿòîðîâ ðàñõîäà è äàâëåíèÿ. Ýòî èíòåðåñíàÿ çàäà÷à, äëÿ ðå-
øåíèÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïðèâëåêàòü âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ýô-
ôåêòèâíî ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ â ôîðìå íåðàâåíñòâ.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îïèñàíèè êàæäîãî ðåãóëÿòîðà òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü äâà íåðà-
âåíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñîïðÿæåííîñòè. Â ðàáîòå âïåðâûå ê ýòèì îãðà-
íè÷åíèÿì äîáàâëÿåòñÿ ïðîñòîå óðàâíåíèå è ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìàëîèçâåñò-
íóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà [2].
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ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÎÄÍÎÉ ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ
ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÉ ÁÓËÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Å. Å. Ãóðåâñêèé, Â. À. Åìåëè÷åâ

Ïóñòü X ⊆ En = {0, 1}n, Ci � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû C = [cij]m×n ∈ Rm×n, i ∈ Nm =
{1, 2, . . . , m}, f(x,C) = (|C1x|, |C2x|, . . . , |Cmx|).

Ïîä ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé m-êðèòåðèàëüíîé áóëåâîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè Zm(C) :
lex min{f(x,C) : x ∈ X}, m ≥ 1, áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó ïîèñêà ëåêñèêîãðàôè÷åñêî-
ãî ìíîæåñòâà Lm(C) = {x ∈ X : ∀ x′ ∈ X (f(x′, C) ≺ f(x,C))}, ãäå ≺ � îòðèöàíèå
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî äîìèíèðîâàíèÿ ≺, çàäàííîãî â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
Rm ïî ïðàâèëó y ≺ y′ ⇐⇒ yk < y′k, k = min{i ∈ Nm : yi 6= y′i}, y = (y1, y2, . . . , ym) 6=
y′ = (y′1, y

′
2, . . . , y

′
m).

Èññëåäóþòñÿ äâà òèïà óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è ê âàðèàöèÿì èñõîäíûõ äàííûõ, ò. å.
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C. Ñëåäóÿ [1], çàäà÷ó Zm(C) íàçîâåì óñòîé÷èâîé, åñëè {ε > 0 :
∀ C ′ ∈ Ω(ε) (Lm(C + C ′) ⊆ Lm(C))} 6= ∅, è ñîîòâåòñòâåííî � êâàçèóñòîé÷èâîé, åñëè
{ε > 0 : ∀ C ′ ∈ Ω(ε) (Lm(C) ⊆ Lm(C + C ′))} 6= ∅. Çäåñü Ω(ε) = {C ′ ∈ Rm×n : ||C ′|| <
ε}. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà Lm(C) = X çàäà÷à Zm(C) óñòîé÷èâà.
Çàäà÷ó Zm(C), äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî X\Lm(C) íåïóñòî, íàçîâåì íåòðèâèàëüíîé.

Ïîëîæèì Lm
1 (C) = Argmin{|C1x| : x ∈ X}, 0(n) = (0, 0, . . . , 0)T ∈ Rn.

Òåîðåìà 1. Åñëè 0(n) /∈ X, òî íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Zm(C) óñòîé÷èâà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Lm(C) = Lm

1 (C). Åñëè 0(n) ∈ X, òî çàäà÷à Zm(C) óñòîé÷èâà ïðè
ëþáîé ìàòðèöå C ∈ Rm×n.

Òåîðåìà 2. Åñëè 0(n) /∈ X, òî çàäà÷à Zm(C) êâàçèóñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà |Lm(C)| = |Lm

1 (C)| = 1. Åñëè 0(n) ∈ X, òî çàäà÷à Zm(C) êâàçèóñòîé÷èâà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Lm(C) = {0(n)}.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Â.À. Åìåëè÷åâ, Ä.Ï. Ïîäêîïàåâ. Óñòîé÷èâîñòü è ðåãóëÿðèçàöèÿ âåêòîðíûõ çà-
äà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Äèñêðåò. àíàëèç è èññëåä. îïå-
ðàöèé. Ñåð. 2. 2001. T. 8. � 1. C. 47-69.

Ãóðåâñêèé Åâãåíèé Åâãåíüåâè÷, Åìåëè÷åâ Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷,
Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ïð. Íåçàâèñèìîñòè 4, Ìèíñê, 220050, Áåëàðóñü, òåë. (+375-17) 262-37-50.
e-mail: eugen_eugen@tut.by, emelichev@bsu.by

Математическое программирование

102



Î ÊÂÀÇÈÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÎÉ
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÁÓËÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Â. À. Åìåëè÷åâ, Ê. Ã. Êóçüìèí

Ïóñòü X ⊆ {0, 1}n, Ai (Bi) � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ∈ Rm×n (B ∈ Rl×n). Ðàññìîò-
ðèì äâóõóðîâíåâóþ m-êðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó

Z(A,B) : Aix → min
x∈P (B)

, i ∈ Nm = {1, 2, . . . ,m}

ïîèñêà ìíîæåñòâà Ïàðåòî (ìíîæåñòâà ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé) P (A,B), ãäå P (B) �
ìíîæåñòâî Ïàðåòî l-êðèòåðèàëüíîé çàäà÷è

Z(B) : Bix → min
x∈X

, i ∈ Nl.

×åðåç Sm(A,B), Sm(B) è Sl(B) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà ñòðîãî ýô-
ôåêòèâíûõ (îïòèìàëüíûõ ïî Ñìåéëó) ðåøåíèé è ñëàáî ýôôåêòèâíûõ (îïòèìàëüíûõ
ïî Ñëåéòåðó) ðåøåíèé [1] çàäà÷ Z(A,B) è Z(B).

Ïî àíàëîãèè ñ [2] çàäà÷ó Z(A,B) íàçîâåì êâàçèóñòîé÷èâîé, åñëè

{ε > 0 : ∀(A′, B′) ∈ Ω(ε) (P (A + A′, B + B′) ⊇ P (A,B))} = ∅,

ãäå
Ω(ε) = {(A′, B′) ∈ Rm×n ×Rl×n : max{||A′||, ||B′||} < ε}.

Ïîêàçàíî, ÷òî äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à Z(A,B) êâàçèóñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(i) Sm(A,B) = P (A,B) ⊆ Sm(B),
(ii) P (B) 6= Sl(B) ⇒

⇒ ∀x ∈ P (A,B) ∀x′ ∈ Sl(B) \ P (B) ∃k ∈ Nm (Akx < Akx
′).
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ÌÀÒÐÈ×ÍÀß ÊÎÐÐÅÊÖÈß ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÉ ÏÀÐÛ ÁËÎ×ÍÛÕ
ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Â. È. Åðîõèí, À. Ñ. Êðàñíèêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà êîððåêöèè ìàòðèöû (ðàñøèðåííîé ìàòðèöû) êîýôôè-
öèåíòîâ äâîéñòâåííîé ïàðû íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

{
L(A, b, c) : Ax = b, x ≥ 0, cTx → max,
L∗(A, b, c) : ATu ≥ c, bTu → min,

ñ áëî÷íîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ âèäà

A =




A0

A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Ak




,

Çàäà÷è êîððåêöèè èññëåäîâàíû â ñëåäóþùèõ ïîñòàíîâêàõ:
Çàäà÷à 1. Íàéòè ìàòðèöó H, ìèíèìàëüíóþ ïî åâêëèäîâîé íîðìå, ãàðàíòèðóþ-

ùóþ ñîáñòâåííîñòü çàäà÷ L(A + H, b, c) è L∗(A + H, b, c).
Çàäà÷à 2. Íàéòè ìàòðèöó H è âåêòîð h, ìèíèìàëüíûå ïî åâêëèäîâîé íîðìå,

ãàðàíòèðóþùèå ñîáñòâåííîñòü çàäà÷ L(A + H, b + h, c) è L∗(A + H, b + h, c).
Îáå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â äâóõ âàðèàíòàõ: 1) êîððåêöèè ïîäâåðãàþòñÿ âñå

áëîêè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, 2) âåðõíèé áëîê, ñâÿçûâàþùèé âñå ïåðåìåííûå ïðÿ-
ìîé çàäà÷è, íå êîððåêòèðóåòñÿ. Íà âèä ìàòðèöû H íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ: åå êîýô-
ôèöèåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì è íåêîððåêòèðóåìûì êîýôôèöèåíòàì ìàòðè-
öû A, äîëæíû áûòü íóëåâûìè.

Äëÿ çàäà÷ 1 è 2 ïîëó÷åíû ðåäóêöèè ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì ìèíèìèçàöèè
äðîáíî-êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé â ôîðìå ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé è íåðàâåíñòâ, äîïóñêàþùèì èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ óñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðåøèìîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè èññëåäóåìûõ çàäà÷ ìàòðè÷íîé êîððåê-
öèè.

Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåäóêöèé, ôîðìóë äëÿ
ìàòðèö êîððåêöèè è îáîñíîâàíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ êîððåêöèè
èñïîëüçîâàíû àäàïòèðîâàííûå äëÿ áëî÷íîãî âèäà ìàòðèöû A ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1].
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ÏÐßÌÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÒÎ×ÊÈ Ñ ÓÑÊÎÐÅÍÍÎÉ
ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜÞ Ê ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÌÓ ÌÍÎÆÅÑÒÂÓ ÄËß ÇÀÄÀ×

ÏÎËÓÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Â. Ã. Æàäàí, Ì. Ñ. Áàáûíèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

min
X∈F

C •X, F =
{
X º 0 : Ai •X = bi, i = 1, . . . , m

}
. (1)

Çäåñü X, C è Ai � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, X � ïîëîæèòåëüíî ïîëó-
îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Âíóòðåííåé ïðîèçâåäåíèå X • Y ìåæäó ìàòðèöàìè X è Y
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëåä ìàòðèöû XT Y .

Äëÿ ðåøåíèÿ (1) ïðåäëàãàåòñÿ êëàññ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ïðÿìûõ áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Îáùàÿ ñõåìà èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà â ýòèõ ìåòîäàõ ñëåäóþùàÿ:

Xk+1 = Xk − αkXk ¯ V (Xk), (2)

ãäå αk > 0 � íåêîòîðûé øàã, X ¯ V = (XV + V T XT )/2 � ñèììåòðèçîâàííîå ïðî-
èçâåäåíèå è V (X) = C − ∑m

i=1 ui(X)Ai. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ìàòðèöû X0 áåðåòñÿ
ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Âåêòîð u(X) = [u1(X), . . . , um(X)] âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òðàåêòîðèè
ïðèáëèæàëèñü áû ê äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó â çàäà÷å (1). Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå
ñïîñîáû çàäàíèÿ u(X). Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàåòñÿ íàõîäèòü u(X) èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

X ¯
(
C −

m∑

i=1

uiAi

)
= τ

m∑

i=1

(
Ai •X − bi

)
Ai,

ãäå τ > 0. Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà ïåðåîïðåäåëåíà, òî â êà÷åñòâå åå ðåøåíèÿ áåðåòñÿ
íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå. Äàííûé ñïîñîá âûáîðà âåêòîðà u(X) àíàëîãè÷åí òîìó,
÷òî áûë ïðåäëîæåí â [2] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, è âåäåò
ê áîëåå áûñòðîìó ïîïàäàíèþ íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà (2) ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1).
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00547 è Ïðîãðàììîé âåäóùèõ íàó÷íûõ

øêîë ÍØ-2240.2006.1.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÍÅÒÐÈÂÈÀËÜÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÏÎÈÑÊÀ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÍÀ ÏÀÊÅÒÅ ÒÅÑÒÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×

Ò. Ñ. Çàðîäíþê

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå êîìïëåê-
ñà ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÇÎÓ) OPTCON-I (Ãîðíîâ
À.Þ., Äèâàêîâ À.Î., 1990ã., IBM-PC, MS-DOS) è íàõîäÿùåéñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíîëîãèè, ïðèìåíÿåìîé â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå OPTCON-III
(Ãîðíîâ À.Þ., Çàðîäíþê Ò.Ñ., âåðñèÿ 22/02, MS Windows 95/98/2000/XP). Ðàñ÷åòû
ïðîâîäèëèñü äëÿ àïïðîêñèìàöèé íåïðåðûâíûõ ÇÎÓ íà ðàçíûõ ñåòêàõ äèñêðåòèçà-
öèè, âêëþ÷àþùèõ îò 100 äî 3200 òî÷åê. Äëÿ òèïîâîãî ïàêåòà òåñòîâ èç 30 íåâûïóê-
ëûõ ÇÎÓ èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íàõîäèëèñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ìóëüòèñòàðòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûìè òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè (ñì. [1],
[2]), èíôîðìàöèîííàÿ ñëîæíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ ìîæåò
ýêñïîíåíöèàëüíûì îáðàçîì çàâèñåòü îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ äåìîíñòðèðóþò áîëåå âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü èññëåäóåìûõ àëãîðèòìîâ.
Â áîëüøèíñòâå ðàññìîòðåííûõ òåñòîâ íàáëþäàåòñÿ òîëüêî ëèíåéíûé ðîñò âðåìåíè
ðåøåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà òî÷åê äèñêðåòèçàöèè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06-07-89215, 07-07-00265a è ÐÃÍÔ 07-02-
12112â.
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ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ
ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ ÍÅÎÁÐÀÒÈÌÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ì. Ñ. Çàðîäíþê, Á. Ì. Êàãàíîâè÷, À. Â. Êåéêî

Èçëàãàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàííàÿ íà ÿçûêå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìî-
äåëü ýêñòðåìàëüíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿíèé (ÌÝÏÑ) [1], êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëÿòü íà îñíîâå ïîëîæåíèé êëàññè÷åñêîé ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ïðåäåëüíûå
ïîêàçàòåëè ðàçíîîáðàçíûõ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Îò òðàäèöèîííûõ ìîäåëåé ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ÌÝÏÑ îòëè÷àåòñÿ äâó-
ìÿ îñíîâíûìè îñîáåííîñòÿìè. Âî-ïåðâûõ, îíà äàåò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü íå òîëüêî
òî÷êó êîíå÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, íî è ïðîñìàòðèâàòü âñþ îáëàñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîé äî-
ñòèæèìîñòè èç çàäàííîãî èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è íàõîäèòü â íåé ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå (ïðîìåæóòî÷íîå èëè ÷àñòè÷íîå), ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìàëüíîìó çíà÷å-
íèþ èíòåðåñóþùåãî èññëåäîâàòåëÿ ñâîéñòâà (íàïðèìåð ìàêñèìàëüíûå êîíöåíòðàöèè
ïîëåçíûõ ïðîäóêòîâ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè). Âî-âòîðûõ, â ïðèìåíÿåìóþ ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ìîäåëü âêëþ÷àþòñÿ çàïèñàííûå â òåðìîäèíàìè÷åñêîé ôîðìå (áåç èñïîëüçîâà-
íèÿ ïåðåìåííîé âðåìåíè) îãðàíè÷åíèÿ íà ëèìèòèðóþùèå îñóùåñòâëåíèå ðàâíîâåñèé
íåîáðàòèìûå ïðîöåññû ïåðåíîñà [2].

Ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè "ðàâíîâåñíîãî" îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ íåðàâ-
íîâåñíîñòåé è íåîáðàòèìîñòåé. Èññëåäóþòñÿ îñîáåííîñòè îáëàñòåé òåðìîäèíàìè÷å-
ñêîé äîñòèæèìîñòè äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ÌÝÏÑ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûïóêëîãî àíàëèçà
è òåîðèè ãðàôîâ.

Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìûõ ïîäõîäîâ èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðàõ àíàëèçà
õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññîâ ñæèãàíèÿ ãàçà â êàìåðå ñãîðàíèÿ ãàçîâîé òóðáèíû, ãàçè-
ôèêàöèè íèçêîñîðòíûõ òâåðäûõ òîïëèâ è äð.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ. Ïðîåêò 05-02-16626.
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ÝÊÑÒÐÀÏÐÎÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÎÁÐÀÒÍÎÉ
ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ
À. Â. Çûêèíà, Î. Í. Êàíåâà

Äëÿ çàäàííûõ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé P : Rm → Rm è F : Rn → Rm ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à äîïîëíèòåëüíîñòè

ω = P (y)− F (x), ω ≥ 0, y ≥ 0, yT ω = 0 (1)

ñ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ x ∈ X, X ⊆ Rn. Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà çàäà÷
äîïîëíèòåëüíîñòè (1) ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå x 7−→ Y (x), ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó
x ∈ X ìíîæåñòâî ðåøåíèé Y (x) çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îáðàòíîé äîïîëíèòåëüíîñòè: íàéòè ïàðàìåòðû x∗ ∈ X è y∗ ∈
Y (x∗), òàêèå ÷òî

〈y∗, F (x)− F (x∗)〉 ≥ 0 ∀ x ∈ X. (2)
Äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è (2) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûïèñûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ Φ(x∗, x) = sup

y∗∈Y (x∗)
〈y∗, F (x)−F (x∗)〉 è çàäà÷à îáðàòíîé äîïîëíèòåëüíîñòè (2) ñâî-

äèòñÿ ê çàäà÷å ðàâíîâåñèÿ: íàéòè ïàðàìåòð x∗ ∈ X, òàêîé ÷òî Φ(x∗, x) ≥ 0 ∀ x ∈ X,
äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ýêñòðàïðîêñèìàëüíîãî òèïà
[1]

xn ∈ Argmin{1
2
‖x− xn‖2 + α〈y(xn), F (x)− F (xn)〉 | x ∈ X},

xn+1 ∈ Argmin{1
2
‖x− xn‖2 + α〈y(xn), F (x)− F (xn)〉 | x ∈ X}. (3)

Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðîöåññà (3). Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåð-
æäàþò òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè
ïðåäëîæåííîé ñõåìû.
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ÏÎÈÑÊ ÎÏÒÈÌÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ Â ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

À. Â. Îðëîâ
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

â îïòèìèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [1]:

F (x, y)
4
=〈c, x〉+ 〈d, y〉 ↓ min

x,y
, x ∈ X

4
={x ∈ IRm | Ax ≤ b, x ≥ 0},

y ∈ Y∗(x)
4
=Argmin

y
{〈d1, y〉 | A1x + B1y ≤ b1, y ≥ 0},





(P )

ãäå c, x ∈ IRm, d, d1, y ∈ IRn, b ∈ IRp, b1 ∈ IRq; A, A1, B1 � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ðàçìåðà. Òàêîãî ñîðòà çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè èåðàðõè÷åñêèõ
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íåðàâíîïðàâíûì ïîëîæåíèåì ó÷àñò-
íèêîâ (öåíòð � ðåãèîíû, êîðïîðàöèÿ � ôèëèàëû è ò.ï.) [2].

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (P ) ÿâëÿåòñÿ åå ñâåäåíèå ê îäíîé èëè íåñêîëü-
êèì çàäà÷àì îäíîóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì
äâîéñòâåííîé çàäà÷è ê çàäà÷å íèæíåãî óðîâíÿ è ìåòîäà øòðàôîâ ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïîèñê ðåøåíèé â çàäà÷å (P ) ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ êîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ çàäà÷ ñëåäóþùåãî âèäà:

〈c, x〉+ 〈d, y〉+ µ(〈d1, y〉 − 〈A1x− b1, v〉) ↓ min
x,y,v

Ax ≤ b, x ≥ 0, A1x + B1y ≤ b1, y ≥ 0, vB1 ≥ −d1, v ≥ 0,

}
(BLP (µ))

ãäå v ∈ IRq � âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, µ > 0 � ïàðàìåòð.
Çàäà÷à (BLP (µ)) ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëîé, à çíà÷èò äëÿ åå ðåøåíèÿ íåïðèìåíèìû

ñòàíäàðòíûå ìåòîäû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ
â çàäà÷àõ òèïà (BLP (µ)) èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òåîðèè ãëîáàëüíîãî
ïîèñêà [3], êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí â [4]. Âñå ýòàïû àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà
êîíêðåòèçèðîâàíû äëÿ çàäà÷è âèäà (BLP (µ)). Ïðîâåäåíî åãî ïåðâîå òåñòèðîâàíèå,
ïîêàçàâøåå âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîé ìåòîäèêè äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìè-
ñòè÷åñêèõ ðåøåíèé â ëèíåéíûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷àõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �05-01-00110, à òàê-
æå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-6580.2006.1.
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Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎ�ËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×
À. Â. Îðëîâ, À. Â. Ìàëûøåâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîèñê îïòèìèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé [1] â êâàäðàòè÷íî-
ëèíåéíîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷å ñëåäóþùåãî âèäà:

F (x, y)
4
=〈x,Cx〉+ 〈c, x〉+ 〈y, C1y〉+ 〈c1, y〉 ↓ � min

x
� ,

Ax + By ≤ b, x ≥ 0, y ∈ Y∗(x)
4
= Argmin

y
{〈d, y〉|A1x + B1y ≤ b1, y ≥ 0},





(P)

ãäå c, x ∈ IRm, c1, d, y ∈ IRn, b ∈ IRp, b1 ∈ IRq; A, B, A1, B1, C = CT > 0,
C1 = CT

1 > 0 � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. Äâóõóðîâíåâûå çàäà÷è ÿâ-
ëÿþòñÿ óäîáíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêèõ ñè-
ñòåì óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íåðàâíîïðàâíûì ïîëîæåíèåì ó÷àñòíè-
êîâ (öåíòð � ðåãèîíû, êîðïîðàöèÿ � ôèëèàëû è ò.ï.) [1].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (P) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé ïîäõîä [1], çà-
êëþ÷àþùèéñÿ â çàìåíå çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ å¼ óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè òè-
ïà Êàðóøà-Êóíà-Òàêêåðà. Ðåøåíèå ïîëó÷èâøåéñÿ çàäà÷è, ñ ïðèìåíåíèåì øòðàôíî-
ãî ïîäõîäà, ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
êâàäðàòè÷íî-áèëèíåéíûõ çàäà÷ ñëåäóþùåãî âèäà:

F (x, y) + µ(〈d, y〉 − 〈A1x− b1, v〉) ↓ min
x,y,v

Ax + By ≤ b, x ≥ 0, A1x + B1y ≤ b1, y ≥ 0, vB1 ≥ −d, v ≥ 0,

}
(P(µ))

ãäå v ∈ IRq � âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, µ > 0 � ïàðàìåòð.
Çàäà÷à (P(µ)) ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëîé, à çíà÷èò äëÿ åå ðåøåíèÿ íåïðèìåíèìû ñòàí-

äàðòíûå ìåòîäû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ â çà-
äà÷àõ òèïà (P(µ)) ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà
[2], êîòîðûé îáîáùàåò ïðåäëîæåííûé ðàíåå àëãîðèòì ðåøåíèÿ áèëèíåéíûõ çàäà÷ [3].
Âñå ýòàïû àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà êîíêðåòèçèðîâàíû äëÿ çàäà÷è âèäà (P(µ)).
Ïðîâåäåíî åãî ÷èñëåííîå òåñòèðîâàíèå íà çàäà÷àõ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ïîêàçàâ-
øåå âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîé ìåòîäèêè äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìèñòè÷åñêèõ
ðåøåíèé â êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷àõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �05-01-00110, à òàê-
æå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-6580.2006.1.
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÕ ÒÎ×ÅÊ
Ñ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÌ ÐÅØÅÍÈÅÌ ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ñ. Ì. Ïåðæàáèíñêèé, À. Þ. Ôèëàòîâ

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïàðû âçàèìíî-äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

cT x → min
x∈X

, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}, (1)

bT u → max
u∈U

, U = {u ∈ Rm : g(u) ≡ c− AT u ≥ 0}, (2)

ãäå c ∈ Rn, b ∈ Rm, A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m×n, rank A = m, ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû
âíóòðåííèõ òî÷åê. Êëþ÷åâàÿ èõ èäåÿ ñîñòîèò â èñêëþ÷åíèè èç çàäà÷è îãðàíè÷åíèé-
íåðàâåíñòâ ïóòåì ââåäåíèÿ â öåëåâóþ ôóíêöèþ êâàäðàòè÷íîãî èëè ëîãàðèôìè÷å-
ñêîãî øòðàôà çà ïðèáëèæåíèå ê ãðàíèöàì äîïóñòèìîé îáëàñòè.

Èòåðàòèâíûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó xk+1 = xk + λk∆xk, ãäå íàïðàâ-
ëåíèå êîððåêòèðîâêè ∆xk íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

cT ∆x +
1

2

n∑

j=1

∆x2
j

dk
j

→ min
∆x∈Rn

, A∆x = b− Axk. (3)

Ðåøåíèå çàäà÷è (3) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

uk = (ADkA
T )−1(ADkc + rk), ∆xk

j = −dk
j gj(u

k). (4)

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå ñëîæíûì â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè íà êàæäîé èòåðà-
öèè àëãîðèòìà âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìàòðèöû ADkA

T , ãäå Dk � ìåíÿþùàÿñÿ ïî èòåðàöèÿì äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òðàäèöèîííî îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íûìè ìå-
òîäàìè, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ, äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà m3

âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðà-
òèâíûõ ìåòîäîâ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé. Ñïå-
öèôèêà àëãîðèòìîâ âíóòðåííèõ òî÷åê ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó (4) ïðèáëèæåííî.
Äåéñòâèòåëüíî, íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ äîñòàòî÷íî èñêàòü íàïðàâëåíèå êîððåêòèðîâêè
∆xk, èñïîëüçóÿ âåêòîð ũk, äëÿ êîòîðîãî ADkA

T ũk 6= ADkc + rk, à â ôèíàëüíîé ñòà-
äèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ãäå âàæíà âûñîêàÿ òî÷íîñòü, äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ Dk èçìåíÿåòñÿ ïî èòåðàöèÿì êðàéíå íåçíà÷èòåëüíî. Òàêèì
îáðàçîì, â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé èìååòñÿ õîðîøåå ñòàðòîâîå ïðèáëèæå-
íèå uk−1, ïîëó÷åííîå êàê ðåøåíèå çàäà÷è (4) íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè àëãîðèòìà
âíóòðåííèõ òî÷åê.

Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïðèâîäÿòñÿ â äîêëàäå.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 05-01-00587à.

Ïåðæàáèíñêèé Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷, Ôèëàòîâ Àëåêñàíäð Þðüåâè÷,
Èíñòèòóò ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì. Ìåëåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Ðîññèÿ, 664033, Èðêóòñê,
óë. Ëåðìîíòîâà, 130, òåë. (8-395-2) 42-97-64, 8-914-88-21-888, ôàêñ (8-395-2) 42-67-96.
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ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ
Ê ËÈÍÅÉÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å Î ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Å. Ã. Ïåòðîâà, À. Ñ. Ñòðåêàëîâñêèé
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è î äîïîëíèòåëüíîñòè ìåòîäîì,

îñíîâàííîì íà íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè [1]
äëÿ çàäà÷ c öåëåâîé ôóíêöèåé, ïðåäñòàâèìîé â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíê-
öèé (d.c. ôóíêöèåé).

Çàäà÷è î äîïîëíèòåëüíîñòè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ýêîíîìèêè è èíæåíå-
ðèè. Îíè òåñíî ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âàðèàöèîí-
íûìè íåðàâåíñòâàìè, áèìàòðè÷íûìè èãðàìè è ò.ä.

Çàäà÷à î ëèíåéíîé äîïîëíèòåëüíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïàðû âåêòîðîâ
(x,w), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì:

Mx + q = w,
〈x,w〉 = 0,

x ≥ 0, w ≥ 0,





(1)

ãäå x,w, q ∈ IRn, à M ∈Rn ×Rn - çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.
Çàäà÷à (1) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè [2]:

F (x) = 〈x,Mx + q〉 ↓ min,
x ≥ 0, Mx + q ≥ 0.

}
(2)

Êàê èçâåñòíî, çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âè-
äå ðàçíîñòè äâóõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö: M = M1 − M2. Ýòî âëå÷åò
ñëåäóþùåå d.c. ïðåäñòàâëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè:

F (x) =
1

2
〈x,M1x〉+ 〈q, x〉 − 1

2
〈x,M2x〉.

Äëÿ çàäà÷è (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè [1], îñíîâíû-
ìè ýòàïàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûé ïîèñê, ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷ è
ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà íà ðÿäå ëèíåéíûõ çàäà÷ î äî-
ïîëíèòåëüíîñòè [3],[4], ïîêàçàâøèå ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîé ìåòî-
äèêè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00110.
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ÌÅÒÎÄ ÁÀÐÜÅÐÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ
ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Â. Ä. Ñêàðèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
min {f0(x) : x ∈ X}, (1)

ãäå X = {x : f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], fi(x) � îïðåäåëåííûå íà Rn âû-
ïóêëûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè (i = 0, 1, . . . , m). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (1) ìîãóò áûòü ïðîòèâîðå÷èâûìè, ò.å. âîçìîæåí ñëó÷àé X = ∅.
Òîãäà (1) áóäåò íåñîáñòâåííîé çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1].

Äëÿ (1) ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à

min {f0(x) : x ∈ Xσ̄}, (2)

ãäå Xσ = {x : fi(x) ≤ σ, i = 1, . . . , m}, σ̄ = min {σ : σ ≥ 0, Xσ 6= ∅}. Åñëè
ìíîæåñòâî Xσ íåïóñòî è îãðàíè÷åíî äëÿ íåêîòîðîãî σ > 0, òî σ̄ = ‖f+(x̄)‖∞, ãäå
x̄ = arg min

x
‖f+(x)‖2

∞. Åñëè X 6= ∅, òî σ̄ = 0 è çàäà÷è (1) è (2) ñîâïàäàþò.
Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ îáðàòíîé áàðüåðíîé ôóíêöèè

äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2). Ïðåäëàãà-
þòñÿ äâå àëãîðèòìè÷åñêèå ñõåìû îïòèìàëüíîé êîððåêöèè çàäà÷è (1), îáîñíîâûâàåòñÿ
èõ ñõîäèìîñòü. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îïèøåì îäèí èç ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
x0 ∈ Rn, {εk} è {δk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî
∞∑

k=0

εk < ∞, lim
k→∞

δk = 0. Ïîëîæèì

σ0 = ‖f+(x0)‖∞, Y0 = {x : fi(x) ≤ σ0 + ε0, i = 1,m}.
Ïóñòü èçâåñòíû òî÷êà xk ∈ Rn, ïàðàìåòðû σk > 0, δk > 0, εk > 0 è ìíîæåñòâî
Y 0

k = {x : fi(x) < σk + εk, i = 1,m}. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

B0
k(x) = f0(x) +

m∑
i=1

µ0

σk + εk − fi(x)
(µ0 = const, µ0 > 0).

Âûáåðåì òî÷êó xk+1 ∈ Y 0
k èç óñëîâèÿ B0

k(xk+1)−B0
k(x̄k+1) < δk, ãäå x̄k+1 = arg min {B0

k(x) :
x ∈ Y 0

k }. Ïîëîæèì σk+1 = ‖f+(xk+1)‖∞.
Ïóñòü çàäà÷à (2) ðàçðåøèìà â åäèíñòâåííîé òî÷êå x∗ è f0(x) > −∞ (∀x ∈ Rn).

Òîãäà lim
n→∞

σk = σ̄, lim
n→∞

xk = x∗.
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÐÅÄÅËÜÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÄÂÓÕ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

È. È. Òàõîíîâ

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ äâå ìîäåëè òàê íàçûâàåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ðàñïðå-
äåëåííûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëåííûå âçâåøåííûìè ãðàôàìè. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè ýëåìåíòû òàêîãî ðîäà ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ.
Íàçîâåì ýòîò íàáîð ñîñòîÿíèåì ýëåìåíòà, à ñîâîêóïíîñòü ñîñòîÿíèé âñåõ ýëåìåíòîâ
� ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì, ýëåìåíòû ñòðåìÿòñÿ �îïòèìèçèðîâàòü� âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñ ñîñåäÿìè, è íàì èçâåñòíû ïðàâèëà (ñòðàòåãèè), êîòîðûìè îíè ïðè
ýòîì ðóêîâîäñòâóþòñÿ. Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ýëåìåíò ïðèíèìàåò ðåøåíèå îá
èçìåíåíèè ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ, èñõîäÿ èç íàáëþäàåìûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå ñîñòîÿ-
íèé ñîñåäåé. Íî, òàê êàê ýëåìåíòû äåéñòâóþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ñîñòîÿíèå,
â êîòîðîå ïîïàäàåò ñèñòåìà, âîîáùå ãîâîðÿ îòëè÷àåòñÿ îò îæèäàåìîãî, ÷òî âûíóæ-
äàåò ýëåìåíòû ñíîâà èçìåíÿòü ñîñòîÿíèÿ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñõîäèòñÿ
ëè ýòîò ïðîöåññ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó ñîñòîÿíèþ è ñóùåñòâóþò ëè ó ñèñòåìû
ðàâíîâåñíûå (óñòðàèâàþùèå âñå ýëåìåíòû) ñîñòîÿíèÿ?

Â ðàáîòàõ [1] è [2] ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ è
ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ äâóõ ñèñòåì ñ ôèêñèðîâàííûìè ñòðàòåãèÿìè ó÷àñòíèêîâ,
à òàêæå óêàçàíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíû äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ìîäåëåé, ðàññìîòðåí
âîïðîñ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ïðåäåëüíûõ è ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé îò ïîãðåø-
íîñòåé âû÷èñëåíèÿ è äàíû ëåãêî ïðîâåðÿåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ Ñ ÎÖÅÍÊÀÌÈ ÄËß ÇÀÄÀ×È FLOW SHOP Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÌÈ
ÇÀÄÅÐÆÊÀÌÈ È ÏÐÎÖÅÑÑÎÐÍÎ-ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÌÈ ÄËÈÒÅËÜÍÎÑÒßÌÈ

ÎÏÅÐÀÖÈÉ
À.À. Àãååâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òèïà FLOW SHOP (ïîòîêîâàÿ êîíâåéåðíàÿ ñõåìà) íà
äâóõ ìàøèíàõ ñ ìèíèìàëüíûìè çàäåðæêàìè. Â çàäà÷å äàíî ìíîæåñòâî J = {1, . . . , n}
íåçàâèñèìûõ ðàáîò. Êàæäàÿ ðàáîòà j ∈ J ñîñòîèò èç ïåðâîé è âòîðîé îïåðàöèé (íà
ïåðâîé è âòîðîé ìàøèíå), íà âûïîëíåíèå êîòîðûõ òðåáóåòñÿ aj è bj åäèíèö âðåìåíè
ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé ðàáîòû j ∈ J çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè-
÷èíà lj, íàçûâàåìàÿ çàäåðæêîé. Âûïîëíåíèå âòîðîé îïåðàöèè ðàáîòû j ∈ J äîëæíî
íà÷èíàòüñÿ íå ðàíåå, ÷åì ïî èñòå÷åíèè lj åäèíèö âðåìåíè ïîñëå îêîí÷àíèÿ âûïîëíå-
íèÿ ïåðâîé îïåðàöèè. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó ðàñïèñàíèÿ. Â ñòàíäàðòíîé
òðåõìåñòíîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé èññëåäóåìàÿ çàäà÷à çà-
ïèñûâàåòñÿ êàê F2 | lj | Cmax.

Èçâåñòíî [2,3], ÷òî çàäà÷à F2 | lj | Cmax NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â
ñëó÷àå åäèíè÷íûõ äëèòåëüíîñòåé âñåõ îïåðàöèé. Äåëë Àìèêî â 1996 ã. [1] ïðåäëîæèë
÷åòûðå àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è F2 | lj | Cmax ñ îäíîé è òîé æå îöåíêîé òî÷íîñòè 2 è
âðåìåííîé ñëîæíîñòè O(n log n). Ñ òåõ ïîð ýòîò ðåçóëüòàò íå óëó÷øàëñÿ, õîòÿ âîïðîñ
î ñóùåñòâîâàíèè ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ ëó÷øåé îöåíêîé òî÷íîñòè ñòàâèëñÿ
ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåí àëãîðèòì ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n2) è îöåíêîé
òî÷íîñòè 3/2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè êàæäîé ðàáîòû íå çàâèñèò
îò íîìåðà ìàøèíû, ò. å. aj = bj ïðè âñåõ j ∈ J . Àëãîðèòì âíà÷àëå ïåðåíóìåðîâûâàåò
ðàáîòû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå aj+lj ≤ aj+1+lj+1 äëÿ âñåõ j ∈ J\{n}. Çàòåì
îí ñòðîèò n äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîë-
íåíèÿ ðàáîò íà âòîðîé ìàøèíå ó âñåõ ýòèõ ðàñïèñàíèè îäíà è òà æå � 1, 2, . . . , n,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò íà ïåðâîé ìàøèíå çàâèñèò îò ðàñïèñàíèÿ
è ñîñòîèò èç äâóõ ïåðåñòàâëåííûõ ìåñòàìè îòðåçêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà âòîðîé
ìàøèíå. Ïðè àíàëèçå àëãîðèòìà ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðàåò íåòðèâèàëüíîå îáîá-
ùåíèå íèæíåé ãðàíèöû íà äëèíó îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ, óñòàíîâëåííîé â [2,3].
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ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ NP-ÒÐÓÄÍÛÕ ÂÀÐÈÀÍÒÎÂ
ÇÀÄÀ× ÒÅÎÐÈÈ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ Ñ ÆÅÑÒÊÈÌÈ ÇÀÄÅÐÆÊÀÌÈ

À.À. Àãååâ, Ì.À. Èâàíîâ

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè äâóõ äâóõñòàäèéíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñà-
íèé ñ æåñòêèìè çàäåðæêàìè, â êîòîðûõ çàäåðæêè ìîãóò ïðèíèìàòü ëèáî îäíî, ëèáî
íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè
àïïðîêñèìèðóåìîñòè óëó÷øàþò àíàëîãè÷íûå îöåíêè, óñòàíîâëåííûå â [1] äëÿ òåõ æå
çàäà÷ â îáùåì ñëó÷àå. Â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ çàäàíî ìíîæåñòâî J = {1, . . . , n}
íåçàâèñèìûõ ðàáîò. Êàæäàÿ ðàáîòà j ∈ J ñîñòîèò èç ïåðâîé è âòîðîé îïåðàöèé, íà
âûïîëíåíèå êîòîðûõ òðåáóåòñÿ aj è bj åäèíèö âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîé
ðàáîòû j ∈ J çàäàíà âåëè÷èíà lj ∈ Z+, íàçûâàåìàÿ çàäåðæêîé. Âûïîëíåíèå âòîðîé
îïåðàöèè ðàáîòû j ∈ J äîëæíî íà÷èíàòüñÿ òî÷íî ïî èñòå÷åíèè lj åäèíèö âðåìåíè
ïîñëå îêîí÷àíèÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîé îïåðàöèè. Â ïåðâîé çàäà÷å âñå îïåðàöèè êàæ-
äîé ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîé ìàøèíå, âî âòîðîé � íà äâóõ ìàøèíàõ, ïðè÷åì
ïåðâàÿ îïåðàöèÿ êàæäîé ðàáîòû âûïîëíÿåòñÿ íà ïåðâîé ìàøèíå, à âòîðàÿ íà âòîðîé
(ïîòîêîâàÿ êîíâåéåðíàÿ ñõåìà èëè FLOW SHOP). Â ñòàíäàðòíîé òðåõìåñòíîé ñè-
ñòåìå îáîçíà÷åíèé çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è çàïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàäà÷à íà îäíîé ìàøèíå êàê 1 | exact lj | Cmax, çàäà÷à íà äâóõ
ìàøèíàõ êàê F2 | exact lj | Cmax.

Èçâåñòíî [2], ÷òî 1 | exact lj | Cmax NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â ñëó÷àå
êîãäà lj = L äëÿ âñåõ ðàáîò j ∈ J . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåí áîëåå ñèëüíûé
ðåçóëüòàò: ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ñ îöåíêîé òî÷-
íîñòè 1.25− ε äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | exact lj = L | Cmax âëå÷åò P=NP. Êðîìå òîãî,
ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â [1] äëÿ îáùåé çàäà÷è ïðèìåíèòåëüíî ê çà-
äà÷å 1 | exact lj = L | Cmax èìååò ëó÷øèå îöåíêè òî÷íîñòè: 2.5 â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ
aj è bj, 2 â ñëó÷àÿõ aj ≤ bj è aj ≥ bj äëÿ âñåõ j ∈ J è 1.5 â ñëó÷àå aj = bj äëÿ âñåõ
j ∈ J .

Äëÿ çàäà÷è F2 | exact lj | Cmax ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî
àëãîðèòìà ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 1.25− ε äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ãäå lj ∈ {0, L} ïðè âñåõ
j ∈ J , âëå÷åò P=NP. Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîñòðîåí àëãîðèòì ñ
âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n2) è îöåíêîé òî÷íîñòè 2.
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ÀÍÀËÈÇ ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÒ×ÀÒÛÕ ÃÐÀÔÎÂ
Ò. À. Àëäûí-îîë, À. È. Åðçèí, Þ. Â. Øàìàðäèí

Íà ìíîæåñòâå òî÷åê íà ïëîñêîñòè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô-ðåøåòêà G ñ èñòî÷íèêîì s = (0, 0) è ñòîêîì t = (a, b). Ãîðè-
çîíòàëüíûå äóãè ãðàôà G íàïðàâëåíû âïðàâî, âåðòèêàëüíûå � ââåðõ. Íàäåæíîñòü
êàæäîé äóãè (âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà ïî äóãå) ðàâíà p ∈ (0, 1]. Ïîäñåòüþ
S ⊆ G íàçîâåì ëþáîé ñâÿçíûé ïîäãðàô ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t. Íàäåæíîñòüþ
RS ïîäñåòè S íàçîâåì âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èñïðàâíîãî ïóòè
P ⊆ S èç s â t.

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíî íàäåæíîé ïîñëåäîâàòåëüíî�ïà-
ðàëëåëüíîé ñåòè (ÏÏÑ) ñðåäè ñåòåé S ⊆ G. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî
íàõîæäåíèå ïîäñåòè â ÏÏÑ, óäîâëåòâîðÿþùåé äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâàì, ÷àñòî
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé [1].

Ïîëîæèì L = a + b. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Äëÿ ëþáîé ÏÏÑ S ñïðàâåäëèâà îöåíêà RS

RG
≥ 1

2L−1 .
2. Åñëè p ≥ L

√
ε, ãäå 0 < ε ≤ 1, òî äëÿ ëþáîé ÏÏÑ S èìååò ìåñòî îöåíêà RS

RG
≥ ε.

3. Íàèáîëåå íàäåæíîé ÏÏÑ, ñîäåðæàùåé íå áîëåå 2L äóã, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ
öåïî÷êà, òî åñòü ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç ìàêñèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ.
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25-98. E-mail: ORlab@math.nsc.ru
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ÒÎ×ÍÛÅ È ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
Î P -ÌÅÄÈÀÍÅ Ñ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈßÌÈ ÊËÈÅÍÒÎÂ

Å. Â. Àëåêñååâà, È. Ë. Âàñèëüåâ, Ê. Á. Êëèìåíòîâà, Þ. À. Êî÷åòîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè êëèåíòîâ â ñëå-
äóþùåé ïîñòàíîâêå: íàéòè

min
yi∈{0,1}

{∑
i∈I

∑

j∈J

cijx
∗
ij(y)|∑

i∈I

yi = p},

ãäå x∗ij(y) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è:

min
xij∈{0,1}

{∑
i∈I

∑

j∈J

gijxij|
∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, xij ≤ yi, i ∈ I, j ∈ J}.

Òåñòîâûå ïðèìåðû èç áèáëèîòåêè "Äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ" [1] ïîêàçû-
âàþò, ÷òî ïîèñê ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè êîì-
áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñâÿçàí ñ áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Ïîýòîìó
òðåáóåòñÿ áîëåå òùàòåëüíîå èçó÷åíèå ñòðóêòóðû çàäà÷è ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ åå
ðåøåíèÿ.

Äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçðàáîòàí ãåíåòè÷åñêèé ëîêàëüíûé
ïîèñê ïî îêðåñòíîñòÿì 1-çàìåíà è Ëèíà-Êåðíèãàíà ñî ñòàíäàðòíûìè îïåðàòîðàìè
ñåëåêöèè, ñêðåùèâàíèÿ è ìóòàöèè. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è â âèäå çàäà÷è
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖÏ) [2], äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàç-
ðàáîòàí ìåòîä âåòâåé è îòñå÷åíèé. Äëÿ óëó÷øåíèÿ íèæíèõ îöåíîê ËÏ-ðåëàêñàöèè
çàäà÷è ïðåäëîæåíà íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà, ïîëó÷åííàÿ ñâåä�åíèåì ê çàäà÷å äëÿ ïàðû
ìàòðèö, à òàêæå ïîñòðîåíû îòñåêàþùèå ïëîñêîñòè, ïîëó÷åííûå ïðè èçó÷åíèè âçàè-
ìîñâÿçè ñ çàäà÷åé óïàêîâêè ìíîæåñòâà.

Áëàãîäàðÿ ýôôåêòèâíîìó ýâðèñòè÷åñêîìó àëãîðèòìó è ñóùåñòâåííîìó óñèëåíèþ
ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è óäàëîñü ñîêðàòèòü ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè è óìåíüøèòü âðå-
ìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîììåð÷åñêèìè ðåøàòåëÿìè çàäà÷ ÖÏ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06-01-00075 è 05-01-0011, ÍÀÒÎ RIG981258.
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ÒÐÓÄÍÛÅ ÏÐÈÌÅÐÛ ÄËß ÇÀÄÀ× ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÍÀ ÌÎÙÍÎÑÒÈ

È. Ë. Âàñèëüåâ, Þ. À. Êî÷åòîâ

Â îáëàñòè öåëî÷èñëåííîé è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íàáëþäàåòñÿ áûñòðûé
ðîñò ÷èñëà ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ íîâûì ýâðèñòè÷åñêèì è òî÷íûì ìåòîäàì. Âñå áîëåå
è áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè óäàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèÿ
îïåðàöèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ìåòîäîâ ãåíåðà-
öèè ñëîæíûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, íà êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû äîñòîâåðíî îöåíèâàòü
ýôôåêòèâíîñòü íîâûõ ìåòîäîâ, àíàëèçèðîâàòü îáëàñòè èõ ïðèìåíåíèÿ è ñðàâíèâàòü
ñ äðóãèìè.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç õîðîøî èçâåñòíûõ çàäà÷ èññëåäî-
âàíèÿ îïåðàöèé, à èìåííî ïîëíîñòüþ öåëî÷èñëåííàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîä-
ñòâà ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîùíîñòè ïðåäïðèÿòèé. Â ýòîé çàäà÷å çàäàíî ìíîæåñòâî
êëèåíòîâ è ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé. Äëÿ êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ èçâåñòíû ñòîèìîñòü
åãî îòêðûòèÿ, ìàêñèìàëüíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà è òðàíñïîðòíûå çàòðàòû íà äî-
ñòàâêó ïðîäóêöèè êëèåíòàì. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîäìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé, êîòîðîå
ïîçâîëèò ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè óäîâëåòâîðèòü ïîòðåáíîñòè âñåõ êëèåíòîâ, íå
íàðóøàÿ îãðàíè÷åíèé íà ìîùíîñòè ïðåäïðèÿòèé.

Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ãåíåðàöèè òðóäíûõ â âû÷èñëèòåëüíîì
îòíîøåíèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö â çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè ìàòðèöû òðàíñïîðòíûõ çà-
òðàò, ðàçáðîñà çàòðàò íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîé ìîù-
íîñòè ïðåäïðèÿòèé. Ïîä÷åðêèâàþòñÿ ðàçëè÷èÿ ñ ïðîñòåéøåé çàäà÷åé ðàçìåùåíèÿ
[1]. Ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî
óâåëè÷åíà ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíèêè îòñå÷åíèé. Ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè öåëå-
âîé ôóíêöèè ïðè äåêîìïîçèöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è íà ìíîãîãðàííèêè,
îáðàçîâàííûå îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîùíîñòè ïðåäïðèÿòèé. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü
âëèÿíèÿ ìîùíîñòè ïðåäïðèÿòèé íà êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ íèæíèõ îöåíîê è, êàê ñëåä-
ñòâèå, ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà âåòâåé è îòñå÷åíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì âåòâåé è
ãðàíèö.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 05-01-0011, 06-01-00075, ÍÀÒÎ RIG981258.
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ÍÈÆÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ ×ÈÑËÀ ØÀÃÎÂ ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÑÏÓÑÊÀ
ÄËß ÇÀÄÀ×È Pm||Cmax

Þ. Þ. Âåëèêàíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ NP�òðóäíàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèÿ Pm||Cmax. Çàäàíî n ðà-
áîò è m èäåíòè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí. Äëÿ êàæäîé ðàáîòû îïðåäåëåíà äëè-
òåëüíîñòü åå âûïîëíåíèÿ. Òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëèòü ðàáîòû ïî ìàøèíàì òàê, ÷òîáû
ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ çàâåðøåíèÿ âñåõ ðàáîò.

Îêðåñòíîñòüþ Swap çàäàííîãî ðåøåíèÿ íàçûâàþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîëó-
÷åííûõ èç äàííîãî ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ðàáîò, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàçíûõ ìàøèíàõ.
Îêðåñòíîñòüþ Swap

⋃
Flip íàçûâàþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïåðåíîñîì îä-

íîé ðàáîòû íà äðóãóþ ìàøèíó èëè ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ðàáîò.
Äîêàçàíî, ÷òî ñ êàæäîé èç ïåðå÷èñëåííûõ îêðåñòíîñòåé ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì

ëîêàëüíîãî ñïóñêà äîñòèãàåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ñ ëþáîé ñòàðòîâîé òî÷êè çà ïîëè-
íîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ, à èìåííî:

� äëÿ çàäà÷è P2||Cmax ñ îáåèìè îêðåñòíîñòÿìè Swap è Swap
⋃

Flip àëãîðèòìó
ëîêàëüíîãî ñïóñêà òðåáóåòñÿ O(n3) øàãîâ;

� äëÿ çàäà÷è Pm||Cmax ñ îáåèìè îêðåñòíîñòÿìè Swap è Swap
⋃

Flip àëãîðèòìó
ëîêàëüíîãî ñïóñêà òðåáóåòñÿ O(m2n4) øàãîâ.

Ïîñòðîåíû ïðèìåðû äëÿ çàäà÷è P2||Cmax äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ñïóñ-
êà ñ îêðåñòíîñòÿìè Swap è Swap

⋃
Flip äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çà O(n2).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00075.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÂÎÉÑÒÂÅ ÖÅËÛÕ ÌÀÒÐÈÖ.
Ñ. È. Âåñåëîâ, Â. Í. Øåâ÷åíêî.

Ïóñòü A ∈ Zm×n (2m ≤ n), rg A = m, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìèíîðîâ
m - ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A ðàâåí 1. Îáîçíà÷èì A1 ëþáóþ íåâûðîæäåííóþ (m ×
m) ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî A1 ðàñïîëîæåíà
â ïåðâûõ m ñòîëáöàõ ìàòðèöû A. ×åðåç A2 îáîçíà÷èì ïîäìàòðèöó, ñîäåðæàùóþ
ñòîëáöû ñ íîìåðàìè m + 1, .., n.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

A1x1 + A2x2 = 0.

Îáîçíà÷èì M ìíîæåñòâî öåëûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, H ∈ Z(n−m)×n ìàòðèöó, ïî
ñòðîêàì êîòîðîé ðàñïîëîæåíû âåêòîðû áàçèñà M , H2((n−m)× (n−m)) ïîäìàòðèöó
â H, ðàñïîëîæåííóþ â ïîñëåäíèõ ñòîëáöàõ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè diag(d1, ..., dm) åñòü íîðìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà(ÍÄÔ) ìàò-
ðèöû A1, òî ÍÄÔ ìàòðèöû H2 ðàâåí diag(1, ..1, d1, ..., dm) , ãäå ÷èñëî åäèíèö ðàâíî
n− 2m.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00552.
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ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ
"ÈÄÈ Â ÁËÈÆÀÉØÈÉ ÃÎÐÎÄ" ÄËß ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÀ

ÍÀ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÑÂÅÐÕÓ ÂÕÎÄÀÕ
Ý. Õ. Ãèìàäè, À. Â. Øàõøíåéäåð, Arnaud Le Gallou

Ñîîáùåíèå ïîñâÿùåíî âåðîÿòíîñòíîìó àíàëèçó àëãîðèòìà ÀÈÁ ("Èäè â áëèæàé-
øèé íåïðîéäåííûé ãîðîä") äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà (ÇÊ).
Ðàíåå âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç ýòîãî àëãîðèòìà áûë ïðîâåäåí äëÿ êëàññà ÇÊ ñ ýëåìåí-
òàìè ìàòðèöû ðàññòîÿíèé � íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè ïåðåìåííûìè c îäèíàêîâîé
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [an, bn], an > 0 (Ý.Õ. Ãèìàäè, Â.À. Ïåðåïåëèöà,
1969,1974). Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÀÈÁ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí ïðè
bn

an
= o

(
n

log n

)
. Ïîçæå ýòî óñëîâèå áûëî óñòàíîâëåíî äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ìàæî-

ðèðóþùåãî òèïà. Â äàííîì ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé âõîäíûõ äàííûõ èç
íåîãðàíè÷åííîé ñâåðõó îáëàñòè çíà÷åíèé [an,∞).

Òåîðåìà 1. ÀÈÁ äëÿ ÇÊ ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì

p(x) =
2√
πσ2

n

exp
(
− x2

2σ2
n

)
, an ≤ x < ∞,

èìååò îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè è âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ

εn = O
(

σn log n

nan

)
; δn = O(n−δ),

ãäå êîíñòàíòà δ > 0. Ïðè ýòîì ÀÈÁ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí, åñëè
σn

an

= o
(

n

log n

)
.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 05-01-00395, 07-07-00022).

Ãèìàäè Ýäóàðä Õàéðóòäèíîâè÷, ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ïð. Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4,
Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ, òåë. (8-383) 333-21-89, ôàêñ (8-383) 333-25-98,
E-mail: gimadi@math.nsc.ru
Øàõøíåéäåð Àíàñòàñèÿ Âàëåðüåâíà, ÍÃÓ, óë. Ïèðîãîâà, 2, Íîâîñèáèðñê, 630090,
Ðîññèÿ, òåë. +7-923-150-62-45, E-mail: pedastrina@gorodok.net
Arnaud Le Gallou, Ecole Polytechnique, 91120 PALAISEAU, France,
phone: (0033) 661-50-89-32; E-mail: arnaud.le-gallou@polytechnique.edu

Целочисленное программирование и комбинаторная оптимизация

122



Ê ÇÀÄÀ×Å Î ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÂÇÂÅØÅÍÍÎÉ ÊËÈÊÅ
Ò. Â. Ãðóçäåâà, À. À. Êóçíåöîâà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à ïîèñêà ìàêñèìàëüíîé âçâåøåííîé
êëèêè â ãðàôå G(V, E) â íîâîé íåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêå â âèäå îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è ñ îäíèì d.c. îãðàíè÷åíèåì-íåðàâåíñòâîì:

n∑
i=1

1
wi

x2
i ↓ min, x ∈ S,

F (x) = 〈x,Bx〉 ≤ 0





(P )

ãäå S =
{
x ≥ 0 | n∑

i=1
xi = 1

}
, à ìàòðèöà B(G,ω) =‖ bij ‖(n×n) èìååò âèä:

bij =

{
1

2wi
+ 1

2wj
, åñëè i 6= j, (i, j) /∈ E;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïóñòü C ⊂ V è W (C) =

∑
i∈C

wi. Îïðåäåëèì âçâåøåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåê-
òîð z(C,w) ìíîæåñòâà C ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z(C,w)i =

{
wi

W (C)
, åñëè i ∈ C,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Òåîðåìà. Ïóñòü çàäàí ïðîñòîé ãðàô G, è w ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ñ

ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè. Ìíîæåñòâî C îáðàçóåò ìàêñèìàëüíóþ âçâåøåííóþ
êëèêó â ãðàôå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð z(C, w) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (P ).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (P ) ïðèìåíÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà äëÿ çàäà÷ ñ
d.c. îãðàíè÷åíèåì [1], îñíîâíûìè ýòàïàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûé ïîèñê [1]�[3],
ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷ è ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
âûïóêëîé ôóíêöèè. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïðîòåñòèðîâàí íà çàäà÷àõ î ìàêñè-
ìàëüíîé âçâåøåííîé êëèêå è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè èç [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �05-01-00110 è Ôîíäà ñîäåé-
ñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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ÓÍÈÌÎÄÓËßÐÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ
ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ì. Â. Äåâÿòåðèêîâà, À. À. Êîëîêîëîâ, À. Ï. Êîëîñîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà íåêîòîðîé òî÷êè ìíîæåñòâà M0 = M ∩ Zn, ãäå
M = {x : Ax ≤ b, x ≥ 0}, A � öåëî÷èñëåííàÿ (m × n)-ìàòðèöà, b � öåëî÷èñëåííûé
m-âåêòîð, M 6= ∅ è îãðàíè÷åíî. Ñ ýòîé öåëüþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó: íàéòè ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M0, ò.å.

z∗ = lexmax(M ∩ Zn). (1)

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû öåëî÷èñëåííîãî ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ), â òîì ÷èñëå ìåòîäû îòñå÷åíèÿ, âåòâåé è ãðàíèö,
ïåðåáîðà L-êëàññîâ [1] è äðóãèå.

Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè çàäà÷è (1) è àëãîðèòìîâ åå ðåøåíèÿ èãðàåò äðîáíîå
íàêðûòèå M∗ = {x ∈ M : x Â z ∀z ∈ M0}, ãäå Â � ñèìâîë ëåêñèêîãðàôè÷åñêî-
ãî ïîðÿäêà. Ìîùíîñòü L-íàêðûòèÿ çàäà÷è (L-ðàçáèåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà) âõîäèò â
îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé ðÿäà àëãîðèòìîâ ÖËÏ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âåñüìà ïîëåçíûì
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå óíèìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìîãóò
ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü L-íàêðûòèå è ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìîâ.

Â [2] ïðåäëîæåíû ñåìåéñòâà çàäà÷ òèïà (1), ÿâëÿþùèåñÿ ½òðóäíûìè“ äëÿ óêàçàí-
íûõ ìåòîäîâ ÖËÏ, ò.å. òðåáóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà èòåðàöèé â çàâèñèìîñòè
îò äëèíû âõîäà çàäà÷è. Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ â
ðàññìàòðèâàåìîì íàïðàâëåíèè, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà çàäà÷, íà îñíîâå
êîòîðûõ äîêàçàíà íåóñòîé÷èâîñòü ïåðâîãî àëãîðèòìà Ãîìîðè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîä-
õîäîì, ðàçâèâàåìûì â [1]. Ïðèâåäåíû óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ÖËÏ.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ È ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÇÀÄÀ×
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÎÁÚÅÊÒÎÂ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ã. Ã. Çàáóäñêèé

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ àíàëèç è ðåøåíèå çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ. Òàêèå çàäà÷è íåîáõîäèìî ðåøàòü ïðè ïðî-
åêòèðîâàíèè ïðåäïðèÿòèé è ðîáîòîòåõíîëîãè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ, îïðåäåëåíèè ìåñò
ðàñïîëîæåíèÿ ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ, àâòîìàòèçèðîâàííîì êîíñòðóèðîâàíèè ýëåê-
òðîííûõ óñòðîéñòâ è âûïîëíåíèè ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîò [1].

Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ óêàçàííîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Âåáåðà. Íà ïëîñ-
êîñòè èìåþòñÿ ôèêñèðîâàíûå îáúåêòû, íåîáõîäèìî íà íåé ðàçìåñòèòü íîâûå îáú-
åêòû, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ñ ôèêñèðîâàííûìè òàê, ÷òîáû ñóììàðíàÿ
ñòîèìîñòü ñâÿçåé ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè áûëà ìèíèìàëüíîé. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé
ìåòðèêè óêàçàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â
íåêîòîðîé ñåòè (A.V. Cabot, R.L. Francis), ëèáî ê ðåøåíèþ ñåðèè çàäà÷ ïîèñêà ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîòîêà (Â.À. Òðóáèí). Â ïðîâåäåííîì ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè
áîëåå ýôôåêòèâíûì îêàçàëñÿ àëãîðèòì Â.À. Òðóáèíà.

Îäíî èç íàïðàâëåíèé îáîáùåíèÿ çàäà÷è Âåáåðà � ýòî íàëè÷èå çîí çàïðåòà äëÿ
ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ. Çàïðåùåííûìè çîíàìè ìîãóò áûòü ýëåìåíòû ãåîãðàôè÷åñêîãî
ëàíäøàôòà (ãîðû, ðåêè, îçåðà), à òàêæå: çäàíèÿ, ñàíèòàðíûå çîíû è äðóãèå ó÷àñòêè.
Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ÖËÏ óêàçàííûõ çàäà÷, ðàçðàáîòàíû àëãîðèò-
ìû èõ ðåøåíèÿ, ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò [2].

Ïðè ðàçìåùåíèè òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, òðåáóåòñÿ ðàñïî-
ëàãàòü îáîðóäîâàíèå íà ìåíüøåé ïëîùàäè è íå õàîòè÷íî, à âäîëü íåêîòîðûõ ëèíèé.
Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àïïàðàò öåëî÷èñëåííîé îïòè-
ìèçàöèè. Ïîñòðîåíà äâóõêðèòåðèàëüíàÿ ìîäåëü ÖÏ ðàçìåùåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî
îáîðóäîâàíèÿ øâåéíîãî ïðîèçâîäñòâà è ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óêàçàííîé
çàäà÷è.

Â îòìå÷åííûõ âûøå ïîñòàíîâêàõ ðàçìåùàåìûå îáúåêòû ðàñïîëàãàþòñÿ êàê ìîæ-
íî áëèæå äðóã ê äðóãó è ê ôèêñèðîâàííûì îáúåêòàì. Íà ïðàêòèêå íåîáõîäèìî ðå-
øàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ îáúåêòû äîëæíû ðàçìåùàòüñÿ êàê ìîæíî äàëüøå îò ôèêñè-
ðîâàííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåùàåìûìè îáúåêòàìè ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, îïàñíûå
ïðîèçâîäñòâà, êîòîðûå íåáëàãîïðèÿòíî âëèÿþò íà çäîðîâüå æèòåëåé áëèçëåæàùèõ
ðàéîíîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêîé ïðèìåíÿþòñÿ ìîäåëè
è ìåòîäû ÖÏ è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ
ÍÀÄ ÏÎËÅÌ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ×ÈÑÅË

Í. Þ. Çîëîòûõ

Ïóñòü F � íåêîòîðîå ïîäïîëå ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé ïîëèýäð P ⊆ F d ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ëþáûì èç
ñëåäóþùèõ äâóõ ñïîñîáîâ: êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
P = {x ∈ F d : Ax ≤ b}, ãäå A ∈ Fm×d, b ∈ Fm, è êàê ñóììà êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè
íåêîòîðîé ñèñòåìû âåêòîðîâ u1, . . . , us èç F d è âûïóêëîé îáîëî÷êè íåêîòîðîé ñèñòå-
ìû òî÷åê v1, . . . , vn èç F d. Ìåòîä äâîéíîãî îïèñàíèÿ (double description method) [1],
èçâåñòíûé òàêæå êàê àëãîðèòì Ìîöêèíà�Áóðãåðà, ïî îäíîìó èç ýòèõ îïèñàíèé ñòðî-
èò äðóãîå. Ïðè ýòîì ìåòîä âñåãäà íàõîäèò íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ u1, . . . , us,
v1, . . . , vn è íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ Ax ≤ b ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ýòîãî ìåòîäà.
Êàê ïðàâèëî, ïðîãðàììû ïîääåðæèâàþò òî÷íóþ ðàöèîíàëüíóþ àðèôìåòèêó (÷èñëà
ïðåäñòàâëåíû êàê îòíîøåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé äëèíû) èëè ïðèáëè-
æåííóþ ìàøèííóþ àðèôìåòèêó ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé (float èëè double). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü
âñå êîìáèíàòîðíûå òèïû ïîëèýäðîâ. Ìèíèìàëüíûì ïîäïîëåì ïîëÿ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, íà êîòîðîì ðåàëèçóþòñÿ âñå êîìáèíàòîðíûå òèïû âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë [2]. Ðàçðàáîòàíû äâå ìîäèôèêà-
öèè ìåòîäà äâîéíîãî îïèñàíèÿ, ñïåöèàëüíî ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà 1)
F � ïðîñòîå ðàñøèðåíèå Q(α) ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, 2) F � ïîëå àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîëæåí áûòü çàäàí ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ϕ(x)
àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α è ðàöèîíàëüíûé ëîêàëèçóþùèé èíòåðâàë (a, b), ñîäåðæà-
ùèé α è íå ñîäåðæàùèé äðóãèõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ϕ(x). ×òîáû çàäàòü ÷èñëî β
èç Q(α) äîñòàòî÷íî óêàçàòü ìíîãî÷ëåí f(x), òàêîé, ÷òî β = f(α). Âî âòîðîì ñëó-
÷àå êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àþùååñÿ â âû÷èñëåíèÿõ, ïðåäñòàâëåíî ïàðîé: ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí è ëîêàëèçóþùèé èíòåðâàë. Ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè îáåèõ ìîäèôèêà-
öèé âñòðîåíû â ñèñòåìó Skeleton (ñì. http://www.uic.nnov.ru/~zny/skeleton).
Skeleton èñïîëüçóåò áèáëèîòåêó Arageli (ñì. http://www.unn.ru/cs/arageli), â
êîòîðîé àðèôìåòèêà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ðåàëèçîâàíà Ñ.Ñ.Ëÿëèíûì.

Àâòîðó èçâåñòíî î äðóãîé ìîäèôèêàöèè (è ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììå) ìåòîäà
äâîéíîãî îïèñàíèÿ íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ïðåäëîæåííîé Ä.Â. Ãðóçäåâûì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00552-à.
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ÎÖÅÍÊÈ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÃÐÀÄÈÅÍÒÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ
ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÑÓÏÅÐÌÎÄÓËßÐÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ñ. Ä. Èâàíîâà, Â. Ï. Èëüåâ

Ïóñòü I � íåïóñòîå ìíîæåñòâî; p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p < n = |I|; f : 2I → R+ �
íåâîçðàñòàþùàÿ ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) ≥ f(X) + f(Y )
äëÿ ëþáûõ X, Y ⊆ I; f(I) = 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ NP-òðóäíóþ çàäà÷ó:

min {f(X) : X ⊆ I, |X| = p}. (1)

Äëÿ X ⊆ I, x ∈ X îïðåäåëèì dx(X) = f(X \ {x})− f(X) ≥ 0 è ââåäåì âåëè÷èíû

s = max
x∈I,

dx({x})>0

dx({x})− dx(I)

dx({x}) , s = max
x∈I,

dx(GR∪{x})>0

dx(GR ∪ {x})− dx(I)

dx(GR ∪ {x}) ,

ãäå GR � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), íàéäåííîå ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:
Àëãîðèòì GR.

Øàã 0. Ïîëîæèì A0 ← I. Ïåðåõîäèì íà øàã 1.
Øàã i (i ≥ 1). Âûáåðåì ai ∈ Ai−1 òàê, ÷òîáû f(Ai−1 \ {ai}) = min

a∈Ai−1

f(Ai−1 \ {a}).
Ïîëîæèì Ai ← Ai−1 \ {ai}. Åñëè i < n− p, òî ïåðåõîäèì ê øàãó i + 1. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå GR ← An−p. Êîíåö.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 0 ≤ s ≤ s ≤ 1. Äëÿ s < 1 ïîëîæèì t = s/(1 − s). Â
ðàáîòå [1] ïîëó÷åíà ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà GR:

f(GR)

f(OPT )
≤ 1

t

[(
q + t

q

)q

− 1

]
, (2)

ãäå OPT � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), q = n− p.
Â äàííîì ñîîáùåíèè ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

f(GR)

f(OPT )
≤ t + 1, (3)

êîòîðàÿ óæå äëÿ q = 3 ëó÷øå îöåíêè (2) ïðè t > 18. Äëÿ q = 6 îöåíêà (3) ëó÷øå (2)
ïðè t ≥ 3, 88, à äëÿ q = 9 � ïðè t ≥ 2, 89.

Ïðè s < 1 âåðíà àíàëîãè÷íàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà f(GR)/f(OPT ) ≤ t + 1, ãäå
t = s/(1− s), êîòîðàÿ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íîé, ÷åì (3).

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû cïðàâåäëèâû è äëÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà
ìèíèìóì, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (1).
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÁÅÍÄÅÐÑÀ
ÄËß ÄÂÓÕÑÒÀÄÈÉÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

À. À. Êîëîêîëîâ, Ò. Â. Ëåâàíîâà, À. Ñ. Ôåäîðåíêî

Ñðåäè èññëåäîâàíèé ïî îïòèìèçàöèè ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé âàæíîå ìå-
ñòî çàíèìàåò äâóõñòàäèéíàÿ çàäà÷à [1], êîòîðàÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èìåþòñÿ
ìíîæåñòâà ïðåäïðèÿòèé L = {1, . . . , k} (íèæíèé óðîâåíü, ñòàäèÿ ïðîèçâîäñòâà) è
I = {1, . . . ,m} (âåðõíèé óðîâíü, ñòàäèÿ ïðîäàæè), âûïóñêàþùèõ íåêîòîðóþ ïðî-
äóêöèþ, à òàêæå ìíîæåñòâî åå ïîòðåáèòåëåé J = {1, . . . , n}. Êàæäîå ïðåäïðèÿòèå
âåðõíåãî óðîâíÿ ñâÿçàíî ñ íåñêîëüêèìè ïðåäïðèÿòèÿìè íèæíåãî óðîâíÿ: gil = 1, åñëè
ïðåäïðèÿòèÿ i è l ñâÿçàíû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå gil = 0, i ∈ I, l ∈ L. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî êàæäûé ïîòðåáèòåëü îáñëóæèâàåòñÿ òîëüêî îäíèì ïðåäïðèÿòèåì âåðõíåãî óðîâ-
íÿ, îäíàêî òàêîå ïðåäïðèÿòèå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü ñïðîñ ëþáîãî ïîòðåáèòåëÿ. Äëÿ
îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ âåðõíåãî óðîâíÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû äåéñòâîâàëè âñå ñâÿçàí-
íûå ñ íèì ïðåäïðèÿòèÿ íèæíåãî óðîâíÿ. Çàäàíû ñòîèìîñòè îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèé
di ≥ 0 è fl ≥ 0 âåðõíåãî è íèæíåãî óðîâíåé, ñîîòâåòñòâåííî, i ∈ I, l ∈ L. Èçâåñòíû
çàòðàòû cij íà óäîâëåòâîðåíèå ñïðîñà ïîòðåáèòèëåé, i ∈ I, j ∈ J . Òðåáóåòñÿ íàé-
òè íàáîð ïðåäïðèÿòèé, óäîâëåòâîðÿþùèé ñïðîñ âñåõ ïîòðåáèòåëåé ñ ìèíèìàëüíûìè
ñóììàðíûìè çàòðàòàìè.

Ââåäåì ïåðåìåííûå: z = (zi), y = (yl), X = (xij), i ∈ I, j ∈ J, l ∈ L. Ïîëàãàåì
zi = 1, åñëè ïðåäïðèÿòèå i âåðõíåãî óðîâíÿ îòêðûòî, èíà÷å zi = 0. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå yl äëÿ ïðåäïðèÿòèé íèæíåãî óðîâíÿ. Êðîìå òîãî, xij = 1,
åñëè ïðåäïðèÿòèå i óäîâëåòâîðÿåò ñïðîñ ïîòðåáèòåëÿ j, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå xij = 0.

Ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä:

F (z, y,X) =
∑

i∈I

dizi +
∑

l∈L

flyl +
∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij → min

∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

zi ≥ xij, i ∈ I, j ∈ J,

yl ≥ gilzi, i ∈ I, l ∈ L,

xij, yl, zi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, l ∈ L.

Äëÿ äàííîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí ðÿä àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà äåêîìïîçèöèè Áåí-
äåðñà è ïåðåáîðå L-êëàññîâ ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè çàäà÷è, ïðîâåäåí àíàëèç àëãîðèòìîâ.
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ÂÅÐÕÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ ÄËß ÎÄÍÎÉ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÎÉ
ÇÀÄÀ×È Î P -ÌÅÄÈÀÍÅ

Þ. À. Êî÷åòîâ

Â áîëüøèíñòâå äèñêðåòíûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ [2] ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå îäíîãî
ëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèÿ (ËÏÐ). Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðè öåíòðàëèçîâàííîì ïëàíèðîâàíèè. Â óñëîâèÿõ ðûíêà áîëåå àäåêâàòíûìè ÿâëÿ-
þòñÿ ìîäåëè ñ íåñêîëüêèìè ËÏÐ, êîòîðûå ðàçìåùàþò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ, ñòðåìÿñü
ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé äâà ËÏÐ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ îá îòêðûòèè ïðåäïðèÿòèé [1]. Ñíà÷àëà ïðèíèìàåò ðåøå-
íèå ËÏÐ1 è îòêðûâàåò ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé S1. Çàòåì, çíàÿ ýòî ðåøåíèå, ïðèíè-
ìàåò ðåøåíèå ËÏÐ2 è îòêðûâàåò ñâîå ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé S2, S1∩S2 = Ø. Êàæ-
äûé ïîòåíöèàëüíûé êëèåíò âûáèðàåò èç ìíîæåñòâà îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé S1 ∪ S2

îäíî ïðåäïðèÿòèå, ñîãëàñíî ñîáñòâåííûì ïðåäïî÷òåíèÿì. Åñëè îáñëóæèâàíèå êëè-
åíòîâ ïðèíîñèò îïðåäåëåííûé äîõîä, ËÏÐ1 îòêðûâàåò p1 ïðåäïðèÿòèé, à ËÏÐ2 � p2

ïðåäïðèÿòèé, òî â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåùåíèÿ ýòèõ ïðåäïðèÿòèé ðûíîê áóäåò êàê-
òî ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè. Êàæäûé ËÏÐ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ
äîëþ ðûíêà. Ïîëó÷àåì èãðó äâóõ ëèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èíòåðåñàìè. Ýòà èãðà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îðèãèíàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà âåðõíèõ
îöåíîê íà äîõîä ËÏÐ1 è, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèõ îöåíîê íà äîõîä ËÏÐ2. Ýòî ñå-
ìåéñòâî èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ìîùíîñòü. Ïðåäñòàâèòåëÿìè ñåìåéñòâà ÿâëÿþòñÿ
îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñïåöè-
àëüíîãî âèäà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06�01�00075, 07-06-13500.
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ÂÅÐØÈÍÛ È ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÒÎ×ÊÈ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÀ
ÌÍÎÃÎÈÍÄÅÊÑÍÎÉ ÀÊÑÈÀËÜÍÎÉ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ì. Ê. Êðàâöîâ, Å. Â. Ëóêøèí

Ïîïóëÿðíîñòü ïîëèýäðàëüíîé êîìáèíàòîðèêè â íàøå âðåìÿ, ïðåæäå âñåãî, îáú-
ÿñíÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ åå àïïàðàòà äëÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè ìåòîäîâ
îïòèìèçàöèè è ïåðñïåêòèâàìè ïîñòðîåíèÿ íà åå îñíîâå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ.

Íàèáîëåå ãëóáîêî èññëåäóþòñÿ ìíîãîãðàííèêè çàäà÷ òðàíñïîðòíîãî òèïà ââèäó
òîãî, ÷òî ýòè çàäà÷è íàõîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íà-
óêè, òåõíèêè, ýêîíîìèêè è óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ äâóõèíäåêñíûõ òðàíñïîðòíûõ
çàäà÷ ðàçðàáîòàíû ïðîñòûå è ýôôåêòèâíûå ìåòîäû. Îäíàêî ïåðåíåñåíèå ýòèõ ìåòî-
äîâ íà ìíîãîèíäåêñíûå òðàíñïîðòíûå çàäà÷è (îñîáåííî â öåëî÷èñëåííîé ïîñòàíîâêå)
âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñî ñëîæíûì
ñòðîåíèåì âåðøèí ìíîãîãðàííèêîâ íàçâàííûõ çàäà÷ [1, 2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ p-èíäåêñíîãî àêñèàëüíîãî òðàíñïîðòíîãî ìíîãîãðàííèêà
(p-ÀÒÌ) ïîðÿäêà n1×n2× ...×np, n1, n2, . . . np > 1, p ≥ 2, îïðåäåëåííîãî öåëî÷èñëåí-
íûìè âåêòîðàìè (òåðìèíîëîãèþ ñì. â [1, 2]), èññëåäóþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà,
êàñàþùèåñÿ åãî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê (ÖÒ), öåëî÷èñëåííûõ âåðøèí (ÖÂ) è íåöåëî-
÷èñëåííûõ âåðøèí.

Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ÷èñëà ÖÒ p-ÀÒÌ ïîðÿäêà n1 × n2 × ...× np. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ïîäõîäà äîêàçàíû êðèòåðèè ïðèíàäëåæíîñòè p-ÀÒÌ âåñà k ê
êëàññàì ñ ìèíèìàëüíûì, "ïî÷òè" ìèíèìàëüíûì (ò.å. ñî ñëåäóþùèì çà ìèíèìàëü-
íûì) è ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ÖÒ. Âûäåëåíû ñëåäóþùèå êëàññû p-ÀÒÌ: ìíîãîãðàí-
íèêè, ó êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ÖÒ íå çàâèñèò îò èõ âåñà; ìíîãîãðàííèêè, ó êîòîðûõ
êîëè÷åñòâî ÖÒ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÖÂ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íå âñÿêèé p-ÀÒÌ âåñà k ñ
ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì âåðøèí îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ÖÒ. Íàéäåíà îöåíêà
ñâåðõó äëÿ ÷èñëà ÖÒ p-ÀÒÌ.

Äîêàçàíà òåîðåìà îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ðîñòå çíàìåíàòåëåé äðîáíûõ êîìïî-
íåíò íåöåëî÷èñëåííûõ âåðøèí 3-ÀÒÌ è ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé 3-ÀÒÌ ïîðÿäêà
n1 × n2 × n3, n3 = min{n1, n2, n3}, è âåñà k ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ÖÒ èìååò r-
íåöåëî÷èñëåííûå âåðøèíû äëÿ ëþáîãî r ∈ {4, 6, 7, . . . , 3n3 − 2}, ò.å. âåðøèíû, ÷èñëî
äðîáíûõ êîìïîíåíò ó êîòîðûõ ðàâíî r.
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ Ñ ÎÖÅÍÊÀÌÈ
ÄËß ÇÀÄÀ×È Î ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÊËÈÊÅ

À. À. Êóçíåöîâà

Ïóñòü äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ïðîñòîé ãðàô G = G(V, E). Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí
C∗ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êëèêîé, åñëè ãðàô G(C∗) � ïîëíûé, è ìîùíîñòü w(G) =
|C∗| � ìàêñèìàëüíàÿ. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ìàêñèìàëüíîé êëèêè.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ çàäà÷ó

Fγ(x) = 〈x, Tγx〉 ↓ min, x ∈ S, (Dγ)

ãäå Tγ = AḠ + γIn, AḠ � ìàòðèöà ñìåæíîñòè äîïîëíèòåëüíîãî ãðàôà Ḡ, In � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà, S = {x ∈ Rn | ∑n

i=1 xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n} � êàíîíè÷åñêèé
ñèìïëåêñ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü γ > 0 â çàäà÷å (Dγ), è V(Dγ) = min(Fγ, S) � çíà÷åíèå çàäà÷è.
Òîãäà

w(G) ≤
⌊

γ

V(Dγ)

⌋
, (1)

ïðè÷åì, åñëè γ ≤ 1, òî íåðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî.
Äàííóþ îöåíêó ìîæíî óòî÷íèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü γ > 0 â çàäà÷å

F i
γ(x) = Fγ(x) + (1− γ)xi ↓ min, x ∈ S, (Di

γ)

è V(Di
γ) = min(F i

γ, S) � çíà÷åíèå çàäà÷è. Òîãäà, åñëè i ∈ C∗, òî

w(G) ≤
⌊

1

V(Di
γ)

⌋
.

Â ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåíà ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ïîçâîëÿþùàÿ ñ ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè èç S íàõîäèòü êëèêó â G, ïðè÷åì ñ èçâåñòíîé îöåíêîé ñíèçó äëÿ ðàçìåðíî-
ñòè íàéäåííîé êëèêè. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1, 2 è äàííóþ ïðîöåäóðó, ìîæíî ïîñòðîèòü
àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìàëüíîé êëèêè ñ îöåíêàìè. Äàííûé àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ
íà çàäà÷àõ èç áèáëèîòåêè DIMACS. Ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè
ïîèñêà ìàêñèìàëüíîé êëèêè.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÑÅÐÄÞÊÎÂÀ
ÄËß ÇÀÄÀ×È MAX TSP

À. Â. Ïàíþêîâ, Ñ. À. Òû÷èíèí

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà îäíèì èç ëó÷øèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿ-
åòñÿ àëãîðèòì Ñåðäþêîâà ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 3/4 [1]. Äàííûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç
ñëåäóþùèõ øàãîâ: 1) ïîñòðîåíèå 2-ôàêòîðà C è ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M ìàê-
ñèìàëüíûõ âåñîâ; 2) ïåðåìåùåíèå èç êàæäîãî öèêëà c ∈ C â ìíîæåñòâî M ðåáðà,
îñòàâëÿþùåãî M ÷àñòè÷íûì òóðîì; 3) äîïîëíåíèå C è M äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ
T1 è T2 ñîîòâåòñòâåííî; 4) âûáîð èç ïîñòðîåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ T1 è T2 â
êà÷åñòâå ðåøåíèÿ öèêëà, èìåþùåãî ìàêñèìàëüíûé âåñ.

Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ýòîãî àëãî-
ðèòìà, îòëèëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáàìè äîïîëíåíèÿ òåêóùèõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ äî ãàìèëü-
òîíîâûõ öèêëîâ. Â ÷àñòíîñòè âîçìîæíû ñòðàòåãèè "ïåðâûé ïîäõîäÿùèé", æàäíûé
àëãîðèòì è àëãîðèòì äîïîëíåíèÿ ïîäãðàôàìè [2].

Ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãî-
ðèòìà Ñåðäþêîâà:

1) âû÷èñëÿåòñÿ íå äâà, à ïÿòü ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ;
2) îäèí ãàìèëüòîíîâ öèêë âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äîïîëíåíèÿ ïîä-

ãðàôàìè [2];
3) äâà öèêëà ïîëó÷àþò ïåðåìåùåíèåì ðåáåð èç C â M è ïîñëåäóþùèì äîïîë-

íåíèåì ïîëó÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ T1 è T2 ñ ïîìîùüþ
æàäíîãî àëãîðèòìà;

4) äâà äîïîëíèòåëüíûõ öèêëà ïîëó÷àþò ïåðåìåùåíèåì ðåáåð èç C â M è ïîñëå-
äóþùèì äîïîëíåíèåì ïîëó÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ T1 è
T2 ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äîïîëíåíèÿ ïîäãðàôàìè [2].

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïîëó÷àåìûå äàííûì àëãîðèòìîì ðå-
øåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå òî÷íûìè ñðåäè èçâåñòíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ.
Êðîìå òîãî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî ðå-
øåíèÿ èìååò àëãîðèòì äîïîëíåíèÿ ïîäãðàôàìè.
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ÄÅÖÅÍÒÐÀËÈÇÎÂÀÍÍÀß ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÀß ÇÀÄÀ×À
À. Â. Ïÿòêèí, Â. Ò. Äåìåíòüåâ

Â êëàññè÷åñêîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷å âëàäåëåö ñêëàäà äîëæåí ðàñïðåäåëèòü òî-
âàðû ìåæäó ñâîèìè ìàãàçèíàìè òàê, ÷òîáû ïðèáûëü áûëà ìàêñèìàëüíîé. Â äåöåí-
òðàëèçîâàííîé èëè äâóõóðîâíåâîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷å âëàäåëåö ñêëàäà (âåðõíèé
óðîâåíü) íå ÿâëÿåòñÿ âëàäåëüöåì ìàãàçèíîâ. Îí ìîæåò ëèøü îïðåäåëÿòü î÷åðåä-
íîñòü îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ íèæíåãî óðîâíÿ (âëàäåëüöåâ ìàãàçèíîâ), êîòîðûå áó-
äóò âûáèðàòü ñåáå ïîäîõäÿùèå òîâàðû, ìàêñèìèçèðóÿ ñîáñòâåííóþ ïðèáûëü. Çàäà÷à
âëàäåëüöà ñêëàäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáñëó-
æèâàíèÿ êëèåíòîâ, ïðè êîòîðûõ åãî ñîáñòâåííàÿ ïðèáûëü áóäåò ìàêñèìàëüíîé.

Ôîðìàëüíî, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè

S =
n∑

i=1

m∑

j=1

cijx
∗
ij

ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì ñòðîê ìàòðèöû C = (cij), ãäå ìàòðèöà îïòèìàëüíûõ ðåøå-
íèé çàäà÷ íèæíåãî óðîâíÿ (x∗ij) ñòðîèòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî (i = 1, 2, . . . , n)
ðåøåíèÿ çàäà÷

max
xij
{

m∑

j=1

cijxij |
m∑

j=1

xij = ai, 0 ≤ xij ≤ bj −
i−1∑

k=1

x∗ij, j = 1, 2, . . . ,m}.

Äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü ýòîé çàäà÷è äàæå â ñëó÷àå, êîãäà âñå bj = 1 è ai = 2 (åñëè
âñå ai = bj = 1, òî çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ). Ïðèâîäèòñÿ ïðèáëè-
æåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ðåøåíèå, ìåíüøåå îïòèìàëüíîãî íå
áîëåå ÷åì âäâîå.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 05-01-00395 è INTAS 04�77�7173.
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ÎÁ ÎÖÅÍÊÅ ÃËÎÁÀËÜÍÎÃÎ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ ÐÀÇÍÎÑÒÈ
ÑÒÐÎÃÎ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÍÀ ÑÓÏÅÐÌÀÒÐÎÈÄÀÕ È ÈÕ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈßÕ

À. Á. Ðàìàçàíîâ

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû â ãëîáàëüíîì ìàêñèìóìå ðàç-
íîñòè äâóõ ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà íà ñóïåðìàòðîèäàõ è
èõ ïåðåñå÷åíèÿõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à A äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè: íàéòè

max{F (x) = f(x)− ϕ(x)|x = (x1, ..., xn) ∈ S = S1 ∩ S2},

ãäå f(x) è ϕ(x) ñîîòâåòñòâåííî ρ è σ � êîîðäèíàòíî-âûïóêëûå ôóíêöèè íà Zn
+ [1],

S1, S2 ⊆ Zn
+ � ñóïåðìàòðîèäû [2], Zn

+ � ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî-
÷èñëåííûõ âåêòîðîâ.

Ïóñòü x∗F � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è A, xg
f è xg

ϕ ñîîòâåòñòâåííî ãðàäèåíòíûå
ìàêñèìóìû (ò.å. ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ïîêîîðäèíàòíîãî
ïîäúåìà [1-3]) ôóíêöèè f(x) è ϕ(x)íà S.

Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ F (x)íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîîðäèíàòíî-
âûïóêëîñòè [2]. Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè F (x∗F ) íåëüçÿ ïðèìåíèòü ìåòîäèêó, ðàçðàáî-
òàííóþ â [1, 2]. Òåì íå ìåíåå F (x∗F ) ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó ñ ïîìîùüþ xg

f ,
xg

ϕ.
Òåîðåìà. Ïóñòü F (x), f(x), ϕ(x) íåóáûâàþùèå ôóíêöèè íà S, f(0) = ϕ(0) = 0.

Òîãäà
max{0, f(xg

f )− ϕ(xg
f )} 6 F (x∗F ) 6 3f(xg

f )− ϕ(xg
ϕ).

Ñëåäñòâèå. Åñëè S = S1 ∩ S2 ÿâëÿåòñÿ ñóïåðìàòðîèäîì, òî ñïðàâåäëèâî

max{0, f(xg
f )− ϕ(xg

f )} 6 F (x∗F ) 6 2f(xg
f )− ϕ(xg

ϕ).

Çàìå÷àíèå 1.Êëàññ çàäà÷ òèïà A äîñòàòî÷íî øèðîê. Òàê íàïðèìåð, çàäà÷à íåëè-
íåéíîãî äðîáíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäà÷à íàäåæíîñòè ñåòåé ìîãóò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàíû â âèäå çàäà÷è A.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ìîãóò ñëóæèòü ìèíîðàíòîé èëè ìàæîðàíòîé
â ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëàíîâ [4].
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ÇÀÄÀ×À ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß
Ñ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ

À. À. Ðîìàíîâà, Â. Â. Ñåðâàõ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáðàáîòêè ïàðòèè îäíîòèïíûõ äåòàëåé íà ïðîèçâîäñòâåí-
íîé ëèíèè, ñîñòîÿùåé èç m ðàçëè÷íûõ ìàøèí. Âñå äåòàëè ïðîõîäÿò îäèíàêîâûé
òåõíîëîãè÷åñêèé ìàðøðóò îáðàáîòêè, âêëþ÷àþùèé n îïåðàöèé. Îïåðàöèÿ j âûïîë-
íÿåòñÿ íåïðåðûâíî â òå÷åíèå pj ∈ Z+ åäèíèö âðåìåíè íà ìàøèíå mj, j = 1, . . . , n.
Ìàøèíû â òåõíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå
äâóõ è áîëåå îïåðàöèé íà îäíîé ìàøèíå íå äîïóñêàåòñÿ.

Â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ äåòàëåé óäîáíî èñïîëüçîâàòü öèêëè÷åñêèå
ðàñïèñàíèÿ, â êîòîðûõ âûïîëíåíèå îäíèõ è òåõ æå îïåðàöèé ëþáûõ äâóõ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ äåòàëåé íà÷èíàåòñÿ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ýòî âðåìÿ íà-
çûâàåòñÿ âðåìåíåì öèêëà. Åñòåñòâåííûì êðèòåðèåì ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè âðåìåíè öèêëà, îáåñïå÷èâàþùèé ìàêñè-
ìàëüíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ëèíèè. Ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìûõ.

Îäíàêî íà ïðîèçâîäñòâå ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà ïîñëå çàâåðøåíèÿ êàêîé-
òî îïåðàöèè íåîáõîäèìî ñðàçó íà÷àòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåé îïåðàöèè òåõíîëîãè-
÷åñêîãî ìàðøðóòà, òî åñòü çàïðåùàþòñÿ ïðîñòîè ìåæäó íåêîòîðûìè ïàðàìè ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ îïåðàöèé.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ ñ ìèíèìàëü-
íûì âðåìåíåì öèêëà ïðè íàëè÷èè óêàçàííûõ çàïðåòîâ. Äîêàçàíà ñèëüíàÿ NP -òðóä-
íîñòü ýòîé çàäà÷è. Ê íåé ïîëèíîìèàëüíî ñâåäåíà çàäà÷à �3-ðàçáèåíèå� [1]. Âûäåëå-
íû ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè, îïèñàíû ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû. Ïðè
äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè, êîãäà êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî îáðàáàòûâàåìûõ äå-
òàëåé íà ëèíèè îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, ïîñòðîåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîê-
ñèìàöèîííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è, ÷òî îáîáùàåò ðåçóëüòàò èç [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå INTAS, ïðîåêò � 03-51-5501.
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Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß
ÑÎ ÑÊËÀÄÈÐÓÅÌÛÌÈ ÐÅÑÓÐÑÀÌÈ

Â. Â. Ñåðâàõ, Ò. À. Ùåðáèíèíà

Ïðè äîëãîñðî÷íîì ïëàíèðîâàíèè èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ áîëüøèíñòâî ðåñóð-
ñîâ ìîæåò áûòü çàìåíåíî îäíèì ðåñóðñîì � ôèíàíñîâûì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñêëà-
äèðóåìûì. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðîêà çàâåðøåíèÿ âñåãî ïðîåêòà ñî ñêëàäèðóåìûìè
ðåñóðñàìè ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé [1]. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ
ñëîæíîñòü çàäà÷è ñ äðóãèìè êðèòåðèÿìè.

Ïóñòü çàäàíî V = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî âçàèìîñâÿçàííûõ ðàáîò ïðîåêòà. Âçàè-
ìîñâÿçü îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèÿìè âèäà i → j, ãäå ðàáîòà j íå ìîæåò íà÷àòü ñâîå
âûïîëíåíèå äî çàâåðøåíèÿ ðàáîòû i. Äàííàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ïðè ïîìîùè îðèåíòèðîâàííîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà G = (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî
âñåõ ðàáîò, à E = {(i, j)|i, j ∈ V, i → j} � ìíîæåñòâî äóã. Ïðè âûïîëíåíèè ðàáîò èñ-
ïîëüçóåòñÿ òîëüêî ôèíàíñîâûé ðåñóðñ. Íà ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ ïðîåêòà, â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè t èìååòñÿ ðåñóðñ â îáúåìå K(t). Êàæäàÿ ðàáîòà j ∈ V õàðàêòåðè-
çóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ pj ∈ Z+ è ïîòðåáíîñòüþ kj(τ) â ðåñóðñå â ìîìåíò âðåìåíè τ ,
τ = 1, . . . , pj. Âñå ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ íåïðåðûâíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sj âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáîòû j ∈ V . Íåîáõîäèìî ïî-
ñòðîèòü ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïðîåêòà S = {sj}, äëÿ êîòîðîãî ñîáëþäàþòñÿ
òåõíîëîãè÷åñêèé ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò E è îãðàíè÷åíèÿ íà ðåñóðñû. Â êà÷å-
ñòâå êðèòåðèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ: ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ ðàáîò
ïðîåêòà C∑ è ìàêñèìèçàöèÿ ÷èñòîé ïðèâåäåííîé ïðèáûëè NPV .

Â ðàáîòå [2] áûëà äîêàçàíà NP�òðóäíîñòü äëÿ çàäà÷è ñ E = ∅ è ñ êðèòåðèÿìè C∑
è NPV . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà ñèëüíàÿ NP�òðóäíîñòü çàäà÷è ñ êðèòåðèÿìè
C∑ è NPV . Ê ýòèì çàäà÷àì ïîëèíîìèàëüíî ñâåäåíà çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîëíîì
ïîäãðàôå.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 03-51-5501.
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Î ÑÏÎÑÎÁÅ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÍÈÆÍÈÕ ÎÖÅÍÎÊ ÄËß ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ
ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÍÀ ÑÅÒÈ

Ä. Â. Ôèëèìîíîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ. Äàíà
ñâÿçíàÿ íåîðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü N . Â êàæäîé âåðøèíå ñåòè v1, ..., vm ðàñïîëîæåí
ôèêñèðîâàííûé îáúåêò. Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü â âåðøèíàõ ñåòè n îáúåêòîâ, îáñëó-
æèâàþùèõ ôèêñèðîâàííûå. Â îäíîé âåðøèíå ìîæíî ðàçìåùàòü ïðîèçâîëüíîå êî-
ëè÷åñòâî îáñëóæèâàþùèõ îáúåêòîâ. Ïóñòü I = {1, ...,m}, J = {1, ..., n}. Îáîçíà÷èì
÷åðåç d(vi, vs) äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè vi è vs â ñåòè N , i, s ∈ I.

Ïóñòü wij > 0 � óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ìåæäó ôèêñèðîâàííûì îáúåêòîì i è
ðàçìåùàåìûì j, i ∈ I, j ∈ J . Ñòðóêòóðà ñâÿçåé ìåæäó îáñëóæèâàþùèìè îáúåêòàìè
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåîðèåíòèðîâàííîé ñåòè U = (J,A). Äëèíà äóãè (j, k) ∈ A
ðàâíà ujk > 0 � óäåëüíîé ñòîèìîñòè ñâÿçè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ j è k ìåæäó ñîáîé.

Ðàçìåùåíèåì îáúåêòîâ íàçîâåì îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå π : J → I. Íåîáõîäè-
ìî íàéòè ðàçìåùåíèå π, ìèíèìèçèðóþùåå ìàêñèìàëüíóþ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó
îáúåêòàìè:

max( max
(j,k)∈A

ujkd(vπ(j), vπ(k)), max
i∈I, j∈J

wijd(vi, vπ(j))) → min
π

. (1)

Åñëè ñåòè N è U � ïðîèçâîëüíûå, òî çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé [1]. Â ñëó÷àå
äðåâîâèäíîé ñåòè U çàäà÷à (1) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà [1].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé
ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ñåòåé N è U . Âû÷èñëåíèå
íèæíèõ îöåíîê îñíîâûâàåòñÿ íà ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñ äðåâîâèäíîé
ñòðóêòóðîé ñâÿçåé ìåæäó ðàçìåùàåìûìè îáúåêòàìè.
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ÎÁ f -ÂÅÊÒÎÐÀÕ ÏÈÐÀÌÈÄÀËÜÍÛÕ ÒÐÈÀÍÃÓËßÖÈÉ
ÒÎ×Å×ÍÛÕ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÉ
Â. Í. Øåâ÷åíêî, Ä. Â. Ãðóçäåâ

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê A = {a1, . . . , an} ⊂ Rd íàçûâàåòñÿ d-ìåðíîé òî÷å÷íîé
êîíôèãóðàöèåé, åñëè åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà [A] åñòü d-ìåðíûé âûïóêëûé ìíîãî-
ãðàííèê (íàçûâàåìûé òàêæå ïîëèòîïîì). Äëÿ d-ìåðíîãî ïîëèòîïà M ÷åðåç Γi(M)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî åãî i-ìåðíûõ ãðàíåé, i = −1, . . . , d. Ïðè ýòîì Γ−1(M) = {∅}
è Γd(M) = {M}. Äëÿ ãðàíè F ïîëèòîïà M ÷åðåç relint(F ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âíóòðåííèõ òî÷åê ãðàíè F â åå àôôèííîé îáîëî÷êå.

Ìíîæåñòâî d-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ T = {S1, . . . , St} íàçîâåìòðèàíãóëÿöèåé d-ìåðíîé
òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè A, åñëè [A] = ∪t

k=1Sk, Γ0(Si) ⊆ A ïðè i = 1, . . . , t è Si ∩ Sj =
[Γ0(Si) ∩ Γ0(Sj)] ïðè i, j = 1, . . . , t. Ïîëîæèì Γi(T ) = ∪t

j=1Γi(Sj), fT
i = |Γi(T )|,

i = −1, . . . , d, è çàìåòèì, ÷òî Γ−1(T ) = {∅} è fT
−1 = 1. Âåêòîð fT = (fT

0 , . . . , fT
d )

è ïîëèíîì fT (λ) =
∑d

i=−1 fT
i λi+1 íàçîâåì f -âåêòîðîì è f -ïîëèíîìîì òðèàíãóëÿöèè

T ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî âñåõ òðèàíãóëÿöèé d-ìåðíûõ òî÷å÷íûõ êîíôèãóðàöèé
îáîçíà÷èì ÷åðåç Td. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ T ∈ Td ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííû è ÿâëÿþòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûå ÷èñëà γT

0 , . . . , γT
d+1 òàêèå, ÷òî fT (λ) =

∑d+1
i=0 γT

i λi(1+λ)d+1−i,
ïðè÷åì γT

0 = 1 è γT
d+1 = 0.

Òðèàíãóëÿöèþ T = {S1, . . . , St} d-ìåðíîé òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè A íàçîâåì ïè-
ðàìèäàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò a ∈ Γ0(Si) ïðè i = 1, . . . , d; åñëè a ∈ relint(F ) � òàêàÿ
ãðàíü F ïîëèòîïà [A] ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà � è F ∈ Γk([A]), òî òðèàíãóëÿöèþ
T íàçîâåì k-ïèðàìèäàëüíîé. Çàìåòèì, ÷òî ïèðàìèäàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òðèàíãóëÿ-
öèè, ñîñòàâëÿþùèå îäèí èç âèäîâ ðåãóëÿðíûõ òðèàíãóëÿöèé (pulling triangulations),
ðàññìàòðèâàåìûõ â [1].

Òåîðåìà 1. Åñëè òðèàíãóëÿöèÿ T ∈ Td ÿâëÿåòñÿ k-ïèðàìèäàëüíîé, òî γT
d = 0 ïðè

k ∈ {0, . . . , d − 1}, γT
d = 1 ïðè k = d, è ∑d

i=0 γT
i ≤

(∑bd/2c
i=0 (γT

i − γT
d+1−i)(d + 1− 2i)

)
−

(k + 1)(d− k).
Ñóùåñòâóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íû.
Ðàññìîòðèì â Rd ïðè d ≥ 3 òî÷êè ad = (0, 0, . . . , 0, 0), bd = (1, 1, . . . , 1, 1), ed

1 =
(1, 0, . . . , 0, 0), ed

2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . ., ed
d = (0, 0, . . . , 0, 1), vd = (2(d− 1),−1, . . . ,−1, 1)

è ïóñòü A(d) = {ad, bd, ed
1, e

d
2, . . . , e

d
d, v

d} ⊂ Rd. Ïîëîæèì Ei = {e1, . . . , ed}\{ei}, i =
1, . . . , d. Ðàññìîòðèì T (d) = {[ad, bd, Ei] : i = 1, . . . , d}⋃ {[bd, Ei, v

d] : i = 2, . . . , d}⋃

{[ad, Ei, v
d] : i = 2, . . . , d− 1}.

Òåîðåìà 2. Ïðè d ≥ 3 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1. T (d) ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé d-ìåðíîé òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè A(d), ïðè÷åì
[A(d)] åñòü ñèìïëèöèàëüíûé ïîëèòîï ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí A(d).
2. (γ

T (d)
0 , γ

T (d)
1 , γ

T (d)
2 , . . . , γ

T (d)
d−1 , γ

T (d)
d , γ

T (d)
d+1 ) = (1, 2, 3, . . . , 3, 0, 0) è âåêòîð fT (d) íå ðåà-

ëèçóåòñÿ êàê f -âåêòîð ïèðàìèäàëüíîé òðèàíãóëÿöèè òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 05-01-00552-à.
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß
ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ

Â. Â. Øåíìàéåð

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè èåðàðõè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íàçíà÷åíèé, èìåþùèõ ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü. À èìåííî, ïóñòü çàäàíû: ìíî-
æåñòâî êëèåíòîâ (ïîòðåáèòåëåé) C, ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé F , ðàññòîÿíèå d(u, f) ≥
0, îïðåäåëåííîå äëÿ êàæäîãî êëèåíòà u è ïðåäïðèÿòèÿ f , à òàêæå âåñ w(u) ≥ 0,
îïðåäåëåííûé äëÿ êàæäîãî êëèåíòà u. Íàçíà÷åíèåì áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ èç C â F . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçíà÷åíèé α1, α2, . . . , αn íàçûâàåòñÿ èåðàð-
õè÷åñêîé, åñëè íàçíà÷åíèå α1 íàçíà÷àåò âñåõ êëèåíòîâ íà íåêîòîðîå ïðåäïðèÿòèå
f1, è äëÿ êàæäîãî k < n íàçíà÷åíèå αk+1 ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïåðåíàçíà-
÷åíèåì ÷àñòè êëèåíòîâ, íàçíà÷åííûõ íà îäíî èç ïðåäïðèÿòèé, íà íîâîå ïðåäïðèÿ-
òèå fk+1 /∈ {f1, . . . , fk}. Ñòîèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî íàçíà÷åíèÿ α ðàâíà âçâåøåííîé
ñóììå ðàññòîÿíèé ∑

u∈C w(u) d(u, α(u)). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü èåðàðõè÷åñêóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàçíà÷åíèé α1, α2, . . . , αn, ãäå n � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà F , òàêóþ, ÷òî
ñòîèìîñòü êàæäîãî íàçíà÷åíèÿ αk, k = 1, 2, . . . , n, ðàâíà ñòîèìîñòè k-ìåäèàíû.

Ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìàëüíûõ íà-
çíà÷åíèé, ïî-âèäèìîìó, íå ñóùåñòâóåò, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ïðèáëèæåííûõ ðå-
øåíèÿõ çàäà÷è. Ãîâîðèì, ÷òî ðåøåíèå α1, α2 , . . . , αn èåðàðõè÷åñêîé çàäà÷è î íàçíà-
÷åíèÿõ èìååò òî÷íîñòü (competitive ratio) δ, åñëè ñòîèìîñòü êàæäîãî èç íàçíà÷åíèé
αk, k = 1, 2, . . . , n, îòëè÷àåòñÿ îò ñòîèìîñòè k-ìåäèàíû íå áîëåå ÷åì â δ ðàç.

Íàèëó÷øèé èçâåñòíûé àëãîðèòì äëÿ îáùåé ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è èìååò îöåíêó
òî÷íîñòè 20.71 [1].

Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ: îäíîìåðíûé ñëó÷àé (êëèåíòû è ïðåäïðèÿòèÿ
ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé) è ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà lp , 1 ≤ p ≤ ∞.
Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, ðåøàþùèé èåðàðõè÷åñêóþ çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ â ñëó÷àå
ïðÿìîé ñ òî÷íîñòüþ 8, à â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà lp � ñ òî÷íîñòüþ 4 (22/p + 21/p). Â
÷àñòíîñòè, â åâêëèäîâîì ñëó÷àå àëãîðèòì èìååò òî÷íîñòü 13.66.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00395.
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ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÝËÈÌÈÍÀÖÈÎÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÐÀÇÐÅÆÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Î. À. Ùåðáèíà

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê ãðàôîâûì äåêîìïîçèöèîííûì ïîäõîäàì â ÄÎ.
Ê ãðàôîâûì äåêîìïîçèöèîííûì ïîäõîäàì îòíîñèòñÿ êëàññ ëîêàëüíûõ ýëèìèíàöèîí-
íûõ àëãîðèòìîâ (ËÝÀ) âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè [1]. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñõåìà ËÀÝ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíòóðíûé îðãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëü-
íûì ïîäçàäà÷àì, à ðåáðà � âûðàæàþò èíôîðìàöèîííóþ çàâèñèìîñòü ïîäçàäà÷ äðóã
îò äðóãà. Ïðîöåäóðà ËÝÀ ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìóþ ÷àñòü � ýëèìèíàöèÿ ýëåìåíòîâ,
âû÷èñëåíèå è çàïîìèíàíèå ëîêàëüíûõ ðåøåíèé ïîäçàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðåñò-
íîñòÿì ýëåìåíòîâ, è ïîëó÷åíèå â êîíöå çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ è îáðàòíóþ ÷àñòü � íà-
õîæäåíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ âñåé çàäà÷è ïî èìåþùèìñÿ òàáëèöàì ñ ëîêàëüíûìè
ðåøåíèÿìè, îáåñïå÷èâàþùåãî äîñòèæåíèå êðèòåðèÿ â ïðÿìîé ÷àñòè. Ñòðóêòóðà çà-
äà÷è ÄÎ çàäàåòñÿ òàê íàçûâàåìûì ñòðóêòóðíûì ãðàôîì, êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê
ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ (ïåðåìåííûõ) çàäà÷è, òàê è êîíäåíñèðî-
âàííûì ãðàôîì. ËÝÀ àíàëèçèðóåò îêðåñòíîñòü òåêóùåãî ýëåìåíòà â ñòðóêòóðíîì
ãðàôå çàäà÷è, ïðèìåíÿåò îïåðàòîð ýëèìèíàöèè, çàâèñÿùèé îò êîíêðåòíîé çàäà÷è,
ê ýòîìó ýëåìåíòó, âû÷èñëÿÿ ëîêàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá ýëåìåíòå, à òàêæå ëîêàëü-
íîå ðåøåíèå. Ýëèìèíàöèÿ ýëåìåíòîâ è ñîçäàíèå êëèê èçìåíÿåò ñòðóêòóðíûé ãðàô è
îêðåñòíîñòè ýëåìåíòîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà àâñòðèéñêèì ãðàíòîì FWF P17948-N13.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Þ.È. Æóðàâëåâ. Èçáðàííûå íàó÷íûå òðóäû. Ìîñêâà: Ìàãèñòð, 1998.

Ùåðáèíà Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷, Institut f�ur Mathematik, University of Vienna, Nordbergstr.
15, Vienna, 1180, Austria,
phone: (+431) 4277-50660, fax: (+431) 4277-50670.
E-mail: oleg.shcherbina@univie.ac.at

Целочисленное программирование и комбинаторная оптимизация

140



INTEGER POINTS IN A PARAMETERISED POLYHEDRON

G. Shmonin, F. Eisenbrand

The classical parameterised integer feasibility problem is as follows. Given a rational matrix
A∈ Qm×n and a rational polyhedronQ⊆ Rm, decide whether there exists a vectorb∈ Q such
that the systemAx6 b is infeasible in integer variables. Our main result is a polynomial algo-
rithm to solve a slightly more general parameterised integer feasibility problem if the numbern
of columns ofA is fixed. This extends a result of Kannan [2], who provided such an algorithm
for the case, in which—additionally ton—also the affine dimension of the polyhedronQ must
be fixed. More precisely, we prove the following theorem:

Theorem 1. There exists an algorithm that, given rational matricesA∈ Qm+n andB∈ Qk+n,
rational affine transformationsΦ : Rl → Rm andΨ : Rl → Rk and a rational polyhedronQ⊆
Rl , findsb∈Q such that the systemAx6 Φ(b) has an integer solution, while the systemBx6
Ψ(b) has no integer solution, or asserts that no suchb exists. The algorithm runs in polynomial
time if n is fixed.

As an application of our result, we describe an algorithm to find the maximum difference
between the optimum values of an integer program

max
{

cx : Ax6 b, x∈ Zn}

and its linear programming relaxation, as the right-hand sideb varies over all vectors, for which
the integer program is feasible. The latter is an extension of a recent result of Hoşten and
Sturmfels [1], who gave such an algorithm for integer programs in standard form.
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ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÀß ÏÀÐÀËËÅËÜÍÀß ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÌÍÎÃÎÁËÎ×ÍÛÕ
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×

À. Ñ. Âåëè÷êî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à âèäà min
∑

fi(x), ãäå fi(x) =
min{(ci, zi) | Aizi ≤ di − Bix}, i = 1, . . . , k. Îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è èìåþò k-áëî÷íóþ
ñòðóêòóðó ñî ñâÿçûâàþùèìè ïåðåìåííûìè.

Ðàçâèòûé ðàíåå àëãîðèòì [1] ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ïàðàëëåëüíîé äâóáëî÷íîé äåêîì-
ïîçèöèè çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïåðñïåêòèâíîå íîâîå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ
àëãîðèòìà ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå âëîæåííûõ èåðàðõè÷åñêèõ ñõåì äåêîìïîçèöèè, ÷òî
ïîçâîëèò îñóùåñòâèòü ðàçáèåíèå çàäà÷è íà îòíîñèòåëüíî áîëåå ïðîñòûå ïîäçàäà÷è è
äîáèòüñÿ áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà.

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçáèåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è íà äâå ìàêñèìàëüíî ñáàëàíñèðîâàííûå ïî êîëè÷åñòâó îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Íà
âåðõíåì óðîâíå èåðàðõèè íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó min{g1(x) + g2(x)}, ãäå g1(x) =
v∑

i=1
fi(x), g2(x) =

k∑
i=v+1

fi(x), v = [k/2]. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðè ðåøåíèè íàèáîëåå ñëîæíîé çàäà÷è âåðõíåãî óðîâíÿ èåðàðõèè èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî ïîëîâèíà îãðàíè÷åíèé. Ñõåìà ïàðàëëåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òîïî-
ëîãèåé �äâîè÷íîå äåðåâî� è ðåàëèçóåòñÿ ñðåäñòâàìè èíòåðôåéñà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé
MPI/LAM.

Ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà äâóáëî÷íîé äåêîìïîçèöèè íà êàæäîì óðîâíå
èåðàðõèè òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ñóáãðàäèåíòà ñóììû ôóíêöèé fi(x), è ñóáãðàäèåíòà ñî-
ïðÿæåííîé ôóíêöèè îò ñóììû ôóíêöèé fi(x). Äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé fi(x)
îáå ýòè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ïðîãðàììîé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ�17 è ãðàíòîì ÐÔÔÈ-
ÄÂÎ 06-III-A-01-459.
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ÌÅÒÎÄ ÂËÎÆÅÍÍÛÕ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÏÐÎÅÊÖÈÉ
Ä. Â. Äîëãèé

Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíîé êîíå÷íîé ïðîöå-
äóðû ïðîåêöèè íà ïðîñòåéøèé âèä âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà � ñèìïëåêñ è ïîñòðî-
åíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò
íà÷àëà êîîðäèíàò äî ìíîæåñòâà Y = co(X), ãäå X ⊂ En åñòü îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà
ìíîæåñòâ {Xk, k = 1, 2, ..., N}:

min
z∈Y

||z||2. (1)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â ñëó÷àå, êîãäà N ≤ n+1, ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîäõîäÿùèõ
àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ÌÀÏ) [1]. Êîíå÷íàÿ ñõîäèìîñòü äàííîãî ìåòîäà äîêàçà-
íà â ðàáîòå [1], à åãî ãëîáàëüíàÿ ¾ëó÷øå, ÷åì ãåîìåòðè÷åñêàÿ¿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
� â [2].

Ïðè óñëîâèè (N > n + 1) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîåêöèè (1) ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä
âëîæåííûõ ðàçáèåíèé, îñíîâàííûé îò÷àñòè íà èäåå ïàðàëëåëüíîãî ìåòîäà ïðîåêöèè
[3], íî èñïîëüçóþùèé, âî-ïåðâûõ, äèõîòîìèþ ìíîæåñòâà X, à âî-âòîðûõ, òîò ôàêò,
÷òî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè. Ïåðâîå äàåò
âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ìåòîä àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à âòîðîå � ñóùåñòâåííî
óñêîðèòü ñõîäèìîñòü äî ãàðàíòèè êîíå÷íîñòè, â îòëè÷èå îò [3].
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÅÒÎ×ÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÏÎËÈÝÄÐÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Â. Ì. Äîðîæêî

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå CFD-ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæíûõ îáëàñòåé ñî-
äåðæèò ðÿä òðóäîåìêèõ ïðîöåäóð, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñòðóêòó-
ðèðîâàííîé ñåòî÷íîé ìîäåëè. Ñóùåñòâåííîå ñíèæåíèå òðóäîåìêîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ
ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïðè ïðèìåíåíèè íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòî÷íûõ ìîäåëåé íà
îñíîâå ïîëèýäðàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå îáúåêòà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âûáðàíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè íà÷àëü-
íîãî ýòàïà öèðêóëÿöèè ìîðñêîãî ñóäíà. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî óãëîâîå
óñêîðåíèå ñóäíà èìååò ìàêñèìóì íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä çàâåðøåíèåì ïåðåêëàäêè
ðóëÿ. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðè÷èí ôîðìèðîâàíèÿ óêàçàííîãî ìàêñèìóìà áûëî ïðîâåäå-
íî ìîäåëèðîâàíèå íà ïîëíîìàñøòàáíîé 3D-ìîäåëè äâèæåòåëüíî-ðóëåâîãî êîìïëåêñà
ñóäíà [1] â êâàçèñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå.

Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî íà êëàñòåðå FASTRUN â ðàñïàðàëëåëèâàåìîì óíè-
âåðñàëüíîì ïàêåòå FLUENT 6.3 [2]. Ñåòî÷íàÿ ìîäåëü ñîçäàâàëàñü â äâà ýòàïà. Ïåð-
âîíà÷àëüíî ñ ïîìîùüþ ñåòî÷íîãî ãåíåðàòîðà GAMBIT ãåíåðèðîâàëàñü íåñòðóêòó-
ðèðîâàííàÿ òåòðàýäðàëüíàÿ ñåòêà, à çàòåì íåïîñðåäñòâåííî â ïàêåòå FLUENT îíà
ïðåîáðàçîâûâàëàñü â ïîëèýäðàëüíóþ. Çà ñ÷åò ýòîãî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñåòêè óìåíüøè-
ëîñü â 2,5 ðàçà, à ðàçìåð ïîëó÷åííîãî ñåòî÷íîãî ôàéëà ñîêðàòèëñÿ â 1,6 ðàçà. Â õîäå
ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåìûé ðàçìåð ôèçè÷åñêîé ïàìÿòè (âêëþ÷àÿ page) ïðåâûñèë
ðàçìåð èñõîäíîãî ñåòî÷íîãî ôàéëà â 20 ðàç, îäíàêî ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíîãî ðåæè-
ìà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëèëî íå ïðåäüÿâëÿòü ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëè-
òåëüíîìó ðåñóðñó. Â ñðàâíåíèè ñ òåòðàýäðàëüíîé ìîäåëüþ ÷èñëî èòåðàöèé è âðåìÿ
âû÷èñëåíèÿ (äî óñòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ) ñîêðàòèëîñü â 2 è 4 ðàçà, ñîîòâåòñòâåííî.
Áëàãîäàðÿ áëèçêîé ê ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïîëèýäðàëüíûõ ýëåìåíòîâ èçìåíåíèå
â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ïîòîêà íå ïðèâåëî ê óõóäøåíèþ
òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåíåíèå ïîëèýäðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëèëî íå òîëüêî óïðîñòèòü ïðîåêòèðî-
âàíèå ñåòî÷íîé ìîäåëè, íî òàêæå ñíèçèòü çà ñ÷åò óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé òðåáîâàíèÿ
ê âû÷èñëèòåëüíîìó ðåñóðñó.
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ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÀß ÑÐÅÄÀ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ ÏÎ ÊÐÈÒÅÐÈÞ ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ

ÄËß ÑÈÑÒÅÌ ÌÀÑÑÈÂÍÎ-ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ
ß. Â. Êàòóåâà

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûáîðà íîìèíàëîâ ïàðàìåòðîâ ñ ó÷åòîì îòêëîíåíèé èõ çíà-
÷åíèé îò ðàñ÷åòíûõ [1] îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷, òðåáóþùèõ âûñîêèõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ìîùíîñòåé. Äëÿ ñîçäàíèÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìû ïà-
ðàëëåëüíûå àëãîðèòìû è ñðåäñòâà, ïîääåðæèâàþùèå âñþ öåïî÷êó äåéñòâèé, òðåáóå-
ìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñèíòåçà, ñðåäñòâà äåêîìïîçèöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, áèáëèîòåêè ðàñïðå-
äåëåííîãî ââîäà-âûâîäà, àëãîðèòìû è áèáëèîòåêè áàëàíñèðîâêè çàãðóçêè ïðîöåñ-
ñîðîâ, ñïåöèàëüíûå áèáëèîòåêè ïàðàëëåëüíûõ äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ñðåäñòâà
âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ è ìíîãîå äðóãîå.

Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ ìåòîäû äåêîìïîçèöèè çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà
íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà: îò ïàðàë-
ëåëüíûõ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ äî ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñ-
êîâîé îïòèìèçàöèè [2] ñ ó÷åòîì íàèëó÷øåé çàãðóçêè âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïî-
íåíòîâ êîìïëåêñà. Ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû áàëàíñèðîâêè âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè
äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ. Îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà ñîãëàñî-
âàíèÿ êîìïîíåíòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà è èõ îáúåäèíåíèÿ â ðàìêàõ åäèíîé
ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùåé ñïåöèàëèñòó ïðèêëàäíîé îáëàñòè âîñïîëüçîâàòüñÿ èìè äëÿ
âûïîëíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â ñëó÷àå èçâåñòíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëå-
íèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ îòêëîíåíèé ïàðàìåòðîâ è èõ âðåìåííîãî äðåéôà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÄÂÎ ÐÀÍ �06-III-À-03-070 è ÐÔÔÈ 05-08-01398.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÑÂÅÐÕÇÂÓÊÎÂÎÃÎ
ÏÎÒÎÊÀ Ñ ËÎÊÀËÜÍÛÌ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÌ ÏÎÄÂÎÄÀ ÝÍÅÐÃÈÈ

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÍÎÃÎÏÐÎÖÅÑÑÎÐÍÛÕ
ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â. À. Ëåâèí, Å. Â.Òðèôîíîâ, Â. À. Àííåíêîâ

Èññëåäîâàíèå ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ ëîêàëüíîãî ïîäâîäà ýíåðãèè íà âîëíîâóþ
ñòðóêòóðó ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà è îáòåêàíèå òåë èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ. Ñîçäàâàÿ îáëàñòè ýíåðãîâûäåëåíèÿ â îêðåñòíîñòè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ,
ìîæíî óïðàâëÿòü èõ àýðîäèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â ÷àñòíîñòè, äîáèâàòüñÿ
ñíèæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ [1]. Â ðàáîòå [2] èññëåäîâàëîñü âçàèìîäåéñòâèå ñâåðõçâóêî-
âîãî ïîòîêà ñ ëîêàëüíûì èñòî÷íèêîì ýíåðãîâûäåëåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåò-
ñÿ âçàèìîäåéñòâèå ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ñ íàãðåòûì òåëîì ýëëèïòè÷åñêîé ôîðìû.
Ïîäâîä ýíåðãèè â ëîêàëèçîâàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïåðåä òåëîì ïðèâîäèò ê
ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì ôîðìû ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíû.

Çàäà÷è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â îáëàñòè àýðîäèíàìèêè áîëüøèõ ñêîðîñòåé
ïðåäúÿâëÿþò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì [3]. Ýòî ñâÿçàíî, ïðåæ-
äå âñåãî, ñ áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ ðàçíîñòíûõ ñåòîê, ïðèìåíÿåìûõ â ðåàëüíûõ ðàñ-
÷åòàõ, îñîáåííî äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé â ñëó÷àå òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ñõåìû, êîððåêòíî ðåøàþùèå
çàäà÷è ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè âåëè÷èí (íàïðèìåð, TVD�ñõåìû Õàðòåíà), ñîäåð-
æàò ãðîìîçäêèå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíèöû
ÿ÷ååê [4].

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ êîìïëåêñàõ ÈÀÏÓ ÄÂÎ ÐÀÍ.
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ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÁËÀÑÒÈ
ÐÀÁÎÒÎÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÈ Â ÇÀÄÀ×Å ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ

Ä. À. Íàçàðîâ

Îáñóæäàåòñÿ ïîñòðîåíèå îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè [1,2] íà îñíîâå ìàòðè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ [2] ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé [3].

Ïîñòðîåíèå îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè â çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà ñîïðÿ-
æåíî ñ áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè [1]. Áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ òðóäî-
åìêîñòü ïðåäñòàâëÿåò ðàñ÷åò ìîäåëè ñëîæíîãî óñòðîéñòâà [1]. Ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ
îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè [2] ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ýòî ïîñòðîåíèå ïî ÷àñòÿì â íåçà-
âèñèìûõ äðóã îò äðóãà ïðîöåññàõ.

Ñèñòåìà äëÿ ìíîæåñòâåííûõ ìîäåëèðîâàíèé òåõíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà è ïîñòðî-
åíèÿ îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè äîëæíà ÿâëÿòüñÿ ãåòåðîãåííîé ðàñïðåäåëåííîé ñè-
ñòåìîé [3], îðèåíòèðîâàííîé íà êîìïüþòåðû ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè, îáúåäèíåí-
íûå â ñåòü.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ëîæèòñÿ íà öåíòðàëüíûé
óçåë ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, êîòîðûé äîëæåí ðàçáèòü ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
îïèñàííîãî áðóñà íà ôðàãìåíòû, ïåðåäàòü ýòè ôðàãìåíòû óçëàì ñèñòåìû è, ïîëó÷èâ
ðåçóëüòàòû, ïîñòðîèòü îáùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè.
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÈÌÈÒÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
Â. Â. Îêîëüíèøíèêîâ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ è ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòèõ çàäà÷ íåîáõîäèìû èìèòàöèîííûå ìîäåëè, òðåáóþùèå äëÿ ñâîåãî âûïîëíåíèÿ
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðåäîñòàâèòü ìíî-
ãîïðîöåññîðíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû (ÌÂÑ). Íî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÌÂÑ äëÿ
ýòèõ öåëåé òðåáóåòñÿ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ðàñïðåäåëåííîãî èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ Ìåðà [1], ðåàëèçîâàííàÿ äëÿ ÌÂÑ 1000/128 (íà áàçå ïðîöåññîðîâ DEC Alpha
21264), êîòîðàÿ ýêñïëóàòèðóåòñÿ â Ñèáèðñêîì Ñóïåðêîìïüþòåðíîì öåíòðå (ÈÂÌèÌÃ
ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê). Ñèñòåìà Ìåðà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ è áîëü-
øîãî ìàñøòàáà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â ñèñòåìå Ìåðà ðåàëèçîâàí êîíñåðâàòèâíûé àëãîðèòì ñèíõðîíèçàöèè ìîäåëüíîãî
âðåìåíè [2]. Ñèñòåìà Ìåðà ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñèìîé. Ñèñòåìà Ìåðà ïåðåíåñåíà íà Íîâî-
ñèáèðñêèé êëàñòåðíûé ñóïåðêîìïüþòåð ÍÊÑ-160 (íà áàçå ïðîöåññîðîâ Intel Itanium
2). Ñèñòåìà Ìåðà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà äðóãèå ÌÂÑ, èñïîëüçóþùèå áèáëèîòåêó
MPI [3].
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÏÎÑÎÁÅ ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÈÑÊÀ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÍÅÐÅÃÓËßÐÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß

ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ
Ì. À. Âåðõîòóðîâ, Ñ. Â. Ïåòðåíêî

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è: òðåáóåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé
íåâûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè S0 ðàçìåñòèòü m ïëîñêèõ íåâûïóêëûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ S1, S2, ..., Sm, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëèíà (ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû îáëà-
ñòè ñ íàèìåíüøåé àáñöèññîé äî âåðøèíû îáúåêòà, èìåþùåé íàèáîëüøóþ àáñöèññó)
çàíÿòîé ÷àñòè îáëàñòè S0 áûëà ìèíèìàëüíîé. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà-
÷è îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ãîäîãðàôà [1], êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è èäåîëî-
ãèè àêòèâíîãî íàáîðà [2], îí ïîçâîëÿåò èòåðàöèîííî óëó÷øàòü íåêîòîðîå íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì çàäà÷è. Ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè ïîäõîäàìè, îñíîâàííûìè íà èäåîëîãèè àêòèâíîãî íàáîðà [3],
ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä èìååò áîëåå øèðîêèå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî
ïðèáëèæåíèÿ çà ñ÷åò ðàññìîòðåíèÿ âñåé îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïðè îïðåäå-
ëåíèè äëèíû øàãà, à íå íåêîòîðîé åå ïîäîáëàñòè.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÑÏÓÑÊÀ ÏÎ ÐÀÑØÈÐÅÍÍÎÉ ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ
ÄËß ÇÀÄÀ×È ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÏÑÅÂÄÎ�ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Å. Í. Ãîí÷àðîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïîëèíîìà îò áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ ïîëèíîìà, êîòîðàÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â îòûñêàíèè íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè p0(y1, . . . , ym) îò áóëåâûõ ïåðå-
ìåííûõ, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå

p0(y1, . . . , ym) = a0 +
∑

i∈I

ai(1− yi) +
S∑

s=1

bs

∏

i∈βs

yi,

ãäå I = {1, . . . , m}, βs ⊂ I, bs ≥ 0, s = 1, . . . , S.
Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ÿâëÿþùå-

ãîñÿ îáîáùåíèåì àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî ñïóñêà. Â èññëåäóåìîì àëãîðèòìå íà êàæäîì
øàãå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì è, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî àëãîðèò-
ìà ëîêàëüíîãî ñïóñêà, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äðóãîìó ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó ñ
ëó÷øèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Ñîñåäíèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì âûáèðàåòñÿ èç
òàê íàçûâàåìîé ðàñøèðåííîé îêðåñòíîñòè òåêóùåãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, êîòîðàÿ
ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïî ëþáîé îáû÷íîé îêðåñòíîñòè. Àëãîðèòì çàêàí÷è-
âàåò ðàáîòó êîãäà íàéäåí ëîêàëüíûé ìèíèìóì, â îáîáùåííîé îêðåñòíîñòè êîòîðîãî
âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû íå ëó÷øå íàéäåííîãî.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èëëþñòðèðóþùèõ êà÷åñòâî àëãîðèò-
ìà, áûëè èñïîëüçîâàíû òðóäíûå ïðèìåðû çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ
(http://www.math.nsc.ru/AP/benchmarks/english.html). Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî-
êàçûàþò êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íà äàííîì êëàññå çàäà÷.
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ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÈÑÊÀ Ñ ÇÀÏÐÅÒÀÌÈ
ÄËß ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÇÁÈÅÍÈÈ ÃÐÀÔÀ

È. À. Äàâûäîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à î ðàçáèåíèè ãðàôà. Çà-
äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî p è íåîðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ãðàô G = (V,E) ñ ìíî-
æåñòâîì âåðøèí V , ìíîæåñòâîì ðåáåð E è âåñàìè we ≥ 0, e ∈ E. Òðåáóåòñÿ ðàç-
áèòü ìíîæåñòâî âåðøèí V íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû ìîùíîñòü
êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà íå ïðåâûøàëà áû p è ñóììà âåñîâ ðåáåð, âåðøèíû êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîäìíîæåñòâàì, áûëà áû ìèíèìàëüíîé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïî-
èñêà ñ çàïðåòàìè [1]. Â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç äàííîãî ïåðåíîñîì îäíîé âåðøèíû â äðóãîå ïîäìíî-
æåñòâî èëè çàìåíîé îäíîé âåðøèíû íà äðóãóþ äëÿ ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ [2]. Äëÿ
ïðåäîòâðàùåíèÿ çàöèêëèâàíèÿ â àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ñïèñîê çàïðåòîâ. Â íåì
õðàíèòñÿ èíôîðìàöèÿ î âåðøèíàõ, ó÷àñòâîâàâøèõ â ëîêàëüíîé ïåðåñòðîéêå ðåøå-
íèé íà ïðåäøåñòâóþùèõ èòåðàöèÿõ. Ñîãëàñíî ýòîìó ñïèñêó ÷àñòü ðåøåíèé â îêðåñò-
íîñòè îáúÿâëÿþòñÿ çàïðåùåííûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò àëãîðèòìó íå îñòàíàâëèâàòüñÿ â
ëîêàëüíîì ìèíèìóìå, à ïóòåøåñòâîâàòü îò îäíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ê äðó-
ãîìó, ñòðåìÿñü íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ òðóäîåìêîñòè
îäíîãî øàãà àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ ðàíäîìèçàöèÿ îêðåñòíîñòè. Èññëåäîâàíà çàâè-
ñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà îò ñòåïåíè ðàíäîìèçàöèè îêðåñòíîñòè è äëèíû
ñïèñêà çàïðåòîâ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äàííîãî àëãîðèòìà ñ èçâåñòíûì ïîëèíîìèàëü-
íûì àëãîðèòìîì [3], èìåþùèì ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó òî÷íîñòè.

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïî ïî-
èñêó ðàâíîâåñèé â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ. Íà ýòàïå äåêîìïîçèöèè çàäà÷è ñ ïîìîùüþ
äàííîãî àëãîðèòìà èùåòñÿ îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå òðàíñïîðòíîé ñåòè íà ÷àñòè ìàëîé
ìîùíîñòè. Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè
ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà äëÿ ïîèñêà ïîäõîäÿùåãî ðàçáèåíèÿ.
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ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÍÀ ÌÎÙÍÎÑÒÈ

Ä. Ñ. Èâàíåíêî

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîùíîñòè ïðî-
èçâîäñòâà â ñìåøàíî-öåëî÷èñëåííîé ïîñòàíîâêå [1]. Ýòî èçâåñòíàÿ NP�òðóäíàÿ çàäà-
÷à, èìåþùàÿ øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ãåíåòè÷å-
ñêèé àëãîðèòì [2]. Íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ ïîðîæäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ ëàãðàí-
æåâîé ðåëàêñàöèè çàäà÷è [3]. Îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð ñêðåùèâà-
íèÿ, êîòîðûé èñïîëüçóåò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòîìêà ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è,
èçâåñòíîé òàêæå êàê çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ñêðåùèâàíèè [4]. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çà-
äà÷à ðåøàåòñÿ òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî ïðè ïîìîùè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö îáùåãî
âèäà, ðåàëèçîâàííîãî ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî ñðåäñòâà GLPK [5].

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìà â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ
çàäà÷è. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíîå òåñòèðîâàíèå íåñêîëüêèõ ìîäèôèêàöèé ïðåäëî-
æåííîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà è ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ÷åðå-
äóþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè [6]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è èñïîëü-
çóþòñÿ ðåñóðñû áèáëèîòåêè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ "Äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ"[7].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06�01�00075.
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ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÉ ÏÎÈÑÊ Ñ ÇÀÏÐÅÒÀÌÈ
ÄËß ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÌÈÂÎßÆ�ÐÀ Ñ ÂÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÎÊÍÀÌÈ

Ä. Í. Èâíèöêèé, Þ. À. Êî÷åòîâ

Â çàäà÷å êîììèâîÿæåðà ñ âðåìåííûìè îêíàìè çàäàíî ìíîæåñòâî êëèåíòîâ è ãà-
ðàæ, ãäå íàõîäèòñÿ òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî. Èçâåñòíî âðåìÿ ïåðååçäà îò îäíîãî êëè-
åíòà ê äðóãîìó è äî ãàðàæà, à òàêæå âðåìåííûå ïðîìåæóòêè, êîãäà íóæíî ïîñåòèòü
êàæäîãî êëèåíòà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàðøðóò äëÿ ïîñåùåíèÿ âñåõ êëèåíòîâ (ãàìèëü-
òîíîâ öèêë), íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ãàðàæå, óäîâëåòâîðÿþùèé îãðà-
íè÷åíèÿì ïî âðåìåííûì îêíàì äëÿ êàæäîãî êëèåíòà è òðåáóþùèé ìèíèìàëüíîãî
âðåìåíè â ïóòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïî-
èñêà ñ çàïðåòàìè [1]. Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ òðè ðàíäîìèçèðîâàííûå îêðåñòíî-
ñòè: 2-opt, 3-opt è âñòàâêà. Ñïèñîê çàïðåòîâ ñîäåðæèò íîìåðà êëèåíòîâ, ó÷àñòâîâàâ-
øèõ â ëîêàëüíîé ïåðåñòðîéêå öèêëîâ íà íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà.
Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè íåëèíåéíîé ôóíêöèè øòðàôà çà
íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé ïî âðåìåííûì îêíàì ïðè îáñëóæèâàíèè êëèåíòîâ [2]. Ïðè-
ìåíåíèå òàêèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íåäîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷è è
ñòèìóëèðóåò äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ãðàíèöû äîïóñòèìîé îáëàñòè, ãäå, êàê ïðàâè-
ëî, íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ øòðàôà ìåíÿåòñÿ â õîäå ëîêàëüíîãî
ïîèñêà. Ñ ðîñòîì ÷èñëà èòåðàöèé ïîâûøàåòñÿ øòðàô çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé çà-
äà÷è.

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì çàïðîãðàììèðîâàí íà ÿçûêå C è òåñòèðîâàëñÿ íà ïðè-
ìåðàõ ýëåêòðîííîé áèáëèîòåêè [3]. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î åãî âûñî-
êîé êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè. Ñ åãî ïîìîùüþ óäàåòñÿ ïîëó÷àòü íàèëó÷øèå èçâåñòíûå
ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà òåñòîâûõ ïðèìåðîâ èç óêàçàííîé áèáëèîòåêè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06�01�00075, 05�06�90606.
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ËÎÊÀËÜÍÛÉ ÏÎÈÑÊ Ñ ×ÅÐÅÄÓÞÙÈÌÈÑß ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒßÌÈ
ÄËß ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÌÈÂÎßÆ�ÐÀ Ñ ÂÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÎÊÍÀÌÈ

Å. Â. Êîïûëîâà, Þ. À. Êî÷åòîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå èçâåñòíîé çàäà÷è êîììèâîÿæ¼-
ðà. Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà êëèåíòîâ çàäàíî âðåìÿ ïåðååçäà îò îäíîãî êëèåíòà ê äðó-
ãîìó è äî ãàðàæà, à òàê æå âðåìåííûå îêíà êîãäà íóæíî ïîñåòèòü êàæäîãî êëèåíòà.
Ïðèáûòèå ðàíüøå âðåìåííîãî îêíà ïðåäïîëàãàåò ïðîñòîé. Ïðèáûòèå ïîçæå íàçíà-
÷åííîãî ñðîêà íå äîïóñêàåòñÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ãàìèëüòîíîâ öèêë, íà÷èíàþùèéñÿ è
çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ãàðàæå, óäîâëåòâîðÿþùèé âðåìåííûì îêíàì è òðåáóþùèé ìè-
íèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âðåìåíè â ïóòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ëî-
êàëüíîãî ïîèñêà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè [1]. Â àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ÷å-
òûðå îêðåñòíîñòè: 2-opt, 3-opt, Ëèíà-Êåðíèãàíà è âñòàâêà, êîòîðûå õîðîøî çàðåêî-
ìåíäîâàëè ñåáÿ ïðè ðåøåíèè êëàññè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà [2]. Äëÿ ïîâûøå-
íèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà ââîäèòñÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ è ðàçðåøàåòñÿ íàðóøàòü
îãðàíè÷åíèÿ ïî âðåìåííûì îêíàì. Íà÷àëüíîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ âåðîÿò-
íîñòíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà òèïà �èäè â áëèæàéøèé èç íåïîñåùåííûõ�.

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì çàïðîãðàììèðîâàí íà ÿçûêå Object Pascal â ñðåäå Delphi
è òåñòèðîâàëñÿ íà ïðèìåðàõ èç ýëåêòðîííîé áèáëèîòåêè [3]. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06�01�00075, 05-06-90606.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Hansen P., Mladenovic N. Developments of Variable Neighborhood Search. In C.C.
Ribeiro, P. Hansen (Eds.) Essays and surveys in metaheuristics. Kluwer Academic Pub-
lishers. 2002. P. 415�440.
2. Kulturel-Konak S., Norman B.A., Coit D.W. Exploiting tabu search memory in con-
strained problems. INFORMS Journal on Computing. 2004. V. 16, N 3. P. 241�254.
3. The traveling salesman problem with time windows � Benchmark data sets.
http://myweb.uiowa.edu/bthoa/TSPTWBenchmarkDataSets.htm

Êîïûëîâà Åëåíà Âëàäèìèðîâíà
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, óë. Ïèðîãîâà, 2, Íîâîñèáèðñê, 630090,
Ðîññèÿ, òåë. (8-383) 333-20-86. E-mail: kopylova_elena@ngs.ru
Êî÷åòîâ Þðèé Àíäðååâè÷
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, ïð. Àêàäåìèêà Êîïòþãà 4,
Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ, òåë. (8-383) 333-20-86, ôàêñ (8-383) 333-25-98.
E-mail: jkochet@math.nsc.ru

Методы локального поиска и метаэвристики

154



ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ËÎÊÀËÜÍÛÉ ÏÎÈÑÊ ÄËß ÇÀÄÀ×È
Î ÐÀÇÁÈÅÍÈÈ ÃÐÀÔÀ

À. Í. Ìèõàéëîâà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à î ðàçáèåíèè ãðàôà. Çà-
äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî p è íåîðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ãðàô G = (V,E) ñ ìíî-
æåñòâîì âåðøèí V , ìíîæåñòâîì ðåáåð E è âåñàìè we ≥ 0, e ∈ E. Òðåáóåòñÿ ðàç-
áèòü ìíîæåñòâî âåðøèí V íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû ìîùíîñòü
êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà íå ïðåâûøàëà áû p è ñóììà âåñîâ ðåáåð, âåðøèíû êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîäìíîæåñòâàì, áûëà áû ìèíèìàëüíîé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí âàðèàíò ãåíåòè÷åñêîãî àë-
ãîðèòìà, â êîòîðîì ïîèñê âåäåòñÿ òîëüêî ñðåäè ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ. Â êà÷åñòâå
îêðåñòíîñòåé èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå èçâåñòíûå îêðåñòíîñòè [1]:
Flip � ïåðåíîñ îäíîé âåðøèíû â äðóãîå ïîäìíîæåñòâî;
Swap � çàìåíà îäíîé âåðøèíû íà äðóãóþ äëÿ ðîäíûõ ïîäìíîæåñòâ;
FM � âàðèàíò îêðåñòíîñòè Swap ëèíåéíîé ìîùíîñòè;
KL � îêðåñòíîñòü Êåðíèãàíà�Ëèíà â ðàíäîìèçèðîâàííîì âàðèàíòå.

Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ îïåðàòîðîâ ñêðåùèâàíèÿ íàòàëêèâàåòñÿ íà äâå ïðîáëå-
ìû: âûõîä çà ãðàíèöó äîïóñòèìîé îáëàñòè è âûÿâëåíèå îáùèõ ïðèçíàêîâ ó ýëåìåíòîâ
ïîïóëÿöèè [2]. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ îïåðàòîðîâ ñêðåùèâàíèÿ è
ðåøàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñ ïîìîùüþ æàäíûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé ïðî-
áëåìû ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ, è åå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñïîëüçóåòñÿ
÷òîáû óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ðàçáèåíèÿ
äâóõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé. Ðàçðàáîòàíî ïÿòü ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñêðåùèâàíèÿ
è ïÿòü æàäíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è.

Àëãîðèòì çàïðîãðàììèðîâàí íà ÿçûêå ÏÀÑÊÀËÜ (DELPHI 6.0) è òåñòèðîâàë-
ñÿ íà ïðèìåðàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè èç ýëåêòðîííîé áèáëèîòåêè [3]. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÈÌÈÒÀÖÈÈ ÎÒÆÈÃÀ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÓÏÀÊÎÂÊÈ
ÊÐÓÃÎÂ È ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ Â ÊÎÍÒÅÉÍÅÐÛ

À. Ñ. Ðóäíåâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïàêîâêè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðåäìåòîâ â
ïðÿìîóãîëüíûå êîíòåéíåðû. Êàæäûé ïðåäìåò ÿâëÿåòñÿ ëèáî êðóãîì è çàäàåòñÿ ðà-
äèóñîì, ëèáî ïðÿìîóãîëüíèêîì è çàäàåòñÿ äëèíîé è øèðèíîé. Çàäàíî ÷èñëî êîí-
òåéíåðîâ è èõ ðàçìåðû. Èçâåñòíî, ÷òî êîíòåéíåðîâ äîñòàòî÷íî äëÿ ðàçìåùåíèÿ âñåõ
ïðåäìåòîâ. Òðåáóåòñÿ ñîêðàòèòü ðàçìåðû êîíòåéíåðîâ òàê, ÷òîáû èõ ñóììàðíàÿ ïëî-
ùàäü áûëà áû ìèíèìàëüíîé, íî äîñòàòî÷íîé äëÿ ðàçìåùåíèÿ âñåõ ïðåäìåòîâ. Ïðè
ðàçìåùåíèè ïðÿìîóãîëüíèêîâ èõ ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì êîíòåéíåðîâ. Äî-
ïóñêàþòñÿ ïîâîðîòû ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà 90 ãðàäóñîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà
[1]. Ïîèñê ðåøåíèÿ âåäåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå òàê íàçûâàåìûõ äâóõêîíòàêòíûõ óïà-
êîâîê [2], êîãäà î÷åðåäíîé ïðåäìåò êëàäåòñÿ íà ïàðó óæå ðàçìåùåííûõ ïðåäìåòîâ,
âêëþ÷àÿ ñòîðîíû êîíòåéíåðîâ. Ðåøåíèÿ êîäèðóþòñÿ â âèäå ïåðåñòàíîâêè ïðåäìåòîâ
è ïåðåñòàíîâêè êîíòåéíåðîâ. Ïðè âåðîÿòíîñòíîì ëîêàëüíîì ïîèñêå èñïîëüçóþòñÿ
îêðåñòíîñòè êâàäðàòè÷íîé ìîùíîñòè.

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ íà ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ ïðèìåðàõ.
Îáñóæäàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÈÍÄÅÊÑÎÂ
Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÍÅÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÈ ÖÅÍ

Í. È. Àéçåíáåðã, Ç. Â. Ñîëîíèíà

Ïðè àíàëèçå ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ àãðåãèðîâàííûå ýêî-
íîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, â ò.÷. èíäåêñû öåí. Âî âðåìÿ èíôëÿöèè äîñòîâåðíàÿ è ñâîå-
âðåìåííàÿ îöåíêà èõ äèíàìèêè èìååò ïðèîðèòåòíîå çíà÷åíèå. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ñèëüíûì òîë÷êàì èíôëÿöèè îáû÷íî ñîïóòñòâóåò ðîñò öåíîâîé íåîïðåäåëåí-
íîñòè. Êîëåáàíèÿ òåìïîâ ðîñòà öåí íà òîâàðû ïðèâîäÿò ê óâåëè÷åíèþ ðàñõîæäåíèé
èíäåêñîâ. Ñóùåñòâóþùàÿ òåîðèÿ èíäåêñîâ íå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü óíèâåðñàëüíûé
ïîêàçàòåëü äëÿ ëþáîé öåíîâîé ñèòóàöèè. Àâòîðàìè ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà îòáîðà
èíäåêñîâ, ïðåäïî÷òèòåëüíûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ óñëî-
âèÿõ, â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè êîëåáàíèé öåí.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî íà îñíîâå çàäàííûõ ñòàòèñòèêè öåí è ýëàñòè÷íîñòåé îáúåìîâ
òîâàðîâ ïî öåíå èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå èíäåêñîâ äëÿ ðàçíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ìî-
äåëåé. Ñíà÷àëà ðàñ÷åò îñóùåñòâëÿëñÿ íà áàçå èñõîäíûõ äàííûõ, çàòåì â íèõ ââî-
äèëèñü âîçìóùåíèÿ: èñõîäíûå öåíû è îáúåìû äîìíîæàëèñü íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó,
ðàñïðåäåëåííóþ ïî ëîãíîðìàëüíîìó çàêîíó. Êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè èíäåêñîâ
îöåíèâàëèñü ïî ðÿäó êðèòåðèåâ, ïîçâîëÿþùèõ âûÿâèòü èç íèõ íàèáîëåå óñòîé÷èâûå
ê ðîñòó êîëåáàíèé öåí è îáúåìîâ. Áûëè âûÿâëåíû ìåòîäû ðàñ÷åòà èíäåêñîâ öåí,
îïòèìàëüíûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ è äàíû ðå-
êîìåíäàöèè ïî èõ ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ëàâðåíòüåâñêîãî êîíêóðñà ìîëîäåæíûõ ïðîåêòîâ ÑÎ
ÐÀÍ (ïîñòàíîâëåíèå Ïðåçèäèóìà ÑÎ ÐÀÍ îò 26.01.2006)
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÈÌÈÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ
ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ ÔÎÐÌÓË ÐÀÑ×ÅÒÀ ÔÎÍÄÎÂÛÕ ÈÍÄÅÊÑÎÂ

Í. È. Àéçåíáåðã, Í. Ï. Øåðñòÿíêèíà

Ôîíäîâûå èíäåêñû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà ðûíêà
öåííûõ áóìàã. Îíè èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû,
ïðîèñõîäÿùèå íà ôîíäîâîì ðûíêå. Ïîýòîìó âàæíî, ÷òîáû èíäåêñû íå èñêàæàëè ðå-
àëüíîé ñèòóàöèè è áûëè óñòîé÷èâû ê ðàçëè÷íûì êîëåáàíèÿì öåí àêöèé è ôîíäîâûì
êðèçèñàì. Àíàëèç ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ôîíäîâûõ èíäåêñîâ ïðîâåäåí ñ ïîìîùüþ èìèòà-
öèîííîé ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ôîíäîâîãî ðûíêà ñ ýíäîãåííî-çàäàííûìè îáúå-
ìàìè ñäåëîê è âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì
ýòàïå ðàññ÷èòàíû ôîíäîâûå èíäåêñû íà áàçå åæåäíåâíûõ äàííûõ ïî öåíàì àêöèé,
òîðãóåìûõ íà ôîíäîâîé áèðæå ÐÒÑ ñ 5.01.04 ïî 29.12.06, è îáúåìàì ñäåëîê, ïîñòðî-
åííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ýëàñòè÷íîñòè çàâèñèìîñòè îáúåìîâ
ñäåëîê îò öåí àêöèé. Íà âòîðîì ýòàïå â öåíû àêöèé äîáàâëÿëèñü ñëó÷àéíûå êîëåáà-
íèÿ, èìèòèðóþùèå òðè âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèÿ ôîíäîâîãî ðûíêà: 1) ïåðèîä çàòèøüÿ
(ñðåäíÿÿ âàðèàöèÿ öåí σ = 5%), 2) ïðåäêðèçèñíûé ïåðèîä (σ = 10%), 3) ôîíäîâûé
êðèçèñ (σ = 15%). Ïî èòîãàì âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûäåëåíû íàèáîëåå
óñòîé÷èâûå ìåòîäû ðàñ÷åòà ôîíäîâûõ èíäåêñîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ëàâðåíòüåâñêîãî êîíêóðñà ìîëîäåæíûõ ïðîåêòîâ ÑÎ
ÐÀÍ (ïîñòàíîâëåíèå Ïðåçèäèóìà ÑÎ ÐÀÍ îò 26.01.2006).
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÖÅÍÎÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ Â ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ
ÌÎÍÎÏÎËÈÑÒ � ÏÎÑÐÅÄÍÈÊ � ÏÎÒÐÅÁÈÒÅËÜ

È. À. Áûêàäîðîâ, Å. Ìîðåòòè, À. Ýëëåðî

Èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ â ñòðóêòóðå ìîíîïîëèñò �
ïîñðåäíèê � ïîòðåáèòåëü. Â [1] è [2] óñòàíîâëåí õàðàêòåð çàâèñèìîñòè âèäà îïòè-
ìàëüíîé ñòðàòåãèè ïðîèçâîäèòåëÿ ïî ôîðìèðîâàíèþ îïòîâîé öåíû îò ïîâåäåíèÿ ïî-
ñðåäíèêà ïðè îïðåäåëåíèè ðîçíè÷íîé öåíû, ðàññìîòðåíû âàðèàíòû äâóõ-óðîâíåâûõ
çàäà÷ (öåëåâûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðèáûëè ôèðìû è ïîñðåäíèêà), ïðåäëîæåíû
è èçó÷åíû ðàçëè÷íûå èãðîâûå ïîäõîäû.

Â äîêëàäå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû ïî ýòîé òåìàòèêå. Â ÷àñòíîñòè,
â ðàìêàõ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû "ëèäåð � âåäîìûé (ïîñëåäîâàòåëü)" âûäåëåíû ïà-
ðàìåòðû, ÿâëÿþùèåñÿ äîñòàòî÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ æåëàòåëü-
íîñòè òîé èëè èíîé ðûíî÷íîé ñèòóàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèðìû è/èëè ïîñðåäíèêà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè Universit�a Ca' Foscari di Venezia (Italia), MIUR - PRIN
(co-�nancing 2005) è Ïðåçèäåíòà ÐÔ �ÍØ-4999.2006.6.
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ÇÀÄÀ×À ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈÈ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÐÅÊËÀÌÍÛÕ ÇÀÒÐÀÒ
È. À. Áûêàäîðîâ, Å. Ìîðåòòè, Ñ. Ôóíàðè, À. Ýëëåðî

Èçó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåêëàìíîé äåÿòåëüíîñòè ôèðìû- ïðîèçâîäèòåëÿ
è ïîñðåäíèêà â ïåðèîä ïðîäàæ [t1, t2]. Â îòëè÷èè îò [1], â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ "èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè" � ýëåìåíò ñåìåéñòâà (ïðè ôèêñèðîâàííîì
λ ∈ [0, 1])

EI(λ) =
λA(t2) + (1− λ)x(t2)

C0 +
∫ t2

t1
a(t)dt

,

ãäå A(t2) � êîíå÷íûé "ãóäâèë" [2], x(t2) � èòîãîâûé ñîâîêóïíûé îáúåì ïðîäàæ, a(t)
� òåêóùèå çàòðàòû íà ðåêëàìó. Íàéäåíî ïîëíîå îïèñàíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
ðåêëàìíîé äåÿòåëüíîñòè. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé
ïîäõîä (ñì., íàïðèìåð, [3]).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè Universit�a Ca' Foscari di Venezia (Italia), MIUR - PRIN
(co-�nancing 2005) è Ïðåçèäåíòà ÐÔ �ÍØ-4999.2006.6.
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ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÀß ÌÎÄÅËÜ
Â. È. Çîðêàëüöåâ, Ä. Ñ. Ìåäâåæîíêîâ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà [1] âçàèìíî-äâîñòâåííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè:
∑

Fj(xj) + (c, x) → min, Ax = b, x ≥ 0; (1)

∑
Φj(yj)− (b, u) → min, AT u− y ≤ c. (2)

Çàäàíû: A � ìàòðèöà m × n; âåêòîðû b ∈ Rm, c ∈ Rn; ñîïðÿæåííûå ïî Ëåæàíäðó
ôóíêöèè Fj, Φj, j = 1, . . . , n, ðàâíûå íóëþ â íóëå, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ âîçðàñòàþò
îò íóëÿ â íóëå äî ∞. Ïåðåìåííûå ñîñòàâëÿþò âåêòîðû x ∈ Rn, y ∈ Rn, u ∈ Rm.

Îáñóæäàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà çàäà÷è (1), (2) îïèñûâàþò íåëèíåéíóþ òðàíñïîðòíóþ
ìîäåëü, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå íàïðàâëåííîãî ãðàôà. Çàäà÷à (1) èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê ìèíèìèçàöèÿ çàòðàò íà èñêîìûå îáúåìû òðàíñïîðòèðîâîê ïî äóãàì, ñîñòàâëÿ-
þùèì âåêòîð x. Çàäà÷à (2) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìèíèìèçàöèÿ ñâåðõäîõîäîâ òðàíñ-
ïîðòíîé ñèñòåìû. Çäåñü u � âåêòîð öåí â óçëàõ. Çàäà÷à (2) èëëþñòðèðóåòñÿ â òåðìè-
íàõ ïðîáëåìû ðåãóëèðîâàíèÿ åñòåñòâåííûõ ìîíîïîëèé.

Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ñëó÷àþ, êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðà b çàäàíû â âèäå
çàâèñèìîñòåé îò öåí â óçëàõ, âûðàæàþùèõ çàêîíû ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Ðàññìàò-
ðèâàåìûå çàäà÷è àêòóàëüíû äëÿ àíàëèçà ìåõàíèçìîâ ðåãóëèðîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ,
òðóáîïðîâîäíûõ ñåòåé, æåëåçíîäîðîæ-íîãî òðàíñïîðòà, ôîðìèðîâàíèÿ òàðèôíîé ïî-
ëèòèêè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÃÍÔ 06-02-00266à .
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ×ÈÑÒÛÕ ÍÅÒÒÈÍÃÎÂÛÕ ÏÎÇÈÖÈÉ
ÏÐÈ ÊËÈÐÈÍÃÅ ÌÅÆÁÀÍÊÎÂÑÊÈÕ ÏËÀÒÅÆÅÉ

À. À. Êàðïóê, Å. Ñ. Øåéíêìàí

Â äîêëàäå äàåòñÿ îáçîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ, èñïîëü-
çóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ÷èñòûõ íåòòèíãîâûõ ïîçèöèé ïðè êëèðèíãå
ìåæáàíêîâñêèõ ïëàòåæåé. Ýòà çàäà÷à ìîæåò ñëóæèòü ïðèìåðîì ïðèëîæåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé.

Èñõîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è, ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå [1], ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè, ÷èñëî êîòî-
ðûõ èçìåðÿåòñÿ äåñÿòêàìè òûñÿ÷, ÷òî èñêëþ÷àåò íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ñó-
ùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ýòîãî òèïà. Â Íåìåö-
êîì ôåäåðàëüíîì áàíêå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿþò ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû
REMAINDER è MULTILATERAL [2]. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî
ýòè àëãîðèòìû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äàþò î÷åíü õîðîøåå ðåøåíèå, îäíàêî ñóùå-
ñòâóþò ñèòóàöèè, âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå, êîãäà ýòè àëãîðèòìû âîîáùå íå ìîãóò
íàéòè äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïðè ïåðåõîäå ê íåïðåðûâíûì ïåðåìåííûì ïîëó÷àåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ n(n − 1), ãäå n - êîëè÷åñòâî áàíêîâ, ó÷àñòâóþùèõ
â êëèðèíãîâîì ñåàíñå. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü èçâåñòíûìè ìåòîäàìè, îäíàêî ñå-
ðüåçíûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ïåðåõîäå ê äèñêðåòíîìó ðåøåíèþ. Äëÿ óìåíü-
øåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
çàäà÷ó ïîèñêà ìàêñèìàëüíîé öèðêóëÿöèè â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå [3], äëÿ ðåøåíèÿ
êîòîðîé ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì äåôåêòà, ñîñòàâíîé ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòì Ôîðäà�Ôàëêåðñîíà äëÿ ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà èç èñòî÷íèêà â ñòîê.

Äëÿ ïåðåõîäà îò íàéäåííîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ íåïðåðûâíûìè ïå-
ðåìåííûìè ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ äëÿ êàæäîé ïàðû áàíêîâ ðåøèòü
çàäà÷ó î ðþêçàêå ñ ìèíèìàëüíûì èçáûòêîì, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðèìåíÿþòñÿ ìî-
äèôèêàöèè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå.
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"Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæåíèÿ"(òåçèñû äîêëàäîâ). � Åêàòåðèí-
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ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÑÈÒÓÀÖÈÉ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß Â ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ
ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

Ì. À. Êèñåëåâà

Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðè çàäàí-
íîé ñåòè âîçìîæíûõ ìàðøðóòîâ (òîïîëîãèè) è ïîòðåáíîñòÿõ òðåáóåòñÿ ñ ìèíèìàëü-
íûìè èçäåðæêàìè ïðèâåñòè ãðóç (ïåðåäàòü ñðåäó) èç ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ â ïóíêòû
íàçíà÷åíèÿ, òî åñòü ñâÿçàòü óçëû�èñòî÷íèêè è óçëû�ïîòðåáèòåëè òàêèìè îáúåìàìè
òîâàðîâ ïî äóãàì, ÷òîáû èçäåðæêè íà òðàíñïîðòèðîâêó áûëè ìèíèìàëüíûìè. ×àùå
âñåãî ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ c èçäåðæêàìè ëèíåéíîãî âèäà è ÿâëÿåòñÿ òèïîâîé
äëÿ ïîäîáíîãî êëàññà çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ïðè íåëèíåéíûõ çàòðàòàõ íà
ïåðåâîçêó ïî ìàðøðóòàì (äóãàì) ñåòè ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ ïîñòàâùèêîâ�ïåðå-
âîç÷èêîâ (ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ).

Âîçìîæíûå âàðèàíòû ñîâìåñòíîãî ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøå-
íèé âàæíî ó÷èòûâàòü, íàïðèìåð, ïðè ðåôîðìèðîâàíèè ýëåêòðîýíåðãåòèêè, ñèñòåì
òåïëî-, ãàçîñíàáæåíèÿ, æåëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà è äðóãèõ ñèñòåì ñ òðàíñïîðò-
íîé ñîñòàâëÿþùåé, ÷òîáû îöåíèòü, ê ÷åìó ìîãóò ïðèâåñòè ïîñëåäñòâèÿ ïðèíèìàåìûõ
íà çàêîíîäàòåëüíîì óðîâíå ðåøåíèé. Ïîýòîìó ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè âîçìîæíûõ ïî-
ñëåäñòâèé òàêèõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ðàññìîòðåíèå íàèáîëåå ïðàâäîïîäîá-
íûõ ñöåíàðèåâ âçàèìîäåéñòâèÿ ó÷àñòíèêîâ ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé.

Ñ÷èòàåì, ÷òî òðàíñïîðòíàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîëëåêòèâíîãî ïîëüçîâàíèÿ,
à òàêæå çàíèìàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèè ãðóçîâ îòäåëüíûõ ïåðåâîç÷èêîâ ïî äóãàì ñåòè.
Èñõîäÿ èç óñëîâèé, ÷òî çàäàíû îáúåìû ïîñòàâîê â ïóíêòû íàçíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî
èç ïåðåâîç÷èêîâ è ôóíêöèè çàòðàò íà ïåðåâîçêè ïî äóãàì ñåòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïîñëåäñòâèÿ è ýêîíîìè÷åñêèå ýôôåêòû ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, Øòàêåëüáåð-
ãó, íåðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè ñóáúåêòàìè äëÿ ñåòåâîé
íåëèíåéíîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèòóàöèè äâóõóðîâíåâîãî è, êàê
åãî îáîáùåíèå, ìíîãîóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ ïîèñêîì ðàâíîâå-
ñèÿ Íýøà äëÿ ¾îäíîóðîâíåâûõ¿ àãåíòîâ. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ êàê ïî èçäåðæêàì, òàê è ïî îáùèì çàòðàòàì íà ïåðåâîçêè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÃÍÔ 06-02-00266à.
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ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÈÃÐÀ ÍÀ ÐÀÇÎÐÅÍÈÅ
Â. Â. Êóëàãèí

Â êëàññè÷åñêóþ àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó äâóõ ëèö âíîñèòñÿ îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó
ïëàòû èãðû f(x, y) (ò. å. íà âåëè÷èíó ñóììû, êîòîðóþ èãðîê À ïëàòèò èãðîêó Â
â ðåçóëüòàòå àêòà èãðû (x, y)),

f(x, y) ≤ β. (1)

Ïðåâûøåíèå âåëè÷èíû îãðàíè÷åíèÿ β îçíà÷àåò ðàçîðåíèå èãðîêà À è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ
èãðîêà Â.
Ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå:

(à) íîâûå ñòðàòåãèè − äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ν, γ;
(á) ñîîòâåòñòâóþùèå íîâûì ñòðàòåãèÿì ìíîæåñòâà

X(ν) = {x | ϕ(x) ≤ ν}, Y (γ) = {y | ψ(y) ≤ γ},
ãäå ϕ(x), ψ(y) − âûïóêëûå ôóíêöèè, èìåþùèå ñìûñë çàòðàò èãðîêà À íà îñóùåñòâ-
ëåíèå ñòðàòåãèè x, è çàòðàò èãðîêà Â íà îñóùåñòâëåíèå ñòðàòåãèè y;

(â) îöåíêà íîâîãî àêòà èãðû (ν, γ) − ôóíêöèÿ %(ν, γ),

%(ν, γ) = β − min
x∈X(ν)

max
y∈Y (γ)

f(x, y),

èìåþùàÿ ñìûñë äèñòàíöèè äî îãðàíè÷åíèÿ ïîñëå àêòà èãðû (ν, γ). Óñëîâèå (1) íåðà-
çîðåíèÿ èãðîêà À òåïåðü èìååò âèä %(ν, γ) ≥ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ∗ν = rootγ %ν(γ) êîðåíü ôóíêöèè %ν(γ), èëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
%ν(γ) = 0, ãäå %ν(γ) − ñå÷åíèå ôóíêöèè %(ν, γ) ïðè ôèêñèðîâàííîì ν. Âåëè÷èíà γ∗ν
òðàêòóåòñÿ êàê ðàñõîä èãðîêà Â íà ðàçîðåíèå èãðîêà À, âûáðàâøåãî ñòðàòåãèþ ν.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (â òîì ÷èñëå ïðè ν ≤ ν0,
γ− ëþáîå) â èãðå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

max
ν

root
γ

%(ν, γ) = root
γ

max
ν

%(ν, γ),

è ñóùåñòâóåò òî÷êà (ν, γ), ðåøàþùàÿ îáå äâîéíûå çàäà÷è ðàâåíñòâà. Çäåñü ëåâàÿ
äâîéíàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè %(ν, γ) äàåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èãðîêà À (èãðîê
À çàñòàâëÿåò èãðîêà Â çàïëàòèòü çà ñâîå ðàçîðåíèå ìàêñèìàëüíóþ ñóììó), ïðàâàÿ
äâîéíàÿ çàäà÷à äàåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èãðîêà Â (íàéòè ìèíèìàëüíóþ ñóììó
èç òåõ, ÷òî ãàðàíòèðóþò ðàçîðåíèå èãðîêà À).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äàííîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö ðàññìîòðåíà îäíà
èãðîâàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÎÉ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ,
Ó×ÈÒÛÂÀÞÙÅÉ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅ ÏÐÈ ÂÂÎÄÅ ÔÎÍÄÎÂ

Ã. À. Ìóõèí, Â. Ê. Áóëãàêîâ

Â ðåàëüíîé ýêîíîìèêå êàïèòàëüíûå âëîæåíèÿ â îñíîâíûå ôîíäû ýêîíîìè÷åñêîé
ñèñòåìû âñåãäà îñâàèâàþòñÿ ñ çàïàçäûâàíèåì âî âðåìåíè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà
îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà èçëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåãèîíàëüíîé ýêîíîìèêè, îñíîâàííîé íà ïðîèç-
âîäñòâåííîé B-ôóíêöèè [1] è ó÷èòûâàþùåé çàïàçäûâàíèå ïðè ââîäå ôîíäîâ, îñîáåí-
íîñòè ìåæáþäæåòíûõ îòíîøåíèé â ÐÔ [2].

Ðàçðàáîòàí è ÷èñëåííî àïðîáèðîâàí íà ïðèìåðå ýêîíîìèêè Õàáàðîâñêîãî êðàÿ
îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, îïðåäåëÿþùåé îïòèìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùèå åìó îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Ïðîâåäå-
íî èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäî-
âàíèé çàêîíîìåðíîñòåé äèíàìèêè ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà îïòèìàëüíûõ
òðàåêòîðèÿõ.
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ìåíè îñâîåíèÿ êàïèòàëüíûõ âëîæåíèé [Òåêñò] / Ã. À. Ìóõèí, Â. Ê. Áóëãàêîâ // Íàó÷-
íîå èçäàíèå. Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû è ýêîíîìè÷åñêîå ñîòðóäíè÷åñòâî ñòðàí
ÀÒÐ â XXI âåêå. Òðóäû Ïÿòîé ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè òâîð÷åñêîé
ìîëîäåæè 17-19 àïðåëÿ 2007. �Õàáàðîâñê: ÄÂÃÓÏÑ. � 2007. � Ò. 4. � Ñ. 118-123.

Ìóõèí Ãåííàäèé Àëåêñååâè÷, Áóëãàêîâ Âèêòîð Êèðñàíîâè÷,
Äàëüíåâîñòî÷íûé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò Ïóòåé Ñîîáùåíèÿ,
óë. Ñåðûøåâà, 47, ã. Õàáàðîâñê, Ðîññèÿ, òåë. (4212) 38-44-80, (4212) 34-97-52,
e-mail: gmuhin@ivc.dvgd.ru.
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Ó×ÅÒ ÑÐÎÊÀ ÊÐÅÄÈÒÎÂÀÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÀÊÒÈÂÎÂ
Í.À. Îðîçáåêîâ

Â [1] è [2] èçó÷àëèñü çàäà÷è îïòèìèçàöèè àêòèâîâ êîììåð÷åñêîãî áàíêà, â êîòî-
ðûõ ñòàâêà ïðîöåíòà ïî êðåäèòàì áûëà åäèíîé äëÿ âñåõ çàåìùèêîâ. Íà ïðàêòèêå
áàíêè óñòàíàâëèâàþò ññóäíóþ ñòàâêó ïðîöåíòà â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè
îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ òàêèõ êàê: îáúåì êðåäèòà, ñðîê êðåäèòîâàíèÿ è ò.ä. Â äàí-
íîì äîêëàäå áóäåò ïðåäëîæåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè àêòèâîâ, â
êîòîðîé ñòàâêà ïðîöåíòà ïðåäñòàâëåíà â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè îò ñðîêà
êðåäèòîâàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà êðåäèòîâ: êðàòêîñðî÷íûå è äîëãîñðî÷íûå. Ïðè ýòîì
ìû èìååì ôóíêöèþ ñòàâêè ïðîöåíòà ñ ðàçðûâîì â îäíîé òî÷êå, ò.å. áàíê óñòàíàâëè-
âàåò ðàçëè÷íûå ñòàâêè ïðîöåíòà íà êðàòêîñðî÷íûå è äîëãîñðî÷íûå êðåäèòû. Ó÷åò
òàêîé ñòàâêè ïðîöåíòà â çàäà÷å îïòèìèçàöèè àêòèâîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü ðàçáèåíèåì
ìíîæåñòâà I11 íà äâà ïîäìíîæåñòâà Ik

11 è Id
11, ãäå Ik

11 - ìíîæåñòâî íîìåðîâ êðàò-
êîñðî÷íûõ àêòèâîâ, à Id

11 - ìíîæåñòâî íîìåðîâ äîëãîñðî÷íûõ àêòèâîâ. Â êàæäîì èç
âûäåëåííûõ ïîäìíîæåñòâ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñòàâêè yk è yd, ñîîòâåòñòâåííî.

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ íåëèíåéíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè è íåëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèåé. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí àëãî-
ðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ðåäóêöèè èñõîäíîé çàäà÷è
â äâå íåëèíåéíûå çàäà÷è. Äàëåå êàæäàÿ èç äâóõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ðåäóöèðóåòñÿ â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 07-06-13500.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. C.Ì. Àíöûç, Í.À. Îðîçáåêîâ. Îá îäíîì ïîäõîäå ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷å-
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ÎÁ ÎÒÛÑÊÀÍÈÈ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß Â ÌÎÄÅËÈ ÎÁÌÅÍÀ
Ñ ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ ÏÎËÅÇÍÎÑÒÈ Ó×ÀÑÒÍÈÊÎÂ

Ë. Ä.Ïîïîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêîíîìèêà îáìåíà ñ m ó÷àñòíèêàìè è n òèïàìè òîâàðîâ è óñëóã,
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îáìåíà. Ïóñòü bji ≥ 0 � íà÷àëüíûå çàïàñû òîâàðà i-ãî âèäà ó
j-ãî ó÷àñòíèêà ýêîíîìèêè è xji(p ) � ñïðîñ j-ãî ó÷àñòíèêà íà i-é òîâàð ïðè çàäàííîì
óðîâíå öåí p = (p1, . . . , pn) ≥ 0 íà íèõ. Âåêòîð öåí p̄ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ
â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå, åñëè ∑m

j=1 xji(p̄ ) = ci ïðè âñåõ i (çäåñü ci =
∑m

j=1 bji � ñóì-
ìàðíûå çàïàñû i-ãî òîâàðà).

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ó÷àñòíèêîâ îáìåíà ìóëüòèïëè-
êàòèâíû. Â ýòîé ñèòóàöèè xji(p ) = p−1

i αji
∑n

s=1 psbjs è ðàâíîâåñíûå öåíû ìîæíî
èñêàòü êàê íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

m∑

j=1

n∑

s=1

αji psbjs = cip i, i ∈ 1, n, (1)

èëè, â ìàòðè÷íîé çàïèñè,

(C − A>B) p = 0, p > 0, (1a)

ãäå A = (αji)m×n � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ýëàñòè÷íîñòè, B = (bji)m×n � ìàòðèöà
òîâàðíûõ çàïàñîâ, C = diag(c1, c2, . . . , cn).

Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1) ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü àëãî-
ðèòì, îïèðàþùèéñÿ íà èäåè êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ è îïðåäåëÿåìûé ñî-
îòíîøåíèÿìè

C p k+1 = A>B p k, k = 0, 1, 2, . . . . (2)

Çäåñü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå p0 >0, ïðè÷åì ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü òîâàðíûõ çàïàñîâ
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, åñëè òîëüêî ñòðî÷íûå ñóììû ìàòðèöû A ðàâíû 1.

Öåíòðàëüíàÿ èäåÿ äîêëàäà: àëãîðèòì (2) èìèòèðóåò ðàáîòó ðûíî÷íûõ ïîñðåäíè-
êîâ, ñêóïàþùèõ òîâàðû ó ïðîèçâîäèòåëåé è ïåðåïðîäàþùèõ èõ ïîòðåáèòåëÿì (ïðè-
áûëü ñ ïðîäàæ èãíîðèðóåòñÿ). Ïîñðåäíèêè íåïîñðåäñòâåííî îòñëåæèâàþò èíòåíñèâ-
íîñòü ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ, íàïðàâëÿåìûõ ïîòðåáèòåëÿìè íà ïðèîáðåòåíèå òîâàðîâ
êàæäîé êàòåãîðèè, è íà èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ýòèõ òîâàðîâ îò èõ ïðîèçâîäèòå-
ëåé â íàòóðàëüíîì âûðàæåíèè. Ñòðåìÿñü èçáåæàòü íà ñâîèõ ñêëàäàõ èçáûòî÷íîñòè
çàïàñîâ îäíèõ òîâàðîâ è íåõâàòêó äðóãèõ, ïîñðåäíèêè òàê óñòàíàâëèâàþò ðîçíè÷íûå
öåíû íà íèõ, ÷òîáû âûðîâíÿòü èíòåíñèâíîñòè èõ âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ ïîòîêîâ.

Àëãîðèòì (2) ëåãêî ìîäèôèöèðóåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûé òîâàð èãðàåò
ðîëü ñòîèìîñòíîãî ýòàëîíà (äåíåã), ò. å. èìååò ôèêñèðîâàííóþ öåíó.

Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ (íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèö A è B), ãàðàíòèðóþùèå ðàçðåøèìîñòü èñõîäíîé ñèñòåìû è ñõîäèìîñòü îñíîâ-
íîãî àëãîðèòìà è åãî ìîäèôèêàöèé, à òàêæå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ïðîåêò 07-01-00399.

Ïîïîâ Ëåîíèä Äåíèñîâè÷,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ, óë. Ñ. Êîâàëåâñêîé, 16, Åêàòåðèíáóðã,
6200219, Ðîññèÿ, òåë. (3433)75-34-23, ôàêñ (3433)74-25-81. E-mail: popld@imm.uran.ru
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅØÅÍÈß ÁÈÌÀÒÐÈ×ÍÎÉ

ÈÃÐÛ Â ÑÌÅØÀÍÍÛÕ ÑÒÐÀÒÅÃÈßÕ
Î. À. Ïîïîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ñîãëàñîâàííîãî ðåøåíèÿ ãðóïïîé ó÷àñòíèêîâ.
Â êà÷åñòâå ïîäõîäà ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïðîöåññ ïîèñêà êîìïðîìèññíîãî ðåøå-
íèÿ, êàê äèôôåðåíöèàëüíóþ áèìàòðè÷íóþ èãðó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

dx

dt
+ x = argmax{−(1/2)|z1 − x|2 + α(〈ST z1, y + u2〉+ (1/2)〈Bz1, z1〉) |

〈e, z1〉 = 1, z1 ≥ 0},
dy

dt
+ y = argmax{−(1/2)|z2 − y|2 + α(〈x + u1, P z2〉+ (1/2)〈Dz2, z2〉) |

〈e, z2〉 = 1, z2 ≥ 0},
ñ óïðàâëåíèåì â âèäå îáðàòíûõ ñâÿçåé

u1(x) = argmax{−(1/2)|z1 − x|2 + α(〈ST z1, y〉+ (1/2)〈Bz1, z1〉) |
〈e, z1〉 = 1, z1 ≥ 0} − x,

u2(y) = argmax{−(1/2)|z2 − y|2 + α(〈x, Pz2〉+ (1/2)〈Dz2, z2〉) |
〈e, z2〉 = 1, z2 ≥ 0} − y.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà. Âî-ïåðâûõ, ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèÿ êàê äèíàìè÷åñêèé
ïðîöåññ, ïðîòåêàþùèé â ïîèñêàõ êîìïðîìèññà è ó÷èòûâàþùèé ìíåíèå âñåõ ó÷àñò-
íèêîâ. Âî-âòîðûõ, ìîäåëü ðàññìàòðèâàåò, ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå êàê ðåôëåêñèâíîå
ðåøåíèå. Âàæíî, ÷òî ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå èìååò ðåôëåêñèâíóþ ïðèðîäó îòðàæå-
íèÿ ñóáúåêòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé ó÷àñòíèêîâ î âîçìîæíûõ âåêòîðàõ ïðåäïî÷òåíèé
âñåõ è êàæäîãî ó÷àñòíèêà ïðîöåññà. Ðåôëåêñèâíàÿ ïðèðîäà ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâî-
âàíèè îáðàòíûõ ñâÿçåé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ê êîìïðîìèññó.
Òðàåêòîðèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îïèñûâàåò äèíàìèêó ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé. Îñíîâíîé âîïðîñ - ýòî ñõîäèìîñòü òðàåêòîðèè ê èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ èëè ðàâíîâåñèþ ïî Íýøó. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è áóäåò îïðåäåëÿòü èñêîìîå
ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå. Â-òðåòüèõ, óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè ïðè äîñòàòî÷íî
îáùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èãðîâûå ìàòðèöû â ìîäåëè îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïðîöåñ-
ñà ê ðàâíîâåñèþ ïî Íýøó. Â äîêëàäå äàåòñÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè
íà ïðèìåðå ïîèñêà ñîãëàñîâàííîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ êðåäèòíî-áàíêîâñêèõ óñëóã.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÌÀÊÐÎÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÎÉ ÐÅÃÈÎÍÀ ÐÔ ÄËß ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ, ÇÀÐÀÍÅÅ

ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ ÃÎÐÈÇÎÍÒÀ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß

Â. Â. Ñòðèãóíîâ, Â. Ê. Áóëãàêîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé
ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ðåãèîíà ÐÔ äëÿ çàðàíåå çàäàííîãî ãîðèçîíòà ïëàíè-
ðîâàíèÿ Tp < ∞.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä

max
w∈W

=
Tp∫
0

wα(t)dt

dx
dt

= aB(x)− λx− pw, x(0) = x1, x(Tp) = x2

B(x) = b (1− e−x) + (1− b)x
(
1− e−

1
x

)





.

Â äîêëàäå èçëàãàåòñÿ ðàçðàáîòàííûé àâòîðàìè àëãîðèòì ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Îïðå-
äåëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ
äëÿ ýêîíîìèêè Õàáàðîâñêîãî êðàÿ.
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ÌÀÃÈÑÒÐÀËÜÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÄËß ÌÎÄÅËÈ Ñ ÀÄÄÈÒÈÂÍÛÌ
ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÅÌ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

À. Å. Òðóáà÷åâà
Â ðåàëüíîé ýêîíîìèêå ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîäâåðãàåòñÿ ðàçëè÷íûì âîç-

ìóùåíèÿì, êîòîðûå îáóñëîâëåíû îáúåêòèâíûìè ïðè÷èíàìè, ñïðîãíîçèðîâàòü êîòî-
ðûå çàðàíåå íåâîçìîæíî [1, 2].

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f̃(k) = f(k) + τ(k) íàçûâàåòñÿ àääèòèâíî ñëàáî âîçìó-
ùåííîé (èëè êâàçèíåîêëàññè÷åñêîé), åñëè f(k) � íåîêëàññè÷åñêàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ, τ(k) ∈ C2 è âîçìóùåíèå τ(k) ìàëî, ò.å. ‖τ‖C2 ≤ ζ äëÿ 0 < ζ ¿ 1 è τ(0) = 0.

Àïðèîðè íåëüçÿ áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè âîçìóùåííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìà-
òåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì. Çàäà÷à îïòèìè-
çàöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä: ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë (1)

∫ T
0 (1−s(t))f̃(k(t))e−δtdt

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2) k̇(t) = s(t)f̃(k(t)) − µk(t), (3) 0 ≤ s(t) ≤ 1, (4) k(0) = k0 >
0, (5) k(T ) ≥ kT > 0, ãäå s(t) - äîëÿ èíâåñòèöèé â äîõîäå, δ > 0 - êîíñòàíòà äèñ-
êîíòèðîâàíèÿ, k(t) - ôîíäîâîîðóæåííîñòü, µ > 0 - òåìï àìîðòèçàöèè ôîíäîâ, kT -
íèæíÿÿ ãðàíèöà ôîíäîâîîðóæåííîñòè â ìîìåíò âðåìåíè T .
Òåîðåìà. Ïóñòü â çàäà÷å ïëàíèðîâàíèÿ (1)-(5) ôóíêöèÿ f̃(k) ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíî
ñëàáî âîçìóùåííîé, ñóùåñòâóþò äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè è ïðîìåæóòîê ïëàíè-
ðîâàíèÿ T äîñòàòî÷íî âåëèê (T > T0). Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé
ýëåìåíò k∗∗max â ìíîæåñòâå {k∗i , i ∈ I} ∩ (0, k̃min), ãäå k∗i � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
f ′(k) = δ +µ− τ ′(k), k̃min � ìèíèìàëüíîå èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(k) = µk− τ(k), I
� íåêîòîðîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîõî-
äà íà ïîòðåáëåíèå è èíâåñòèöèè.
2) Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå s(t) èìååò ñëåäóþùèé âèä: â íà÷àëå ïåðèîäà (0 ≤
t ≤ T ∗) è â êîíöå (T ∗∗ ≤ t ≤ T ) âûïîëíåíî s(t) ∈ {0, 1}, à âñå îñòàëüíîå âðåìÿ
(T ∗ ≤ t ≤ T ∗∗) èìååò ìåñòî s(t) = s∗ = µk∗∗max

f(k∗∗max)+τ(k∗∗max)
.

Äàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êâàçèíåîêëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôóíêöèé îñîáûé îïòèìàëüíûé ðåæèì óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 07-06-00363-a, ãðàíòîì � ÍØ-4999.2006.6
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ÌÎÄÅËÜ ÖÅÍÎÂÎÉ ÎËÈÃÎÏÎËÈÈ
Ñ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÍÛÌ ÏÐÎÄÓÊÒÎÌ

À. Þ. Ôèëàòîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå ìîäåëè îëèãîïîëèè Áåðòðàíà íà ñëó÷àé íåñî-
âåðøåííîé öåíîâîé ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè öåíîâîé âîéíû Áåð-
òðàíà ðûíîê ïîëíîñòüþ çàõâàòûâàåò ôèðìà, óñòàíîâèâøàÿ íà ñâîþ ïðîäóêöèþ ñà-
ìóþ íèçêóþ öåíó. Â ðåàëèñòè÷åñêîé ñèòóàöèè ó áîëåå äîðîãèõ ôèðì äî îïðåäåëåí-
íîãî öåíîâîãî ïðåäåëà ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ ñâîé êðóã ïîêóïàòåëåé. Äåéñòâèòåëüíî,
äàæå â ñëó÷àå ïðîäàæ îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà èìåþòñÿ ðàçëè÷èÿ â ìåñòîðàñïîëîæå-
íèè ôèðì, àññîðòèìåíòå ïðîäóêöèè, êà÷åñòâå îáñëóæèâàíèÿ è ñåðâèñà, òàêæå íåëüçÿ
íå ó÷èòûâàòü íåïîëíîòó èíôîðìàöèè è èçäåðæêè íà ïîèñê ñàìîé äåøåâîé ôèðìû.

Ïóñòü íà ðûíêå ïðîäóêöèè ñ ñóììàðíûì ñïðîñîì Q(p) = a−bp ðàáîòàþò n ôèðì,
ñðåäíèå èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà äëÿ êîòîðûõ îäèíàêîâû è ðàâíû c. Ïðè ïîâûøåíèè
öåíû â j-ôèðìå íà êàæäûé ðóáëü îáúåì ïðîäàæ â íåé ñîêðàùàåòñÿ íà âåëè÷èíó
b∆, à ó êàæäîãî èç (n − 1) êîíêóðåíòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íà b∆/(n − 1). Òàêæå ïðè
ïîâûøåíèè öåíû íà êàæäûé ðóáëü â ïåðâîé (ñàìîé äåøåâîé) ôèðìå ñóììàðíûé
îáúåì ïðîäàæ óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó b, ÷òî îçíà÷àåò äîïîëíèòåëüíîå ñîêðàùåíèå
ïðîäàæ â êàæäîé ôèðìå íà b/n. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñïðîñà ñëåäóþùåãî âèäà:

q =
1

n
a + bBp, (1)

q =




q1

q2

. . .
qn
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Ïðè äàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàéäåíû ðàâíîâåñèÿ Íýøà â îäíîóðîâíåâîé è äâóõ-
óðîâíåâîé èãðàõ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â ðàâíîâåñèè öåíû è îáúåìû ïðîäàæ
îëèãîïîëèñòîâ áóäóò ðàçëè÷íû. Èññëåäîâàíà òàêæå ñèòóàöèÿ ñãîâîðà. Ïîêàçàíî, ÷òî
îëèãîïîëèñòû íà îñíîâå öåíîâîé äèñêðèìèíàöèè ïîëó÷àþò ïðèáûëü áîëüøå ìîíî-
ïîëüíîé. Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü "èíâåðñèè", êîãäà áîëåå äîðîãàÿ ôèðìà ïûòà-
åòñÿ çàíÿòü ìåñòî äåøåâîé è íàîáîðîò. Ðàññìîòðåíû ñèòóàöèè ðàçëè÷íîé ðåàêöèè
ïîòðåáèòåëåé íà ðàçíèöó öåí â ôèðìàõ, âûðàæàþùåéñÿ â ðàçëè÷íûõ ôîðìóëàõ äëÿ
ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëÿ ∆. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÃÍÔ, ïðîåêò � 06-02-00266à.
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ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÔÈÍÀÍÑÀÌÈ ÔÈÐÌÛ
Í. Í. Øåëîìåíöåâà

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ôèíàíñîâûìè ðåñóð-
ñàìè ôèðìû. Â ìîìåíò âðåìåíè t ôèðìà ðàñïîëàãàåò ñîáñòâåííûì êàïèòàëîì S(t),
êîòîðûé ñêëàäûâàåòñÿ èç óñòàâíîãî êàïèòàëà C(t), ôîíäîâ ñïåöèàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ
F (t) è ðåçåðâîâ P (t), ò.å. S(t) = C(t)+F (t)+P (t). Ôèðìà èìååò âîçìîæíîñòü ïðèâëå-
êàòü çàåìíûé êàïèòàë ïî ñòàâêå r%, ïîýòîìó êàïèòàë ôèðìû ñîñòîèò èç ñîáñòâåííîãî
è çàåìíîãî K(t) = S(t)+B(t). Ýòîò êàïèòàë ôèðìà ðàçìåùàåò â îáîðîòíûå ñðåäñòâà
M(t) è âíåîáîðîòíûå àêòèâû D(t), ò.å. K(t) = M(t) + D(t).

Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ôèðìà ïîëó÷àåò äîõîä, îïèñûâà-
þùèéñÿ äâóõôàêòîðíîé ôóíêöèåé R(M,D). Äîõîä R(M, D) ðàñïðåäåëÿåòñÿ íà àìîð-
òèçàöèîííûå îò÷èñëåíèÿ mD (m ∈ (0, 1)), ïîãàøåíèå äîëãîâûõ îáÿçàòåëüñòâ v(t),
âûïëàòó ïðîöåíòîâ rB è óïëàòó íàëîãîâ â áþäæåòû. Åñëè γ(R) - ñóììà íàëîãîâ,
óïëà÷èâàåìûõ èç ïðèáûëè, òî íàëîãîîáëàãàåìîé áàçîé ïðèáûëè áóäåò âåëè÷èíà
N = R(M,D) −mD − rB − v − γ(R), à ïðèáûëüþ ôèðìû Π = max{0; (1 − µ)}, ãäå
ñòàâêå íàëîãà íà ïðèáûëü µ.

Åñëè N > 0, òî ïðè ñòàâêå íàëîãà íà ïðèáûëü µ îò÷èñëåíèÿ ñîñòàâÿò µN è ïðè-
áûëü, îñòàâøóþñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ôèðìû Π = (1 − µ)N, ôèðìà ðàñïðåäåëÿåò íà
ïîïîëíåíèå ôîíäîâ ñïåöèàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ (u(t)) è ðåçåðâîâ (w(t)), ò.å. Ḟ = u,
Ṗ = w, u(t) + w(t) = (1− µ)N. Åñëè N ≤ 0, òî Π = 0, u = 0 è w = N.

Êðîìå òîãî, îò÷èñëåíèÿ â ðåçåðâíûå ôîíäû íå ìîãóò ïðåâûøàòü β% ÷èñòîé ïðè-
áûëè w(t) ≤ βΠ, âåëè÷èíà ðåçåðâîâ äîëæíà áûòü íå ìåíåå α% óñòàâíîãî êàïèòà-
ëà αC(t) ≤ P (t) ≤ L, (L = const), à çàåìíûé êàïèòàë íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü
a% ñîáñòâåííîãî 0 ≤ B(t) ≤ aS(t) (α, β, a çàäàíû íîðìàòèâíûìè äîêóìåíòàìè, L
ôèêñèðóåòñÿ ó÷ðåäèòåëüíûìè äîêóìåíòàìè ôèðìû). Ïîêàçàòåëåì ôèíàíñîâîé ñîñ-
òîÿòåëüíîñòè ôèðìû ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà ê ñòîèìîñòè âñåãî
èìóùåñòâà S(t) ≥ b(M(t) + D(t)).

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ðàñøèðåííóþ âåðñèþ ìîäåëè [1]. Â ìî-
äåëè [1] íå ó÷èòûâàëîñü íàëîãîîáëîæåíèå, ïîýòîìó äîõîä íå çàâèñåë îò ñòðóêòóðû
êàïèòàëà ïî òåîðåìå Ìîäèëüÿíè è Ìèëëåðà [2]. Â ðàìêàõ îïèñàííîé ìîäåëè ìîæíî
èññëåäîâàòü ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è óïðàâëåí÷åñêîãî õàðàêòåðà: îïðåäåëåíèå ïîðîãî-
âûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, β, a, b, ðåãëàìåíòèðóþùèõ æåñòêîñòü ôèíàíñîâûõ îã-
ðàíè÷åíèé; íàõîæäåíèå ðåøåíèé, îïòèìèçèðóþùèõ âîçìîæíûå êðèòåðèè êà÷åñòâà.
Ñðåäè êðàòêîñðî÷íûõ öåëåé äåÿòåëüíîñòü ôèðìû ìîæíî îòìåòèòü ìàêñèìèçàöèþ
ïðèáûëè, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ äîñòèæåíèÿ äîëãîñðî÷íûõ öåëåé ôèðìû ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìàêñèìèçàöèþ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà ôèðìû â êîíöå ïåðèîäà èëè ìàê-
ñèìèçàöèþ äîõîäà ôèðìû, èñòî÷íèêîì óâåëè÷åíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðèáûëü.
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Î ÇÀÄÀ×Å ÂÛÁÎÐÀ ÓÇËÎÂ ÕÀÁÎÂ Â ÌÎÄÅËÈ
ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÃÎ ÐÛÍÊÀ ÝËÅÊÒÐÎÝÍÅÐÃÈÈ

Ï. À. Áîðèñîâñêèé, À. Â. Åðåìååâ, Ñ. À. Êëîêîâ

Ðàçâèòèå ìíîãèõ ðûíêîâ ñûðüÿ è ïðîäóêöèè ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ íåáîëüøîãî
êîëè÷åñòâà êðóïíûõ öåíòðîâ, íàçûâàåìûõ òîðãîâûìè õàáàìè, â êîòîðûõ ñîñðåäî-
òà÷èâàåòñÿ ýëåêòðîííàÿ òîðãîâëÿ è çàêëþ÷àåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ôüþ÷åðñíûõ êîí-
òðàêòîâ [1]. Ðûíêè ýëåêòðîýíåðãèè òàêæå ìîãóò èìåòü â ñâîåé ñòðóêòóðå òîðãîâûå
õàáû. Ïðè óçëîâîì öåíîîáðàçîâàíèè â êîíêóðåíòíîé ìîäåëè ðûíêà ýëåêòðîýíåðãèè
öåíîâîé èíäåêñ õàáà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî öåíàì â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå óçëîâ ñåòè,
ñîñòàâëÿþùèõ äàííûé õàá.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà çàäà÷è âûáîðà óçëîâ õàáîâ â ìî-
äåëè êîíêóðåíòíîãî ðûíêà ýëåêòðîýíåðãèè [2]. Èññëåäóåòñÿ ïðèìåíèìîñòü èíäåêñà
õàáà, ðàññ÷èòàííîãî êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå óçëîâûõ öåí è ñâÿçü ðàññìàòðèâà-
åìîé çàäà÷è ñ îäíîé èçâåñòíîé çàäà÷åé êëàñòåðèçàöèè. Óñòàíîâëåíà NP-òðóäíîñòü
äâóõ âàðèàíòîâ çàäà÷è âûáîðà óçëîâ õàáîâ. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî ñïóñêà, ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ è ìåòîäà
âåòâåé è ãðàíèö èç ïàêåòà CPLEX 9.0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-00410).
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÂÅÒÂÅÉ È ÎÒÑÅ×ÅÍÈÉ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈß ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß Â ÂÓÇÀÕ

È. Ë. Âàñèëüåâ

Øèðîêî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ â îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðå-
æäåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñëîæíåéøèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Ïîýòî-
ìó äëÿ åå ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ðàçðàáàòûâàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû. Òî÷íûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ, òàêèå êàê ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, íà-
õîäèëè ïðèìåíåíèå òîëüêî â îòäåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî
öåëî÷èñëåííûå ôîðìóëèðîâêè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñîäåðæàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïå-
ðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé, è, êðîìå òîãî, îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøèì ðàçðûâîì
öåëî÷èñëåííîñòè.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ
ÂÓÇîâñêîãî ðàñïèñàíèÿ. Çàäàíû ìíîæåñòâà ó÷åáíûõ ðåñóðñîâ (ó÷åáíûå êóðñû, ïðå-
ïîäàâàòåëè, ãðóïïû ñòóäåíòîâ, ó÷åáíûå àóäèòîðèè) è èõ âçàèìîñâÿçü (ó÷åáíûé ïëàí,
ñîâìåñòèìîñòü è äîñòïóïíîñòü ðàçëè÷íûõ ðåñóðñîâ è ïð.). Íåîáõîäèìî ðàñïðåäåëèòü
èìåþùèåñÿ ðåñóðñû â îïðåäåëåííûé èíòåðâàë âðåìåíè ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèé, âîçíè-
êàþùèõ â ðàññìàòðèâàåìîì ó÷åáíîì çàâåäåíèè. Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷åé äîïóñòèìîñòè, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ðàçäåëåíèåì
îãðàíè÷åíèé íà ìÿãêèå è æåñòêèå. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ðàñïèñàíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì è ìèíèìèçèðóþùåãî íàðóøåíèå ìÿãêèõ îãðàíè÷å-
íèé. Ê æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì îòíîñÿòñÿ òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíèÿ ó÷åáíîãî ïëàíà,
ñîâìåñòèìîñòü è äîñòóïíîñòü èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ, èõ áåñêîíôëèêòíîå èñïîëüçîâà-
íèå è ïð. Â êà÷åñòâå ìÿãêèõ îãðàíè÷åíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîæåëàíèÿ ïðåïîäàâà-
òåëåé. Ñîñòàâëåíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖÏ) è ïîêàçàíî, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûå ïðèìåðû ñëîæíû äëÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîììåð÷åñêèõ ðåøàòå-
ëåé ÖÏ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä âåòâåé è îòñå÷åíèé.
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü êàê çàäà÷à óïàêîâêè ìíîæåñòâà ñ äîïîëíè-
òåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿì. Äëÿ óñèëåíèÿ èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêè áûëè èñïîëüçîâàíû
õîðîøî èçâåñòíûå îòñå÷åíèÿ, òàêèå êàê îòñå÷åíèÿ êëèêè è îòñå÷åíèÿ öèêëà íå÷åò-
íîé äëèíû. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå àíàëèçà êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ çàäà÷è, áûëè
íàéäåíû íîâûå ñåìåéñòâà îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë
ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà íà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðàõ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 05-01-0011, ÍÀÒÎ RIG981258.
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ÌÎÄÅËÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÝÍÅÐÃÎÏÎÒÐÅÁËÅÍÈß
ÁÅÑÏÐÎÂÎÄÍÛÕ ÑÅÍÑÎÐÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Â. Â. Çàëþáîâñêèé

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñåíñîðíûõ ñåòåé (WSN) â ñðàâíåíèè ñ òðàäèöèîí-
íûìè áåñïðîâîäíûìè ñåòÿìè ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî îãðàíè÷åííûå ðåñóðñû êàæäîãî ñåí-
ñîðà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê ïðîäîëæèòåëüíîñòè åãî ðàáîòû. Ïîýòîìó
îïòèìèçàöèÿ ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ WSN ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîé èç íàèáî-
ëåå àêòóàëüíûõ ïðîáëåì [1].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåñòîïîëîæåíèå ñåíñîðîâ è îáúåêòîâ ìîíèòîðèíãà èçâåñò-
íî. Êàæäûé ñåíñîð ìîæåò íàõîäèòñÿ ëèáî â àêòèâíîì, ëèáî â "ñïÿùåì"ñîñòîÿíèè.
Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè êàæäûé íàáëþäàåìûé îáúåêò äîëæåí íàõîäèòüñÿ â îáëà-
ñòè äîñòèæèìîñòè õîòÿ áû îäíîãî àêòèâíîãî ñåíñîðà. Óâåëè÷åíèå âðåìåíè æèçíè
WSN ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà ñåíñîðîâ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîëíîñòüþ ïîêðûâàåò âñå îáúåêòû [2]. Â êà÷å-
ñòâå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ìîæåò âûñòóïàòü òðåáîâàíèå ñâÿçíîñòè êàæäîãî èç
ïîäìíîæåñòâ.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìèçàöèëííûå çàäà÷è, áóäó÷è îáîáùåíèåì èçâåñòíîé çàäà-
÷è î ìèíèìàëüíîì ïîêðûòèè, ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè.

Ïðåäëàãàþòñÿ áûñòðûå ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêïåðèìåíòîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00395.
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÒÅÑÒÈÐÓÞÙÅÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÏÎ ËÈÍÅÉÍÎÌÓ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÞ

Ë. À. Çàîçåðñêàÿ, Â. À. Ïëàíêîâà

Êîìïüþòåðíîå òåñòèðîâàíèå � îäèí èç ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè çíà-
íèé, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûìè ôîðìàìè êîíòðîëÿ
äëÿ ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ïîäãîòîâêè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì ñïåöèàëèñòîâ
ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé. Ýôôåêòèâíîñòü òåñòèðîâàíèÿ âî ìíîãîì çàâèñèò îò êà÷åñòâà
èñïîëüçóåìûõ òåñòîâ.

Â [1] íàìè ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ "îïòèìàëüíîé" ñòðóêòóðû òåñòà èç
ñóùåñòâóþùåãî íàáîðà òèïîâûõ òåñòîâûõ çàäàíèé ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëåé äèñêðåò-
íîé îïòèìèçàöèè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ òåñòèðóþùàÿ
ñèñòåìà ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ â ðàìêàõ êóðñà "Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèå ìåòîäû" äëÿ ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé, ñîçäàííàÿ íà áàçå îïè-
ñàííîé ìåòîäèêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòîì óêàçàííîãî êóðñà íà îñíîâå ðÿäà
ñáîðíèêîâ çàäà÷ è àâòîðñêèõ ðàçðàáîòîê áûë ïîäãîòîâëåí íàáîð òèïîâûõ çàäàíèé ïî
ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ (ËÏ), êîòîðûé ïðîøåë ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó
ïðè ïðîâåäåíèè çà÷åòà. Ïîñëå ýòîãî ñòðóêòóðà òåñòà áûëà îïðåäåëåíà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì îäíîé èç ïðåäëîæåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå çàäà÷è
î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà.

Òåñòèðóþùàÿ ñèñòåìà íàïðàâëåíà íà îöåíèâàíèå íàâûêîâ ñòóäåíòîâ ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, èõ çíàíèé òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ è àë-
ãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ, óìåíèÿ ýêîíîìè÷åñêè èíòåðïðåòèðîâàòü è àíàëèçèðî-
âàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå îñîáåííîñòè ñèñòåìû ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî
òèïîâûå çàäàíèÿ, îáðàçóþùèå âàðèàíò òåñòà, ôîðìèðóþòñÿ áîëüøåé ÷àñòüþ àâòîìà-
òè÷åñêè (îäíè � âî âðåìÿ òåñòèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûì àëãîðèòìîì,
äðóãèå � äî òåñòèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé óòèëèòîé), îñòàëüíûå çàäàíèÿ òðàäèöèîííî
âûáèðàþòñÿ èç ïîäãîòîâëåííîé ïðåïîäàâàòåëåì áàçû äàííûõ.

Ñèñòåìà ðàçðàáîòàíà â ñðåäå âèçóàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Delphi è ïðåäíà-
çíà÷åíà äëÿ èòîãîâîãî êîíòðîëÿ çíàíèé ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.
Êðîìå òîãî, îíà ìîæåò áûòü ïîëåçíà äëÿ äèàãíîñòèêè çíàíèé ñòóäåíòîâ ðÿäà äðó-
ãèõ ñïåöèàëüíîñòåé, à òàêæå äëÿ ïîäãîòîâêè áàçû äàííûõ ïðè ñîçäàíèè òåñòîâ ñ
ïîìîùüþ èçâåñòíûõ îáîëî÷åê.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÝÊÎÑÈÑÒÅÌÛ ÏÅËÀÃÈÀËÈ ÎÇÅÐÀ ÁÀÉÊÀË
À. Â. Êàçàçàåâà, È. Â. Ìîêðûé

Ýêîñèñòåìà ïåëàãèàëè õàðàêòåðèçóåòñÿ óñòîÿâøèìèñÿ òðîôè÷åñêèìè âçàèìîîò-
íîøåíèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò âûäâèíóòü ðÿä ïðåäïîëîæåíèé, îáëåã÷àþùèõ ïðîöåññ èñ-
ñëåäîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ãèïîòåçó ñòàöèîíàðíîñòè ñðåäû, ãèïîòåçó î ñìåðòíîñòè îñî-
áè òîëüêî çà ñ÷åò âûåäàíèÿ õèùíèêîì è ä.ð.

Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ, à òàêæå ñïåöèôèêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, îïóáëèêî-
âàííûõ â ðàáîòàõ [1], [2], ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîäû îöåíêè ïàðàìåòðîâ
äèíàìèêè æèçíåäåÿòåëüíîñòè îðãàíèçìîâ ýêîñèñòåìû.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðîæäàåìîñòè è ñìåðòíîñòè îð-
ãàíèçìîâ è îöåíêè ïîòîêîâ áèîìàññ, à òàêæå ïîñòðîåííàÿ íà ýòèõ îöåíêàõ ìîäåëü
ìåæãîäîâîé äèíàìèêè ïîòîêîâ áèîìàññ ïîïóëÿöèé ñëåäóþùèõ âèäîâ îðãàíèçìîâ:
ïåëàãè÷åñêèé áîêîïëàâ � ìàêðîãåêòîïóñ, ðûáû � áîëüøàÿ ãîëîìÿíêà è ìàëàÿ ãîëî-
ìÿíêà.

Â îñíîâó ìîäåëè ïîëîæåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà Ëîòêå�Âîëüòåððà.
Êàæäàÿ ïîïóëÿöèÿ â ìîäåëè ïðåäñòàâëåíà áèîìàññàìè åå âîçðàñòíûõ ãðóïï.

Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîâåäåíèå ìîäåëè äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâî. Ïðè îòêëîíå-
íèè îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ íàáëþäàþòñÿ çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé ñ ïåðèîäîì îêîëî 3,5 ëåò, ÷òî íå ïðîòèâîðå÷èò ïîâåäåíèþ èññëåäóåìîé
ýêîñèñòåìû.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÎÁÍÀÐÓÆÅÍÈÅ Â ÊÂÀÇÈÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÏÎÂÒÎÐßÞÙÅÃÎÑß ÍÀÁÎÐÀ

ÝÒÀËÎÍÍÛÕ ÔÐÀÃÌÅÍÒÎÂ
À. Â. Êåëüìàíîâ, Ë. Â. Ìèõàéëîâà, Ñ. À. Õàìèäóëëèí

Â ðàáîòå ïðîäîëæåíû ñèñòåìàòèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåàëèçàöèè íåòðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ê ïîìåõîóñòîé÷èâîìó
àíàëèçó è ðàñïîçíàâàíèþ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [1]. Ýòîò ïîäõîä çàêëþ÷à-
åòñÿ â o�-line îáðàáîòêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñî÷åòàíèè ñ ôîðìàëèçàöèåé ñîäåðæà-
òåëüíîé çàäà÷è êàê çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à � îáîáùåíèå
çàäà÷è, èçó÷åííîé â [2]. Íàñòîÿùèì èññëåäîâàíèåì óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàêñèìàëüíî
ïðàâäîïîäîáíîå îáíàðóæåíèå â ÷èñëîâîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(èñêàæåííîé àääèòèâíîé ãàóññîâñêîé íåêîððåëèðîâàííîé ïîìåõîé) ïîâòîðÿþùåãîñÿ
íàáîðà ýòàëîííûõ ôðàãìåíòîâ â ñëó÷àå, êîãäà ñóììàðíîå ÷èñëî ôðàãìåíòîâ â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íåèçâåñòíî, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.

Äàíî: ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y0, . . . , yN−1, íàáîð (U1, . . . , UL) íåíóëåâûõ
âåêòîðîâ èç Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà N−, N+, Tmin è Tmax. Íàéòè: ñîâîêóïíîñòü
{n1, . . . , nM} ∈ {0, . . . , N − q} è ÷èñëî M òàêèå, ÷òî

M∑
m=1

{2(Ynm , Ul(m|L))− ‖Ul(m|L)‖2} −→ max,

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ‖·‖� íîðìà l2 â Rq, Yn = (yn, . . . , yn+q−1),
n = 0, . . . , N − q; l(m,L) = (m − 1) mod L + 1, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: 0 ≤ n1 ≤ N+

≤ N − q; 0 ≤ N− ≤ nM ≤ N − q; q ≤ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N − q, m = 2, . . . , M .
Çàäà÷à ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíà ïóòåì ïåðåáîðà ïî âñåì äîïóñòèìûì

M ∈ [Mmin,Mmax] ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, èçëîæåííîãî â [2], çà âðåìÿ O[(Mmax

−Mmin + 1)(Mmax + Mmin)(Tmax − Tmin + q)(N − q + 1)] = O(N4); çäåñü Mmin è Mmax

íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ�îãðàíè÷åíèé. Â äàííîé ðàáîòå îáîñíî-
âàí ìåíåå òðóäîåìêèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ
âðåìåííîé çàäåðæêîé O[min{L,Mmax}(Tmax − Tmin + q)(N − q + 1)] = O(N3). Ýòîò
àëãîðèòì ñëóæèò ÿäðîì ïîìåõîóñòîé÷èâîãî àëãîðèòìà îáíàðóæåíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06-01-00058 è 07-07-00022.
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ÇÀÄÀ×À ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß ÊÂÀÇÈÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ, ÂÊËÞ×ÀÞÙÅÉ ÏÎÂÒÎÐßÞÙÈÉÑß ÍÀÁÎÐ

ÝÒÀËÎÍÍÛÕ ÔÐÀÃÌÅÍÒÎÂ
À. Â. Êåëüìàíîâ, Ë. Â. Ìèõàéëîâà, Ñ. À. Õàìèäóëëèí

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à � îáîáùåíèå çàäà÷è, èññëåäîâàííîé â [1]. Îíà äîïîëíÿåò
ñïèñîê ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ è NP-òðóäíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-
öèè, âîçíèêàþùèõ â ðàìêàõ ñëàáî èçó÷åííîãî ïîäõîäà ê ïîìåõîóñòîé÷èâîìó àíàëèçó
è ðàñïîçíàâàíèþ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
[2]. Ñóùíîñòü ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â àïîñòåðèîðíîì (o�-line) ñïîñîáå îáðàáîòêè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè ôîðìàëèçàöèè ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷è êàê çàäà÷è ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîå ðàñïîçíàâàíèå ÷èñ-
ëîâîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (èñêàæåííîé àääèòèâíîé ãàóññîâñêîé
íåêîððåëèðîâàííîé ïîìåõîé), âêëþ÷àþùåé ïîâòîðÿþùèéñÿ íàáîð ýòàëîííûõ ôðàã-
ìåíòîâ, â ñëó÷àå, êîãäà ñóììàðíîå ÷èñëî ôðàãìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçâåñòíî,
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.

Äàíî: ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y0, . . . , yN−1, íàòóðàëüíûå ÷èñëà M,N−, N+,
Tmin, Tmax è ìíîæåñòâî W ⊂ {(U (1), . . . , U (i)) : U (k) ∈ Rq, ‖U (k)‖ 6= 0, k = 1, . . . , i;
i ≤ M}, |W| = K. Íàéòè: íàáîð (U1, . . . , UL) ∈W òàêîé, ÷òî

M∑
m=1

{2(Ynm , Ul(m,L))− ‖Ul(m,L)‖2} −→ max,

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ‖·‖� íîðìà l2 â Rq, Yn = (yn, . . . , yn+q−1),
n = 0, . . . , N − q; l(m, L) = (m − 1) mod L + 1, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: 1) 0 ≤ n1 ≤ N+

≤ N − q; 0 ≤ N− ≤ nM ≤ N − q; q ≤ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N − q, m = 2, . . . , M ;
2) Mmin ≤ M ≤ Mmax, ãäå Mmin è Mmax íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Îáîñíîâàí òî÷íûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îöåíêîé âðåìåííîé
ñëîæíîñòè O[KM(Tmax−Tmin + q)(N − q + 1)] = O(KMN2). Ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ
ÿäðîì àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ, óñòîé÷èâîãî ê ïîìåõàì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 06-01-00058 è 07-07-00022.
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ÏÀÊÅÒ ÏÐÎÃÐÀÌÌ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

È. Â. Ìîêðûé, Î. Â. Õàìèñîâ

Ïðåäëàãàåìûé ïàêåò ïðîãðàìì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

q0(x) → min, (1)

qi(x) = 0, i = 1, . . . , η, (2)

qi(x) ≤ 0, i = η + 1, . . . , η + τ, (3)

Ax ≤ b, (4)

Hx = t, (5)

x ∈ Π = {x ∈ Rn : x ≤ x ≤ x}, (6)

ãäå
qi(x) = xT Qix + (ci)T x + ri (7)

� íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûå êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè, Qi � ñèììåòðè÷íûå n × n ìàò-
ðèöû, ci ∈ Rn, ri ∈ R, i = 0, . . . , η + τ, A � m×n ìàòðèöà, b ∈ Rm, H � l×n ìàòðèöà,
t ∈ Rl, x ∈ Rn, x ∈ Rn.

Öåëüþ ïàêåòà ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷å â òîì ñëó÷àå åñëè äîïóñòèìàÿ îáëàñòü, îïðåäåëÿåìàÿ îãðàíè÷åíè-
ÿìè (2)-(6), íå ïóñòà è èäåíòèôèêàöèÿ íåñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Â öåëåâîé ôóíêöèè q0(x) äîïóñêàåòñÿ îòñóòñòâèå êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè, â ýòîì ñëó-
÷àå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ëèíåéíîé q0(x) = (c0)T x+r0. Â êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèÿõ-
îãðàíè÷åíèÿ íàëè÷èå êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè îáÿçàòåëüíî. Îòñóòñòâèå êâàäðàòè÷íûõ
îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ η = 0, êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèé-
íåðàâåíñòâ � çíà÷åíèþ τ = 0.

Ìåòîäèêà ðåøåíèÿ êîìáèíèðîâàíèå ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ëî-
êàëüíûé ïîèñê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé âèä ìåòîäà äîâåðèòåëüíûõ (ìíîãî-
ìåðíûõ) èíòåðâàëîâ. Òåõíè÷åñêè ýòà ÷àñòü ìåòîäèêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåàðèçà-
öèþ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé â ñî÷åòàíèè ñ àäàïòèâíûì îïðåäåëåíèåì ìíîãîìåðíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà, â ðàìêàõ êîòîðîãî ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ÷èòàåòñÿ ïðèåìëåìîé.

Ãëîáàëüíûé ïîèñê îñíîâàí íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö. Äëÿ òåêóùåãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàçáèåíèå
äîïóñòèìîé îáëàñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ äåëåíèåì òåêóùåãî ïàðàëëåëåïèïåäà íà äâà îò-
íîñèòåëüíî íàèáîëüøåãî ðåáðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ ðàáîòû ïàêåòà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00587-a

Ìîêðûé Èãîðü Âëàäèìèðîâè÷, Õàìèñîâ Îëåã Âàëåðüåâè÷,
ÈÑÝÌ ÑÎ ÐÀÍ, óë. Ëåðìîíîòîâà 130, Èðêóòñê, 664033, Ðîññèÿ, òåë. (3952) 42-84-39,
ôàêñ (3952) 42-67-96, E-mail: khamisov@isem.sei.irk.ru

Приложение методов исследования операций

180



Î ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÎÌÑÊÎÉ ÍÈÇÊÎÍÀÏÎÐÍÎÉ ÏËÎÒÈÍÛ
Â. À. Ñàëüíèêîâ, À. À. Ñîëîâüåâ, Ì. Þ. Ôàòûõîâà

Òðóäíî ïåðåîöåíèòü çíà÷åíèå ðåêè Èðòûø äëÿ Îìñêîé îáëàñòè, êðóïíåéøåãî
ïðîìûøëåííîãî è àãðàðíîãî ðåãèîíà Ðîññèè. Èðòûø äëÿ îìè÷åé � ýòî îñíîâíîé èñ-
òî÷íèê âîäîñíàáæåíèÿ, çîíà êîíöåíòðèðîâàííîãî ðàññåëåíèÿ ëþäåé, êðóïíàÿ òðàíñ-
ïîðòíàÿ ìàãèñòðàëü ãîñóäàðñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ðûáîâîäíûé âîäîåì, çîíà îòäûõà,
à åãî ïîéìà � åñòåñòâåííûé áîãàòåéøèé èñòî÷íèê ïîëó÷åíèÿ êîðìîâ è ðîäíîé äîì
ìíîãèõ ïðåäñòàâèòåëåé ôàóíû Çàïàäíîé Ñèáèðè. Êðîìå òîãî, Èðòûø � ýòî èñòîðèÿ
îò Åðìàêà äî íàøèõ äíåé.

Èðòûø � òðàíñãðàíè÷íàÿ ðåêà, ïðîòåêàþùàÿ ïî òåððèòîðèè òðåõ ãîñóäàðñòâ:
ÊÍÐ, Êàçàõñòàí, Ðîññèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåò îòáîð âîäû, óâåëè÷è-
âàþùèéñÿ ñ êàæäûì ãîäîì. Èçìåíåíèå âîäíîãî ðåæèìà Èðòûøà ïðèâåëî ê ñîêðà-
ùåíèþ ïîéìåííûõ âîäîåìîâ. Â ðåçóëüòàòå çàðåãóëèðîâàíèÿ ñòîêà Èðòûøà óìåíü-
øèëèñü ãëóáèíû, ÷òî ïîòðåáîâàëî ïåðåóñòðîéñòâà ìíîãèõ âîäîçàáîðîâ, óâåëè÷åíèÿ
îáúåìà äíîóãëóáèòåëüíûõ ðàáîò äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ ñóäîõîäíûõ ãëó-
áèí è ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ íèçêèìè óðîâíÿìè ðåêè â ëåòíèé ïåðèîä. Â
ïåðñïåêòèâå ïðè ñíèæåíèè ìèíèìàëüíûõ óðîâíåé âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîëíîé
ðåêîíñòðóêöèè âîäîçàáîðîâ èëè ñòðîèòåëüñòâà íîâûõ.

Àíàëèç ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ âîäíûõ ïðîáëåì Îìñêîé îáëàñòè ïîêàçû-
âàåò âñþ ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî âàðèàíòà, êîòîðûé áû óäîâëåòâîðÿë
ïîòðåáíîñòè âñåõ âîäîïîòðåáèòåëåé è âîäîïîëüçîâàòåëåé Èðòûøà. Âûáîð ñòâîðà äëÿ
ñòðîèòåëüñòâà ñîâðåìåííîé Îìñêîé íèçêîíàïîðíîé ïëîòèíû äëÿ öåëåé âîäîñíàáæå-
íèÿ Îìñêîé îáëàñòè ñëåäóåò äåëàòü ñ ïîçèöèè íå òîëüêî ïðèáëèæåíèÿ âîäîõðàíèëè-
ùà ê ã. Îìñêó, íî è ñ ó÷åòîì áåçîïàñíîñòè ãîðîäà â ñëó÷àå ÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèé.

Â ïðîöåññå ïðîåêòèðîâàíèÿ ïëîòèíû òðåáóåòñÿ ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè ñåçîííîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ñòîêà ð. Èðòûø. Íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ìîäåëüíûõ
ðàñ÷åòîâ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ýêñïåðèìåíòû ñ âîäíî�ðåñóðñíûìè ñèñòåìàìè (ÂÐÑ)
ñëîæíû, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåäîïóñòèìû. Äëÿ âûáîðà ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ÂÐÑ
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïîòîêîâûå ìîäåëè, êîòîðûå îòîáðàæàþò îñíîâíûå îñîáåí-
íîñòè èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ. Â ïîòîêîâûõ ìîäåëÿõ ÂÐÑ èçîáðàæàåòñÿ
ñåòüþ, ãåîìåòðè÷åñêîå íà÷åðòàíèå êîòîðîé ñîãëàñóåòñÿ ñî ñõåìàòè÷åñêèì èçîáðàæå-
íèåì ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Ñåòüþ ìîäåëèðóþòñÿ âñå ðàññìàòðèâàåìûå ýëåìåíòû
� ñóùåñòâóþùèå è âîçìîæíûå. Ýëåìåíòû ñåòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôðàãìåíòàì ÂÐÑ,
îáëàäàþò ýêâèâàëåíòíûìè èì õàðàêòåðèñòèêàìè. Îïòèìàëüíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå
ÂÐÑ îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïîòîêîâ â ñåòè, à ïàðàìåòðû
ÂÐÑ íàõîäÿòñÿ ÷åðåç îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñåòè è ïîòîêîâ â íåé.

Ñàëüíèêîâ Âèêòîð Àëåêñàíäðîâè÷, Ñîëîâüåâ Àíàòîëèé Àëåêñååâè÷,
Ôàòûõîâà Ìàðèíà Þðüåâíà,
Ñèáèðñêàÿ àâòîìîáèëüíî�äîðîæíàÿ àêàäåìèÿ, òåë. (3812) 65-17-63
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ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÂÅÊÒÎÐ-ÃÐÀÄÈÅÍÒÀ ÏÐÈ
ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈß ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ

À. Þ. Òîðãàøîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè çàïàçäûâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî
îáúåêòà [1], íà îñíîâå ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ìîäåëü äèíàìèêè îáúåêòà ïðåä-
ñòàâëåíà â äèñêðåòíîé ôîðìå, ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â àïïðîêñèìàöèè
âåêòîð-ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ êîíå÷íûå ðàçíîñòè.

Äèñêðåòíàÿ èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îáúåêòà çàäàåòñÿ ìàòðè÷íûì óðàâíåíè-
åì, çàâèñÿùèì îò âåêòîðà çàïàçäûâàíèÿ d : Wβ(d) = H , ãäå W � ìàòðèöà âîç-
ìîæíûõ âàðèàöèé çàïàçäûâàíèÿ; β � âåêòîð ðàäèàëüíî-áàçèñíûõ ôóíêöèé; H �
âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëàãàåòñÿ
ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé âåêòîð-ãðàäèåíòà ìèíèìèçèðóåìîé
ôóíêöèè: f(d) = (y−∑

j hj(d)uj)
2, ãäå y � èçìåðÿåìîå çíà÷åíèå âûõîäíîé âåëè÷èíû

îáúåêòà, u � âõîäíîå âîçäåéñòâèå.
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÄÂÎ ÐÀÍ �06-III-Â-03-080 è ÐÔÔÈ 06-08-96014-ð-

âîñòîê-à.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Òîðãàøîâ À.Þ. Óïðàâëåíèå íåñòàöèîíàðíûì îáúåêòîì íà îñíîâå ïðîãíîçà ïî íåïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè // Ñá. òåçèñîâ äîêëàäîâ III Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî
ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ. Ìîñêâà, 2006. Ò.1., ñåêöèÿ À.6. Ñ. 85.

Òîðãàøîâ Àíäðåé Þðüåâè÷,
Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ ÐÀÍ, óë. Ðàäèî, 5, Âëàäèâîñòîê,
690041, Ðîññèÿ, òåë. (8-4232) 31-02-02, ôàêñ (8-4232) 31-04-52.
E-mail: torgashov@iacp.dvo.ru
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ÐÎÁÀÑÒÍÎÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÌÎÄÅËÅÉ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ È ÀÂÒÎÐÅÃÐÅÑÑÈÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ

ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
À. Í. Òûðñèí, À. Â. Ïàíþêîâ

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåãðåññèè (1)
è àâòîðåãðåññèè (2) ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì

yi = a0 +
m∑

j=1

aixij + εi, i = 1, 2, . . . , n, (1)

yi =
m∑

j=1

ajyi−j + εi, i = m + 1,m + 2, . . . , n. (2)

Çäåñü y1, y2, . . . , yn � çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé; x1j, y2j, . . . , ynj � çíà÷åíèÿ
j-é îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé; ε1, ε2, . . . , εn � ñëó÷àéíûå îøèáêè; a � èñêîìûé âåêòîð
íåñëó÷àéíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ óñòîé÷èâîãî îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëåé
(1) è (2) â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí îáîáùåííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé (ÎÌÍÌ),
ñîñòîÿùèé â ðåøåíèè çàäà÷è

n∑

i=1

ρ




∣∣∣∣∣∣
yi − a0 −

m∑

j=1

ajxij

∣∣∣∣∣∣


 ⇒ min

a∈Rm+1
, (3)

ãäå ρ(x) � äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ôóíê-
öèÿ, ïðè÷åì ρ(0) = 0, ∀x > 0 ρ′(x) > 0, ρ′′(x) < 0. Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêà-
öèè ìîäåëè (2) ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)
ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò
çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü îáúåì âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðåáîðíûì ïîèñêîì è àíàëè-
çîì âñåõ óçëîâûõ òî÷åê.

Îïèñàíû âîçìîæíûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà äàííîì ïîäõîäå. Ïðèâåäåíû ðå-
çóëüòàòû èõ ðàáîòû íà ðÿäå ïðèìåðîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 07-01-96035 Óðàë-à.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Òûðñèí À.Í. Ðîáàñòíîå ïîñòðîåíèå ðåãðåññèîííûõ çàâèñèìîñòåé íà îñíîâå îáîá-
ùåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ ìîäóëåé. // Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ. 2005.
Ò. 328. Ñ. 236-250.

Òûðñèí Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, ×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, óë. Áðà-
òüåâ Êàøèðèíûõ, 129, ×åëÿáèíñê, 454021, Ðîññèÿ, òåë. (8-351) 799-72-28, ôàêñ (8-351)
742-09-25, E-mail: at2001@yandex.ru
Ïàíþêîâ Àíàòîëèé Âàñèëüåâè÷,Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ïð.
Ëåíèíà, 76, ×åëÿáèíñê, 454080, Ðîññèÿ, òåë. (8-351) 267-90-39, ôàêñ (8-351) 267-99-00,
E-mail: pav@susu.ac.ru
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ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÅÒÎÊ ÄËß ÖÈÔÐÎÂÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÎÁÒÅÊÀÍÈß ÊÐÓÏÍÎÃÀÁÀÐÈÒÍÛÕ ÏËÀÂÓ×ÈÕ ÂÅÒÐÎÒÓÐÁÈÍ
Â. Â. ×åáîêñàðîâ, Â. Â. ×åáîêñàðîâ, S. W. Chau, Y. J. Chen, J. S. Kouh

Â Ðîññèè ïðåäëîæåí íîâûé âèä ýíåðãåòè÷åñêîãî îáúåêòà � âåòðîýíåðãåòè÷åñêèå
ìîðñêèå óñòàíîâêè [1]. Èõ îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êðóïíîãàáàðèòíîãî
(íåñêîëüêî ñîò ìåòðîâ â äèàìåòðå) ïëàâó÷åãî ðîòîðà ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ âðàùåíèÿ
è ïîâîðîòíûìè ëîïàñòÿìè ïî ïåðèìåòðó ðîòîðà. Ðàçìåðû óñòàíîâêè èñêëþ÷àþò íà-
òóðíûå ýêñïåðèìåíòû èç-çà íåâîçìîæíîñòè ñîáëþäåíèÿ ïîäîáèå ïî Ðåéíîëüäñó [2].
Îäíàêî íàäåæíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðîâåðåííûìè ìåòîäàìè êîì-
ïüþòåðíîé äèíàìèêè æèäêîñòè ïðè êîððåêòíîì ïîñòðîåíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Íà ïåðâîì ýòàïå íà êëàñòåðå ÌÂÑ-1000/17 ÈÀÏÓ ÄÂÎ ÐÀÍ ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìî-
äåëèðîâàíèÿ âîçäóøíûõ ïîòîêîâ ñêâîçü òóðáèíó, âêëþ÷àþùóþ 30�60 âåðòèêàëüíûõ
ëîïàñòåé, ðàñïîëîæåííûõ ïîä ðàçíûìè óãëàìè. Â ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåòðà-
ýäðíàÿ ñåòêà äà¼ò çàâûøåííûå ðåçóëüòàòû èç-çà íåïðàâèëüíîé îáðàáîòêè ïîòîêîâ â
ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè. Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ôîðìèðîâàíèÿ íåêîíôîðìíîé ñåòêè
ãåêñàýäðîâ â ðàáî÷åé îáëàñòè, ïîäåë¼ííîé íà ñòàöèîíàðíóþ è âðàùàþùóþñÿ çîíû,
ïîçâîëÿþùåé îáîéòè ñóùåñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ. Ïîêàçàíî, êàê ïðîèñõîäèò äåëåíèå
çîí íà áëîêè. Ñåòêà èç 4 ìëí. ÿ÷ååê õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëàâíûì ðîñòîì ðàçìåðîâ îò
ìèëëèìåòðîâîãî ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ (y+ < 500) äî ãðàíèö îáëàñòè, èìåþùåé äëèíó
áîëåå 1000 ì.

Íà âòîðîì ýòàïå ñîâìåñòíî ïðîâîäèòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ðàñ÷åò âðàùàþùåãî-
ñÿ ïîíòîíà, ñîñòîÿùåãî èç çàãëóáëåííîé òðóáû è 45 âåðòèêàëüíûõ êîëîíí, ñ ó÷åòîì
ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. Ïåðèîäè÷íîñòü ãåîìåòðèè ïîçâîëÿåò çäåñü ñòðîèòü ñåòêó ïó-
òåì êîïèðîâàíèÿ ìîäóëÿ, âêëþ÷àþùåãî îäíó êîëîííó. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è â ýòîì
ñëó÷àå êîíôîðìíàÿ ñåòêà íå äà¼ò ïðèåìëåìîãî ÷èñëà ÿ÷ååê. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
ñðàâíèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæèâàåòñÿ ãðàíòîì ÐÔÔÈ/ÍÍÑ Òàéâàíÿ 06-01-89505-ÍÍÑ_à.
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ÎÁ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀÐÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ ÈÍÄÈÊÀÒÈÂÍÎÃÎ
ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß Â ÐÅÃÈÎÍÅ

È. È. Øàïîâàëîâà, Ñ. Ì. Ëàâëèíñêèé

Ðàçðàáîòêà ìåõàíèçìîâ êîñâåííîãî ðåãóëèðîâàíèÿ äåÿòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ õî-
çÿéñòâåííûõ ñóáúåêòîâ â ðåãèîíå, íàïðàâëåííûõ íà äîñòèæåíèå ñòðàòåãè÷åñêèõ öå-
ëåé ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ òåððèòîðèè � îñíîâíàÿ çàäà÷à ãîñóäàðñòâà
êàê îñíîâíîãî èãðîêà ðåãèîíàëüíîé ýêîíîìèêè. Êëþ÷åâàÿ ðîëü çäåñü ïðèíàäëåæèò
èíäèêàòèâíîìó ïëàíèðîâàíèþ � ïðîöåññó ôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû èíäèêàòîðîâ, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå è ðàçâèòèå ýêîíîìèêè, è ãîñóäàðñòâåííîìó ðåãóëèðîâàíèþ
ñîöèàëüíî�ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îáåñïå÷èâàþùåìó äîñòèæåíèå öåëåâûõ çíà÷å-
íèé èíäèêàòîðîâ.

Â Ðîññèè ïîêà åùå íåìíîãî ðåãèîíîâ, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû èíäèêàòèâíî-
ãî ïëàíèðîâàíèÿ, íî èìåþùàÿñÿ ïðàêòèêà (Òàòàðñòàí, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ×óâàøèÿ,
Ìîðäîâèÿ), ïîäòâåðæäàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà èíäèêàòèâíîãî ïëàíèðîâàíèÿ â öå-
ëîì, ãîâîðèò î íåîáõîäèìîñòè àäàïòàöèè áàçîâîé èäåè èíäèêàòèâíîãî ïëàíèðîâàíèÿ
ê ðåàëèÿì ýêîíîìèêè êîíêðåòíîé òåððèòîðèè. Çäåñü íåîáõîäèìî òâîð÷åñêè ïîäîé-
òè ê ôîðìèðîâàíèþ êîíöåïöèè ñèñòåìû èíäèêàòèâíîãî ïëàíèðîâàíèÿ â ðåãèîíå è
íà îñíîâå ñîäåðæàòåëüíîãî àíàëèçà èñõîäíûõ ïîñûëîê òàêîé êîíöåïöèè ñòðîèòü ðå-
ãëàìåíò ïîëíîãî êîìïëåêñà ïðîöåäóð ïëàíèðîâàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ñî÷åòàþùèé
ðàçðàáîòêó äîëãîñðî÷íûõ (10�15 ëåò), ñðåäíåñðî÷íûõ (3 ãîäà) è êðàòêîñðî÷íûõ (1
ãîä) èíäèêàòèâíûõ ïëàíîâ, ñîãëàñîâàííûõ ìåæäó ñîáîé ïî îñíîâíûì öåëåâûì èíäè-
êàòîðàì.

Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ âðåìåííûõ ãîðèçîíòîâ íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ìåòîäèêó èí-
ôîðìàöèîííî-òåõíîëîãè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è ìåõà-
íèçì ïîñòðîåíèÿ èíäèêàòèâíîãî ïëàíà, îáåñïå÷èâàþùèé ñáàëàíñèðîâàííîñòü íàìå-
÷àåìûõ ìåðîïðèÿòèé ïî òðóäîâûì è ìàòåðèàëüíûì ðåñóðñàì, áþäæåòíûõ ïëàíîâ
è äîõîäîâ áþäæåòîâ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà. Äëÿ ðåøåíèÿ
âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïðîáëåì íåîáõîäèìî âçàèìîñâÿçàíî ðåøèòü òðè îñíîâíûå çàäà-
÷è.

1. Ðàçðàáîòêà ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà ñîöèàëüíî�ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ðåãèîíà
â ðàçðåçå ìóíèöèïàëüíûõ îáðàçîâàíèé.

2. Ðàçðàáîòêà ìåòîäè÷åñêèõ îñíîâ èíäèêàòèâíîãî ïëàíèðîâàíèÿ íà áàçå ìåòîäîâ
öåëåâîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

3. Ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ñîöèàëüíî�ýêîíîìè-
÷åñêîå ðàçâèòèå ðåãèîíà, â êîòîðîé ðåàëèçîâàí íàáîð êà÷åñòâ, îòñóòñòâóþùèé â èç-
âåñòíûõ ñèñòåìàõ ðåãèîíàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ � äâóõóðîâíåâîå
ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ðåãèîíàëüíîé ýêîíîìèêè; ñïåöèàëüíûé èíñòðóìåí-
òàðèé ðàáîòû ñ îáúåêòàìè ìèíåðàëüíî�ñûðüåâîé áàçû; ïðèîðèòåò äîëãîñðî÷íûõ âðå-
ìåííûõ ãîðèçîíòîâ è ïîêàçàòåëåé óðîâíÿ æèçíè â ñòðóêòóðå èíäèêàòèâíîãî ïëàíà.

Èíñòðóìåíòàðèé ðåøåíèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ îáðàçóåò ñîäåðæàòåëüíóþ
îñíîâó ïåðåõîäà ðåãèîíàëüíûõ àäìèíèñòðàöèé íà ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè èíäèêà-
òèâíîãî ïëàíèðîâàíèÿ, â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ïîçâîëÿþùèå ðåàëèçîâàòü âîçìîæíî-
ñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîäõîäà ê óïðàâëåíèþ ïî ðåçóëüòàòó.
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ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÅÐÈÉ ÌÎÄÅËÅÉ ÎÄÅÆÄÛ
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

À. Â. ßðîø, Ë. Â. Ëàðüêèíà

Â [1] è äðóãèõ ðàáîòàõ ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ýñêèçíîìó ïðîåêòèðîâàíèþ îäåæäû
îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñ ëîãè÷åñêèìè îãðàíè-
÷åíèÿìè. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ íà íåêîòîðûõ àññîðòèìåíòíûõ ãðóïïàõ øâåé-
íûõ èçäåëèé (íàïðèìåð, æåíñêèõ äåìèñåçîííûõ ïàëüòî) ïîêàçàëè ïåðñïåêòèâíîñòü
ýòîãî íàïðàâëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå óêàçàííûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ôîðìèðî-
âàíèÿ ñåðèé îäåæäû [2]. Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñîñòàâëÿþùèõ, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäå-
ëåé îäåæäû. Ïðè ôîðìèðîâàíèè ñåðèé ìîäåëåé èç ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè
âûäåëÿåòñÿ ãðóïïà ñîñòàâëÿþùèõ ("ÿäðî"), êîòîðàÿ äîëæíà âîéòè â êàæäîå èçäå-
ëèå, îñòàëüíûå ýëåìåíòû äîáàâëÿþòñÿ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè è ñ ó÷åòîì ïðåäïî÷òå-
íèé ïðîåêòèðîâùèêà. Äàëåå ñòðîèòñÿ ìîäåëü äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñ ëîãè÷åñêè-
ìè è äðóãèìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ è ôèêñèðóþòñÿ
ýëåìåíòû óêàçàííîé ãðóïïû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðîùàåòñÿ.
Ïðîâåäÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàñ÷åòû íà ÝÂÌ äëÿ ïîëó÷åííîé ìîäåëè, íàéäåì íàáîð
ýñêèçîâ îäåæäû ñ îáùåé ãðóïïîé ñîñòàâëÿþùèõ. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìîãóò ñîçäà-
âàòü ðàçíîîáðàçèå ýñêèçîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â "ÿäðî"æåëàòåëüíî âêëþ÷àòü ñîñòàâëÿþùèå, êîòîðûå ñîâïàäàþò
èëè áëèçêè ïî òåõíîëîãèè îáðàáîòêè è êîíñòðóêöèè. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ýòî ïîçâîëèò âûïîëíÿòü çàìåíó îäíèõ èçäåëèé íà äðóãèå è èçãîòàâëèâàòü èõ â åäèíîì
ïîòîêå áåç äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò âðåìåíè.

Ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ æåíñêèõ æàêåòîâ ïîêàçàë øèðî-
êèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà è åãî ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü.
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