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70 лет В. Н. ШЕВЧЕНКО 

ПОЗДРАВЛЯЕМ ЮБИЛЯРА! 

В июне исполняется 70 лет заведующему 
кафедрой математической логики и  
высшей алгебры факультета вычислите-
льной математики и кибернетики Нижего-
родского университета им. Н.И. Лобачев-
ского, доктору физико-математических на-
ук, профессору Валерию Николаевичу 
Шевченко.  

В. Н. Шевченко родился 17 июня 1940  г. в 
Минске. В 1957  г. в Горьком он закончил 
среднюю школу и поступил в Горьковский 
государственный университет на физико-
математический факультет. В 1962 г. 
В. Н. Шевченко закончил мехмат и посту-
пил в аспирантуру. С 1965  г. по настоящее 
время он работает на факультете вы-
числительной математики и кибернетики. 

Научной работой В. Н. Шевченко начал 
заниматься на 3-м курсе под руководством 
зав. кафедрой математической логики и 
высшей алгебры доц. Ю.В. Глебского. Эти 
исследования, продолженные далее в 
аспирантуре, были связаны с разработкой 
и изучением математических моделей 
производственных процессов. Полученные результаты привели в 1966 г. к защите 
кандидатской диссертации «О составлении оптимальных расписаний». 

После защиты кандидатской диссертации В. Н. Шевченко продолжает заниматься  
дискретной оптимизацией. В 1988  г. он защищает докторскую диссертацию «Алгеб-
раический подход в целочисленном линейном программировании». 

Исследования В. Н. Шевченко и созданной им школы отличает последовательное ис-
пользование алгебраических методов в дискретной оптимизации, что позволяет глуб-
же понять природу изучаемых задач. Хорошо известно, что задачу целочисленного 
линейного программирования можно сформулировать как задачу максимизации ли-

нейной функции cx при ограничении x∈PI, где P = {x∈Rd : Ax ≤ b }, PI = conv(P ∩ 
Zd), A∈ Zm×d, b∈Zm. В своих работах В.Н. Шевченко и его ученики проводят глубокое 

исследование комбинаторных и метрических свойств полиэдров P и PI. Перечислим 
некоторые результаты.  

В. Н. Шевченко предложил дискретный аналог теоремы Фаркаша и решил близкую за-
дачу агрегации множества неотрицательных целочисленных решений системы линей-
ных уравнений. В частности, им получены необходимые и достаточные условия суще-
ствования агрегирующего уравнения и доказана (совместно с С. И. Веселовым) неиз-
бежность экспоненциального роста его коэффициентов. 

В.Н. Шевченко разработал единый подход к анализу существующих методов отсече-
ний. Данный подход позволяет строить и анализировать новые алгоритмы отсечений 
для задач целочисленного линейного и выпуклого программирования.  

Получены оценки абсолютных величин миноров и перманентов в матрицах ограниче-
ний для ряда задач целочисленного программирования, например, для многоиндекс-



ных транспортных задач, что позволяет оценить знаменатели в значениях координат 

вершин полиэдра P (совместно с А.П. Ильичевым, А.А. Федотовой, Е.Б. Титовой и др.). 
Данные результаты представляют несомненный интерес в целочисленном программи-
ровании, так как большие знаменатели, как правило, означают сложную комбинатор-

ную структуру полиэдра PI. Сформулирована гипотеза, гласящая, что класс задач це-

лочисленного линейного программирования, в которых миноры матрицы A ограничены 

константой δ, является разрешимым за полиномиальное время. Эта гипотеза справед-

лива при δ =1. Частично она подтверждена С.И. Веселовым и А.Ю. Чирковым для δ =2. 

В.Н. Шевченко предложил метод получения нетривиальных верхних оценок числа 

вершин полиэдра PI. Метод состоит в отображении множества вершин полиэдра PI в 
разделённое множество и оценке его мощности. Разработанный метод позволил В.Н. 
Шевченко и его ученикам С.И. Веселову и А.Ю. Чиркову получить оценки числа вер-
шин для многих важных задач.  Эти результаты применены к задаче расшифровки по-
роговых функций и близким задачам. Совместно с Н.Ю. Золотых удалось построить 
экспоненциальные нижние оценки сложности для одного класса оракульных алгорит-
мов решения задачи о рюкзаке. Совместно с А.Ю. Чирковым и Н.Ю. Золотых выделены 
классы эффективно разрешимых задач многокритериального целочисленного линей-
ного программирования, описано строение множества оптимальных по Парето реше-
ний. 

В последнее время В. Н. Шевченко активно занимается комбинаторной теорией много-
гранников. Им открыты аналоги для триангуляций известных уравнений Дена–

Соммервиля, описаны множества f–векторов триангуляций циклических политопов, 
совместно с Д. В. Груздевым разработан ряд алгоритмов построения триангуляций. 
Предложено и исследовано представление решётки граней выпуклого многогранника 
и представление симплициального комплекса граней триангуляции точечной конфигу-

рации булевыми функциями. Установлен ряд соотношений для f–векторов пирами-
дальных триангуляций точечных конфигураций. 

В. Н. Шевченко — известный ученый и крупный специалист в области дискретной оп-
тимизации. Им опубликовано более 150 научных работ. Его монография «Качествен-
ные вопросы целочисленного программирования», вышедшая в свет в 1995  г., пере-
ведена на английский язык и опубликована Американским математическим общест-
вом. Под руководством В. Н. Шевченко защитили кандидатские диссертации 7 его 
учеников. 

В. Н. Шевченко — почетный работник высшего профессионального образования, по-
четный работник ННГУ. Регулярно участвует в работе программных комитетов ряда 
конференций по дискретной математике и методам оптимизации. Он член диссертаци-
онного совета, член правления Нижегородского математического общества, член прав-
ления Ассоциации математического программирования, член Американского Матема-
тического общества. В. Н. Шевченко — руководитель постоянного Нижегородского се-
минара по дискретной математике.  

С 1970  г. Валерий Николаевич возглавляет кафедру математической логики и высшей 
алгебры. Сфера научных интересов ее сотрудников — дискретная математика. Вы-
дающиеся результаты получены ими в целочисленном программировании, дискретной 
геометрии, теории графов, теории кодирования, математической логике и др. 
В.Н. Шевченко — признанный лидер Нижегородской научной школы по дискретной 
математике. 

Дорогой Валерий Николаевич!  
Желаем Вам крепкого здоровья и новых научных достижений! 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ СЕДЛОВЫХ ТОЧЕК
В КЛАССЕ ПРОГРАММНЫХ СТРАТЕГИЙ

А. С. Антипин

В работе рассматривается итеративный метод вычисления седловой точки выпук-
ло-вогнутой функции, определенной в бесконечномерном гильбертовом простран-
стве. Метод представляет собой процесс градиентного типа, управляемый с помощью
обратных связей. Обратимся к формальной постановке задачи.

Назовем функцию кусочно-дифференцируемой на сегменте, если она кусочно-
непрерывна на этом сегменте и дифференцируема в точках непрерывности. Рассмот-
рим в пространстве L2

n[0, T ] линейное подпространство Čn[0, T ] ограниченных непре-
рывных кусочно-дифференцируемых векторных функций xi(t) = (x1

i (t), ..., x
n
i (t)),

i = 1, 2, и линейное подпространство Sn[0, T ] кусочно-непрерывных функций. Ха-
рактерный представитель первого класса функций - это |x(t)|, а второго sign(x(t)).
Введем множества Ui ⊂ Sn[0, T ], i = 1, 2, кусочно-непрерывных на [0, T ] управлений
ui(t) = (u1

i (t), ..., u
ri
i (t)), удовлетворяющих ограничениям интервального типа:

Ui = {ui(t) | uij ∈ [u−ij, u
+
ij], j = 1, 2, ..., ri, 0 ≤ t ≤ T}, i = 1, 2. (1)

Пусть пары векторных функций (x1(t), u1(t)) и (x2(t), u2(t)) удовлетворяют системе
двух независимых обыкновенных дифференциальных уравнений

d

dt
x1(t) = D1(t)x1(t) + B1(t)u1(t), 0 ≤ t ≤ T, x1(0) = 0,

d

dt
x2(t) = D2(t)x2(t) + B2(t)u2(t), 0 ≤ t ≤ T, x2(0) = 0. (2)

Здесь Di(t), Bi(t), i = 1, 2, - заданные непрерывные функциональные матрицы раз-
мерностей n× n и n× ri соответственно, определенные на [0, T ].

Поскольку правые части этих дифференциальных уравнений могут быть разрыв-
ны, то понятие решения уравнений требуют уточнения. А именно, будем называть
решениями системы (2), соответствующими начальным условиям xi(0) = 0 и управ-
лениям ui(t), i = 1, 2, непрерывные функции xi(t), удовлетворяющие равенствам

xi(t) = xi(0) +

∫ t

0

(Di(τ)xi(τ) + Bi(τ)ui(τ))dτ, 0 ≤ t ≤ T. (3)

Интеграл здесь понимается в смысле Римана, поскольку этого понимания достаточно
для выполнения формулы Ньютона-Лейбница (основной теоремы анализа).

В силу (2) каждому допустимому управлению ui(t) ∈ Ui однозначно соответству-
ет единственная траектория xi(t) = xi(ui(t)) ∈ Čn[0, T ], которой, в свою очередь,
отвечает единственный вектор xi(T ). Правые концы траекторий (x1(T ), x2(T )) опи-
сывают в пространстве Rn×Rn множество достижимости, которое будем обозначать
как X1(T ) × X2(T ) = W (T ). На множестве допустимых управлений U1 × U2 = U
определим седловую функцию

L(u1(t), u2(t)) = 〈x1(T )− b1, x2(T )− b2〉, (4)
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где (b1, b2) ∈ X1(T ) × X2(T ), - заданные вектора, и поставим задачу вычисления
седловой точки (u∗1(t), u

∗
2(t)) функции L(u1(t), u2(t)) на этом множестве:

(u∗1(t), u
∗
2(t)) ∈ ArgSdl{L(u1(t), u2(t)) | ui(t) ∈ Ui, i = 1, 2}, (5)

где символ ArgSdl{...} обозначает множество седловых точек функции L(u1(t), u2(t))
на множестве U .

Задача сводится к решению системы задач оптимизации

L(u∗1(t), u2(t)) ≤ L(u∗1(t), u
∗
2(t)) ≤ L(u1(t), u

∗
2(t)) ∀u1 ∈ U1,∀u2 ∈ U2. (6)

В зависимости от выбора управлений (u1(t), u2(t)) из U1×U2 пара (x1(T ), x2(T )) при-
нимает те или иные значения на множестве X1(T )×X2(T ). Таким образом, смысл за-
дачи (6) сводится к вычислению управлений (u∗1(t), u

∗
2(t)), которым отвечают терми-

нальные значения траекторий на множестве достижимости, удовлетворяющие усло-
виям быть седловой точкой.

1 Редукция к игре двух лиц с нулевой суммой
Система (2),(1),(6) при фиксированных (u∗1(t), u

∗
2(t)) ∈ U представляет собой пару

независимых задач оптимизации или, в более общем контексте, — игру двух лиц
с равновесием по Нэшу [1]. При этом задача первого игрока состоит в минимизации
функции L(u1(t), u2(t)) по переменной u1(t)

L(u∗1(t), u
∗
2(t)) ≤ L(u1(t), u

∗
2(t)) (7)

на множестве, которое определяется ограничениями типа равенств и включений:

d

dt
x1(t) = D1(t)x1(t) + B1(t)u1(t), x1(0) = 0, ∀u1(t) ∈ U1, u∗2 ∈ U2; (8)

задача второго игрока — максимизация функции L(u1(t), u2(t)) по переменной u2(t)

L(u∗1(t), u2(t)) ≤ L(u∗1(t), u
∗
2(t)) (9)

на множестве, заданном условиями

d

dt
x2(t) = D2(t)x2(t) + B2(t)u2(t), x2(0) = 0, ∀u2(t) ∈ U2, u∗1 ∈ U1. (10)

Обе задачи являются задачами линейного программирования, сформулированными
в бесконечномерном гильбертовом пространстве. Предполагается, что обе задачи до-
статочно регулярны, и для них выполняется теорема двойственности [2].

Чтобы не иметь дело с каждой задачей по отдельности, скаляризуем эту систему
и представим ее в агрегированном виде. Для этого обе задачи (7),(9) сложим и пред-
ставим результат в компактной векторно-матричной форме. Введем обозначения для
векторов

w(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
, w(T ) =

(
x1(T )
x2(T )

)
, w∗(t) =

(
x∗1(t)
x∗2(t)

)
, w∗(T ) =

(
x∗1(T )
x∗2(T )

)
,
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u(t) =

(
u1(t)
u2(t)

)
, ψ =

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
, b =

(
b1

b2

)

и функциональных матриц

J =

(
0 −I
I 0

)
, D(t) =

(
D1(t) 0

0 D2(t)

)
, B(t) =

(
B1(t) 0

0 B2(t)

)
,

где I и 0 — соответственно, единичная и нулевая матрицы согласованных размерно-
стей. Тогда систему (7)-(10) можно представить в форме

〈w∗(T )− b, J(w∗(T )− b)〉 ≤ 〈w∗(T )− b, J(w(T )− b)〉,
d

dt
w(t) = D(t)w(t) + B(t)u(t), u(t) ∈ U2n (11)

или в виде задачи вычисления неподвижной точки w∗(t) ∈ Č2n[0, T ] экстремального
отображения

w∗(t) ∈ Argmin{〈JT (w∗(t)− b), w(t)− b〉 | d

dt
w(t) = D(t)w(t) + B(t)u(t), u(t) ∈ U2n}.

Если функции Лагранжа системы задач линейного программирования (7)(8) и (9),(10)
имеют седловые точки, которые являются прямыми и двойственными решениями
задач этой системы, то скаляризованная (агрегированная) функция Лагранжа зада-
чи (11)

L(ψ(t), w(t), u(t)) = 〈w∗(T )− b, J(w(T )− b)〉+

∫ T

0

〈ψ(t), D(t)w(t) + B(t)u(t)− d

dt
w(t)〉

для всех ψ(t) ∈ Č2n[0, T ], w(t) ∈ Č2n[0, T ], w(0) = 0, u(t) ∈ U2n, будет иметь агреги-
рованную седловую точку ψ∗(t), (w∗(t), u∗(t)), удовлетворяющую седловому неравен-
ству

〈w∗(T )− b, J(w∗(T )− b)〉+

∫ T

0

〈ψ(t), D(t)w∗(t) + B(t)u∗(t)− d

dt
w∗(t)〉dt ≤

≤ 〈w∗(T )− b, J(w∗(T )− b)〉+

∫ T

0

〈ψ∗(t), D(t)w∗(t) + B(t)u∗(t)− d

dt
w∗(t)〉dt ≤

≤ 〈w∗(T )− b, J(w(T )− b)〉+

∫ T

0

〈ψ∗(t), D(t)w(t) + B(t)u(t)− d

dt
w(t)〉dt, (12)

что верно для всех ψ(t) ∈ Č2n[0, T ], w(t) ∈ Č2n[0, T ], w(0) = 0, u(t) ∈ U2n.
Используя свойства линейности системы (7)-(10), свойства сопряженного операто-

ра, включая формулу интегрирования по частям для дифференциального оператора,
седловую систему (12) можно привести к эквивалентной форме

d

dt
w∗(t) = D(t)w∗(t) + B(t)u∗(t), w∗(0) = 0,

d

dt
ψ∗(t) = −DT (t)ψ∗(t), ψ∗(T ) = JT (w∗(T )− b),
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∫ T

0

〈BT (t)ψ∗(t), u(t)− u∗(t)〉dt ≥ 0, u(t) ∈ U, (13)

где w∗(t), u∗(t) прямое решение (траектория и управление), ψ∗(t)- сопряженное ре-
шение, w∗(T ) = (x∗1(T ), x∗2(T )) - неподвижная точка экстремального отображения
множества достижимости в себя (она же седловая точка относительно переменных
x∗i (T ), i = 1, 2.

2 Процесс экстраградиентного типа
Для решения системы (13) используем управляемый метод простой итерации, из-
вестный в оптимизации как экстрапроксимальный или экстраградиентный подход (в
линейном случае они совпадают) [3],[4]. Каждая итерация этого подхода по прямым
w(t), u(t) и сопряженным переменным ψ(t) распадается на два полушага. Существу-
ют различные варианты методов. Один из них рассматривается ниже и имеет вид

1) прогнозный полушаг

ψ̄n(t) = ψn(t) + α(D(t)wn(t) + B(t)un(t)− d

dt
wn(t)), w(0) = 0,

w̄n(T ) = wn(T )− α(JT (wn(T )− b)− ψ̄n(T )),

w̄n(t) = wn(t)− α(DT (t)ψn(t) +
d

dt
ψ̄n(t)),

ūn(t) = πU(un(t)− αBT (t)ψn(t));

2) основной полушаг

ψn+1(t) = ψn(t) + α(D(t)w̄n(t) + B(t)ūn(t)− d

dt
w̄n(t)), w(0) = 0,

wn+1(T ) = wn(T )− α(JT (w̄n(T )− b)− ψ̄n(T )),

wn+1(t) = wn(t)− α(DT (t)ψ̄n(t) +
d

dt
ψ̄n(t)),

un+1(t) = πU(un(t)− αBT (t)ψ̄n(t)). (14)

Здесь первый полушаг ψ̄n(t), w̄n(T ), w̄n(t), ūn(t) трактуется как прогноз, или прогноз-
ный полушаг, в котором вычисляется направление будущего развития процесса. За-
тем в этом направлении делается полушаг из текущей точки ψn(t), wn(T ), wn(t), un(t).
Прогноз здесь рассматривается как управление методом в форме обратной связи.

Предлагаемый вариант экстраградиентного метода, отличается от других версий,
тем что полученный вектор двойственных переменных ψ̄n(t) в прогнозном полуша-
ге сразу же используется для вычисления траектории w̄n(t). Это объясняет почему
для вычисления траектории w̄n(t) используются одновременно приближения ψn(t) и
ψ̄n(t).

Доказано, что процесс (14) сходится в смысле подпоследовательностей к решению
задачи (13) и тем самым к неподвижной точке экстремального отображения (11) или
седловой точке системы (7)–(10).
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Теорема. Если множество решений задачи (13) не пусто и w∗(t) ∈ Č2n[0, T ],
то последовательность, порожденная процессом (14), сходится к решению задачи,
при условии, что длина шага α выбирается из интервала

0 < α < min{1, 1/
√

(|D||DT |+ |B||BT |)}.

В теореме установлено, что последовательность итераций порожденная методом (14)
имеет не пустое множество слабо предельных точек. Все они являются решением за-
дачи (13). Известно [1], что если последовательность управлений процесса (14) слабо
сходится к некоторому пределу, то последовательность траекторий, соответствующих
этим управлениям, сходится в равномерной норме к тому же пределу, тем более эта
последовательность будет сходится к этому пределу по норме пространства L2

n[0, T ].
Учитывая этот факт, можно утверждать, процесс (14) сходится к решению задачи в
смысле подпоследовательностей по управлениям в слабой топологии, по траекториям
в смысле равномерной нормы и тем самым нормы пространства L2

n[0, t].
Для многих регулярных задач слабо сходящаяся последовательность управлений

может содержать сильно сходящуюся подпоследовательность. Если выполняется это
условие, тогда последовательность wn(T ), wn(t), un(t), ψn(t), порожденная методом
(14) будет иметь сильно предельные точки. Учитывая условие монотонности убыва-
ния величины |wn(T )−w∗(T )|2+∫ T

0
|wn(t)−w∗(t)|2dt+

∫ T

0
|un(t)−u∗(t)|2dt+

∫ T

0
|ψn(t)−

ψ∗(t)|2dt нетрудно доказать единственность предельной точки, т.е. сильную сходи-
мость последовательности в целом, более того эта сходимость будет монотонной
по норме пространства L2

n[0, T ]. Другими словами, |wn(T ) − w∗(T )|2 +
∫ T

0
|wn(t) −

w∗(t)|2dt +
∫ T

0
|un(t)− u∗(t)|2 +

∫ T

0
|ψn(t)− ψ∗(t)|2dt → 0 при n →∞.

Работа поддержана грантом РФФИ (код проекта 09-01-00388) и Программой под-
держки ведущих научных школ (код проекта НШ-4096.2010.1).
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ТОЧНЫЕ АЛГОРИТМЫ ОТСЕЧЕНИЯ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ
ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

И. Л. Васильев

Рассмотрим общую задачу целочисленного программирования (ЦП) с бинарными
переменными. Даны матрица A ∈ Zm×n и вектора c ∈ Zn, b ∈ Zm. Определить:

max
x

cT x, x ∈ X = {x ∈ Bn : Ax ≤ b}. (1)

Введем P = conv(X) и R = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, 0 ≤ xi ≤ 1 ∀i ∈ i = 1, n} —
многогранник задачи (1) и многогранник ее ЛП-релаксации соответственно, а также

UBX = max
x∈X

cT x, UBR = max
x∈R

cT x, UBP = max
x∈P

cT x.

Наиболее распространенным и эффективным методом решения задач ЦП явля-
ется метод ветвей и отсечений (МВО). МВО – это вариант широко известного метода
ветвей и границ, основанного на ЛП-релаксации, в котором для получения верхних
оценок (в случае задачи максимизации) используются полиэдральные свойства зада-
чи. Действительно, UBX = UBP ≤ UBR. Следовательно, чем “ближе” многогранник
ЛП–релаксации к выпуклой оболочке P допустимых точек, тем лучше оценка, полу-
чаемая при решении задачи линейного программирования(ЛП) на многограннике R.

Один из способов улучшения оценки — использование пересечения многогранни-
ков подзадач, порожденных в результате декомпозиции Данцига–Вульфа или Бен-
дерса. Пусть P (i) i = 1, k многогранники задач, полученные в результате декомпо-
зиции. Рассмотрим многогранник

PF =
m⋂

i=1

P (i)

и обозначим через UBF = max
x∈PF

cT x. Очевидно, что UBP ≤ UBF ≤ UBR. В докладе
предлагается использование точных алгоритмов отсечения для получения оценки
UBF и обсуждаются, насколько искомая оценка лучше UBR, и насколько она полезна
при поиске точного решения для различных задач, таких как: обобщенная задача о
назначениях, p-медиана с ограничениями на ресурсы [1], задача покрытия множества
и др.

Остановимся подробно на случае, когда P (i) являются многогранниками задачи
о рюкзаке. Таким образом нам необходимо разработать точный алгоритм отделения
для многогранника задачи о рюкзаке. В виде задачи целочисленного программиро-
вания (ЦП) данная задача формулируется следующим образом. Даны вектора c ∈ Zn

и a ∈ Zn, число β ∈ Z, найти:
max

x
cT x, x ∈ XK = {x ∈ Bn : aT x ≤ β}.

Не умоляя общности можно считать, что 0 < ai ≤ β и 0 < β <
∑n

i=1 ai. Обозначим
через PK многогранник задачи о рюкзаке, т.е. PK = conv(XK), а через RK много-
гранник ее ЛП–релаксации, т.е. RK = {x ∈ <n : aT x ≤ β, 0 ≤ xi ≤ 1 ∀i ∈ i = 1, n}.

Пусть даны точка x̄ ∈ <n и многогранник PK . Задача отделения заключается в
следующем:
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– либо доказать, что x̄ ∈ PK ;

– либо найти правильное неравенство, отсекающее x̄ от PK , т.е. определить число
p0 и вектор p такие, что pT x ≤ p0 ∀x ∈ PK и pT x̄ > p0.

Алгоритм, решающий задачу отделения, называется точным алгоритмом отделе-
ния, а полученное неравенство pT x ≤ p0 — отсечением.

Предположим, что для любого p ∈ <n значение опорной к PK функции f(p) =
max
x∈PK

pT x может быть подсчитано. Тогда, в общем случае, задача отделения сводится
к задаче оптимизации:

v(p∗) = max
p
{x̄T p− f(p) : p ∈ Λ}, (2)

где Λ — это некоторое выпуклое компактное множество, содержащее начало коор-
динат в своей внутренности. Если v(p∗) ≤ 0, то x̄ ∈ PK , иначе, p∗T x ≤ f(p∗) иско-
мая отсекающая гиперплоскость. Функция f(p) — недифференцируемая, выпуклая,
кусочно-линейная функция, следовательно, задача (2) допускает сведение к задаче
ЛП:

max
(p,p0)

[
x̄T p− p0

]
, (3)

hT p ≤ p0 ∀h ∈ extr(PK), (4)
p ∈ Λ, (5)

где extr(PK) — множество угловых точек многогранника P . Очевидно, что
extr(PK) ⊆ XK , следовательно, ограничения (4) можно заменить на hT p ≤ p0

∀h ∈ XK .
Для начала представим некоторые известные особенности метода отсечений для

многогранника задачи о рюкзаке [2]. Известно, что неравенства xi ≥ 0 являются
гранеобразующими (фасетой) для многогранника PK . Остальные гранеобразующие
неравенства имеют неотрицательные коэффициенты. С учетом этого факта, задачу
(3)–(5) можно переписать в следующем виде:

w(p∗) = max
p

{
x̄T p : hT p ≤ 1 ∀h ∈ XK

}
. (6)

Если w(p∗) ≤ 1, то x̄ ∈ X, иначе p∗T x ≤ 1 правильное неравенство, отсекающее x̄.
Кроме того, если p∗ выступает угловой точкой допустимого множества задачи (6),
то это неравенство гранеобразующее.

На практике задачу (6) невозможно записать в явном виде, так как она содержит
большое количество ограничений. Сначала задача отделения рассматривается для
дробного многогранника

PK(x̄) = {x ∈ PK : xi = 0, если x̄i = 0; xi = 1, если x̄i = 1 ∀i = 1, n},

для которого находится гранеобразующее отсечение, если такое существует, т.е. за-
дача (6) решается для многогранника PK(x̄).

Задача отделения (6) — это задача ЛП, в которой каждой строке матрицы огра-
ничений соответствует допустимая точка задачи о рюкзаке. Даже для задач неболь-
шой размерности перебрать все допустимые точки не представляется возможным.
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Как известно, в двойственном симплекс-методе решения задач ЛП на каждой ите-
рации активными являются только n ограничений, которые задают текущую точку
метода. При переходе на следующую итерацию необходимо определить только одно
ограничение, которому текущая точка не удовлетворяет. На этой же идее основы-
вается метод генерации строк, в котором на каждой итерации решается задача на
подмножестве ограничений. Схема метода выглядит следующим образом.

Шаг 0. Выбрать начальное подмножество строк матрицы ограничений зада-
чи (6), т.е. U ⊂ XK .

Шаг 1. Решить неполную задачу отделения на множестве U , формуруемую как

w(p̄) = max
p

{
x̄T p : hT p ≤ 1 ∀h ∈ U

}
. (7)

Шаг 2. Проверить, удовлетворяет ли p̄ всем ограничениям (6). Для этого найти
некоторое решение задачи о рюкзаке:

h̄ ∈ Argmax
h∈XK

p̄T h.

Шаг 3. Если h̄T p̄ > 1, то h̄ добавить в матрицу ограничений задачи (7), т.е.
U := U ∪ {h̄}, и перейти на шаг 1.

Шаг 4. Если h̄T p̄ ≤ 1, то p̄ является решением задачи отделения (6) и p̄T x ≤ 1
правильное неравенство для PK , отсекающее x̄ в случае p̄T x̄ > 1.

Для того, чтобы избежать неограниченности задачи (7), в качестве начального

набора ограничений можно выбрать единичные вектора, т.е. U =
n⋃

i=1

{ei}. Ключевыми

моментами метода генерации строк служат решения задачи ЛП на шаге 1 и задачи
о рюкзаке на шаге 2. Решение задачи ЛП осуществлялось с помощью коммерческого
решателя. Для решения задачи о рюкзаке использовалась модификация алгоритма
MINKNAP. В алгоритме MINKNAP [3] требуется, чтобы все коэффициенты зада-
чи были целочисленными, но в рассматриваемом случае коэффициенты целевого
вектора задачи о рюкзаке (шаг 2) дробные. Поэтому в этой задаче применялся мо-
дифицированный алгоритм, предложенный в [4], который адаптирован для задач с
дробными компонентами целевого вектора и обеспечивает получение результата с
некоторой заданной точностью.

В методе генерации строк при решении задач ЛП на шаге 1 и задачи о рюкзаке с
дробными коэффициентами целевого вектора на шаге 2 не исключены ошибки округ-
ления. При поиске отсечений влияние этих ошибок может оказаться значительным,
поэтому в результате возможно получение неравенств, которые отсекают оптималь-
ное решение.

Пусть в результате работы метода генерации строк определено неравенство
p̄T x ≤ 1. Далее осуществляется преобразование этого неравенства в неравенство с
целочисленными коэффициентами следующим образом. Рассмотрим задачу ЦП:

min
(p,τ)

τ,

p = τ p̄,
(p, τ) ∈ Zn+1, τ > 0.

(8)

Решение (p̌, τ̌) этой задачи конкретизирует эквивалентное неравенству p̄T x ≤ 1 нера-
венство p̌T x ≤ τ̌ , все коэффициенты которого целочисленны. Задача (8) имеет n + 1
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переменную и n ограничений. Таким образом, при достаточно малом n эта задача
может быть решена с помощью решателя задач ЦП. Далее выполняется проверка,
гарантирующая корректность найденного неравенства.

1. Если по крайне мере один элемент вектора p̌ превосходит 105, то полученное
неравенство удаляется, во избежание возможных ошибок арифметического пе-
реполнения при дальнейшей работе метода.

2. Подтверждается правильность результирующего неравенства путем решения
задачи о рюкзаке:

ν = max
h∈XK

p̌T h.

Если ν ≤ τ̌ , то неравенство правильное. Такая задача о рюкзаке может быть
решена с помощью алгоритма MINKNAP, причем ошибок округления в данном
случае не возникает, так как все коэффициенты задачи целочисленные.

Найденное отсечение расширяется в исходное пространство с помощью теоремы
о расширении:

Теорема 1 (о расширении). Даны многогранник PK , индекс s ∈ {1, . . . , n} и
сечения многогранника PK : P 0

s = {x ∈ PK : xs = 0} и P 1
s = {x ∈ PK : xs = 1}. Пусть

неравенство pT x ≤ p0, в котором ps = 0, является правильным (гранеобразующим)

1) для сечения P 0
s . Если P 1

s = ∅, то xs = 0 ∀x ∈ PK . Если P 1
s 6= ∅, то неравенство

pT x + psxs ≤ p0 правильное (гранеобразующее) для PK , где

ps = p0 −max
x
{pT x : x ∈ P 1

s };

2) для сечения P 1
s . Если P 0

s = ∅, то xs = 1 ∀x ∈ PK . Если P 0
s 6= ∅, то неравенство

pT x + (ps − p0)xs ≤ ps правильное (гранеобразующее) для PK , где

ps = max
x
{pT x : x ∈ P 0

s }.

Отметим также, что при расширении полученного неравенства в исходное про-
странство, вновь решается задача о рюкзаке, причем на этот раз данная задача име-
ет целочисленные коэффициенты, и, следовательно, может быть решена без ошибок
округления.

Работу алгоритма проиллюстрируем на примере обобщенной задача о назначени-
ях (ОЗН). Даны множества машин I = {1, . . . , m} и работ J = {1, . . . , n}. Если работа
j выполняется на машине i, то на это тратится dij некоторого ресурса и время cij.
Ресурсы i-ой машины ограничены величиной qi. Требуется назначить выполнение
работ машинам таким образом, чтобы за минимальное время завершить все работы,
не нарушая ограничений на имеющиеся ресурсы машин. Введем переменные:

xij =

{
1, если машина i выполняет работу j,
0 в противном случае, ∀i ∈ I, j ∈ J.
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Тогда формулировка ОЗН в виде задачи ЦП выглядит следующим образом:

min
(x,y)

∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij, (9)

∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J, (10)

∑
j∈J

dijxij ≤ qi, i ∈ I, (11)

xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (12)

Целевая функция (9) минимизирует время выполнения всех работ. Ограничения (10)
гарантируют, что каждая работа будет завершена. Ограничения на ресурсы машин
выражены неравенствами (11).

Тестовые примеры для этой задачи предложены в [5]. Оптимальные решения из-
вестны только для вариантов с n ≤ 200. Наиболее успешным для данной серии был
метод ветвей и оценок, рассмотренный в [6].

Численные результаты представлены в таблице 1 для трех подходов:

1) метод ветвей и отсечений с использованием отсечений, представленных в дан-
ной статье. Метод отсечений применялся к каждому ограничению (11) (столбцы
МВО);

2) решатель ILOG CPLEX 10 (столбцы CPLEX );

3) метод ветвей и оценок, предложенный в [6] (столбцы МВОЦ ), оригинальный
код которого был предоставлен авторами.

В столбцах "Время" представлено время счета в секундах, ОП(%) – относитель-
ная погрешность решения в процентах. Время счета ограничивалось 30 минутами.
Если за этот период было найдено решение задачи, то ОП = 0, в противном случае
ОП = BUB−BLB

BUB
· 100, где BUB и BLB наилучшие верхняя и нижняя оценки метода

ветвей и границ соответственно. Отметим, что в полученных результатах для мето-
да ветвей и оценок, значение относительной погрешности отсутствует в случае, если
пример не был решен за заданное время, так как реализация метода не обеспечивает
необходимую для вычисления этого значения информацию. Как видно из таблицы,
метод ветвей и отсечений оказался значительно эффективней.
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Таблица 1: Обобщенная задача о назначениях
МВО CPLEX МВОЦ

Пример (m,n, p) Время ОП(%) Время ОП(%) Время ОП(%)
c05200 (5,200) 3.6 0.00 3.9 0.00 216.5 0.0
c10200 (10,200) 7.8 0.00 184.6 0.00 245.1 0.0
c20200 (20,200) 8.4 0.00 31.0 0.00 1.0 0.0
c10400 (10,400) 17.0 0.00 51.6 0.00 1800.0 —
c20400 (20,400) 54.2 0.00 1800.0 0.04 1800.0 —
c40400 (40,400) 19.3 0.00 351.3 0.00 6.1 0.0
c30900 (30,900) 1800.0 0.02 1800.0 0.06 1800.0 —
c60900 (60,900) 1683.9 0.00 1800.0 0.08 1800.0 —
d05200 (5,200) 1800.0 0.03 1800.0 0.04 577.7 0.0
e05200 (5,200) 6.7 0.00 6.5 0.00 705.2 0.0
e10200 (10,200) 196.8 0.00 249.8 0.00 1338.3 0.0
e20200 (20,200) 26.6 0.00 1800.0 0.02 60.3 0.0
e10400 (10,400) 22.5 0.00 109.8 0.00 1800.0 —
e20400 (20,400) 40.3 0.00 1800.0 0.01 1800.0 —
e40400 (40,400) 1772.3 0.00 1800.0 0.09 1800.0 —
e15900 (15,900) 62.3 0.00 1346.0 0.00 1800.0 —
e30900 (30,900) 342.1 0.00 1800.0 0.01 1800.0 —
e201600 (20,1600) 1765.0 0.00 1800.0 0.01 1800.0 —
e401600 (40,1600) 1800.0 0.02 1800.0 0.01 1800.0 —
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NEW IDEAS IN SOLVING MIXED–INTEGER
BILEVEL PROGRAMMING PROBLEMS

S. Dempe, V. V. Kalashnikov

1 Introduction
Hierarchical decision making is strongly motivated by real-world applications. For example,
in engineering design, the main objective of the design engineer may be constrained
by the properties inherent in the process (such as minimum energy), which, in turn,
may be parametric in decision variables, chosen by the engineer. These problems can
be formulated within a bilevel programming problem (BLP) framework, where an upper
level (or, outer) optimization problem is constrained by another, lower level (or, inner)
optimization problem.

In mathematical terms, it means that the set of variables is partitioned into two vector
variables, x and y, where y ∈ Rm are the leader’s variables and x ∈ Rn are those governed
by the follower. Using y as a parameter, the follower solves a parametric optimization
problem, and the values x = x(y) are determined by the follower knowing the selection
y of the leader. The leader has to determine the best choice of y knowing the (optimal)
reaction x = x(y) of the follower to the leader’s decision.

However, important decision making problems may involve decisions both in discrete
and continuous variables. For example, a chemical engineering design problem may involve
discrete decisions regarding the existence of chemical process units in addition to decisions
in continuous variables, such as temperatures or pressures. Problems of this class, dealing
with both discrete and continuous decision variables, are referred to as mixed-integer
BLPs.

A particular case of the mixed-integer bi-level programming problem is presented by
the real-world problem of minimizing the cash-out penalty costs of a natural gas shipping
company [2]. This problem arises when a (gas) shipper draws a contract with a pipeline
company to deliver a certain amount of gas at several delivering meters. What is actually
shipped may be higher or lower than the amount that had been originally agreed upon
(this phenomenon is called an imbalance). When such an imbalance occurs, the pipeline
penalizes the shipper by imposing a cash-out penalty policy. As this penalty is a function
of the operating daily imbalances, an important problem for the shippers is how to carry
out their daily imbalances so as to minimize the incurred penalty. On the other hand,
the pipeline (the follower) tries to minimize the absolute values of the cash-outs, which
produces the optimal response function taken into account by the leader to find the
optimal imbalance strategy. Integer variables are involved at the lower level problem, and
various algorithms to solve the natural gas cash-out problem are described in [2], [10]–[12].

In general, mixed-integer BLPs can be classified into four classes [8]:
(I) Integer Upper, Continuous Lower.
(II) Purely Integer.
(III) Continuous Upper, Integer Lower.
(IV) Mixed-Integer Upper and Lower.
Advances in the solution of the mixed-integer bilevel programming problems (MIBLP)

of all four types can greatly expand the scope of decision making instances that can
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be modeled and solved within a bilevel optimization framework. However, very little
attention has been paid in the literature to both the solution and the application of BLP
governing discrete variables. This is mainly because these problems pose major algorithmic
challenges in the development of efficient solution strategies.

In the literature, methods developed for the solution of the MIBLP have so far
addressed a very restricted class of problems. More attention has been paid to linear
problems. For instance, for the solution of the purely integer (Type II) linear BLP,
a branch-and-bound type of enumerating technique has been proposed by Moore and
Bard [13], whereas Nishizaki et al. [14] applied a kind of genetic algorithm to the same
problem. For the solution of the mixed-integer BLP of Type I, another branch-and-bounds
approach has been developed by Wen and Yang [17]. Cutting plane and parametric
solution techniques have been elaborated by Dempe [1] to solve MIBLP, in which the
lower level has only one upper level (outer) variable involved into the (lower level) objective
function. A method based upon decomposition technique has been proposed by Saharidis
and Ierapetritou [15].

Mixed-integer nonlinear bilevel programming problems have received even less attention
in the literature. The developed methods include an algorithm making use of parametric
analysis to solve separable monotone nonlinear MIBLP proposed by Jan and Chern [9],
a stochastic simulated annealing method presented by Sahin and Ciric [16], a global
optimization approach based on parametric programming technique published by Fáısca
et al. [5]. Floudas et al. in [6] and [8] developed several algorithms dealing with global
optimization of mixed-integer bilevel programming problems of both deterministic and
stochastic nature. The sensitivity analysis for MIBLPP also was considered in [18].

The main goal of this paper is to propose an efficient algorithm to solve the mixed-
integer linear BLP of Type I . Knowing that this problem is hard to solve, we propose
an algorithm generating approximations that converge to a global solution. The paper
is organized as follows. The general formulation of the mathematical model is given in
Section 2, whereas the geometry of the problem is described in Section 3. The approximation
algorithm is presented in Section 4 completing the paper.

2 Mathematical Model
The Mixed Integer Bi-level Linear Programming Problem with a parameter in the right-
hand side of the lower level is formulated as follows:

min
x,y

{〈a, x〉+ 〈b, y〉 | Gy = d, x ∈ ψ(y), y ∈ Zm
+

}
, (1)

which represents the upper level where a, x ∈ Rn, b, y ∈ Rm, G is an r×m matrix, d ∈ Rr.
Note that we use the optimistic version of the bilevel programming problem here, see [1].
From now on, 〈., .〉 is the inner product. Here ψ(y) is defined as follows:

ψ(y) = Arg min
x
{〈c, x〉 | Ax = y, x ≥ 0} , (2)

which describes the set of optimal solution of the lower level problem (the set of rational
reactions). Here c, x ∈ Rn , A is an m× n matrix with m ≤ n.

Let us determine the optimal value function of the lower level problem as follows:

ϕ(y) = min
x
{〈c, x〉 | Ax = y, x ≥ 0} . (3)
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We suppose that the feasible set of problem (2) is non-empty.
In this paper, we consider a reformulation of (1)–(3) based upon an approach reported

in the literature (see [1], or [19]) as a classical nondifferentiable optimization problem. If
we take into account the lower level optimal value function (3), then problem (1)–(3) can
be replaced by:

min
x,y

{〈a, x〉+ 〈b, y〉 | Gy = d, 〈c, x〉 ≤ ϕ(y), Ax = y, x ≥ 0, y ∈ Zm
+

}
. (4)

Our work is concentrated on the lower level objective value function (3). For this reason,
we show some important characteristics (see [3] or [7]) that will be helpful for solving
problem (4).

3 Problem’s Geometry
Consider the parametric linear programming problem (3)

ϕ(y) = min
x
{〈c, x〉 | Ax = y, x ≥ 0} .

In order to solve this problem, we use the dual simplex algorithm, like in [3]. Let us fix
y = y∗ and let x∗ be an optimal basic solution for y = y∗ with the corresponding basic
matrix B, which is a quadratic submatrix of A having the same rank as A, and such
that x∗ = (x∗B, x∗N)T , with x∗B = B−1y and x∗N = 0. Moreover, let us fix the upper level
variable value y = y∗. Then, we can say that x∗(y∗) = (x∗B(y∗), x∗N(y∗))> = (B−1y∗, 0)>

is an optimal basic solution of problem (3) for a fixed parameter y∗. And if the following
inequality holds: B−1y ≥ 0, then x∗(y) = (x∗B(y), x∗N(y))> = (B−1y, 0)> is also optimal
for the parameter vector y.

It is possible to perturb y∗ so that B remains a basic optimal matrix [7]. We denote by
<(B) a set that we call the stability region of B, which is defined as <(B) = {y | B−1y ≥ 0}.

For all y ∈ <(B), the point x∗(y) = (x∗B(y), x∗N(y))> = (B−1y, 0)> is an optimal basic
solution of the problem (3). This region is nonempty because y∗ ∈ <(B). Furthermore,
it is closed but not necessarily bounded. If <(B) and <(B′) are two different stability
regions with B 6= B′, then only one of the following cases is possible.

1. <(B) ∩ <(B′) = {0}.
2. <(B) ∩ <(B′) contains the common border of the regions <(B) and <(B′).

3. <(B) = <(B′).

Moreover, <(B) is a convex polyhedral set, on which the lower level optimal value
function is a finite and linear function. To determine an explicit description of the function
ϕ consider the dual problem to problem (3). If ϕ(y) is finite, then ϕ(y) = max{〈y, u〉 :
A>u ≤ c}. Let u1, u2, . . . , us denote the vertices of the polyhedral set {u : A>u ≤ c}.
Then, ϕ(y) = max{〈y, u1〉, 〈y, u2〉, . . . , 〈y, us〉}, whenever ϕ(y) is finite.

By duality, for some basic matrix Bi with y ∈ <(Bi) we have B>
i u = cBi

or u =(
B>

i

)−1
cBi

and, thus, 〈y, ui〉 = 〈y,
(
B>

i

)−1
cBi
〉 = 〈(Bi)

−1 y, cBi
〉. Setting xi(y) =

((Bi)
−1 y, 0) we derive ϕ(y) = max {〈c, x1(y)〉 , 〈c, x2(y)〉 , . . . , 〈c, xq(y)〉}.
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4 An Approximation Algorithm
The basis to start describing the algorithm is given above in this paper. The difficulty
in the work with the objective value function (3) is due to the simple fact that we do
not have it in an explicit form. This algorithm tries to approximate function (3) with
a finite number of iterations. Also (3) is not differentiable: cf. [4], [19], working with
subdifferential calculus based upon the non-smooth Mangasarian-Fromowitz constraint
qualification. Now, we describe the proposed algorithm as follows.
Step 0. Initialization. The list of problems initially includes only the Approximate Integer
Problem (AIP) built as follows. We consider problem (4) and compose the polytop Y
as a convex hull of the leader’s strategies at the upper level: Y = {y |Gy = d, y ≥ 0} ,
and select m̂ + 1 affine independent points yi such that Y ⊂ conv {y1, . . . , ym̂+1} ⊂
{y : |ϕ(y)| < ∞}. Here m̂ = m − rank(G), and y2 − y1, y3 − y1, · · · , ym̂+1 − y1 form a
linearly independent system. We denote this set of vertices as V = {y1, . . . , ym̂+1}. Also
we consider a tolerance value ε > 0. Then, we solve the lower level linear programming
problem (3) at each vertex, i.e., find ϕ(y1), . . . , ϕ(ym̂+1) and the corresponding solution
vectors (x1, y1) , . . . ,

(
xm̂+1, ym̂+1

)
.

Now we build the first approximation of the optimal value function as follows:

Φ(y) =
m̂+1∑
i=1

λiϕ(yi), (5)

defined over

y =
m̂+1∑
i=1

λiy
i, (6)

with λi ≥ 0, i = 1, . . . , m̂ + 1, and
m̂+1∑
i=1

λi = 1. (7)

In (5) we have an expression with the variable λ , that leads to variable y using (6) and
(7). Now since the function ϕ is convex, 〈c, x〉 ≤ ϕ(y) ≤ Φ(y), our condition 〈c, x〉 ≤ ϕ(y)
in (4) can be relaxed to the following explicit inequality: 〈c, x〉 ≤ Φ(y).

Thus we obtain a new optimization problem that can be solved with the branch-and-
bound techniques. The Approximate Integer Problem (AIP) is described as follows:

min
x,y

{〈a, x〉+ 〈b, y〉 : Gy = d, 〈c, x〉 ≤ Φ(y), Ax = y, x ≥ 0, y ∈ Zm
+

}
. (8)

Now let t = 1, and zt = +∞, where zt is the incumbent objective value. Put this
problem into the problems list. By definition, this problem corresponds to the convex
polyhedron Y . Go to Step 1.
Step 1. Termination criterion. Stop if the problems list is empty, or if all the current
solutions of problem (5) are close enough: max1≤i6=k≤m̂+1

∥∥(xi, yi)− (xk, yk)
∥∥ < ε. In these

cases, select the point (xr, yr), where ϕ(yr) = min
{
ϕ (y1) , . . . , ϕ

(
ym̂+1

)}
as the best

approximation to the optimal solution of the original problem. Otherwise, arbitrarily
select and remove a program from the problems list. Go to Step 2.
Step 2. Solve the problem taken from the problems list using typical methods for integer
programming (e.g., like branch-and-bound) to manage the integrality constraint. Denote
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the set of optimal solutions as S = {(x̃1, ỹ1) , . . .} and z̃ the objective function value. If
the problem has no feasible solution, or if its objective function value is larger than zt,
then fathom this branch, let zt+1 = zt, t = t+1 and go to Step 1. Otherwise go to Step 3.
Step 3. If the components y of all the solutions belonging to S are elements of V , then
store the solutions, set zt+1 = z̃, t = t + 1 and go to Step 1 (for such values of y, the
point (x, y) is feasible for problem (4)). Otherwise, considering the solution (x̃j, ỹj) from
S such that the component ỹj is different from all the elements of V , we add ỹj to V , set
zt+1 = zt, t = t + 1 and go to Step 4.
Step 4. Subdivision. Make a subdivision of the set Y corresponding to this problem.
By construction, problem (8) corresponds to one set of m̂ + 1 affine independent points,
which without loss of generality are assumed to be the points y1, . . . , ym̂+1. Adding the
point ỹj to this set, it becomes affinely dependent. Excluding one element of the resulting
set, affine independence can eventually be obtained (this is guaranteed if some correct
element is dropped). When one uses this approach, at most m̂+1 new affine independent
sets arise, each corresponding to a new linear approximation of the lower level objective
function on the convex hull of these points. If one such simplex T is a subset of some
region of stability: T ⊂ <(Bi), the feasible points (x, y) of problem (8) are also feasible
for problem (4). Aim of this step is to find these simplices by subsequent subdivisions of
the set Y . These problems are then added to the problems list.

To calculate the new approximation of the lower level optimal value function we
proceed as follows: First compute ϕ (ỹj). Then construct one set of affinely independent
points as described above, i.e. delete one of the previous points, say y`, where ` ∈
{1, . . . , m̂ + 1}, and compute Φ`(y) =

∑m̂+1
i=1,i 6=` λiϕ (yi) + µϕ (ỹj), defined over

y =
∑m̂+1

i=1,i 6=` λiy
i + µỹj, with λi ≥ 0, i = 1, . . . , m̂ + 1, i 6= `, and

∑m̂+1
i=1,i6=` λi + µ = 1.

Thus we construct at most m̂ + 1 new problems:

(P `) min
x,y

{〈a, x〉+ 〈b, y〉 : Gy = d, 〈c, x〉 ≤ Φ`(y), Ax = y, x ≥ 0, y ∈ Zm
+

}
,

and add them to the problems list. Go to Step 1.

Conclusions In this paper, we propose an approximation algorithm to solve the
mixed-integer BLP, and at the same time, using the exact penalty function, we provide
upper and lower bounds for a feasible solution.

The work does not stop here, our goal is to analyze more alternatives such as a
convexification of the exact penalty function, or making use of the subdifferential calculus
as another alternative. Later, comparing the algorithms, we will choose the best one
according to its performance and robustness.
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Ю. Г. Евтушенко, А. И. Голиков

Традиционные методы линейного программирования (ЛП) в ряде случаев теряют
свою эффективность при решении задач большой размерности (задачи с десятками
миллионов неизвестных и с сотнями тысяч ограничений). Возникает необходимость
создания новых численных методов, которые в полной мере используют возможности
современных многопроцессорных вычислительных комплексов. В докладе приводят-
ся алгоритмы, позволяющие не только распараллелить процесс расчетов и тем самым
ускорить вычисления, но и решать задачи значительно большей размерности. Пред-
ложенные алгоритмы реализованы на многопроцессорных вычислительных системах
с распределенной памятью, их эффективность иллюстрируется вычислительными
экспериментам.

Пусть прямая и двойственная задачи ЛП заданы в стандартной форме

f∗ = min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (P )

f∗ = max
u∈U

b>u, U = {u ∈ Rm : A>u ≤ c}. (D)

Здесь A ∈ Rm×n, c ∈ Rn и b ∈ Rm заданы, x – вектор прямых переменных, а u – двой-
ственных, через 0i обозначен i-мерный нулевой вектор. Всюду ниже предполагаем,
что множество решений X∗ прямой задачи (P ) непусто, тогда множество решений
U∗ двойственной задачи (D) также непусто.

Для нахождения проекции заданной точки x̂ на множество решений прямой за-
дачи (P ) введем вспомогательную задачу безусловной максимизации

max
p∈Rm

S(p, β, x̂), где S(p, β, x̂) = {b>p− 1

2
‖(x̂ + A>p− βc)+‖2}. (1)

Здесь скаляр β фиксирован, a+ — вектор, у которого i-я компонента совпадает с i-й
компонентой вектора a, если она неотрицательна, и равна нулю в противном случае.

Воспользуемся следующими ранее сформулированными в [1] теоремами.
Теорема 1. Существует такое число β∗, что при любом β ≥ β∗ пара [p(β), β],

где p(β) – решение задачи безусловной максимизации (5), определяет проекцию x̂∗

точки x̂ на множество решений X∗ прямой задачи (P ) по формуле

x̂∗ = (x̂ + AT p(β)− βc)+. (2)

Теорема 2. При x̂ = x∗ ∈ X∗ и при любом β > 0 точное решение двойственной
задачи (D) находится по формуле u∗ = p(β)/β, где p(β) – решение задачи безуслов-
ной максимизации (5).

Итак, в результате решения двух задач безусловной максимизации вогнутой кусоч-
но-квадратичной функции от m переменных получается проекция точки на множе-
ство прямой задачи (P ) и некоторое решение двойственной задачи (D).

Следующий итерационный процесс дает одновременное решение прямой и двой-
ственной задач ЛП

xs+1 = (xs + AT ps+1 − βc)+, (3)
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здесь произвольный параметр β > 0 фиксирован, а вектор ps+1 определяется из
решения следующей задачи безусловной максимизации:

ps+1 ∈ arg max
p∈Rm

{bT p− 1
2
‖(xs + AT p− βc)+‖2}. (4)

Теорема 3. При любом β > 0 и для любой начальной точки x0 итерационный
процесс (3), (4) сходится к x∗ ∈ X∗ за конечное число шагов ω. Формула u∗ = pω+1/β
определяет точное решение двойственной задачи (D).

Решение задач безусловной максимизации (5) или (4) может выполняться любым
методом, например, методом сопряженного градиента. Однако гораздо эффектив-
ней использовать обобщенный метод Ньютона. Доказательство конечной глобальной
сходимости обобщенного метода Ньютона для безусловной оптимизации кусочно-
квадратичной функции с выбором шага по правилу Армихо можно найти, напри-
мер в [2]. Рассмотрим параллельные реализации метода (3), (4) в вычислительной
системе с распределенной памятью. Считаем, что у каждого процесса (исполняемой
программы) имеется свое адресное пространство, а обмены данными между процес-
сами осуществляются при помощи библиотеки MPI, каждый процесс выполняется
на своем процессоре (ядре).

Расчетные формулы.
1. Задать β > 0, пороги точности tol1 и tol для внешних и внутренних итераций,

соответственно, начальные приближения x0 и p0.
2. Вычислить значение функции S(pk, β, xs) и ее градиент:

Gk =
∂S

∂p
(pk, β, xs) = b− A(xs + AT pk − βc)+.

Здесь k – номер внутренней итерации метода Ньютона для решения задачи безуслов-
ной максимизации (4), а s – номер внешней итерации.

3. Используя обобщенную матрицу Гессе функции S(pk, β, xs), сформировать мат-
рицу Hk ∈ Rm×m:

Hk = δI + ADkA
T , (5)

где δ – некоторое положительное число (обычно 10−4), I – единичная матрица, диа-
гональная матрица Dk ∈ Rn×n задается равенствами

(Dk)ii =

{
1 если (xs + AT pk − βc)i > 0
0 если (xs + AT pk − βc)i ≤ 0

4. Найти направление максимизации ∆p из решения линейной системы

Hk∆p = −Gk (6)

с помощью предобусловленного метода сопряженных градиентов. В качестве пред-
обусловливателя используется диагональная часть матрицы Hk.

5. Определить pk+1 по формуле pk+1 = pk − τk∆p, где итерационный параметр τk

находится из решения одномерной задачи максимизации τk = max
τ

S(pk − τ∆p, β, xs)

методом Армихо. Во всех приведенных ниже расчетах полагалось τk = 1.
6. Если выполнен критерий останова для внутренних итераций ‖pk+1 − pk‖ ≤ tol,

то положить p̃ = pk+1 и вычислить xs+1 по формуле

xs+1 = (xs + AT p̃− βc)+.
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Иначе перейти к шагу 2), положив k = r + 1.
7. Если выполнен критерий останова для внешних итераций ‖xs+1−xs‖ ≤ tol1, то

вычислить решение двойственной задачи (D) u∗ = p̃
β
и решение прямой задачи (P )

есть x∗ = xs+1. Иначе положить p0 = p̃ и перейти к шагу 2), положив s = s + 1.
В приведенном алгоритме наиболее трудоемкими операциями являются форми-

рование системы (6) и ее решение. При реализации алгоритма распараллеливаются
следующие операций:

1) матрично-векторные умножения: Ax и AT p;
2) вычисление скалярных произведений вида xT y, x, y ∈ Rn и pT q, p, q ∈ Rm;
3) формирование обобщенной матрицы Гессе и матрицы Hk (5);
4) умножение матрицы Hk на вектор.
Все остальные вычисления являются локальными. Было реализовано несколько

параллельных схем приведенного алгоритма 1) – 7) в зависимости от вида разбие-
ния исходной матрицы A на блоки: клеточная схема, когда матрица A разбивается на
одинаковые блоки, количество которых рано числу процессоров; столцовая схема –
матрица A разбивается на блоки по столбцам; строчная схема – матрица A разбива-
ется на блоки по строкам. Каждая из предложенных схем имеет свои достоинства и
недостатки, чем и определяется область их применения. Так столбцовая схема весь-
ма эффективна при формировании системы линейных уравнений (6), строчная схема
более эффективна для параллельного метода решения системы линейных уравнений.

Для численных экспериментов использовался генератор случайных тестовых за-
дач ЛП, описанный в [1]. Расчеты проводились на параллельном вычислительном
кластере МВС-6000IM, состоящем из двухпроцессорных узлов на основе Intel Itanium
2 с частотой 1.6 GHz, соединенными сетью Myrinet 2000 [3].

Некоторые результаты расчетов представлены в табл. 1 – 2. В них Ttot – время
решения задачи ЛП в секундах, Tlin – время решения систем линейных уравнений
(6), Trem – время на оставшиеся вычисления. Через stot обозначено ускорение при
параллельном решении задачи ЛП, slin – ускорение решения линейных систем, а
srem – ускорение оставшихся вычислений. В качестве значения β бралось 100, что в
данных задачах превосходило β∗. Всюду вектор x̂ = 0n, т.е. в задаче (P ) находилось
нормальное решение.

Результаты расчетов для клеточной схемы приведены в табл. 1 при решении за-
дачи ЛП размерности m = 104, n = 106 и плотности заполненности ρ = 0.01 матрицы
A ненулевыми элементами. Так, например, при решении задач ЛП с одним милли-
оном неизвестных и при десяти тысячах ограничений на 144 процессорах кластера
MBC-6000IM было достигнуто ускорение расчетов примерно в 50 раз, время счета
составило 28 сек.

Была еще реализована "безматричной" схема, которая позволила решать за-
дачи ЛП с наибольшим числом ограничений m по сравнению с другими схемами.
Эта схема наиболее рационально использует память кластера, поэтому ее целесо-
образно применять при больших значениях m и n. Ускорение для этой схемы при
сравнительно малых m может оказаться меньше единицы. Но в наиболее трудном
случае больших m для обобщенного метода Ньютона эта схема весьма эффектив-
на и в некоторых случаях приводила к ускорениям больше единицы. Использование
безматричной схемы существенно эффективнее по сравнению с методами, использу-
ющими медленную дисковую память при нехватке оперативной памяти.

В табл. 2 представлены времена счета для безматричной схемы и чебышевские
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nr × nc 1× 1 2× 2 4× 4 8× 8 10× 10 12× 12
Ttot (сек.) 1439.32 502.98 145.13 45.65 36.77 28.21

stot 1 2.86 9.92 31.53 39.14 51.03
Tlin (сек.) 121.88 62.17 31.66 15.89 12.94 11.26

slin 1 1.96 3.85 7.67 9.42 10.82
Trem (сек.) 1317.35 440.73 113.43 29.74 23.79 16.9

srem 1 2.99 11.61 44.30 55.37 77.94

Табл. 1.

нормы невязок критериев

∆1 = ‖Ax− b‖∞, ∆2 = ‖(AT u− c)+‖∞, ∆3 = |cT x− bT u|.

для разных задач и разного количества процессоров np. Так, задача ЛП с двумя
миллионами переменных при двухстах тысячах ограничений на 80 процессорах была
решена менее, чем за 40 минут.

m× n× ρ np Ttot ∆1 ∆2 ∆3

5 · 104 × 106 × 0.01 16 400.02 2.1 · 10−6 2.1 · 10−7 1.1 · 10−10

105 × 106 × 0.01 20 484.62 8.1 · 10−6 3.6 · 10−6 5.6 · 10−11

105 × 2 · 106 × 0.01 40 823.13 4.5 · 10−6 4.2 · 10−7 7.2 · 10−11

2 · 105 × 2 · 106 × 0.01 80 2317.42 4.9 · 10−5 6.6 · 10−6 5.2 · 10−10

Табл. 2.

На рисунке 1 приведены графики зависимости общего времени работы алгорит-
ма (T_tot), времени решения систем уравнений (T_lin) и времени на остальных
операциях (T_rem), а также соответствующие ускорения от числа процессоров для
строчной, столбцовой и клеточной схем разбиений при решении некоторых типичных
тестовых задач в зависимости от числа процессоров.

Отметим, что с помощью столбцовой схемы разбиения задача ЛП с максималь-
ным количеством переменных – 60 млн. при четырех тысячах ограничений была
решена на 128 процессорах за 140 сек.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ грант 08-01-00619, поддерж-
ке ведущих научных школ НШ-4096.2010.1 и программе Президиума РАН П-14.
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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МЕТОДЫ В ДИСКРЕТНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ:
ТЕНДЕНЦИИ И ПЕРСПЕКТИВЫ

Н. Н. Кузюрин

Известно много примеров, когда удается построить алгоритмы, использующие
в своей работе случайные биты (вероятностные алгоритмы) с лучшими сложност-
ными характеристиками по сравнению с детерминированными. Например, в задаче
проверки выполнимости 3-КНФ с n булевыми переменными лучший из известных
вероятностных алгоритмов имеет сложность O(1.323n) [1], в то время как наилуч-
ший из детерминированных алгоритмов имеет сложность O(1.473n) [2]. Классиче-
ской задачей дискретной оптимизации, где исторически применялись вероятностные
методы является задача подсчета числа решений или оценка этого числа. Здесь так-
же вероятностные алгоритмы обеспечивают определенное преимущество перед де-
терминированными. Например, в [3] предложена эффективная вероятностная схема
оценки числа выполняющих булевых наборов для ДНФ с любой наперед заданной
точностью. Для булевой задаче о рюкзаке с n целочисленными переменными и m ли-
нейными ограничениями в [4] предложена вероятностная аппроксимационная схема
оценки числа решений с наперед заданной точностью сложности n2O(m) , а в [5] эта
оценка улучшена до O(n2m+1).

Соотношение между эффективными детерминированными и вероятностными ал-
горитмами – это классический вопрос в теории сложности вычислений [6],[7]. Извест-
ны методы (метод условных вероятностей, метод малых вероятностных пространств),
позволяющие для некоторых задач конвертировать вероятностные полиномиальные
алгоритмы в детерминированные полиномиальные алгоритмы, т.е. дерандомизиро-
вать их (см., например, [8]). Тем не менее, для каждого конкретного вероятностного
алгоритма требуется некое искусство для осуществления его дерандомизации. На-
пример, для задачи о максимальном разрезе в графе для дерандомизации вероят-
ностного округления решения, полученного методами полуопределенного програм-
мирования [9], потребовалось специальное исследование [10].

В общем случае возможность эффективной дерандомизации, т.е. доказательство
равенства P = BPP , установлена в настоящее время лишь при весьма сильном пред-
положении: существует задача, разрешимая за время 2O(n), которая не вычислима
никакой схемой из функциональных элементов размера 2o(n) [11]. Например, доста-
точно, чтобы это было справедливо для проблемы выполнимости КНФ. Отметим,
что гипотеза, в предположении которой осуществима такая дерандомизация, силь-
нее гипотезы P 6= NP , поэтому надеяться на ее скорое доказательство (если она
верна), по-видимому, не стоит. Более того, из [12] вытекает, что доказательство ра-
венства P = BPP будет иметь следствием получение сверхполиномиальных нижних
оценок сложности для алгебраических схем. Все это свидетельствует о трудности
дерандомизации в общем случае. Таким образом, хотя теоретически вероятностные
алгоритмы могут и не давать выигрыша по сравнению с детерминированными (с
точностью до полиномиального множителя), в настоящее время и в ближайшей пер-
спективе остается большой простор для построения вероятностных алгоритмов для
конкретных задач дискретной оптимизации более эффективных, чем детерминиро-
ванные. Далее мы рассмотрим несколько направлений исследований в дискретной
оптимизации, в которых вероятностные методы играют важную роль.
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Магистральным направлением в дискретной оптимизации является построение
эффективных приближенных алгоритмов для NP–трудных задач и доказательство
оценок их точности. В развитии этого направления значительную роль играют ве-
роятностные методы. Следует отметить, что в большинстве современных подходов к
разработке эффективных эвристик и метаэвристик, используется рандомизация, од-
нако, проанализировать математически поведение таких эвристик достаточно слож-
но. Но дело не только в том, что многие предлагаемые приближенные алгоритмы яв-
ляются вероятностными. Вопрос о наилучшей точности, достижимой в классе поли-
номиальных алгоритмов также часто решается с использованием вероятностных ме-
тодов. Здесь следует отметить ту роль, которую для анализа приближенных алгорит-
мов стала играть теория сводимостей сохраняющих аппроксимации (L-сводимости,
E-сводимости, AP-сводимости) для классов задач, эффективно решаемых с задан-
ной точностью (APX и подобных). Однако, для многих задач оставался открытым
вопрос о том, с какой точностью они могут эффективно быть аппроксимированы,
существуют ли для них PTAS (polynomial time approximation scheme) или нет.

Существенный шаг в такого рода исследованиях был сделан с использовани-
ем концепции вероятностно проверяемых доказательств (probabilistically checkable
proofs). Знаменитая PCP-теорема (см., например, [7]) дала возможность доказатель-
ства несуществования PTAS для ряда задач: вершинное покрытие, SAT, 3-SAT, 2-
SAT, максимальный разрез, метрическая задача коммивояжера на минимум и др.
(при условии P 6= NP ). Та же техника позволила найти пороги неаппроксимируемо-
сти для ряда известных задач [13], [14]. Обычно, под порогом неаппроксимируемости
для оптимизационной задачи понимают значение f , для которого существование f -
приближенного полиномиального алгоритма влечет совпадение некоторых классов
сложности (типа P = NP , RP = NP и т.п.). Однако, хотя для некоторых задач и
удается достаточно точно определить пороги неаппроксимируемости (задача о по-
крытии, задача о клике и др.), для ряда задач прогресс не так значителен. Напри-
мер, для метрической задачи коммивояжера на минимум алгоритм Кристофидеса
является 1.5-приближенным, но доказано лишь, что существование полиномиаль-
ного 220/219-приближенного алгоритма влечет равенство P = NP [15]. Похожая
ситуация в задаче о вершинном покрытии и ряде других проблем, где исследования
продолжаются. Современные тенденции в данном направлении включают доказа-
тельства неаппроксимируемости в предположении некоторых гипотез, усиливающих
PCP-теорему [16].

Поскольку вероятностные алгоритмы иногда приводят к лучшим приближениям
в конкретных задачах дискретной оптимизации, то актуален вопрос: можно ли наде-
яться на получение лучших оценок точности аппроксимации в классе вероятностных
алгоритмов по сравнению с детерминированными алгоритмами? Ответ будет скорее
отрицательным в следующем смысле. Напомним, как обычно определяется точность
для вероятностных алгоритмов.

Определение. Вероятностный алгоритм A является r-приближенным, если для
любого входа I задачи алгоритм A находит допустимое решение A(I) такое, что
математическое ожидание значения целевой функции для A(I) (по случайным битам
алгоритма A) отличается от оптимального не более, чем в r раз.

Напомним, что класс f -APX определяется как множество оптимизационных за-
дач, имеющих полиномиальные f -приближенные алгоритмы. При этом f может за-
висеть от длины входа, например, log-APX – задачи, имеющие эффективные при-
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ближенные алгоритмы с логарифмической мультипликативной ошибкой, poly-APX
– задачи, эффективно приближаемые с мультипликативной ошибкой, ограниченной
некоторым полиномом от длины входа.

Утверждение. Для любой задачи на максимум из класса poly-APX из суще-
ствования r-приближенного полиномиального вероятностного алгоритма вытекает
существование полиномиального вероятностного алгоритма, который для любой кон-
станты c > 1 находит решение со значением целевой функции не менее (1− 1/Lc)r с
вероятностью не менее 1− 2−poly(L), где L – длина входа.

Как следствие, отсюда можно получить, что существование полиномиального ве-
роятностного f -приближенного алгоритма для оптимизационной задачи на макси-
мум из класса poly-APX, где f > cr (c > 1 – произвольная константа), а зада-
ча нахождения r-приближенного решения NP–трудна, влечет равенство RP = NP .
Аналогичное верно и для задач на минимум (без ограничения принадлежности клас-
су poly-APX). Таким образом, для задач дискретной оптимизации порог неаппрок-
симируемости в классе детерминированных алгоритмов сколь нибудь существенно
превзойти в классе вероятностных алгоритмов скорее всего нельзя при разумных
теоретико-сложностных гипотезах (RP 6= NP ).

Еще одним важным направлением применения вероятностных методов в дискрет-
ной оптимизации является анализ поведения алгоритмов в типичном случае (на слу-
чайных входных данных). Исследования в этом направлении ведутся давно [17], [18],
[19] и достаточно успешно, хотя ситуация с анализом поведения алгоритмов на слу-
чайных входах не так ясна, как при аналогичном анализе по худшему случаю. Наи-
более глубокие результаты получены для задач, для которых традиционно в течение
длительного времени исследуется качество алгоритмов на случайных данных: алго-
ритмических проблем для случайных графов [19], проблемы выполнимости к.н.ф. и
т.п.

Подход, более требовательный к понятию эффективности на типичных входах,
заключается в исследовании полиномиальных в среднем алгоритмов. Классические
исследования по анализу сложности в среднем проведены для симплекс-метода реше-
ния задач линейного программирования [20], усиленные затем в теории сглаженной
сложности [21] и разработке вероятностного полиномиального варианта симплекс-
метода [22]. Однако, теория сложности в среднем, разработанная применительно к
сводимостям задач с вероятностными распределениями на входах, не смогла дойти до
практически значимых задач в отличие теории NP–полноты, теории APX–полноты
и т.д. [23], [24].

Для задач дискретной оптимизации эта проблематика только набирает силу. Срав-
нительно недавно была доказана полиномиальность в среднем одного классического
алгоритма, основанного на методе динамического программирования, для задачи о
рюкзаке [25] и для задачи о рюкзаке с фиксированным числом ограничений [26].
Однако, проблемы анализа сложности общих методов решения задач дискретной оп-
тмизации на типичных данных (метода ветвей и границ, метода отсечений и т.п.)
изучены недостаточно [27]. Возможно более глубоко проблематика, аналогичная ме-
тоду ветвей и границ, исследована в логике (см. например [28]) для процедур типа
Дэвиса-Путнама проверки выполнимости булевой формулы, и при получении ниж-
них оценок длины минимального вывода и его эффективной аппроксимируемости
[29]. В докладе предполагается рассмотреть перспективы получения подобных ре-
зультатов для задач целочисленного линейного программирования.
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В докладе также будет затронута важная тема, связанная с применением вероят-
ностных методов для построения приближенных алгоритмов решения многокритери-
альных задач дискретной оптимизации и задачей оценки размера множеств Парето
в типичном случае. В частности, в [30] удалось получить полиномиальные верхние
оценки математического ожидания мощности множества Парето-оптимальных реше-
ний для произвольной задачи булевой оптимизации с фиксированным числом линей-
ных критериев со случайными коэффициентами. Однако, степень полинома зависит
от числа критериев экспоненциально и актуальной является задача получения более
точных оценок.

Работа поддержана грантом РФФИ 10-01-00768.
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АППРОКСИМАЦИЯ И ВИЗУАЛИЗАЦИЯ ГРАНИЦЫ ПАРЕТО В ЗАДАЧЕ
ДИСКРЕТНОЙ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

А. В. Лотов

В статье рассматривается подход к задачам многокритериальной оптимизации
(МКО), основанный на визуализации границы Парето и предназначенный для под-
держки принятия решений в широком классе задач с числом критериев до семи-
восьми. Описываемый подход был использован как в случае непрерывных задач
(выпуклых и невыпуклых), так и в случае задач дискретной оптимизации. В ста-
тье сначала дается общее представление о подходе, а затем более подробно описы-
ваются методы, предназначенные для дискретных задач МКО с конечным числом
вариантов.

Общее описание подхода
Пусть заданы множество допустимых решений X ⊂ W , где W – некоторое про-

странство решений, и отображение f : W → Rm, сопоставляющее решению x ∈ W
вектор критериев. Под множеством достижимых критериальных векторов будем по-
нимать множество Z = f(X). Предположим для определенности, что предпочтитель-
но уменьшение значений каждого из m критериев (при прочих равных). Тогда между
векторами Rm можно ввести соотношение частичного порядка — доминирование по
Парето: вектор z∗∗ ∈ Rm доминирует вектор z∗ ∈ Rm, если z∗∗j ≤ z∗j для j = 1, ..., m
и z∗∗ 6= z∗. На основе этого понятия можно ввести понятие критериального вектора,
оптимального по Парето на множестве Z: вектор z∗ ∈ Z является оптимальным по
Парето, если среди векторов z ∈ Z не найдется вектора, доминирующего z∗ по Паре-
то. Точки Z, оптимальные по Парето, составляют границу Парето P (Z) множества
Z, которая может содержать либо бесконечное число различных решений (в непре-
рывных задачах), либо большое конечное число (в дискретных задачах). Множество
эффективных решений P (X) задается как P (X) = {x ∈ X : f(x) ∈ P (Z)}.

Множество P (X) является теоретическим решением задачи МКО. Наличие бо-
лее чем одной точки в P (X) — принципиальное отличие задач МКО от задач с
единственным критерием. На практике, однако, требуется выбрать единственное ре-
шение x∗ ∈ P (X) из совокупности математически эквивалентных решений P (X). В
методах МКО для этого обычно предлагается использовать предпочтения лица, при-
нимающего решение (ЛПР). Поэтому такие методы являются методами поддержки
принятия решений.

В большинстве методов поддержки принятия решений на основе задач МКО
используется оптимизация некоторых скалярных функций критериев, которые назы-
вают свертками критериев. В целом методы МКО укладываются в четыре основных
направления, отличающихся ролью ЛПР (см. подробнее в [1]):

1) методы без учета предпочтений ЛПР: на основе объективных характеристик
задачи МКО строится свертка критериев; поиск решения основан на максимизации
этой свертки; ЛПР может лишь принять или отвергнуть найденное решение;

2) методы, основанные на вовлечение ЛПР в процесс построения свертки кри-
териев: строится функция полезности (ценности), позволяющая сравнить два любых
возможных решения по их полезности для ЛПР; поиск наилучшего решения основан
на максимизации свертки;

3) интерактивные (итеративные) методы: берется исходная свертка и от ите-
рации к итерации осуществляется модификация ее параметров на основе степени
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удовлетворенности ЛПР результатами ее максимизации;
4) методы, основанные на аппроксимации границы Парето: ЛПР изучает границу

Парето и указывает ее предпочтительную точку, по которой находится решение.
Обратим внимание на то, что участие ЛПР выводит методы решения задачи МКО

за рамки математики и требует использования методов психологии для их анализа.
Как видно, к теоретическому пониманию решения задачи МКО наиболее близко

стоят методы, основанные на аппроксимации границы Парето (эти методы называют
также методами недоминируемой границы или апостериорными методами). Наибо-
лее многочисленными, однако, являются методы второй и третьей групп, посколь-
ку они не требуют решения трудной задачи аппроксимации границы Парето, а в
плане вычислений позволяют обойтись решением задачи оптимизации, не вызываю-
щей принципиальных затруднений. Вопрос о том, может ли ЛПР последовательно и
устойчиво отвечать на вопросы о своих предпочтениях и, следовательно, в какой сте-
пени свертки, используемые в методах второго и третьего подходов, соответствуют
предпочтениям ЛПР, является вопросом из области психологии и многими автора-
ми попросту игнорируется. Анализ этой проблемы проведен в [1], где показано, что
большинство вопросов, предлагаемых ЛПР в таких методах, слишком сложны для
того, чтобы ответы на них были надежны.

Методы четвертой группы в последнее время вызывают повышенный интерес в
связи с отсутствием в них необходимости выявлять предпочтения ЛПР до предостав-
ления информации об эффективных решениях. Уже давно известно, что в случае
двух критериев именно построение границы Парето, ее изображение на плоскости и
прямой выбор предпочтительной критериальной точки является наиболее практич-
ным подходом к задачам МКО [2, 3]. Такая методика, однако, не переносится сразу
на случай более чем двух критериев. Были разработаны методы аппроксимации гра-
ницы Парето конечным набором большого числа многомерных критериальных точек
с дальнейшим ее представлением ЛПР в виде списка многомерных точек, но выбор
из такого списка оказался слишком трудоемким для ЛПР [1]. Поэтому на практике
такие методы используются мало.

Выход из этой ситуации нашелся в визуализации границы Парето. Один из пер-
вых методов такого рода был предложен нами еще в 1970-х годах, а в 1980-х го-
дах были разработаны эффективные вычислительные методы для линейных задач
МКО. В предложенном нами методе, получившем название метода достижимых
целей (МДЦ), вместо P (Z) аппроксимируется множество, называемое оболочкой
Эджворта-Парето (ОЭП) множества Z и определяемое в задаче многокритериаль-
ной минимизации как H(Z) = {z ∈ Rm : z = z′ + z′′ где z′ ∈ Z, z′′ ≥ 0}. Наряду
с достижимыми точками H(Z) содержит все критериальные точки, доминируемые
P (Z). Выбор H(Z) как объекта аппроксимации вместо Z или P (Z) объясняется тем,
что P (H(Z)) = P (Z), а также удобством его аппроксимации и визуализации в виде
наборов двумерных сечений. Граница Парето визуализируется в виде эффективных
границ двухкритериальных сечений ОЭП. Наборы сечений (карты решений) изобра-
жаются по запросу ЛПР; используется также анимация карт решений. Многолетнее
практическое применение МДЦ для анализа экономических, экологических и других
сложных систем показывает, что у ЛПР при этом складывается представление о вза-
имосвязи недоминируемых значений критериев (о так называемых критериальных
замещениях), что позволяет ЛПР сознательно выбрать предпочтительную точку на
границе Парето, по которой находится соответствующее решение [4, 5].
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Аппроксимация ОЭП в выпуклом случае
Аппроксимация ОЭП — главная математическая проблема, которую потребова-

лось решить при реализации МДЦ. Для обеспечения диалоговой визуализации ОЭП
его двумерными сечениями это множество должно быть аппроксимировано просты-
ми телами, сечения которых рассчитываются достаточно быстро. В выпуклом случае
в качестве аппроксимирующих тел берутся выпуклые многогранные множества, а в
невыпуклом случае — объединения многомерных конусов [5].

В выпуклом случае аппроксимация ОЭП основана на комбинации скалярной оп-
тимизации и свертывания систем линейных неравенств. Поскольку ОЭП представ-
ляет собой сумму выпуклого множества и конуса, рассматриваемая задача тесно
связана с классической задачей полиэдральной аппроксимации многомерных вы-
пуклых тел, для которой и разрабатываются методы аппроксимации, которые за-
тем переносятся на случай ОЭП. Нами были разработаны адаптивные итераци-
онные методы аппроксимации многомерных выпуклых компактных тел последова-
тельностями вписанных многогранников P k, k = 0, 1, . . . с растущим числом вер-
шин, лежащих на границе аппроксимируемого тела C. Последующий многогран-
ник строится на основе предыдущего с использованием расчетов опорной функции
gC(u) = sup{< u, y >: y ∈ C} для адаптивно выбранных направлений u из еди-
ничного шара. Наибольшее распространение получил метод уточнения оценки (УО),
предложенный нами в 1982 году и являющийся первым методом такого типа.

Перед началом очередной (k + 1)-й итерации метода УО должен быть задан мно-
гогранник P k сразу в двух формах: в виде списка вершин и в виде системы линейных
неравенств, множество решений которой совпадает с P k.

Шаг 1. Для направлений, задаваемых нормальными векторами граней много-
гранника P k, рассчитывается отклонение множества C от этого многогранника. На-
ходится та грань P k, для которой достигается максимальное отклонение. Кладем
P k+1 = conv {z∗, P k}, где z∗ — точка границы C, наиболее отстоящая от найденной
грани.

Шаг 2. Строится такая система линейных неравенств, множество решений кото-
рой совпадает с P k+1.

Эксперименты и практическое использование метода УО показали его эффектив-
ность при аппроксимации ОЭП, если число критериев не превосходит семи-восьми.
Теоретический анализ метода УО и других методов полиэдральной аппроксимации
выпуклых тел основан на сравнении построенных многогранников с “образцовыми”
последовательностями многогранников, дающих наилучшую аппроксимацию тела
(многогранников наилучшей аппроксимации). Такие многогранники обычно не уда-
ется построить, но знание их свойств дает основу для изучения эффективности ре-
ализуемых методов аппроксимации. Была разработана теория методов полиэдраль-
ной аппроксимации многомерных выпуклых тел [6]. В частности, было показано,
что метод УО является асимптотически оптимальным по порядку числа вершин и
по порядку числа вычислений опорной функции.

Одной из задач, решенных на пути реализации МДЦ, является построение P k+1 в
виде множества решений системы линейных неравенств. Метод решения этой задачи,
устойчивый по отношению к ошибкам округления, был разработан О.Л. Черных
[7]. Метод базируется на идеях метода свертывания систем линейных неравенств,
предложенного С.Н. Черниковым [8].

В проблемах МКО опорная функция H(Z) рассчитывается на основе решения
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задачи оптимизации функции < u, f(x) > на множестве допустимых решений X.
Единственное отличие метода аппроксимации ОЭП от метода аппроксимации ком-
пактного множества состоит в том, что направления u берутся из пересечения еди-
ничного шара с неположительным конусом.

Визуализация границы Парето в дискретных задачах
Для поддержки многокритериального выбора из конечного числа альтернатив на

основе визуализации границы Парето был предложен метод разумных целей (МРЦ).
В рамках МРЦ вместо H(Z) аппроксимируется conv H(Z). Процесс поддержки при-
нятия решения состоит в том, что ЛПР изучает P (conv H(Z)), представляемую в
виде карт решений аналогично выпуклым задачам. ЛПР назначает на P (conv H(Z))
предпочтительную точку ŷ, которая теперь, вообще говоря, не достижима и поэто-
му называется разумной целью. Далее находится небольшое число альтернатив X̂,
критериальные точки которых в каком-то смысле близки к цели.

В исходном варианте МРЦ, предложенном в [9], предполагается, что альтерна-
тивы заданы конечным множеством критериальных точек Y = {y1, . . . , yN}. Тогда
аппроксимация conv H(Z) не составляет труда — она осуществляется с помощью
метода УО. Разумная цель ŷ используется для выбора из Y некоторого подмноже-
ства Ŷ , состоящего из нескольких оптимальных по Парето точек, близких к ŷ. По Ŷ
находится множество альтернатив X̂. Окончательное решение ЛПР выбирает из X̂
напрямую или используя специальные методы поддержки принятия решений, пред-
назначенные для работы с малым числом альтернатив.

Для построения Ŷ в МРЦ можно использовать различные подходы. В [9] был
предложен алгоритм, имеющий теоретическое обоснование. Его идея состоит в ис-
пользовании предположения о том, что достижение значений критериев, заданных
ŷ, много важнее превышения этих значений.

МРЦ показал себя эффективным средством поддержки многокритериального вы-
бора из конечного числа альтернатив с количественными критериями при числе кри-
териев до восьми [5], результаты его практического использования в сети Интернет
описаны в [11]. В то же время, исходный вариант МРЦ применим только в случае от-
носительно малого числа альтернатив (в изученных задачах их максимальное число
составляло около 400 тысяч [10]). Для случая значительно большого числа альтер-
натив потребовалось разработать методы аппроксимации conv H(Z), не требующие
расчета всех критериальных точек. Рассматривалась задача

f (x) → min, x ∈ X = {x ∈ X0|wi (x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , k} ,

где X0 = {0, 1...K}n — целочисленный куб. Предполагалось, что f(·) является моно-
тонно возрастающей по части переменных и монотонно убывающей по остальным и
что ограничения также монотонны.

Было разработано два метода решения этой задачи: метод квазиразумных целей
(МКРЦ) и МРЦ для большого числа альтернатив. В МКРЦ [12] рассматривается ре-
лаксированная задача, получаемая из исходной задачи исключением требования це-
лочисленности. Предлагается аппроксимировать ОЭП релаксированной задачи, для
чего могут быть использованы методы, разработанные ранее для непрерывных за-
дач. ЛПР предлагается указать цель ŷ (называемую в данном случае квазиразумной)
на границе Парето аппроксимации ОЭП релаксированной задачи. Далее, аналогично
исходному МРЦ, по цели требуется найти множество альтернатив X̂, порождающих
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множество Ŷ , однако уже без использования всех точек Y . Для решения задачи на-
хождения X̂ был разработан алгоритм, применимый в случае монотонных функции
и использующий идеи метода ветвей и границ.

В МРЦ для большого числа альтернатив [13] применяется метод полиэдральной
аппроксимации conv H(Z), использовавшийся в прикладной задаче с 1032 альтерна-
тивами и моделью, заданной в виде черного ящика. Метод основан на синтезе идей
метода ветвей и границ и методов адаптивной полиэдральной аппроксимации вы-
пуклых тел. А.И.Поспелов в кандидатской диссертации получил оценки зависимости
точности аппроксимации conv H(Z) от числа вершин многогранника, построенного
этим методом.

Работа поддержана грантом РФФИ 10-01-00199, ПФИ Президиума РАН П-2 и
ПФИ ОМН РАН № 3.
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VARIABLE NEIGHBOURHOOD SEARCH PUMP AND DIVING
FOR MIP INITIALISATION

N. Mladenović, S. Hanafi, J. Lazić

The 0-1 Mixed Integer Programming (0-1 MIP) problem can be formulated as follows:

(P ) min{cT x | x ∈ X}, (1)

where X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b, xj ≥ 0 for j = 1, . . . , n, xj ∈ {0, 1} for j = 1, . . . , p ≤ n}
is the feasible set, cT x is the objective function, and x ∈ X are the feasible solutions.
Finding an initial feasible solution for Mixed Integer Programs (MIPs) is NP–complete
[8], and can be very hard in practice. Several methods that increase speed of finding a
first initial solution, like Feasibility pump [2] and its modifications [1, 3], have already
been included into CPLEX, the best known commercial software for solving MIPs. In this
paper we propose two new Variable Neighbourhood Search (VNS) [7] based heuristics of
that kind for 0-1 MIPs.

The first heuristic, called Variable Neighbourhood Pump (VNP), combines ideas of
Feasibility Pump (FP) [2] and Variable Neighbourhood Branching (VNB) [5] heuristics.
It uses FP to obtain a near-feasible solution vector, which is then passed as a starting
vector to VNB local search, which attempts to locate the feasible solution of the original
problem. If VNB fails to detect the feasible solution due to the time or neighbourhood
size limitations, a pseudo-cut is added to the current subproblem in order to change the
linear relaxation solution, and the process is iterated. The pseudo-code of the modified
constructive VNB heuristic which is applied to a solution vector passed from the FP
pumping cycle is given in Figure . Statement y = MIPSolve(P, x) denotes a call to a
generic MIP solver, with x as a starting solution and y as an output solution. For a given
MIP problem P , P (k, x′) denotes a problem derived from P by adding the constraint
δ(x, x′) ≥ k to P , where δ is a Hamming distance in the solution space X.

VNB(P, x′, kmin, kstep, kmax)
1 k = kmin; status = “noFeasibleSolFound”;
2 while (k ≤ kmax && (status == “noFeasibleSolFound”) do
3 x′′ = MIPSolve(P (k, x′), x′);
4 status = getSolutionStatus(P (k, x′));
5 if (status == “noFeasibleSolFound”) then
6 Add (reverse last) pseudo-cut (into) δ(x′, x) ≥ k + kstep;
7 k = k + kstep;
8 else
9 x′ = x′′;

10 endif
11 end
12 return x′.

Fig. 1: Constructive VNB.

The second heuristic, called Variable Neighbourhood Search Diving (VNS Diving
for short), performs systematic hard variable fixing according to the rules of Variable
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Neighbourhood Decomposition Search (VNDS) [4], in order to generate smaller subproblems
whose feasible solution (if one exists) is also feasible for the original problem. A similar
approach was proposed in [6] for optimising 0-1 MIPs starting from a given initial MIP
feasible solution. Pseudo-cuts are added during the search process in order to prevent the
exploration of already visited search space areas. In fact, VNS Diving represents a simple
modification of the original VNDS for 0-1 MIPs, adjusted to address the MIP feasibility.
The original VNDS pseudo-code can be found in [6].

Fig.2: Solution quality of the first feasible solution as obtained by CPLEX, VNP
and VNS Diving, respectively - part I.

Proposed heuristics were tested on an established benchmark of 83 instances and
compared with the CPLEX 11.1 MIP solver. Solution quality results are summarised in
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Figures 2 and 3. Based on the average best solution gap and average rank values, we can
conclude that both methods significantly outperform the CPLEXMIP solver regarding the
solution quality. Regarding the computational time, the difference between the methods
is not that remarkable. Still, VNS Diving has the smallest average computational time of
78.26 seconds, VNP is the second best method with average running time 85.77 seconds
and the CPLEX MIP solver is the slowest with 90.88 seconds average running time. It
is also noteworthy that both of our proposed heuristics successfully solved all of the 83
instances from the benchmark, whereas CPLEX failed to find a feasible solution for one
instance.

Fig.3: Solution quality of the first feasible solution as obtained by CPLEX, VNP
and VNS Diving, respectively - part II.
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In summary, the CPLEX MIP solver is outperformed by both heuristics: significantly
regarding the solution quality, and only slightly regarding the computational time. Furthermore,
hard variable fixing (VNS Diving) appears to be more effective for finding 0-1 MIP feasible
solutions than soft variable fixing (VNS Branching). Our future work regarding the 0-1
MIP feasibility may consist of designing a multi-objective VNS heuristic, which would
attempt to tackle both the infeasibility and original objective quality during the search
process.
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УСКОРЕННЫЕ ФЕЙЕРОВСКИЕ АЛГОРИТМЫ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ И РАВНОВЕСИЯ

Е. А. Нурминский, Н. Б. Шамрай

Проблемы поиска состояний равновесия сложных систем, определения стацио-
нарных точек монотонных отображений являются частыми объектами изучения в
теории и практике исследования операций [1]. Одним из общих направлений раз-
вития алгоритмического аппарата в этих областях являются фейеровские процессы
[2], представляющие собой удобный инструмент для изучения сходимости многих
численных методов. Особой привлекательностью фейеровских процессов является
возможность их комбинации с различными видами декомпозиционных схем и по-
строения методов, удобных для параллельных вычислений. В работе будут пред-
ставлены результаты исследований фейеровских процессов с малыми возмущениями
[3] и предложены новые правила управления шаговым множителем, позволяющие
ускорить сходимость процессов. Показано, как предлагаемые итерационные схемы
можно адаптировать к решению задач оптимизации и поиска экономических равно-
весий [5],[6]. Все результаты получены в конечномерном евклидовом пространстве E
со скалярным произведением xy и нормой ‖x‖ =

√
xx.

Фейеровский процесс определяется рекурсивным соотношением

xk+1 = F (xk), k = 0, 1, . . . (1)

где F (·) — фейеровский оператор, x0 — некоторая начальная точка. Фейеровский
оператор F : E → E определяется относительно некоторого заданного множества V
и обладает следующим свойством

‖F (x)− v‖ ≤ ‖x− v‖, ∀v ∈ V. (2)

Нетрудно видеть, что из условия (2) непосредственно следует, что любая точка v ∈ V
является неподвижной для оператора F . Везде далее будем предполагать, что мно-
жество V замкнуто и выпукло. В теории фейеровских процессов изучаются условия
при которых последовательность (1) в том или ином смысле сходится к множеству V
[2]. На самом деле, чтобы гарантировать сходимость (1) к V требуются более сильные
условия притяжения, чем (2) и в работе рассматривается следующая модификация
свойств фейеровского оператора.

Определение 1. Фейеровский оператор F назовем локально сильно фейеровским,
если для любого x̄ /∈ V существует окрестность нуля U и число α < 1 такие, что
‖F (x)− v‖ ≤ α‖x− v‖ для всех v ∈ V и x ∈ x̄ + U .

С целью развития теории фейеровских процессов и будущих приложений рас-
сматривается следующее обобщение процесса (1):

xk+1 = Fk(x
k + zk), k = 0, 1, . . . (3)

где zk — произвольное малое возмущение (zk → 0), Fk выбирается из некоторого
конечного набора F = {φi, i = 1, 2, . . . ,M} локально сильно фейеровских операторов
относительно множеств Vi соответственно.
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Особый интерес представляет случай, когда совокупность множеств Vi в пересече-

нии образует непустое множество V =
M⋂
i=1

Vi и каждый оператор φi является локально

сильно фейеровским относительно соответствующего ему множества Vi.
При весьма необременительных предположениях может быть доказана следую-

щая теорема сходимости.

Теорема 1. Пусть F = {φi, i = 1, 2, . . . , M} — семейство локально сильно фейе-
ровских операторов относительно множеств Vi, i = 1, 2, . . . , M и в (3) оператор Fk

выбирается как один из элементов подсемейства Fk = {φ(x), i : xk /∈ Vi}, zk → 0 при
k → ∞. Тогда, если последовательность {xk} ограничена, то любая ее предельная
точка принадлежит V .

Приведенная теорема показывает, что исчезающее возмущение zk не нарушает
свойства сходимости процессов типа (3) к множеству V . При этом для решения за-
дач оптимизации и равновесия возмущение zk можно использовать, чтобы направить
процесс к некоторому подмножеству Z ⊂ V , например множеству решений исходной
задачи. Для достижения такого рода сходимости необходимо выбирать возмущение
zk исходя из специфики решаемой задачи.

Перепишем процесс (3) в более удобной для исследований форме:

xk+1 = Fk(x
k + λkd

k), dk ∈ D(xk), k = 0, 1, . . . , (4)

где D : E → 2E — точечно-множественное отображение, λk — шаговый множитель.
Для сходимости (4) достаточно ввести следующее условие на множество D.

Определение 2. Точечно-множественное отображение D : E → 2E называется ло-
кально сильным аттрактантом множества Z ⊂ V если для любого x′ ∈ V \Z найдется
окрестность нуля U такая, что

g(z − x) ≥ δ > 0

для всех z ∈ Z, x ∈ x′ + U, g ∈ D(x) и некоторого δ > 0.

Имеет место следующая теорема сходимости.

Теорема 2. Пусть F = {φi, i = 1, 2, . . . ,M} семейство непрерывных и локально
сильно фейеровских операторов относительно соответствующих множеств Vi и для
любого x /∈ V = ∩M

i=1Vi существует номер ι ∈ {1, 2, . . . ,M} такой, что φι — локально
сильно фейеровский, D(·) — локально сильный аттрактант множества Z ⊂ V . Тогда,
если последовательность {xk} ограничена, то процесс

xk+1 = Fk(x
k + λkd

k), dk ∈ D(xk), Fk = φιk , где ιk такой, что xk + λkd
k /∈ Vιk , (5)

сходится к множеству Z при λk → +0 и
∑

k→∞ λk = ∞.

Основным недостатком теоремы 2 является условия выбора шагового множите-
ля λk, которые на практике приводят к медленной сходимости процесса. Поэтому
представляет существенный практический и теоретический интерес развитие адап-
тивных правил управления шаговыми множителями λk, позволяющих ускорить ал-
горитм (4).
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Общая идея управления величиной шагового множителя может быть основана на
следующем условии стационарности:

0 ∈ D(x) + N+
V (x), (6)

где N+
V (x) нормальный конус к множеству V в точке x, которое выполняется как

для оптимизационных задач в виде необходимых условий экстремума, так и для
вариационных неравенств, как характеристика корней проективного уравнения.

Перепишем (4) в виде

xk+1 = xk + λkp
k, pk = (Fk(x

k + λkd
k)− xk)/λk (7)

и обозначим P (k,m) = conv{pk, pk+1, . . . , pm}.
Для заданной последовательности θt → +0 при t → ∞ определим последова-

тельность индексов {kt} и шаговые множители λk такие, что выполнены следующие
условия.

1. Для t = 0 определим kt = 0 и зафиксируем произвольное положительное λ0.
Выберем q ∈ (0, 1).

2. Для данных t и kt определим индекс kt+1 такой, что

0 /∈ P (kt, s) + θtB, kt ≤ s < kt+1, 0 ∈ P (kt, kt+1) + θtB (8)

при λs = λkt для kt ≤ s < kt+1.

3. Положим
λkt+1 = qλkt . (9)

4. Увеличиваем номер итерации t = t + 1 и повторяем итерации (7) для текущего
значения λk.

Другими словами, по условию (8) первый переход к шагу kt+1 после kt осуществ-
ляется тогда, когда 0 ∈ conv{pkt , pkt+1, . . . , pkt+1}+θtB, при этом шаговый множитель
уменьшается согласно (9) на величину q < 1. Если построенная таким образом по-
следовательность {kt} бесконечна, то, грубо говоря, часть последовательности {xk}
при kt ≤ k ≤ kt+1 сходится к точке x∗, удовлетворяющей условию стационарности
0 ∈ D(x∗) + N+

V (x∗).
Доказательство сходимости итерационного процесса (4) с применением описанной

выше схемы выбора шагового множителя опирается на методику [8], использующую
следующие общие условия типа Ляпунова для последовательности итераций {xk}.
A1 Последовательность {xk} ограничена.

A2 Для {xkt} → x′ при t → ∞, где x′ /∈ X∗, существует ε > 0 такое, что для
любого t выполнено

mt = inf
m>kt

{m : ‖xkt − xm‖ > ε} < ∞.
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A3 Существует непрерывная функция W (x) : E → R такая, что

lim sup
t→∞

W (xmt) < lim
t→∞

W (xkt) = W (x′)

для любых подпоследовательностей {xkt}, {xmt}, удовлетворяющих условиюA2.

A4 Множество W∗ = {W (x∗), x∗ ∈ X∗} такое, что множество R \W∗ всюду плотно.

A5 Если {xkt} → x∗ ∈ X∗, то ‖xkt+1 − xkt‖ → 0 при t →∞.

Если условия A1–A5 выполнены, то можно показать, что все предельные точки
последовательности {xk} принадлежат X∗.

Практическая реализация приведенного правила регулировки шагового множите-
ля требует применения отдельного численного метода для определения того факта,
что имеющаяся точка (в нашем случае это начало координат) принадлежит поли-
топу, заданному как выпуклая оболочка конечного числа данных точек. Дополни-
тельным осложняющим обстоятельством является то, что количество таких точек
как правило существенно больше, чем размерность пространства переменных, кото-
рая в свою очередь также может быть высокой. Для решения таких задач получен
достаточно большой опыт использования проективных алгоритмов [8], основанных
на последовательных проекциях на аффинные подпространства, порождаемых ис-
ходным политопом. Эти алгоритмы имеют глобальную ”лучше чем линейную” схо-
димость, допускают рестарт с предыдущего решения, что значительно уменьшает
вычислительные затраты и делает возможным параллелизацию процесса.

В качестве объекта приложений полученных результатов рассмотрены задачи ре-
шения вариационных неравенств: найти x∗ ∈ V такой, что

G(x∗)(x− x∗) ≥ 0 ∀x ∈ V, (10)

где G : Ω → E — непрерывное отображение, Ω ⊆ E — открытое множество, V ⊂ Ω —
непустое выпуклое замкнутое множество. Одним из общих подходов к поиску точки
x∗ является решение линеаризованного вариационного неравенства

(G(xk) + λ−1
k Ak(x

k+1 − xk))(x− xk+1) ≥ 0 ∀x ∈ V,

где Ak — положительно определенная матрица. Если Ak единичная матрица, то эта
схема переходит в проективный метод решения вариационных неравенств

xk+1 = πV (xk − λkG(xk)), k = 0, 1, 2, . . . , (11)

где πV — проекция на множество V . Метод привлекает простотой своей итерацион-
ной схемы и не предполагает вычисления градиентов или субградиентов отображения
G. Для простых множеств V , например, гиперплоскости, полупространства, сферы,
операцию проектирования можно вычислить аналитически. Однако, если множество
V имеет сложную структуру, то вычисление проекции эквивалентно решению зада-
чи выпуклого квадратичного программирования, что, очевидно, снижает эффектив-
ность алгоритма (11).

В случае экономико-математических задач равновесия, формализуемых в виде
вариационного неравенства (10), допустимая область V обычно представима в ви-

де V =
M⋂
i=1

Vi пересечения конечного числа выпуклых замкнутых супермножеств Vi
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типа полупространств или положительных ортантов, операция проектирования на
которые легко реализуема. Тогда для решения (10) может быть использован метод
последовательных проекций:

xk+1 = πVi
(xk − λkG(xk)), i : xk − λkG(xk) /∈ Vi, k = 0, 1, 2, . . . , (12)

Сходимость процесса (12) обеспечивается теоремами 1, 2 и следующими свойствами.

Утверждение 1. Пусть V̄ — произвольное выпуклое замкнутое супермножество V ,
то есть V ⊆ V̄ . Если множество V ограничено, то для любой точки y′ /∈ V̄ операция
проектирования πV̄ (·) является локально сильно фейеровским оператором относи-
тельно V .

Утверждение 2. Если отображение G вариационного неравенства (10) псевдомоно-
тонно на V , то отображение −G является аттрактантом множества решений вариа-
ционного неравенства.

Детали вычислительных экспериментов представлены в докладе.
Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00042-а.
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ТЕОРИЯ S-ГИПЕРСЕТЕЙ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ В ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ
СИСТЕМ СЕТЕВОЙ СТРУКТУР

В. К. Попков

В работе рассматриваются основные определения теории S-гиперсетей, приво-
дится классификация математических моделей структур в рамках данной теории.
Рассматриваются задачи оптимизации некоторых систем сетевой структуры и их
формальные постановки в рамках теории S–гиперсетей. Предлагаются подходы к их
решению, и оценивается сложность представленных задач. Сначала приведем опре-
деление простой гиперсети, в которой элементы в виде узла, однотипны, а линейные
элементы (ветви, ребра) имеют различную природу [1].

Шестерка, состоящая из трех множеств и трех отображений NS = (X,V,R;
P, F,W ) называется гиперсетью, если ∀v ∈ V |P (v)| = 2, ∀r ∈ R |W (r)| = 2, ∀r ∈ R
множество F (r) ⊆ V составляет маршрут в графе PS = (X,V ).

Таким образом, первичная PS и вторичная сети WS гиперсети NS являются
графами, а F отображает ребра WS = (X,R) в маршруты графа PS = (X, V ). Так
как множество F (r) является маршрутом, то отображение F единственным образом
определяет отображение W . Действительно, концевые вершины маршрута F (r) яв-
ляются одновременно концами ребра r, то есть гиперсеть NS можно задать пятеркой
(X,V,R; P, F ). Теперь приведем формальное определение S–гиперсети. Пусть зада-
но множество графов (гиперграфов) G0 = (X0, V ), G1 = (X1, U1),. . .,Gk = (Xk, Uk)
и корневое дерево T0 = (Z,R), где Z = z0, z1, . . ., zk, R = r1, . . ., rk определяющее
вложение графов Gj в Gi, (i < j), которое аналогично вложениям определяемым
для гиперсетей, за тем лишь исключением, что вершины xi

k и xj
l графов Gi и Gj не

тождественны, а инцидентны. Очевидно, что одной и той же вершине xi
k может быть

инцидентно несколько вершин Xj
k = {xj1

k1
, xj2

k2
, . . . , xjl

kl
} из l графов {Gjs}, s = 1, . . . , l.

На множестве вершин Xj
k определяется Lj = (Xj

k, E). Вершины xji

kj
и xjs

ks
смежные в

Lj, если соответствующие графы Gji
и Gjs вершине xi

k имеют некоторую системооб-
разующую связь l(xji , xjs). В противном случае эти вершины не связаны. Также как
в гиперсетях ребру uj

l ∈ Gj в графе Gi сопоставляется цепь или некоторая связная
часть между соответствующими вершинами из Gi.

S-гиперсеть с помощью нижеприведенных матриц можно задать однозначно с
точностью до нумерации вершин и ребер. Графы Gi, i = 1, . . . , k задаются своими
матрицами инцидентности {M i = (ck

n)}. Вложения графов определяются системой
матриц инциденций {M i

j(a
l
t),N

i
j(b

d
p)}, где в матрице M i

j , al
t = 1, если вершина xl ∈ Gi

инцидентна вершине xt ∈ Gj, (i < j) и al
t = 0, в противном случае.

Пусть N i
j(b

d
p)- матрица инциденций ребер, имеем bd

p = 1, если ребро up ∈ Gj -
вторичной сети инцидентно ветви ud ∈ Gj - первичной сети и bd

p = 0 в противном
случае. Представление S-гиперсети заканчивается системой матриц смежности M̃ i

z =

(sr
f ). Пусть вершине xi

z ∈ Gi инцидентны вершины {Xjp

l ∈ Gjp}, тогда матрицы
смежности M̃ i

z = (sri
f ) определяют смежность этих вершин в xi

zi
.

Отсюда следует, что S-гиперсеть SHN = (G0, G1, . . . , Gk) однозначно задается
следующей системой матриц:

1. M i(cli

pi) — матрица инциденций графов Gi, i = 0, . . . , k; li = 1, . . . , ni;
pi = 1, . . . , mi, где k + 1 — число графов в SHN , ni — число вершин в графе Gi,
mi — число ребер в графе Gi.
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2. {M i
j(a

li
tj),N

i
j(b

di
pj

)}, где i, j = 0, . . . , k; (i < j); li = 1, . . . , ni; tj = 1, . . . , nj;
di = 1, . . . ,mi; pj = 1, . . . ,mj. Матрицы инциденций определяющие вложение гра-
фов Gj в граф Gi.

3. M̃ i
zi

= (sri
fd

) — матрицы смежностей вершин графов вторичных сетей в первич-
ной сети. i = 0, . . . , k; zi = 1, . . . , ni; f, d = 1, . . . , n, т.е. sri

fd
= 1, если вершины f и d из

графов {Gj} инцидентны вершине zi, и они смежные в узле первичной сети, иначе
sri

fd
= 0.
Вообще говоря, на сегодняшний день наибольшее число приложений теории ги-

персетей и S-гиперсетей падает на электросвязь и транспорт. Поэтому, большая часть
задач, рассматриваемая в докладе, посвящена именно этим направлениям. Тем не
менее, уже сейчас видно, что данная теория S-гиперсетей применима для анализа
и синтеза многих других систем сетевой структуры. Особый интерес вызывают за-
дачи анализа межсетевых структурных взаимодействий сложных систем различной
природы.

В ранних работах автора в основном все приложения теории гиперсетей лежали
в области телекоммуникаций и связи [2]. В работе [3] рассмотрены некоторые задачи
оптимизации транспортных сетей мегаполиса и, которые в настоящее время активно
исследуются в ИВМиМГ СО РАН.

В данной работе подробно рассмотрены топологические свойства S-гиперсетей,
которые имеют практическое значение для синтеза и анализа транспортной системы
города. Для понимания, топологических задач необходимо рассмотреть различные
типы вложений вторичных сетей в первичные.

Рассмотрим типы отображений графов вторичных сетей в первичную сеть, необ-
ходимых для адекватного описания и анализа реальных систем сетевой структуры.

При отображении графа вторичной сети WS в первичную сеть PS возникают
четыре класса вложений ребер WS в ветви PS.

Для гиперсети H = (PS, WS):
1. Ребра вторичной сети WS не отображаются в ребра первичной, т.е. отобража-

ются только вершины WS в вершины PS. Таким образом, матрицы N i
j(b

d
p) в пред-

ставлении гиперсети отсутствуют. Здесь имеет место экс-отображения WS →экс PS
и соответственно экс-гиперсеть.

2. Если ребра вторичной сети WS = (X1, R) идут рядом (параллельно) с ветвями
первичной сети PS = (X0, V ), то имеет место пара-отображение WS →p PS, которое
порождает пара-гиперсеть H = (PS, WS).

3. В том случае, когда ребра вторичной сети WS располагаются на "плоских"
ветвях первичной сети PS, то имеет место экто-отображение WS →эк PS и соот-
ветственно, получаем экто-гиперсети.

4. В последнем случае, ребра вторичных сетей располагаются внутри ветвей пер-
вичной сети, т.е. имеет место эндо-отображения WS →эн PS, которое порождает
эндо-гиперсеть.

Таким образом, словарь теории гиперсетей увеличили за счет особенности отоб-
ражения элементов гиперсети на поверхности и разных взаимосвязей между ветвями
и инцидентным им ребрам вторичных сетей. Предложенная классификация отобра-
жений позволит ставить всевозможные задачи, связанные с описанием, анализом и
синтезом сетей различного назначения.

Для экто-гиперсетей практическое значение имеет исследование топологических
свойств, и в частности их плоская реализация. Задачи, которые при этом возникают,
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тесно пересекаются с задачами укладки графов на ориентированные поверхности.
Однако специфика гиперсетей и S-гиперсетей влечет за собой появление новых то-
пологических задач в теории S-гиперсетей.

Пусть задана гиперсеть H = (PS,WS), тогда будем говорить, что гиперсеть H
PS-планарна, если граф PS первичной сети планарен, и гиперсеть H WS-планарна,
если граф WS-планарен.

Данные характеристики интересные, но достаточно изученные в теории графов.
Гораздо более интересной является следующая характеристика. Гиперсеть H-пла-
нарная, если граф WS может быть реализован в PS без пересечения ребер. Если
такая реализация имеет место, то гиперсеть H плоская.

Теорема 1. Если гиперсеть H = (PS,WS) WS-планарна, то она также планарна.

Доказательство. Если граф PS первичной сети не планарен, то его можно сде-
лать планарным путем удаления некоторых ветвей. В оставшейся части PS ′ можно
сделать плоскую реализацию WS. Для доказательства достаточно показать, что пер-
вичная плоская сеть PS гомеоморфная некоторому плоскому кругу с отверстиями.

Действительно уменьшая физический размер граней плоской первичной сети до
точки (дырки), тогда очевидно, что WS реализуем на поверхности, так как WS-
планарен. Обратное утверждение неверно.

Поверхность рода 1 допускает плоскую реализацию, как минимум, полного 5-
вершинного графа WS, который, как известно не планарный. Следовательно, из
планарности гиперсети не следует планарность WS. Гиперсеть H = (PS, WS) назо-
вем абсолютно плоской, если WS и PS плоские графы.

Строго говоря, для гиперсетей понятие "планарный" не всегда корректно. Дей-
ствительно, если для PS допускается изменение геометрии рисунка, т.е. из плоского
сделать плоский граф PS при этом H и H ′ остаются изоморфными. Кстати изменяя
конфигурацию PS с целью сделать ее плоской, изменяется пространственная конфи-
гурация WS, т.е. граф вторичной сети становится не плоским. Изменяя трассировки
ребер WS в PS, мы вообще говоря, получаем другую гиперсеть H ′ эквивалентную
H. Таким образом, изменяя трассировку ребер WS на ветвях PS мы получаем не
изоморфное преобразование.

Для практических целей полезно рассмотреть вместо экто-гиперсети, эндо-ги-
персеть, тогда нас не интересует пересечение ребер внутри ветвей, а только на узлах
первичной сети. Эндо-гиперсеть SH = (PS, WS) назовем WS-квазиплоской, если
в каждом узле PS = (X, V ) имеем плоскую реализацию фрагментов вторичных
гиперсетей {WSi} S-гиперсети, SH = (PS, WS1, . . . , WSk).

Гиперсеть SH называется квазиплоской, если в плоской сети PS WS, является
квазиплоской.

В эндо-гиперсети модель узла y первичной сети представляет собой окружность
O(y), разделенную на S(y) дуг, где S(y) - степень узла y. На каждой дуге выделяют-
ся вершины–полюса являющиеся окончаниями ребер входящих в этот узел. Внутри
узла-диска располагаются вершины вторичных сетей связанные с соответствующими
полюсами внутриузловыми ребрами. Некоторые полюса связываются между собой
непосредственно, так как они принадлежат транзитным ребрам сетей WSi. Через
один (пару) полюс могут проходить несколько ребер вторичных сетей.
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Узлы могут быть транзитно-оконечными, транзитными или оконечными. Неста-
ционарная S-гиперсеть называется квазипланарной, если в любой стационарный про-
межуток времени она является квазипланарной.

В связи свыше сказанным, и исследованием реальных проблем анализа и синтеза
сетевой структуры возникают постановки решения следующих задач.

1. Пусть задан граф первичной сети PS и семейство графов вторичных сетей
{WSi} и отображения X i → X0, надо так провести трассировку ребер в графе PS,
чтобы S-гиперсеть была квазиплоской.

2. Найти критерий квазиплоскости S-гиперсети H = (PS, WS1, . . . , WSk).
3. Пусть задана S-гиперсеть H, требуется так составить расписание работы внут-

ризоновых ребер, чтобы нестационарная S-гиперсеть была квазипланарной.
4. Решается предыдущая задача, но среднее число циклов в H было бы мини-

мально возможным.
5. Добавить в H минимальное число ветвей так, чтобы S-гиперсеть стала квази-

планарной с учетом изменения трассировки ребер вторичных сетей WSi. Очевидно,
что понятие планарности в S-гиперсетях порождает еще много комбинаторных за-
дач.

Например, рассмотрим следующую операцию над ориентированной гиперсетью
~H = (PS,WS1,WS2), в которой граф PS связан, орграф WS1 имеет для каждой
ветви из PS по два противоположно направленных ребра. Введем следующую опе-
рацию над ветвями гиперсети H. Для ветви Vi операция ПЛ(Vi) разрывает ветвь и
инцидентные ему ребра, в него вставляется конфигурация специального вида, ко-
торая, фактически является "ручкой" на поверхности. При этом повышается род
данной поверхности.

Задача: на графе PS применить минимальное число преобразований типа ПЛ(Vi)

так, чтобы при соответствующей реализации гиперсеть ~H = (PS, WS1,WS2) была
квазиплоской.

Легко показать, что всегда существует некоторое число таких преобразований,
способных превратить исходную гиперсеть в квазиплоскую.

Следующая задача управления одним перекрестком является практически зна-
чимой. Пусть S-гиперсетевая модель любого транзитного перекрестка, т.е. на окруж-
ности диска геометрической модель узла yi располагаются полюса соответствующие
входам на перекрестке и пусть пара полюсов соединяется ребром uj

i = (xj
k, x

j
l ) имеет

место поток транспорта из полюса xj
k в xj

l . В результате получаем граф Pi = (X, U)
соответствующий потокам транспорта через перекресток yj. Вес V (uj

i ) характеризует
величину потока машин за определенный промежуток времени. Если S-гиперсеть не
стационарная, то величина V (uj

i ) зависит от времени t. Как правило, сутки можно
разделить на несколько частей, в каждой из которых значение V (uj

i , ti) изменяется
не значительно.

Очевидно, что расписание работы светофоров можно составить для каждого вы-
веденного промежутка. Очевидно, что минимальное число тактов работы светофоров
определяется необходимостью пропуска трафика по независимым путям проезда че-
рез перекресток. Длительность работы одного такта определяется величиной потока
машин, для которых разрешен проезд за данный такт.

Сформулируем постановку задачи управления светофором. Множеству всех дуг
{uj

i}, i = 1, . . . , nj заданного перекрестка сопоставим вершины некоторого графа
G = (U,R). Две вершины uj

k и uj
l смежны в G, если соответствующие им дуги в
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орграфе перекрестка yj Pj = (X,U) независимы.
Очевидно, что в графе Pj любому пустому подграфу P k

i соответствует незави-
симое множество потоков. В нашем случае такое подмножество может быть макси-
мальным. Понятно, что семейству {P k

i } пустых подграфов таких, что ∪kP
k
i = Pi,

определяет расписание работы светофоров, если наряду с открытием полос для дви-
жения определить длительность работы каждого такта светофора.

Обозначим через X̃j
i = (xj

1, x
j
2, . . . , x

j
k) подмножество вершин из X такиx, что под-

граф P j = (X̃j, U j) является пустым, т.е. uj = 0. V (Xj
i ) — вес вершины xj

i и пусть

bj = max V (Xj
i ). Тогда целевая функция задачи будет иметь вид: Ψ =

z∑
j=1

bj → min

при условии ∪i,jX
j
i = X. Таким образом семейство подграфов P = {P j} покрывает

все вершины графа G и не содержит ни одного ребра из b, т.е. P ∩ G = X. Оче-
видно, что Ψ задает некоторое расписание работы светофора, которое получается
из решения Ψ следующим образом: для каждого подмножества независимых полос
соответствующих P j время работы на j-м такте будет определяться следующим вы-
ражением ∆tj = T∑

j
bj bj, где T — циклический период работы светофора.
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LOCAL SEARCH ALGORITHMS FOR SUBMODULAR MAXIMIZATION

M. I. Sviridenko

In this talk, we survey recent results on maximizing submodular functions subject to
various constraints. We will make an emphasize on the local search algorithms. Most of
the results discussed in this talk are from the three papers [29, 30, 31].

We are given a non-negative submodular function f . A function f : 2N → R+ is
submodular if for all S, T ⊆ N , f(S ∪ T ) + f(S ∩ T ) ≤ f(S) + f(T ). Furthermore, all
submodular functions that we deal with are assumed to be non-negative. Throughout,
we assume that our submodular function f is given by a value oracle; i.e., for a given
set S ⊆ N , an algorithm can query an oracle to find the value f(S). Without loss of
generality, we take the ground set N to be [n] = {1, 2, . . . , n}.

We emphasize that in many our results we consider submodular functions that are
not required to be monotone (i.e., we do not require that f(X) ≤ f(Y ) for X ⊆ Y ⊆ V ).
Non-monotone submodular functions appear in several places including cut functions in
weighted directed or undirected graphs or even hypergraphs, maximum facility location,
maximum entropy sampling, and certain constraint satisfaction problems.

Given a weight vector w for the ground set V , and a knapsack of capacity C, the
associated knapsack constraint is that the sum of weights of elements in the solution S
should not exceed the capacity C, i.e,

∑
j∈S wj ≤ C. In our usage, we consider k knapsack

constraints defined by weight vectors wi and capacities Ci, for i = 1, . . . , k.
We now define the matroid constraint. Briefly, to set our notation, we denote a matroid

M by an ordered pair (N, I), where N is the ground set of M, and I is the set of
independent sets of M. For a given matroid M, the associated matroid constraint is:
S ∈ I(M). In our usage, we deal with k matroids Mi = (N, Ii), i = 1, . . . , k, on the
common ground set N . We assume that each matroid is given by an independence oracle,
answering whether or not S ∈ Ii. It is no coincidence that we use N for the ground set
of our submodular function f as well as for the ground set of our matroids Mi = (N, Ii),
i = 1, . . . , k. Indeed, our optimization problem is

max
{
f(S) : S ∈ ∩k

i=1Ii

}
.

Matroids is a common way to generalize many standard types of constraints in com-
binatorial optimization. For example, the cardinality constraint is just a uniform matroid
constraint, the condition of S to be a forest in a graph is just a graphic matroid constraint,
the condition to choose for each vertex v at most bv edges incident to that vertex (like in
the b-matching problem) is a partition matroid constraint and so on.

Previous Results Optimization of submodular functions is a central topic in combi-
natorial optimization (see, e.g. [32, 38]). While submodular minimization is polynomially
solvable (see [25, 40]), maximization variants are usually NP–hard because they include
either Max Cut, variants of facility location, and set coverage problems.

Unlike submodular minimization [40, 25], submodular function maximization is NP–
hard as it generalizes many NP–hard problems, like Max-Cut [16, 14] and maximum
facility location [11, 12, 1]. Other than generalizing combinatorial optimization problems
like Max Cut [16], Max Directed Cut [3, 18], hypergraph cut problems, maximum facili-
ty location [1, 11, 12], and certain restricted satisfiability problems [21, 14], maximizing
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non-monotone submodular functions has applications in a variety of problems, e.g, com-
puting the core value of supermodular games [39], and optimal marketing for revenue
maximization over social networks [22].

A classical technique for submodular maximization is the greedy algorithm. The greedy
algorithm was first applied to a wide range of submodular maximization problems in the
late-70’s and early-80’s (see [10, 11, 12, 19, 20, 26, 33, 34]). The most relevant result for our
purposes is that the greedy algorithm gives a 1/(k + 1)-approximation for the problem of
maximizing a monotone submodular function subject to k matroid constraints (see [34]).
Due to a simple reduction, this problem also encapsulates the problem of maximizing a
linear function subject to k +1 matroid constraints. Thus we get a 1/k-approximation for
the problem of maximizing a linear function subject to k matroid constraints, k ≥ 3. This
result appeared first in [19, 20, 26] even in more general setting of k-independence systems.
Until recently, the greedy algorithm had the best established performance guarantee for
these problems under general matroid constraints.

Recently, improved results have been achieved using the multilinear extension of a
submodular function and pipage rounding (see [2, 7, 42, 8]). In particular, Vondrák [42]
designed the continuous greedy algorithm which achieves a (1 − e−1)-approximation for
our problem with k = 1, i.e. monotone submodular maximization subject to a single
matroid constraint (see also [8]). This result is optimal in the oracle model even for the
case of a uniform matroid constraint (see [35]), and also optimal unless P = NP for the
special case of maximum coverage (see [13]).

Another algorithmic technique that has been used for submodular maximization is
local search. Cornuéjols et al. [11] show that a local-search algorithm achieves a constant-
factor approximation guarantee for the maximum uncapacitated facility-location problem
which is a special case of submodular maximization. Analogously, Fisher, Nemhauser,
Wolsey [33] show a similar result for the problem of maximizing a monotone submodular
function subject to a single cardinality constraint (i.e. a uniform matroid constraint). We
remark that local search in this case is known to yield only a 1/2-approximation, i.e. it
performs worse than the greedy algorithm (see [33]).

The maximum k-dimensional matching problem is a problem of maximizing a linear
function subject to k special partition matroid constraints. Improved algorithms for max-
imum k-dimensional matching have been designed using local search. The best known ap-
proximation factors are 2/(k+ε) in the unweighted case (i.e., 0/1 weights), and 2/(k+1+ε)
for a general linear function, even in the more general cases of weighted set packing (see
[24]) and independent set problems in (k + 1)-claw free graphs (see [5]). The latter result
was obtained after a series of improvements over the basic local-search algorithm (see
[4, 9, 5]).

However, general matroid constraints seem to complicate the matter. Prior to this
work, the best approximation for the problem of maximum independent set in the inter-
section of k ≥ 3 matroids was 1/k (for a recent discussion, see [37]). On the hardness
side, it is known that unless P = NP , there is no approximation better than O(log k/k)
for k-dimensional matching (see [23]), and hence neither for the intersection of k general
matroids. As we mentioned before the greedy algorithm is a 1/(k + 1)-approximation for
submodular maximization subject to k matroids [34]. Local-search algorithms were also
designed for non-monotone submodular maximization. The best approximation guarantee
known for unconstrained submodular maximization is 2/5− ε (see [15]).
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Algorithm A:

1. Set V1 = V .

2. For i = 1, · · · , k + 1, do:

(a) Apply the local search on the ground set Vi to obtain a solution Si ⊆ Vi

corresponding to the problem:

max{f(S) : S ∈ ∩k
j=1Ij, S ⊆ Vi}. (1)

(b) Set Vi+1 = Vi \ Si.

3. Return the solution corresponding to max{f(S1), · · · , f(Sk+1)}.

Рис. 1: Approximation algorithm for submodular maximization under k matroid con-
straints.

Our Results and Techniques In this paper we analyze a natural local-search algo-
rithm: Given a feasible solution, i.e. a set S that is independent in each of the k matroids,
our local-search algorithm tries to add at most p elements and delete at most kp elements
from S. If there is a local move that generates a feasible solution and improves the ob-
jective value, our algorithm repeats the local-search procedure with that new solution,
until no improvement is possible. Our main result is that for k ≥ 2, every locally-optimal
feasible solution S satisfies the inequality

(
k +

1

p

)
· f(S) ≥ f(S ∪ C) +

(
k − 1 +

1

p

)
· f(S ∩ C),

for every feasible solution C. We also provide an approximate variant of the local-search
procedure that finds an approximate locally-optimal solution in polynomial time, while
losing a factor of 1+ε on the left-hand side of the above inequality. Therefore, for any fixed
k ≥ 2 and ε > 0, we obtain a polynomial-time algorithm with approximation guarantee
1/(k + ε) for the problem of maximizing a monotone non-decreasing submodular function
subject to k matroid constraints. This algorithm gives a 1/(k − 1 + ε)-approximation in
the case when the objective function is linear. These results are tight for our local-search
algorithm, which follows from [4].

It is not hard to see that the simple local search algorithm does not have a good
performance guarantee for the non-monotone submodular maximization subject to a single
matroid constraint. For example, for Maximum directed cut problem with cardinality
constraint ( or uniform matroid constraint) the gap between the optimal solution and
the local optimum is Ω(|N |). Surprisingly, but applying the local search iteratively, as
in Figure 1, one can obtain an approximation algorithm with performance guarantee
of 1/(k + 1 + 1

k−1
+ ε) for k ≥ 2. For k = 1, the analysis in [29] gives a 1/(4 + ε)-

approximation; this result has been recently improved to a factor of roughly 0.309, using
multilinear relaxation and continuous local search algorithm (see [43]).

Another natural problem is maximizing a submodular function subject to the matroid
base constraint, i.e. we are asking a feasible solution to be the maximal independent set in



Пленарные доклады 57

a matroid. The difference between matroid and matroid base constraints can be illustrated
by cardinality constraint and max cut objective. In the problem with matroid constraint
we are asked to find a max cut with at most p vertices on one side and in the problem with
matroid base constraint we are asked to find a max cut with exactly p vertices. It appears
that this problem is substantially more complicated. We show that for matroids that have
at least two disjoint bases there is a modification of local search algorithm that achieves
6-approximation [29]. Recently, Vondrak [43] showed how to generalize and tighten this
result, he also showed that there is no constant factor approximation for this problem, to
achieve constant factor approximation one must assume some sort matroid base packing
condition.

Finally, we consider the problem of maximizing a general submodular function subject
to k knapsack constraints. In the case of monotone submodular function this problem
admits a (1 − e−1)-approximation under a single knapsack constraint [41] and multiple
knapsack constraints [27]. In general case we design a (1/5 − ε)-approximation [29] by
utilizing the local search algorithm for a continuous relaxation with Vondrak’s multilinear
extension of submodular functions.
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ОЦЕНКИ ШОРА В КВАДРАТИЧНЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ
И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ В КОМБИНАТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

П. И. Стецюк

Многие из задач комбинаторной оптимизации могут быть сформулированы с по-
мощью многоэкстремальных квадратичных моделей с булевыми переменными. Усло-
вие булевости переменной x ∈ {0, 1} представляется квадратичным равенством
x2 − x = 0. При разработке алгоритмов решения таких задач можно использо-
вать предложенную Н.З. Шором [1,2] методику лагранжевых двойственных оценок
для оптимального значения целевой функции в экстремальной квадратичной задаче.
Условимся такие оценки называть оценками Шора. В квадратичных задачах на ми-
нимум они будут оценками снизу для минимального значения целевой функции, а в
квадратичных задачах на максимум – оценками сверху для максимального значения
целевой функции.

Методика верхних (нижних) оценокШора включает два важных аспекта. Первый
аспект связан с алгоритмами нахождения оценок с помощью методов минимизации
недифференцируемых выпуклых функций. Второй аспект связан с использованием
функционально избыточных квадратичных ограничений (не изменяют множества
допустимых решений исходной квадратичной задачи) для улучшения точности оце-
нок. Он придает оценкам Шора замечательное свойство, благодаря которому можно
обосновать алгоритмы решения ряда комбинаторных задач за полиномиальное вре-
мя.

В работе рассмотрим методику верхних оценок Шора на примере квадратичной
задачи на максимум (с целью упрощения будем рассматривать только ограничения-
равенства). Дадим примеры двух верхних оценок для NP–трудной задачи о числе
независимости неориентированного графа.

1. Оценка Ψ∗. Пусть Rn – евклидово пространство со скалярным произведением
(·, ·). Рассмотрим квадратичную экстремальную задачу:

найти Q∗ = max
x∈Rn

Q0(x) при ограничениях Qi(x) = 0, i = 1, . . . , m. (1.1)

Здесь Qi(x) – квадратичные функции вида Qi(x) = (Kix, x) + (bi, x) + ci, где Ki –
симметричные вещественные матрицы размера n×n, bi – n-мерные векторы из Rn, ci –
вещественные числа, i = 0, . . . , m. Некоторые из функций Qi(x), i = 0, 1, . . . , m могут
быть и линейными. В общем случае задача (1.1) многоэкстремальна и относится к
классу NP–трудных задач.

Оценки сверху для Q∗ можно получить путем следующей лагранжевой релакса-
ции. Пусть u ∈ Rm – вектор множителей Лагранжа, соответствующий ограничениям
задачи (1.1). Функция Лагранжа для задачи (1.1) имеет следующий вид

L(x, u) = Q0(x) +
m∑

i=1

uiQi(x) ≡ (K(u)x, x) + (b(u), x) + c(u),

где K(u) = K0 +
m∑

i=1

uiKi, b(u) = b0 +
m∑

i=1

uibi, c(u) = c0 +
m∑

i=1

uici.

Рассмотрим функцию

Ψ(u) = max
x∈Rn

L(x, u) ≡ max
x∈Rn

[(K(u)x, x) + (b(u), x) + c(u)].
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Пусть λ1(K) – максимальное собственное число симметричной n×n-матрицы K.
Функция Ψ(u) является выпуклой функцией от переменных u (как результат взя-

тия операции максимума по переменным x для семейства линейных по перемен-
ным u функций). Эффективное множество функции Ψ(u) обозначим domΨ. Оно
состоит из Ω− = {u ∈ Rm : λ1(K(u)) < 0} (подмножество точек из Rm, для ко-
торых матрица K(u) отрицательно определена) и подмножества тех точек u ∈ Ω0 =
{u ∈ Rm : λ1(K(u)) = 0}, для которых имеет решение система линейных уравнений
2K(u)x + b(u) = 0. Для всех других точек Ψ(u) = +∞.

Если domΨ 6= ∅, то для любого u ∈ domΨ значение функции Ψ(u) служит нетри-
виальной (т.е. неравной +∞) оценкой сверху для Q∗ – оптимального значения целе-
вой функции в задаче (1.1). ОценкаШора Ψ∗ является наилучшей оценкой сверху для
Q∗ в классе лагранжевых оценок вида Ψ(u) и связана с решением задачи негладкой
оптимизации Ψ∗ = min

u∈domΨ

Ψ(u) (точки негладкости функции Ψ(u) являются точ-

ками границы множества Ω−, где система линейных уравнений 2K(u)x + b(u) = 0
имеет неединственное решение). Оценку Ψ∗ с любой заданной точностью можно
найти за полиномиальное время методом эллипсоидов, итерация которого требует
O(m2) + O(n3) арифметических операций. Из них O(m2) операций связано с растя-
жением пространства двойственных переменных (множителей Лагранжа), а O(n3)
операций требуются для вычисления вектора cубградиентного поля при фиксиро-
ванных значениях множителей Лагранжа (решение системы линейных уравнений с
симметричной n×n-матрицей, нахождение максимального собственного числа сим-
метричной n×n-матрицы и соответствующего этому числу собственного вектора).

Оценка Ψ∗ обладает следующими свойствами. Если Ψ∗ достигается на u∗ ∈ Ω−,
то Ψ∗ = Q∗ (т. е. оценка точная). При этом находится и точка глобального миниму-
ма. Иначе Ψ∗ достигается на границе области Ω−, при этом может существовать так
называемый "разрыв двойственности" ∆∗ = Ψ∗ − Q∗ > 0. Один из способов умень-
шения ∆∗ связан с введением функционально избыточных ограничений (при этом
может увеличиться и количество переменных в задаче).

2. Улучшенная оценка Ψ∗
1.Функционально избыточными ограничениями явля-

ются ограничения, добавление которых оставляет множество допустимых решений
начальной задачи неизменным. Однако при этом изменяется функция Лагранжа,
что в некоторых случаях разрешает уменьшить ∆∗. Если к исходной задаче (1.1)
прибавить r функционально избыточных квадратичных ограничений Qm+1(x) = 0,
. . . , Qm+r(x) = 0, r ≥ 1, то новая квадратичная задача примет вид:

найти Q∗ = max
x∈Rn

Q0(x) при ограничениях Qi(x) = 0, i = 1, . . . ,m + r. (2.1)

Лемма 1. Пусть Ψ∗
1 – оценка вида Ψ∗ для задачи (2.1). Тогда Ψ∗

1 ≤ Ψ∗.
Доказательство. Задаче (2.1) соответствует вектор множителей Лагранжа U ∈

Rm+r и функция Лагранжа для нее имеет следующий вид:

L1(x, U) = Q0(x) +
m+r∑
i=1

uiQi(x) = L(x, u) +
m+r∑

i=m+1

uiQi(x).

Поскольку L1

(
x,({u}, 0, . . . , 0)

)
= L(x, u) и Ψ1({u}, 0, . . . , 0) = Ψ(u), то

Ψ∗
1 = min

U∈domΨ1

Ψ1(U) ≤ min
u∈domΨ

Ψ(u) = Ψ∗,
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откуда следует доказательство леммы 1.
Добавление функционально избыточных ограничений, которые являются нетри-

виальными следствиями из условий задачи, в ряде случаев приводит к тому, что
верхняя оценка Ψ∗

1 даже может стать точной для Q∗ [2,3]. Ограничения, которые яв-
ляются линейными комбинациями уже существующих ограничений, не отражаются
на точности оценки Ψ∗

1. Вклад таких ограничений в функцию Лагранжа эквива-
лентен лишь определенному изменению множителей Лагранжа при существующих
ограничениях. Справедлива следующая лемма.

Лемма 2. Пусть Qm+k(x) =
m∑

i=1

λkiQi(x), k = 1, . . . , r. Тогда Ψ∗
1 = Ψ∗.

Лемма 2 помогает в решении двух вопросов. Во-первых, если в квадратичной
задаче имеется ограничение, которое является линейной комбинацией других огра-
ничений, то его можно убрать, уменьшив тем самым число множителей Лагранжа,
а значит, и трудоемкость метода эллипсоидов для нахождения оценки вида Ψ∗. Во-
вторых, с ее помощью для комбинаторных задач легко строится аппроксимация це-
лочисленного многогранника допустимых решений с помощью неполиномиального
количества линейных неравенств. Ниже рассмотрим такую аппроксимацию на при-
мере обоснования одной из верхних оценок для числа независимости графа.

3. Число независимости графа. Пусть G=(V, E) – неориентированный граф
без петель с множеством вершин V и множеством ребер E. Подмножество вершин
S⊆V называется независимым множеством графа G, если для любых i, j∈S ребро
e = (i, j) не принадлежит E. Число независимости графа принято обозначать α(G)
и оно характеризует мощность максимального по числу входящих в него вершин
независимого множества в графе G. В общем случае задача нахождения α(G) при-
надлежит к NP -трудным задачам [4].

Задача о нахождении α(G) может быть сформулирована в форме следующей
квадратичной булевой задачи [1,2]:

to find α(G) = max
∑
i∈V

xi subject to xixj = 0 ∀(i, j) ∈ E, x2
i −xi = 0 ∀i ∈ V. (3.1)

Здесь булевая переменная xi ∈ {0, 1} равна единице, если вершина i ∈ V включается
в независимое множество, и нулю – в противоположном случае. Квадратичные огра-
ничения для ребер графа G означают, что две вершины, связанные ребром в графе
G, не могут одновременно принадлежать независимому множеству.

Задаче (3.1) соответствует оценка Ψ∗(G) и ее нахождение связано с решением
задачи негладкой оптимизации с (|E| + |V |) двойственными переменными. Оценка
Ψ∗(G) аппроксимирует сверху число независимости графа α(G), т.е. Ψ∗(G) ≥ α(G).
Н.З.Шор доказал [2], что Ψ∗(G) = ϑ(G), где ϑ(G) – известное число Ловаса [4].
Другими словами, оценка Шора Ψ∗(G) имеет такие же свойства, как и число Ловаса
ϑ(G). Так, например, если граф G принадлежит семейству совершенных графов, то
Ψ∗(G) = α(G), т.е. оценка является точной.

Покажем, как обосновать этот же факт с помощью леммы 2. Пусть Q – произволь-
ная клика (полный подграф) в графе G и V (Q) – соответствующее ей подмножество
вершин из V . Клике Q соответствует линейная комбинация ограничений задачи (3.1)

∑

i∈V (Q)

(
x2

i − xi

)
+ 2

∑

i,j∈V (Q),i<j

xixj = 0,
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которую можно записать в форме квадратичного равенства
( ∑

i∈V (Q)

xi

)2

−
∑

i∈V (Q)

xi = 0. (3.2)

Ограничение вида (3.2) справедливо и для ребра графа G, которое можно рассмат-
ривать как клику из двух вершин.

Если ограничения в задаче (3.1) заменить на ограничения
( ∑

i∈V (Q)

xi

)2

−
∑

i∈V (Q)

xi = 0 ∀Q ∈ G, x2
i − xi = 0 ∀i ∈ V, (3.3)

то согласно лемме 2 новой квадратичной задаче будет соответствовать оценка Ψ∗(G).
В общем случае, новая задача может содержать неполиномиальное количество квад-
ратичных равенств, учитывая, что с их помощью описываются все возможные клики
в графе, в том числе и ребра графа. Оценка Ψ∗(G) для новой задачи аппроксимирует-
ся сверху величиной α∗(G), которая равна оптимальному значению целевой функции
в задаче линейного программирования

to find α∗(G) = max
∑
i∈V

xi subject to
∑

i∈V (Q)

xi ≤ 1 ∀Q ∈ G, 0 ≤ xi ≤ 1 ∀i ∈ V, (3.4)

полученной релаксацией квадратичных ограничений-равенств (3.3). В общем случае
задача (3.4) может содержать неполиномиальное количество линейных неравенств.

Теорема 1. Для произвольного графа G имеем α∗(G) ≥ Ψ∗(G) ≥ α(G).
Система ограничений в задаче (3.4) задает многогранник, который называют кли-

ковым многогранником QSTAB(G). Он аппроксимирует сверху многогранник неза-
висимых множеств STAB(G) (stable set polytope), определяемый как выпуклая обо-
лочка булевых индикаторных векторов независимых множеств S в графе G:

STAB(G) = conv{xS, S — независимое множество в графе G.}

Индикаторный вектор множества S определяется как xS = (xS
i , i ∈ V ) ∈ {0, 1}|V |, где

xS
i = 1, если i ∈ S и xS

i = 0 в противном случае.
Граф G называют совершенным, если кликовый многогогранник QSTAB(G) и

многогранник независимых множеств STAB(G) совпадают. Если граф G – совершен-
ный, то задача (3.4) связана с максимизацией линейной функции на многограннике
QSTAB(G) = STAB(G) и, следовательно, величина α∗(G) совпадает с величиной
α(G). Из теоремы 1 для совершенного графа G имеем α∗(G) = Ψ∗(G) = α(G), от-
куда следует, что оценка Ψ∗(G) является точной оценкой для числа независимости
совершенных графов.

Более сильные свойства имеет оценка Н.З.Шора (условимся ее обозначать Ψ∗
1(G)),

которая соответствует квадратичной задаче, полученной из (3.1) прибавлением се-
мейства функционально избыточных ограничений

xixk + xjxk ≤ xk, ∀i, j, k : (i, j) ∈ E, k 6= i, j. (3.5)

Они получаются умножением линейных неравенств xi+xj ≤ 1 для ребер e = (i, j) ∈ E
на неотрицательную переменную xk = x2

k ≥ 0, k 6= i, j.
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Наличие ограничений (3.5) придает оценке Ψ∗
1(G) ряд замечательных свойств, ко-

торые связаны со специальными семействами графов. Так, например, в [2] показано,
что оценка Ψ∗

1(G) является точной для α(G), когда граф G есть t-совершенным. В [5]
найдены новые семейства линейных неравенств для аппроксимации многогранника
STAB(G), которые связаны с подструктурами в графе, полученными определенной
комбинацией клик, нечетных циклов и дополнений к нечетным циклам (odd-antihole).
В частности, эти семейства включают известные колесные и p-колесные неравенства
(wheel и p-wheel соnstraints). Это позволяет дополнить семейства графов из [4], для
которых задача нахождения числа независимости α(G) может быть решена за по-
линомиальное время. Как частный случай сюда попадает и известное семейство W -
совершенных графов, для которого полиномиальный алгоритм обоснован с помощью
метода эллипсоидов.

Линейные неравенства для p-колес использованы в итерационном алгоритме для
нахождения эффективных (по типу Ловаса-Шора) ЛП-ориентированных верхних
оценок для числа независимости неориентированных графов с тысячами вершин
[6]. Алгоритм реализован программой LPWSTAB, где использована известная ЛП-
програма SoPlex-1.4.1. С ее помощью найдены верхние оценки для размера макси-
мальной клики в графах keller6 (3361 вершин и 4,619,898 ребер) и keller7 (14190
вершин и 87,091,347 ребер), которые связаны с доказательством гипотезы Келлера
(Keller’s conjecture). Численные эксперименты проводились на 64-разрядных компью-
терах Института автоматики и процессов управления ДВО РАН. Для графа keller7
на компьютере с 36Гб оперативной памяти програма LPWSTAB работала 13 часов
(сделала 8 итераций, каждая из которых была связана с решением ЛП-задач с 14190
переменных и максимально 13,593,798 ограничений).

Работа поддержана совместным украинско-российским проектом ДФФД Украи-
ны – Ф28.1/005 и РФФИ – 09-01-90413-Укр.
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ВОПРОСЫ АППРОКСИМИРУЕМОСТИ КОМБИНАТОРНЫХ ЗАДАЧ,
ИНДУЦИРОВАННЫХ ПРОЦЕДУРАМИ ОБУЧЕНИЯ РАСПОЗНАВАНИЮ

М. Ю. Хачай

Задача обучения распознаванию образов в простейшем случае двух классов эк-
вивалентна вариационной задаче минимизации функционала среднего риска

min{
∫

X×Ω

(ω − f(x))2 dP (x, ω) : f ∈ F} (1)

на множестве F ⊂ {X → Ω} допустимых решающих правил. Здесь X — простран-
ство результатов измерений, по результатам которых классифицируются объекты,
Ω = {0, 1} — множество номеров (меток) классов, а вероятностная мера P определе-
на с точностью до конечной выборки

(x1, ω1), . . . , (xm, ωm). (2)

Традиционный ERM-подход к обучению распознаванию образов связан с аппрокси-
мацией неполностью формализованной задачи (1) задачей минимизации эмпириче-
ского риска

min

{
1

m

m∑
i=1

(ωi − f(xi))
2 : f ∈ F

}
. (3)

При этом точность аппроксимации (обобщающая способность результирующего ре-
шающего правила f ∗ = arg max(3)) монотонно убывает с ростом емкости класса
правил (V CD(F )).

В рамках широко известного алгебраического подхода к решению задач распо-
знавания рассматриваются классы F, содержащие корректные решающие правила
(например, комитетного типа), для которых оптимальное значение задачи (3) равно
нулю. Для таких классов повышение качества обучения непосредственно связано с
задачей

min

{
V CD(F ′) : min{ 1

m

m∑
i=1

(ωi − f(xi))
2 : f ∈ F ′} = 0, F ′ ⊂ F

}
. (4)

К сожалению, задача (4) является труднорешаемой задачей комбинаторной опти-
мизации. Труднорешаемы и многие ее частные случаи [1-3]. Поэтому актуальными
являются вопросы разработки приближенных полиномиальных алгоритмов ее реше-
ния и получения оценок порогов ее эффективной аппроксимируемости.

В сообщении рассматривается частный случай задачи (4), в которой F является
классом комитетных кусочно-линейных решающих правил. Приводятся новые ре-
зультаты в области вычислительной и аппроксимационной сложности этой задачи,
полученные, в частности, с использованием современного комбинаторного аппарата
[4], развитого при доказательстве PCP-теоремы.

Пусть X ⊂ Rn, f1, . . . , fq : X → R — аффинные функции. Комитетным кусочно-
линейным решающим правилом с элементами f1, . . . , fq называется частичная функ-
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ция ϕ : X → Ω, задаваемая формулой

ϕ(x) =





1, если
∑q

i=1 sign(fi(x)) > 0,

0, если
∑q

i=1 sign(fi(x)) < 0,

Λ, в противном случае.

Комитетное правило ϕ корректно на выборке (2), если

ϕ(xi) = ωi (i ∈ Nm = {1, 2, . . . m}).

Сопоставим выборке множества A = {xi : ωi = 1} и B = {xi : ωi = 0}. Известно [5],
что класс комитетных кусочно-линейных решающих правил содержит корректное на
выборке (2) правило тогда и только тогда, когда A ∩B = ∅.

Обозначим через Fq класс комитетных решающих правил, состоящих из не более
чем q элементов.

Теорема 1. Емкость класса Fq, V CD(Fq), удовлетворяет соотношениям

V CD(Fq) ≤ q(n + 1), q ≤ 2

⌈b(V CD(Fq)− n)/2c
n

⌉
+ 1.

Таким образом, задача (4) в классе комитетных кусочно-линейных решающих пра-
вил эквивалентна задаче поиска корректного на выборке (2) правила с наименьшим
возможным q, которую удобно формулировать в терминах аффинных разделяющих
комитетов.

Определение 1. Пусть f1, . . . , fq : Rn → R — аффинные функции, и A,B — ко-
нечные подмножества Rn. Конечная последовательность K = (f1, . . . , fq) называется
аффинным комитетом, разделяющим A и B, если

|{i ∈ Nq : fi(a) > 0}| >
q

2
(a ∈ A),

|{i ∈ Nq : fi(b) < 0}| >
q

2
(b ∈ B).

Число q называется числом элементов комитета K, а множества A и B — отделимы-
ми этим комитетом.

Задача «Минимальный аффинный разделяющий комитет (MASC)». Для
заданных конечных множеств A,B ⊂ Qn требуется найти аффинный комитет K,
разделяющий эти множества, с наименьшим числом элементов.

Здесь и ниже договоримся символом Q обозначать множество рациональных чи-
сел. Сложность и аппроксимируемость задачи MASC в общем случае определяются
в приведенной ниже теореме.

Теорема 2 ([6]). 1. Задача MASC NP -трудна и сохраняет труднорешаемость при
дополнительном ограничении A ∪B ⊂ {x ∈ {0, 1, 2}n : ‖x‖2 ≤ 2} .
2. Если P 6= NP, задача MASC не принадлежит классу Apx. Более того, если не
выполнено условие NP ⊂ DTIME(2poly(log n)), то существует константа D > 0 такая,
что точность r произвольного полиномиального приближенного алгоритма задачи
MASC удовлетворяет неравенству r ≥ D log log log m.
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Договоримся использовать обозначение MASC(n) для задачи MASC, сформулиро-
ванной в пространстве фиксированной размерности n. Известно, что задача MASC(n)
полиномиально разрешима при n = 1. При произвольном n > 1 задача NP–трудна.
Справедливость этого факта следует из труднорешаемости следующей задачи.

Задача «Аффинный разделяющий комитет на плоскости (PASC)». Заданы
множества A = {a1, . . . , am1} и B = {b1, . . . , bm2}, A,B ⊂ Q2, и натуральное число t.
Существует ли аффинный комитет K с не более чем t элементами, разделяющий
множества A и B?

Видно, что задача PASC является модификацией задачи MASC(2) в виде зада-
чи верификации свойства, и принадлежит NP. Доказательство ее труднорешаемо-
сти следует из полиномиальной сводимости (к ней) известной NP–полной задачи
о покрытии конечного множества (точек) на плоскости множеством прямых линий,
известной в литературе как задача PC.

Задача «Покрытие прямыми множества на плоскости (PC)». Заданы конеч-
ное подмножество P плоскости, содержащее точки с целочисленными координатами,
и натуральное число s. Существует ли такое покрытие L множества P прямыми, что
|L| ≤ s?

Если множество P находится в общем положении, т.е. никакие три точки из P не
лежат на одной прямой, то ответ в задаче PC может быть получен тривиально («Да»,
если s ≥ d|P |/2e и «Нет», в противном случае) за полиномиальное от логарифма
размера задачи время. Тем не менее, в общем случае задача PC, как известно [7],
NP–полна в сильном смысле.

Справедлива следующая

Теорема 3 ([6]). Произвольному конечному целочисленному подмножеству P плос-
кости за полиномиальное время можно сопоставить число ε > 0, вектор σ и множе-
ства A = P и B = (P − εσ) ∪ (P + εσ) так, что P обладает покрытием из s прямых
тогда и только тогда, когда A и B отделимы аффинным комитетом из 2s + 1 эле-
мента.

Следствие. Задача PASC NP–полна в сильном смысле. Задача ASC(n)1 при произ-
вольном n > 1 — также NP–полна в сильном смысле. Задача MASC(n) NP–трудна
при произвольном n > 1.

Доказательство теоремы 3 существенно опиралось на неявное допущение о воз-
можности рассмотрения «вырожденных» условий задачи PASC, задаваемых множе-
ством A ∪ B не находящимся в общем положении. Ниже приводится аналогичный
результат, полученный без этого допущения.

Определение 2. Множество Z ⊂ Rn, |Z| > n, находится в общем положении, если
для каждого его подмножества Z ′, |Z ′| = n+1, справедливо равенство dim aff(Z ′) = n.

Задача «PASC для множеств в общем положении (PASC-GP)». Заданы мно-
жества A = {a1, . . . , am1} и B = {b1, . . . , bm2}, A, B ⊂ Q2, так, что множество A ∪ B
находится в общем положении, и натуральное число t. Существует ли аффинный
комитет K с не более, чем t элементами, разделяющий множества A и B?

Труднорешаемость задачи PASC-GP также может быть обоснована полиномиаль-
ным сведением к ней задачи PC.

1ASC(n) — версия задачи MASC(n) в виде задачи верификации свойства.
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Теорема 4 ([3]). Произвольному конечному целочисленному подмножеству P плос-
кости за полиномиальное от его размера время могут быть сопоставлены положи-
тельные числа M, ε(p), ортогональные векторы σ и τ и множества

A = {p± ε(p)

M
τ : p ∈ P} и B = {p± ε(p)σ : p ∈ P}

так, что A ∪B находится в общем положении и P обладает покрытием из s прямых
тогда и только тогда, когда множества A и B отделимы аффинным комитетом из
2s + 1 элемента.

Следствие. Задача PASC-GP NP–полна в сильном смысле. Задачи MASC-GP(n) и
MASC-GP — NP–трудны2.

Заметим, что из теорем 3 и 4 следует полиномиальная сводимость задачи MinPC3

к задачам MASC(2) и MASC-GP(2), соответственно, сохраняющая точность аппрок-
симации (произвольный полиномиальный приближенный алгоритм задачи MASC(2)
или MASC-GP(2) индуцирует полиномиальный приближенный алгоритм для задачи
MinPC с такой же точностью аппроксимации).

В работе [7] доказательство труднорешаемости задачи PC было получено как
следствие полиномиальной сводимости к ней известной задачи 3SAT. Проведя анало-
гичные рассуждения для задачи Gap-3SAT(5)1,ρ, труднорешаемость которой следeует
из известной PCP–теоремы [4], получим результат, касающийся аппроксимируемости
задачи MinPC.

Задача Gap-3SAT(5)1,ρ.Для заданной 3КНФ, в которой каждая переменная исполь-
зуется не более чем в 5 дизъюнктах, необходимо дать ответ «Да», если найдется
разрешающий ее набор истинности, ответ «Нет», если для произвольного набора ис-
тинности, доля разрешаемых им дизъюнктов меньше ρ. В противном случае ответ
не определен.

Теорема 5. Задача MinPC Max-SNP–трудна.

Следствие Задача MASC-GP(n) Max-SNP–трудна при произвольном n > 1.

Как известно, принадлежность NP–трудной задачи классу Max-SNP–трудных
задач влечет невозможность (при условии P 6= NP ) построения для такой зада-
чи полиномиальной приближенной схемы (PTAS). Наилучший (по гарантированной
оценке точности) известный приближенный алгоритм (’Greedy Committee’) для за-
дачи MASC-GP(n) описан в работе [3] и обладает следующими свойствами.

Теорема 6. 1. Пусть множество Z = A ∪ B ⊂ Qn, |Z| = m, задает условие задачи
MASC-GP(n). Сложность алгоритма ’Greedy Committee’ составит O

((
m
n

)3
+ Θm

)
,

где Θ — сложность подзадачи нахождения решения совместной системы из не более
чем m линейных неравенств от n + 1 переменной. Точность алгоритма O(m/n).

2. Пусть для множества Z найдутся число t и максимальные по включению аффинно
разделимые подмножества Z ′

0, Z
′
1, . . . , Z

′
2t ⊂ Z (не обязательно различные), что

Z ′
2j−1 ∪ Z ′

2j = Z (j ∈ Nt)

2Подобно PASC-GP, задачи MASC-GP(n) и MASC-GP являются модификациями задачи MASC
и MASC(n) с дополнительным ограничением общности положения разделяемых множеств.

3MinPC — оптимизационная версия задачи PC.



Пленарные доклады 69

и, для произвольных пар (ci, di) таких, что

cT
i a− di > 0, (a ∈ A ∩ Z ′

i)

cT
i b− di < 0, (a ∈ B ∩ Z ′

i)

последовательность K = (cT
0 x − d0, c

T
1 x − d1, . . . , c

T
2tx − d2t) является минимальным

аффинным комитетом, разделяющим множества A и B. Тогда точность алгоритма
не превосходит O(log m).

Условие, приведенное в пункте 2 теоремы, может показаться излишне строгим.
Тем не менее, согласно результатам численных экспериментов, случайно выбранное
условие задачи MASC-GP(n) с высокой вероятностью ему удовлетворяет. Кроме то-
го, справедливо

Утверждение. Формулировки задач PASC и PASC-GP, построенные на этапе поли-
номиального сведения задачи PC при доказательстве теорем 3 и 4, удовлетворяют
условию п. 2 теоремы 6.

Работа поддержана грантами РФФИ 10-07-00134 и 10-01-00273, а также проектами
Президиума УрО РАН 09-П-1-1001 и 09-С-1-1010.
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ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ В ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ
МАРШРУТИЗАЦИИ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ

А. Г. Ченцов

Рассматривается экстремальная задача маршрутизации перемещений, осложнен-
ная ограничениями в виде условий предшествования и необходимостью выполнять
некоторые работы по мере посещения целевых множеств (имеется в виду абстракт-
ный аналог задачи о посещении мегаполисов с дополнительными ограничениями).
Основное внимание уделяется модификациям метода динамического программиро-
вания (МДП), которые используются в двух вариантах:

1) для поиска глобального экстремума;
2) в качестве инструмента реализации метода итераций с перестраиваемой моде-

лью задачи курьера [1].
Возможные приложения связаны, в частности, с весьма актуальной задачей ми-

нимизации дозовой нагрузки ремонтного персонала атомной электростанции (АЭС)
при выполнении работ в помещениях АЭС с повышенным уровнем радиации (в этой
связи см. [2 - 4]).

1. Пусть: X — непустое конечное множество; N ∈ N 4
= {1; 2; . . .} (

4
= — равенство по

определению), N > 2; M1, · · · , MN — непустые подмножества (п/м) X. Множества
M1, . . . , MN рассматриваем в качестве целевых; полагаем их попарно не пересекаю-
щимися;

xo ∈ X \
( N⋃

i=1

Mi

)

есть фиксированный начальный пункт (база). Рассматривается вопрос о построении
системы перемещений

xo −→ (
x1 ∈ Mα(1) Ã x(1) ∈ Mα(1)

)→ . . . → (
xN ∈ Mα(N) Ã x(N) ∈ Mα(N)

)
, (1)

где α — перестановка в 1, N
4
={i ∈ N | i 6 N}, выбор которой стеснён условиями

предшествования. Прямые стрелки в (1) соответствуют внешним перемещениям, а
«волнистые» — внутренним, т. е. перемещениям в пределах целевых множеств —
мегаполисов, что связано с выполнением работ, именуемых далее внутренними (см.
[5,6]). Условимся через P обозначать множество всех перестановок в 1, N. Фиксиру-
ем множество K, K ⊂ 1, N × 1, N, элементы которого именуем адресными парами
(случай K = ∅ не исключается). Каждой перестановке α ∈ P сопоставляем обратную
α−1 : α−1 ∈ P,

α−1
(
α(i)

)
= α

(
α−1(i)

)
= i ∀i ∈ 1, N.

Через A условимся обозначать множество всех перестановок α ∈ P, для каждой из
которых ∀i ∈ 1, N ∀j ∈ 1, N

(
(i, j) ∈ K

)
=⇒ (

α−1(i) < α−1(j)
)
. (2)

Тогда A — множество всех допустимых маршрутов (маршруты отождествляем с пе-
рестановками из P), а совокупность импликаций (2) определяет условия предшество-
вания: «отправитель» каждой адресной пары должен посещаться раньше соответ-
ствующего «получателя». В дальнейшем предполагается, что для всякого непустого
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множества K, K ⊂ K, существует такая адресная пара (p, q) ∈ K, что p 6= j ∀(i, j) ∈
K. Более подробное обсуждение условий см. в [7, гл. 2]. В частности, существенна
теорема 2.2.1 монографии [7], содержательный смысл которой состоит в следующем.

Введём оператор I, действующий в семействе N всех непустых п/м 1, N по пра-
вилу [7, (2.2.28)]: если дан список заданий K ∈ N, то из него следует удалить вторые
компоненты всех адресных пар из K, «полностью укладывающихся» (по первой и
второй компонентам) в K; оставшееся множество индексов обозначается через I(K).
Получаем правило вычёркивания, которое порождает новое понятие допустимости
маршрутов; оказывается, однако, что A совпадает с множеством маршрутов, допу-
стимых в «новом» смысле: A есть множество всех α ∈ P таких, что

α(t) ∈ I
({α(l) : l ∈ t, N}) ∀t ∈ 1, N. (3)

В виде (3) имеем ограничение на текущие переходы с множества на множество в
системе внешних перемещений (см. (1)). Полагаем заданными функции

c : X ×X −→ [0,∞[, f : X −→ [0,∞[;

c1 : X ×X −→ [0,∞[, . . . , cN : X ×X −→ [0,∞[,

которые используются при аддитивном способе агрегирования для оценивания пере-
мещений вида (1):

c(xo, x1) +
N−1∑
i=1

c(x(i), xi+1) +
N∑

i=1

cα(i)(xi, x
(i)) + f(x(N)) ∈ [0,∞[ (4)

есть сумма затрат на реализацию перемещений в (1). При этом значения cj(y, z) соот-
ветствуют содержательно экстремуму внутренних затрат при выполнении работ на
Mj с фиксацией точек входа y ∈ Mj и выхода z ∈ Mj; здесь j ∈ 1, N. Значение (4) сле-
дует минимизировать выбором α ∈ A и кортежей (xi)i∈1,N , (x(i))i∈1,N , согласованных
с α подобно (1). Используя эквивалентное представление A (см. (3)) упомянутой экс-
тремальной задаче сопоставляется расширение в виде системы «укороченных» задач:
имеется в виду возможное изменение базы и замена полного списка 1, N частичным
K ∈ N с сохранением способа описания затрат в виде, подобном (4); что касает-
ся ограничений в «укороченных» задачах, то используются условия, подобные (3).
Точные определения соответствуют [5,6]. На основе упомянутого расширения кон-
струируется функция Беллмана v,

(x,K) 7−→ v(x,K) : X ×N −→ [0,∞[,

где N
4
= N ∪ {∅}, для которой v(y, ∅) = f(y) ∀y ∈ X. Пусть V

4
= v(xo, 1, N).

Предложение. Если x ∈ X и K ∈ N, то

v(x, K) = min
j∈I(K)

min
y∈Mj

min
z∈Mj

[
c(x, y) + cj(y, z) + v(z, K \ {j})]. (5)

2. Представление (5) («полное» уравнение Беллмана) имеет теоретический ха-
рактер; для его реализации в виде вычислительной процедуры осуществляется «усе-
чение» посредством конструкции раздела 4.9 монографии [7]; см. также [5,6]. Если
s ∈ 1, N, то через Ns обозначаем семейство всех s-элементных множеств из N,

Gs
4
= {K ∈ Ns | ∀(i, j) ∈ K (i ∈ K) =⇒ (j ∈ K)}. (6)
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Элементы (6) интерпретируем как существенные списки заданий мощности s. На
основе (6) конструируем слои пространства позиций X ×N. Определяем M в виде
объединения всех множеств Mi, i ∈ 1, N \K1, где K1 есть def множество всех первых
компонент адресных пар из K. Определяем «крайние» слои: Do

4
= {(x, ∅) : x ∈ M} и

DN
4
= {(xo, 1, N)} (одноэлементное множество).
Если s ∈ 1, N − 1 и K ∈ Gs, то конструируем множество

Is(K)
4
= {i ∈ 1, N \K | {i} ∪K ∈ Gs+1}

всех K-существенных индексов, реализующих продолжение существенного списка
мощности s до аналогичного списка мощности s + 1; тогда «регулярный» слой

Ds
4
=

⋃
K∈Gs

{
(x,K) : x ∈

⋃

i∈Is(K)

Mi

}

соответствует использованию s-элементных существенных списков заданий. При этом
Ds 6= ∅ ∀s ∈ 0, N. Это позволяет ввести сужения функции Беллмана на каждый из
слоев. Итак, при s ∈ 0, N полагаем

Vs
4
=

(
v(z)

)
z∈Ds

,

получая (в виде Vs) функцию

(x,K) 7−→ v(x,K) : Ds −→ [0,∞[.

Слои обладают свойством: при s ∈ 1, N, (x,K) ∈ Ds, j ∈ I(K) и y ∈ Mj непременно
(y,K \ {j}) ∈ Ds−1. Упомянутое свойство назовём инвариантностью (оно подобно
в логическом отношении свойству стабильности мостов Н.Н. Красовского в теории
дифференциальных игр; см. [8,9]). С учетом инвариантности слоёв построение си-
стемы сужений функции Беллмана можно осуществить, «не выходя» за пределы
упомянутых слоёв.

Теорема[5,6]. Если s ∈ 1, N и (x,K) ∈ Ds, то

Vs(x,K) = min
j∈I(K)

min
y∈Mj

min
z∈Mj

[
c(x, y) + cj(y, z) + Vs−1(y, K \ {j})]; (7)

при этом
(Vo(y, ∅) = f(y) ∀y ∈ M

)
&

(VN(xo, 1, N) = V
)
.

Теорема позволяет построить функции Vo,V1, . . . ,VN . Если s ∈ 1, N − 1 и Vs−1 по-
строена, то конструируем Vs по правилу (7). Получаем усечённый массив значений v.

3. На основе (7) традиционным для МДП способом конструируется оптимальное
решение в виде пары маршрут-трасса.

Алгоритм на основе МДП подробно изложен в [5]. На его основе А.А. Ченцо-
вым и П.А. Ченцовым была построена программа для ПЭВМ и проведен обширный
вычислительный эксперимент (использовался компьютер Notebook, процессор Intel
CoreDuo T2500 с частотой 2 ГГц и объемом оперативной памяти 1Гб).

Типичные для оптимальной процедуры числовые данные: N = 27, |Mi| ≡ 12, |K| =
25, время счета порядка 55 минут (для построения критерия обычно использовалось
евклидово расстояние на плоскости).
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4. Конструкции на основе МДП применялись для решения основной задачи мето-
дом итераций (см. [6,10]), в котором используются элементы декомпозиции. В основе
метода — редукция к экстремальной задаче с независимыми переменными: систе-
ма «городов» (кортеж пар точек на целевых множествах в априорной нумерации) и
маршрут. Соответственно

M
4
=

N∏
i=1

(Mi ×Mi)

и A реализуют пространство решений в виде M×A. Целевая функция вспомогатель-
ной задачи конструируется следующим образом: если

(y1, y
(1)) ∈ M1 ×M1, . . . , (yN , y(N)) ∈ MN ×MN

и α ∈ A, то решение h
4
=

((
(y1, y

(1)), . . . , (yN , y(N))
)
, α

)
оценивается величиной

w(h)
4
= c(xo, yα(1)) +

N−1∑
i=1

c(y(α(i)), yα(i+1)) +
N∑

i=1

ci(yi, y
(i)) + f(y(α(N))),

которая оптимизируется посредством выбора h на произведении M× A. Данная за-
дача эквивалентна исходной (см. [6,10]), реализуя в сочетании с ней двойственность,
в терминах которой конструируется итерационная процедура, допускающая анало-
гию с методом покоординатного спуска: с w естественно связать две экстремальные
задачи, одна из которых — задача курьера [1] при выбранной системе «городов»,
а вторая — задача оптимизации этой системы при заданном маршруте. Первая из
упомянутых задач сводится к виду

c(xo, yα(1)) +
N−1∑
i=1

c(y(α(i)), yα(i+1)) + f(y(α(N))) −→ min, α ∈ A, (8)

где y1 ∈ M1, y
(1) ∈ M1, . . . , yN ∈ MN , y(N) ∈ MN заданы, а вторая (задача рекон-

струкции) эквивалентна по результату задаче оптимизации трассы при выбранном
маршруте: имеется в виду задача на минимум выражения (4) при заданной переста-
новке α ∈ A.

Метод итераций конструируется следующим образом. Сначала рассматривается
вспомогательная начальная задача курьера. Мы полагаем Mo

4
={xo} и конструируем

матрицу минорант
A =

(
A(i, j) : i ∈ 0, N, j ∈ 1, N

)

по правилу: при p ∈ 0, N и q ∈ 1, N A(p, q) есть наименьшее из чисел c(x, y),
x ∈ Mp, y ∈ Mq. Кроме того, при k ∈ 1, N определяется f (k) как наименьшее из чисел
f(y), y ∈ Mk. Значение задачи

A
(
0, α(1)

)
+

N−1∑
i=1

A
(
α(i), α(i + 1)

)
+f (α(N)) −→ min, α ∈ A, (9)

оценивает V снизу, а маршрут ωo, оптимальный в задаче (9), принимается за на-
чальный. Далее оптимизируется трасса посещения целевых множеств, которая пре-
образуется затем в систему «городов» (см. [10, (4.11)]). Затем для данной системы
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решается задача (8), доставляя (с точностью до известного слагаемого) экстремум
соответствующего сечения w. Найденный маршрут используем для нумерации мно-
жеств, после чего оптимизируем трассу и, тем самым, уточняем верхнюю оценку V.
Далее процедура повторяется. В настоящее время для решения задачи (8) и зада-
чи оптимизации трассы используются варианты МДП, но возможно применение и
других методов. Вычислительный эксперимент для задач размерности, упомянутой
в п. 3, показал, что при «небольшом» (до 5 %) ухудшении результата время счета
уменьшалось примерно в 1,5 раза (см. раздел 7 в [10]).

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00436 и программой фундаментальных
исследований Президиума РАН «Математическая теория управления».
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ТРИАНГУЛЯЦИИ ВЫПУКЛЫХ МНОГОГРАННИКОВ
И РЕАЛИЗАЦИЯ ИХ f -ВЕКТОРОВ

В. Н. Шевченко

Рассматриваются два класса (геометрических) симплициальных комплексов
(с. к.): граничный комплекс ∂P симплициального политопа P и комплекс ∆(T (V ))
триангуляции T (V ) политопа P = convV, где через convV обозначена выпуклая
оболочка точек v1, ..., vn множества V. Множество всех симплексов комплекса K
(называемых гранями с. к. K) разбивается на подмножества Kk k-мерных граней
(k = −1, ..., d). Вектор f(K) = (1, f0(K), ..., fd(K)), где fk(K) = |Kk| есть число
k-мерных граней с. к. K, называется f -вектором с. к. K. Вектор f = (f0, ..., fd) назы-
вается реализуемым (в соответствующем классе с. к.), если найдется K такой, что
f = f(K). Критерий реализуемости для первого класса известен. Известен также
ряд условий реализуемости (как необходимых, так и достаточных) во втором классе.
Здесь подводится итог попыткам получения критерия для второго класса.

1. Пусть P − множество решений (называемое далее полиэдром) системы линей-
ных неравенств (над полем Q рациональных чисел)

ai0 +
d∑

k=1

aikxk ≥ 0, i = 1, ..., m. (1)

Под размерностью Р (dimP ) понимают максимальное число аффинно независи-
мых решений системы (1) без единицы, если она совместна, и считают dimP = −1
в противном случае. Ограниченный полиэдр называют выпуклым многогранником.
Будем называть его также политопом или r-политопом, если dimP = r. Рассмотрим
такую линейную функцию ax, для которой достигается maxx∈P ax = α. Множество
Pa = {x ∈ P/ax = α} называют гранью полиэдра P , в частности при a = 0 полу-
чим, что P является (единственной) r-мерной гранью r-политопа P . Удобно также
считать пустое множество (-1)-мерной гранью любого политопа P. Хорошо известно
(cм., например, [2, 4, 5, 12, 19]), что любой политоп P можно задать как выпуклую
оболочку своих вершин (т. е. 0-мерных граней) P = conv(v1, v2, ..., vn), где

conv(v1, ..., vn) = {x =
n∑

j=1

λjvj/

n∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, ..., n}, (2)

а каждая его грань Pa = conv(vj, j ∈ Ja), где Ja = {j/avj = α}. В частности, положив
ai = (ai1, ..., aid), с i-м неравенством системы (1) свяжем грань

Fi = {x ∈ P/ai0 +
d∑

k=1

aikxk = 0}. (3)

Если dimFi = dimP − 1, то грань Fi называют фасетой политопа P. Обозначим
через Γk(P ) множество k-мерных граней политопа P и положим Γ(P ) =

⋃r
k=−1 Γk(P ),

∂P = Γ(P ) \ {P}, f(P ) = (f−1(P ), f0(P ), ..., fr(P )), где fk(P ) = |Γk(P )| − число k-
мерных граней политопа Р,

f(λ, P ) =
r∑

k=−1

fk(P )λk+1, (4)
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и f(λ, ∂P ) = f(λ, P )− λr+1.
Известно также, что если r = d и система (1) неприводима, т. е. не содержит

неравенств-следствий, то fd−1(P ) = m, Γd−1(P ) = {F1, ..., Fm} и множество

Γ(P ) =
r⋃

k=−1

Γk(P )

с естественным частичным упорядочиванием F ⊆ G является градуированной решёт-
кой (определение и свойства решетки см. в [1]), в частности inf(Pa, Pb) = Pa

⋂
Pb =

Pa+b. Она называется граневой решеткой политопа P, а множество ∂P называется
граничным комплексом политопа P.

Политоп P называется r-симплексом, если dimP = f0(P ) − 1 = r . Нетрудно
видеть, что для него Γk(P ) составляет (k + 1)-мерный слой (r + 1)-мерного булева
куба, fk(P ) = (r+1

k+1), f(λ, P ) = (1 + λ)r+1.
Политоп называется симплициальным, если любая его фасета является симплек-

сом. Если P симплициальный, то его граничный комплекс ∂P является с. к.
Пример 1. Пусть P = conv(v1, v2, ..., vn) − d-политоп в Rd+1 и v0 не принадлежит

аффинной оболочке Γ0(P ). Пирамидой с основанием P и апексом v0 называется [4,
12, 19] (d + 1) - политоп Q = conv(v0, v1, ..., vn). Тогда f(λ,Q) = (1 + λ)f(λ, P ).

Естественно возникает
Задача 1 (о реализации f -вектора): перечислить необходимые и достаточные усло-

вия, которыми должен обладать целочисленный вектор f для того, чтобы он совпа-
дал с f(P ) для некоторого d-политопа P.

Со времён Штейница, решившего Задачу 1 при d = 3 в 1922 г. (см. например,
[4]), прогресс невелик. В общем случае известно лишь необходимое условие Эйлера-
Пуанкаре

f(−1, P ) =
d∑

k=−1

fk(P )(−1)k+1 = 0 (5)

и весьма полезная концепция разворачиваемости (shellability)[11 - 13, 19].
Продемонстрируем ее, считая для простоты, что dimP = d, система (1) неприво-

дима и ai0 < 0. Пусть вектор q = (q1, ..., qd) ∈ Qd такой, что при i = 1, ..., m
∑d

k=1 aikqk 6=
0, а числа λi = ai0/

∑d
k=1 aikqk различны и среди них есть как положительные, так и

отрицательные. Переупорядочим фасеты F1, ..., Fm неравенствами

1

λ1

> ... >
1

λm

. (6)

Теорема 1 [11]. Если фасеты F1, ..., Fm упорядочены в соответствии с неравен-
ствами (6) (говорят, что эта последовательность дает линейную развертку с. к. ∂P ),
то при i = 1, ..., m− 1 множество

Fi+1

⋂
(

i⋃
j=1

Fj)

является объединением фасет грани Fi+1.
Определение общего понятия развертки политопиального (и, в частности, сим-

плициального) комплекса можно найти в [2, 19].
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Следующее понятие является одним из основных в комбинаторной геометрии [2-
4, 18]. Политоп P ′ называется комбинаторно эквивалентным политопу P (P ∼ P ′),
если существует взаимно однозначное отображение множества Γ(P ) на множество
Γ(P ′), сохраняющее отношение включения (при этом решётки называют изоморфны-
ми и пишут Γ(P ) ≈ Γ(P ′)).

2. Рассмотрим класс P s(d, n) симплициальных d-политопов с n вершинами.
Граничный комплекс ∂P симплициального политопа P удовлетворяет условию:

если F ∈ ∂P и G ∈ Γ(F ), то G ∈ ∂P, (7)

и, следовательно, является симплициальным комплексом [3, 4, 19].
Пусть P описывается неприводимой системой (1). Известно, что фасеты F1, ..., Fm

можно упорядочить так, что

∂P =
m⋃

i=1

[Gi, Fi], (8)

где [G,F ] = {H ∈ Γ(P )/G ⊆ H ⊆ F}, Gl+1 - наименьшая по включению грань
фасеты Fl+1, не принадлежащая подкомплексу (∂P )l =

⋃l
i=1[Gi, Fi], G1 = ®, и Gm =

Fm− последовательность (F1, ..., Fm) называется разверткой с. к. ∂P. В частности,
это можно сделать по теореме 1, воспользовавшись неравенствами (6).

Разбиение (8) позволяет вычислить многочлен f(λ, (∂P )l), зная при i = 1, ..., l
число элементов σi = dimGi + 1 в множестве Gi (называемом i-м разделителем раз-
вертки (8))

f(λ, (∂P )l) =
l∑

i=1

λσi(1 + λ)d−σi , l = 1, ..., m (9)

Заметим, что σ1 = 0, σ2 = 1, σm = d и 1 ≤ σi ≤ d− 1 при остальных значениях i.
Лемма 1. Если

f(λ, (∂P )l) =
d∑

k=0

γk,lλ
k(1 + λ)d−k, (10),

то γk,l = |{i/σi = k, i = 1, ..., l}|,
γk,l = γk,l−1 + 1, если σl = k, и γk,l = γk,l−1 в противном случае.
Отсюда следует, что для любого политопа P ∈ P s(d, n), многочлен f(λ, ∂P ) можно

представить в виде

f(λ, ∂P ) =
d∑

k=0

hk(P )λk(1 + λ)d−k, (11)

f(λ, ∂P ) =

bd/2c∑

k=0

gk(P )(λk(1 + λ)d+1−k − λd+1−k(1 + λ)k), (12)

где g0(P ) = 1 и gk(P ) = hk(P )−hk−1(P )− целые неотрицательные числа, а bd/2c = δ−
наибольшее целое число, не превосходящее числа d/2.

Заметим, что (12) влечет равенство f(−1− λ, ∂P ) = (−1)df(λ, ∂P ), равносильное
следующим уравнениям Дена-Соммервилля (см., например, [3, 18])

hk(P ) =
k∑

i=0

gi(P ) = hd−k(P ), k = 0, ..., δ. (13)
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Для того, чтобы полностью охарактеризовать f -векторы симплициальных поли-
топов нам понадобится следующее определение. Для любых натуральных чисел a и i
существует единственное биномиальное i-разложение числа a =

(
ai

i

)
+

(
ai−1

i−1

)
+...+

(
aj

j

)
,

где ai > ai−1 > ... > aj ≥ j ≥ 1. Тогда число a<i> =
(
1+ai

1+i

)
+ ... +

(
1+aj

1+j

)
называется i-й

псевдостепенью числа a. Положим 0<i> = 0.
Многочлен

f(λ) =
d∑

k=0

hkλ
k(1 + λ)d−k =

δ∑

k=0

gk(λ
k(1 + λ)d+1−k − λd+1−k(1 + λ)k) (14)

назовем реализуемым в классе P s(d, n), если существует политоп P ∈ P s(d, n) та-
кой, что f(λ) = f(λ, ∂P ), и обозначим множество соответствующих векторов h =
(h0, ..., hd) через Hs(d, n), а множество соответствующих векторов g = (g0, ..., gδ)−
через Gs(d, n).

Теорема 2 (g-теорема). Целочисленный вектор g ∈ Gs(d, n) тогда и только
тогда, когда выполняются два условия:

а) gk ≥ 0, k = 1, ..., δ, g0 = 1,
б) gk+1 ≤ g<k>

k , k = 1, ..., δ − 1.
Эта формулировка критерия была предложена в виде гипотезы П. Макмюлленом

в 1971 г. [16] и доказана в 1980 г. (Л. Биллера и К. Ли - достаточность [10], Р. Стенли
- необходимость [18]).

Определение: Последовательность целых чисел γ = (γ0, γ1, ..., γl, ...), в которой
γ0 = 1, γl > 0, γl+1 = ... = 0 и 0 ≤ γi+1 ≤ γ<i>

i при i = 1, ..., l − 1, называется
M-вектором. По существу g-теорема означает, что g-вектор образует M -последова-
тельность, если его дополнить нулями.

Лемма 2. Если P ∈ P s(d, n), то

hd−k = hk = γk,m = |{i/σi = k}|, k = 1, ..., δ.

3. Множество V = {v1, ..., vn}, где vj ∈ Qd, назовём (d, n)-точечной конфигу-
рацией, если P = convV есть d-политоп. Триангуляцией политопа Р с узлами из
множества V назовём множество T (V ) = {S1, ..., St} таких d-симплексов Sτ , для
которых выполнены три следующие условия:

1)Γ0(Sτ ) ⊆ V,
2)

⋃t
τ=1 Sτ = P и

3) пересечение любых двух d-симплексов является гранью каждого из них.
Множество 4(T (V )) =

⋃t
τ=1 Γ(Sτ ) даёт ещё один пример с. к. Будем писать 4

вместо 4(T (V )), если это не приводит к недоразумениям. При k = −1, 0, ..., d обо-
значим через 4k =

⋃t
τ=1 Γk(Sτ ) множество k-мерных граней с. к. 4, через ∂4 его

граничный подкомплекс, положим fk(4) = |4k|, f(4) = (f−1(4), ..., fd(4)) и опре-
делим многочлены f(λ,4), f(λ, ∂4) аналогично прежнему.

Пример 2. Пусть Q = pyrv0P − пирамида с апексом v0 и основанием P =
conv(v1, ..., vn) (см. пример 1), T (V ) = {S1, S2, ..., St}− триангуляция политопа P с
узлами из V = {v1, ..., vn} и S

′
τ = pyrv0Sτ (τ = 1, ..., t). Тогда T (V

′
) = {S ′

1, ..., S
′
t} −

триангуляция Q с узлами из V
′
= {v0, v1, ..., vn} и, если ∆ и ∆

′− соответствующие с.
к., то f(λ, ∆

′
) = (1 + λ)f(λ, ∆).

Попытки перенести результаты п. 2 на с. к. 4(T (V )) наталкиваются на серьез-
ные трудности, главная из которых состоит в том, что 4(T (V )), вообще говоря, не



Пленарные доклады 79

является разворачиваемым [17]. Однако, в рассматриваемом случае свойство разво-
рачиваемости удается заменить разбиваемостью.

Пусть 4 =
⋃t

τ=1 Γ(Sτ )− с. к. и S1, S2, ..., St − его фасеты (т. е. максимальные по
включению элементы). Если для каждого τ = 1, ..., t в Γ(Sτ ) можно указать такое Jτ ,
что

∆ =
t⋃

τ=1

[Jτ , Sτ ], (15)

где объединение дизъюнктно, т. е. [Jτ , Sτ ]
⋂

[Jσ, Sσ] = ® при τ 6= σ, то 4 называется
разбиваемым.

Теорема 3 (П. Кляйншмидт и З. Смилански [13]). Для любой триангуляции T (V )
любой точечной конфигурации V симплициальный комплекс 4(T (V )) разбиваем.

Следствие 1. Если для ∆ = ∆(T (V )) выполнено соотношение (15), то

f(λ,4) =
d+1∑

k=0

γk(4)λk(1 + λ)d+1−k, (16)

где γk(4) = |{τ/dimJτ = k − 1}|− целое неотрицательное число, не зависящее от
порядка следования симплексов S1, ..., St, γ0(4) = 1 и γd+1(4) = 0.

Из определения триангуляции следует, что любая F ∈ 4d−1 не может принад-
лежать трём различным симплексам, но обязана принадлежать хотя бы одному.
Если она принадлежит единственному симплексу, то назовём её граничной, а если
двум, то − внутренней. Пусть Fi граничная при i = 1, 2, ..., m1, и внутренняя при
i = m1+1, ..., m1+m2. Тогда ∂4 =

⋃m1

i=1 Γ(Fi), а для остальных граней из4 несложно
доказать, что

4 \ ∂4 =
t⋃

τ=1

[Jτ , Sτ ], (17)

где объединение дизъюнктно и Jτ− множество вершин симплекса Sτ , дополнительное
к Jτ . Тогда из теоремы 3 следует, что

f(λ,4 \ ∂4) =
d+1∑

k=0

γk(4)λd+1−k(1 + λ)k, (18)

f(λ, ∂4) =
δ∑

k=0

(γk(4)− γd+1−k(4))(λk(1 + λ)d+1−k − λd+1−k(1 + λ)k). (19)

Далее, воспользовавшись Леммой 2, несложно получить
Следствие 2. Если P ∈ P s(d, n), ∆ = ∆(T (V )), Γ0(∆) = Γ0(P ), то gk(P ) =

γk(∆) − γd+1−k(∆), k = 1, ..., δ.
Будем считать, что γk(∆) = 0, если k /∈ {0, 1, ..., d} и при l = 0, 1, ... положим

gkl(∆) = γk(∆) − γd+1+l−k(∆). Воспользовавшись конструкцией из примера 2, полу-
чаем следующее утверждение.

Лемма 3. Если P ∈ P s(d, n), ∆ = ∆(T (V )), Γ0(∆) = Γ0(P ), то последователь-
ность gl = (g0l, g1,l, ...) является M -последовательностью.

Рассмотрим множество всевозможных триангуляций T (V ) всевозможных (d, n)-
точечных конфигураций и обозначим множество соответствующих многочленов f(λ, ∆)
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через F (λ, d, n), а векторов γ(4) = (γ0(4), ..., γd(4)) − через H(d, n). Назовем их
(d, n)-реализуемыми. Назовем многочлен f(λ) (и соответствующий ему вектор γ) ре-
ализуемым, если существуют d и n такие, что f(λ) ∈ F (λ, d, n), и нереализуемым в
противном случае.

В теории линейных неравенств [5, 19] известен алгоритм (назовем его алгорит-
мом Фурье-Моцкина), позволяющий переходить от описания политопа в виде (1) к
виду (2) и обратно. В [8] он модифицирован так, чтобы на каждом шаге получалась
триангуляция Tn = T (v1, ..., vn), и соответствующие ей с. к. 4n и ∂4n =

⋃m
i=1 Γ(Fi).

Появление новой точки vn+1 дает линейную развертку с. к. ∂4n =
⋃m

i=1[Hi, Fi]. По-
ложим m− = |I−|, m+ = |I+|, 4−

n =
⋃m−

i=1[Hi, Fi] 4+
n =

⋃m+

i=1[Hm+1−i, Fm+1−i]. Тогда,
добавляя к развертке S1, ..., St с. к. ∆n развертку с. к. pyr∆−

n =
⋃

i∈I− pyrFi, где
pyrFi− пирамида с основанием Fi и апексом vn+1, получаем продолжение развертки
с. к. ∆n+1. Назовём такие триангуляции ФМ-триангуляциями, а соответствующие
им γ-векторы ΦM-реализуемыми. Ясно, что с. к. 4n+1, 4−

n , 4+
n являются линейно

разворачиваемыми (ср. [14]),

f(λ, ∆n+1) = f(λ, ∆n) + λf(λ, ∆−
n ). (20)

Несложно проверить также, что

f(λ, ∂∆n+1) = f(λ, ∆n) + λf(λ, ∂∆n) =

=

b(d+1)/2c∑

k=0

(γk(∆) − γd+2−k(∆))(λk(1 + λ)d+2−k − λd+2−k(1 + λ)k). (21)

Множество ФМ-реализуемых γ из H(d, n) обозначим через ФМ (d, n).
Если применять алгоритм из [8] к циклическим многогранникам (см. о них, на-

пример, в [2-4, 12, 19]), то получается индуктивная (по d и n) процедура получения
γ-векторов, из которой следует

Теорема 4 Если γk+1 ≤ γ<k>
k (k = 1, ..., m−1) и γm 6= 0, γm+1 = 0 то γ ∈ ΦM(2m+

1, γ1 + 2m)
Основным результатом предлагаемого доклада является неоднократно (см [7] и

имеющиеся там ссылки) выдвигаемая автором как гипотеза
Теорема 5. Множества H(d, n) и ΦM(d, n) совпадают.
Теорема 6. Для того, чтобы целочисленный вектор γ = (γ0, γ1, . . . ) принадле-

жал H(d, n), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:
1. γ0 = 1, γi ≥ 0 при i = 1, . . . , d и γk = 0 при целых k ≥ d + 1,
2. γb d+1

2
c ≥ γb d+1

2
c+1 ≥ · · · ≥ γd и γi − γd+1−i ≥ 0 при i = 1, . . . , bd−1

2
c,

3. γi+1 − γj−i ≤ (γi − γj+1−i)
<i> при j = d, . . . , 2d и i = 1, . . . , b j

2
c − 1.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (грант № 09-01-00545а)
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МАТРИЧНЫЙ ИНСТРУМЕНТАРИЙ
В ПОСТРОЕНИИ КРИТЕРИЯ ОПТИМИЗАЦИИ

Н.Н. Астафьев

Для матриц A = (aij)m×n, c (строка), b (колонка) выпишем пару двойственных
задач в матричной записи

max{c · x|A · x ≤ b} min{u · b|uA = c u ≥ 0}.

Рассмотрим матрицы x · = (xicj)n×n, b · u = (biuj)m×m. Тогда выписанная пара задач
может быть записана в виде

max{tr(x · c)|Ax ≤ b} min{tr(b · u)|uA = c u ≥ 0}.

Известно, что tr(M) совпадает с сумой собственных чисел матрицы M . Очевид-
но, что для матрицы x · c одно собственное число равно c · x остальные нулевые,
аналогично для матрицы b · u — одно собственное число u · b и остальные нулевые.
Отсюда из теоремы двойственности получаем характеристику оптимальности в тер-
минах собственных чисел выписанных матриц. На основе введенных матриц ниже
будут сформулированы новые задачи. Для матрицы x · c вычислим для i строки
Di =

∑n
j=1 xicj = xi

∑n
j=1 cj — стоимость продукции xi по суммарной цене и вы-

числим для i-колонки Ki =
∑n

j=1 xjci — стоимость всех видов продукции по еди-
ной цене ci. Обозначим через 4(xi) = Di − Ki (i ∈ 1, n и сформулируем задачу:
min{∑n

i=1 |4i(x)| |Ax ≤ b}, которая обычным образом сводится к задаче линейного
программирования. Для матрицы b · u, аналогично, вводятся D∗

i = bi

∑m
j=1 uj — сто-

имость всех ресурсов по суммарной цене 4∗
i (x) = D∗

i −K∗
i i ∈ 1,m и формулируется

задача min{∑m
j=1 |4∗

i (x)| |uA = c u ≥ 0}, которая так же сводится к задаче линей-
ного программирования. Таким образом формируются два критерия оптимизации
(матричные) по матрицам x · c; b · u.

Рассмотрим классическую транспортную задачу

min

{
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij|
m∑

i=1

xij = ai i ∈ 1,m
m∑

i=1

xij = bj i ∈ 1, n xij ≥ 0

}
.

Обозначим C = (cij)m×n, X = (xij)m×n, e(n) = (1 . . . 1n)T em = (1 . . . 1m) a =
(a1 . . . am)T b = (b1 . . . bn). Тогда транспортная задача в матричном виде запишется
так:

min{tr(C ·XT )|Xen = a, e(m)X = b, X ≥ 0}.
Здесь матрица C ·XT ≥ 0 (или CT ·X) квадратная и допускает оптимизацию по

собственным числам Фробениуса.

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ (10-01-00273 и НШ (4008.2010).
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РЕШЕНИЕ ОДНОГО ТИПА ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ ПУТЕМ
РЕДУКЦИИ К СИСТЕМЕ ЛИНЕЙНЫХ НЕРАВЕНСТВ

З. Р. Габидуллина
Доказанная в [1] теорема сильной отделимости нуля евклидова пространства Rn

от выпуклого многогранника

L =
{

z ∈ Rn : z =
∑
i∈I

αizi,
∑
i∈I

αi = 1, αi ≥ 0, i ∈ I = {1, 2, . . . m}
}

имеет много различных приложений. К числу таких приложений относится ее при-
менение для установления взаимосвязи решений задачи сильного отделения нуля
пространства от многогранника L (и том числе, решений задачи проектирования
нуля пространства на многогранник L) с решениями следующего конечномерного
вариационного неравенства:

〈y, z − y〉 ≥ 0 ∀z ∈ L. (1)

Математическое обоснование данной взаимозависимости решений осуществляется на
основании результатов, полученных в [1]–[3].

Здесь изучается возможность решения вариационнго неравенства (1) путем све-
дения к решению следующей системы линейных неравенств:

〈y, zi〉 ≥ 1, i = 1,m. (2)

Пусть ŷ – решение системы (2), тогда в [1] доказано, что ȳ = ŷ/‖ŷ‖2 ∈ ΩL =
{

y ∈ Rn :

〈zi, y〉 ≥ ‖y‖2 ∀i ∈ I
}

. Тогда вектор ȳ является решением неравенства (1). В [1] также
доказано, что если система неравенств (2) несовместна, то ΩL = {0}, где 0−нуль
евклидова пространства. А это применительно к исследуемой задаче означает, что
вариационное неравенство (1) имеет единственное решение y = 0.

Что касается методов решения системы (2), то она может быть решена либо ал-
гебраическими методами; либо путем сведения к различным оптимизационным зада-
чам, например, к задаче минимизации функции ‖y‖2 на области, заданной системой
(2). При этом процесс оптимизации можно не доводить до оптимального плана, его
можно остановить в любой точке допустимого множества задачи.
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ВЫПУКЛЫЕ ЗАДАЧИ БЕЗУСЛОВНОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ
И ДВОЙСТВЕННОСТЬ

А. И. Голиков

Формально задачи безусловной минимизации не имеют функцию Лагранжа и,
следовательно, для них нельзя непосредственно построить двойственную задачу.
Тем не менее с помощью дополнительных переменных можно ввести искусственные
ограничения и получить эквивалентную задачу нелинейного программирования, для
которой уже стандартным образом определяется двойственная задача. Существует
класс таких задач оптимизации, для которых взаимно двойственные задачи являют-
ся задачами безусловной оптимизации и решение любой из этих двух задач выража-
ется через решение другой. Это задачи квадратичного программирования, которые
возникают при регуляризации систем линейных уравнений и/или неравенств. Так
как взаимно двойственные задачи отличаются размерностью, то естественно решать
задачу безусловной оптимизации меньшей размерности. Приведем один типичный
результат, возникающий при регуляризации системы уравнений с неотрицательны-
ми неизвестными и в svm-методе распознавания образов.

Теорема 1. При любом ε > 0 решение x(ε) задачи

F (x(ε)) = min
x∈Rn

+

1

2
{‖b− Ax‖2 + ε‖x‖2} (1)

и решение u(ε) задачи

H(u(ε)) = max
u∈Rm

{b>u− 1

2ε
‖(A>u)+‖2 − 1

2
‖u‖2} (2)

связаны между собой соотношениями

x(ε) =
1

2
(A>u(ε))+,

u(ε) = b− Ax(ε)

и имеет место F (x(ε)) = H(u(ε)).
Из теоремы следует, что если в матрице A размерности m×n число строк m < n,

то вместо задачи минимизации (1) целесообразно решать двойственную задачу (2),
которая является вогнутой кусочно-квадратичной задачей безусловной максимиза-
ции. Для решения (2) весьма эффективен обобщенный метод Ньютона, который поз-
воляет эффективно решать задачи при n ≈ 106 и m ≈ 104.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 08-01-00619), гранта Прези-
дента РФ по государственной поддержке ведущих научных школ (проект № НШ -
4096.2010.1) и программы ОМН-3.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ РАВНОВЕСИЯ,
ОБЛАДАЮЩЕЙ ВЫПУКЛОЙ СТРУКТУРОЙ

Е. Г. Гольштейн

Пусть G ⊂ E — непустой выпуклый компакт, E — евклидово пространство, функ-
ция Φ(u,w) задана на G × G. Рассмотрим задачу P(Φ, G) определения такой точки
u∗ ∈ G, что Φ(u∗, u∗) = maxu∈G Φ(u, u∗). Задача отыскания точки Нэша произвольной
игры многих лиц является частным случаем задачи P(Φ, G).

Условимся говорить, что задача P(Φ, G) обладает выпуклой структурой, если
функция Φ непрерывна на G × G, вогнута и супердифференцируема по u ∈ G при
любом фиксированном w ∈ G, ∂uΦ(u, v)∩CR 6= ∅ ∀(u,w) ∈ G×G при некотором R > 0,
где CR ⊂ E — шар радиуса R с центром в нуле, точечно-множественное отображение
TΦ точек u ∈ G в подмножества E, задаваемое соотношением TΦ(u) = −∂uΦ(u, u),
u ∈ G, является монотонным.

Задача P(Φ, G), обладающая выпуклой структурой, не только разрешима, но и
допускает эффективное решение на основе методов, которые разработаны для чис-
ленного анализа вариационных неравенств, определяемых монотонными отображе-
ниями.

Теорема 1. Пусть функция Φ удовлетворяет условию Липшица на G × G, во-
гнута по u ∈ G при любом фиксированном w ∈ G, выпукла по w ∈ G при любом
фиксированном u ∈ G, причем функция Φ(u, u), u ∈ G, является вогнутой. В таком
случае задача P(Φ, G) обладает выпуклой структурой.

Рассмотрим антагонистическую игру Γ(Φ, G), в которой первый игрок выбирает
стратегию u ∈ G, второй игрок — стратегию w ∈ G, а выигрыш первого игрока
задается функцией Φ(u,w)− Φ(w,w), (u,w) ∈ G×G.

Теорема 2. Пусть функция Φ удовлетворяет требованиям, перечисленным в фор-
мулировке теоремы 1. В таком случае седловое множество игры Γ(Φ, G) имеет вид
U∗×U∗, где U∗ — множество решений задачи P(Φ, G), цена игры Γ(Φ, G) равно нулю.

Работа поддержана РФФИ, проект № 09-01-00516.
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МАТРИЧНАЯ КОРРЕКЦИЯ И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В. И. Ерохин

Рассмотрим двойственную пару задач линейного программирования (ЛП) вида

L : Ax = b, x ≥ 0, c>x → max,
L∗ : u>A ≥ c>, b>u → min,

(1)

C (1) естественным образом связана система линейных уравнений и неравенств
{

Ax = b, x ≥ 0,
u>A ≥ c>,

(2)

совместность которой в силу теории двойственности необходима и достаточна для
собственности задач L,L∗.

Рассмотрим обратную задачу Z следующего вида: "При заданных векторах
x, c, b, u, где x 6= 0, u 6= 0, x ≥ 0, найти матрицу A, являющуюся решением системы
(2)". Решение задачи Z и проблемы, обратной к (1), предоставляет следующая

Теорема. Задача Z разрешима тогда и только тогда, когда выполняется усло-
вие

b>u ≥ c>x. (3)
Решение задачи Z имеет вид A = Â + ∆A, где

Â =
bx>

x>x
+

uc̃>

u>u
− (

b>u
) · ux>

u>u · x>x
; c̃ = argmin

q>x=b>u, q≥c

{
q>q

}
; ∆A

∣∣uT∆A = 0, ∆Ax = 0 .

Матрица Â является единственным решением задачи Z с минимальной евкли-
довой нормой, а для евклидовых норм векторов и матриц справедливы соотношения

‖A‖2 =
∥∥∥Â

∥∥∥
2

+ ‖∆A‖2,
∥∥∥Â

∥∥∥
2

=
‖b‖2

‖x‖2 +
‖c̃‖2

‖u‖2 −
(
b>u

)2

‖x‖2 · ‖u‖2 .

Если условие (3) выполняется как равенство, то в этом и только в этом случае
описанная выше матрица A (и только она) обеспечивает принадлежность задан-
ных векторов x, u множеству решений задач L и L∗ соответственно.

Задача Z и приведенная выше теорема, являясь дальнейшим развитием резуль-
татов работы [1], оказываются удобными инструментами для численного (а в некото-
рых случаях и аналитического) решения разнообразных обратных задач и проблем
матричной коррекции собственных или несобственных задач L и L∗, поскольку поз-
воляют сводить указанные проблемы, сформулированные в пространстве элементов
матрицы A, к дробно-квадратичным задачам математического программирования в
пространстве координат векторов x и u.
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ЭФФЕКТИВНОСТЬ ДВУХШАГОВОГО ЭКСТРАГРАДИЕНТНОГО МЕТОДА
РЕШЕНИЯ ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ

А. В. Зыкина, Д. Н. Запорожец, Н. В. Меленьчук

Множество интересных с точки зрения практики и вместе с тем сложных задач
сводятся к вариационным неравенствам. Градиентные методы при решении вариа-
ционных неравенств применимы, однако, они сходятся лишь при наличии жестких
предположений. Ослабить эти условия позволяют экстраполяционные методы [1-3].

В данной работе тестируется новый экстраградиентный метод [3], заключающий-
ся в том, что из исходной точки делается два пробных шага по градиенту и значение
градиента во второй точке используется в качестве направления движения из ис-
ходной точки. Двухшаговый экстраградиентный метод для решения вариационного
неравенства (H(z∗), v− z∗) ≥ 0, ∀ v ∈ Ω задается следующими рекуррентными соот-
ношениями

zk = PΩ(zk − αH(zk)), z̃k = PΩ(zk − αH(zk)), zk+1 = PΩ(zk − αH(z̃k)),

где выпуклое, замкнутое множество Ω ⊂ Rl, оператор H : Ω → Ω , α > 0 – числовой
параметр, PΩ – оператор проектирования на множество Ω.

Полученные в ходе численных исследований результаты отвечают главной цели
работы: доказательство эффективности двухшагового экстраградиентного метода,
сходящегося за меньшее число вычислений. Важно отметить, что каждая итерация
двухшагового метода в полтора раза больше по вычислениям в сравнении со стан-
дартным экстраградиентным [1], что не мешает получить решение вариационного
неравенства новым методом, затратив в среднем в два раза меньше вычислений, чем
стандартным экстраградиентным.

Работа поддержана аналитической ведомственной целевой программой «Развитие
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АЛГОРИТМ ВНУТРЕННИХ ТОЧЕК
С КВАДРАТИЧНЫМИ АППРОКСИМАЦИЯМИ

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

С. М. Пержабинский

Рассмотрим задачу выпуклого программирования

f0(x) → min
x∈X

, X = {x ∈ Rn : x ≥ x ≥ x , fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m} (1)

здесь функции fi дважды дифференцируемые. В докладе приводится алгоритм внут-
ренних точек с квадратичными аппроксимациями для решения задачи (1). Особен-
ность этого алгоритма состоит в том, что при нахождении поиска направления кор-
ректировки учитываются не только линейные, но и квадратичные составляющие ап-
проксимаций целевой функции и функций-ограничений с весами, равными оценкам
множителей Лагранжа ограничений исходной задачи (1), вычисленным на предыду-
щей итерации. Излагаются результаты сравнения метода внутренних точек с квадра-
тичными аппроксимациями с методом внутренних точек, основывающимся на лине-
аризации [1]. Экспериментальные расчеты показали, что нахождение оптимального
решения задачи (1) алгоритмом внутренних точек с квадратичными аппроксимаци-
ями происходит за меньшее время, чем методом внутренних точек, использующим
только линейные аппроксимации.

В докладе рассматривается модель оценки дефицита мощности электроэнерге-
тической системы с квадратичными потерями в линиях электропередач [2]. Данная
модель используется при анализе надежности электроэнергетических систем (ЭЭС).
При помощи метода Монте-Карло многократно ”разыгрываются” случайные состоя-
ния ЭСС, для которых затем необходимо определить дефицит мощности в системе.
Поэтому особую актуальность приобретает сокращение времени вычислений на ста-
дии оценки дефицита моощности. Модель оценки дефицита мощности описывается
задачей невыпуклого нелинейного программирования. Приводится способ преобра-
зования исходной невыпуклой задачи к виду (1). В докладе представлены резуль-
таты применения алгоритма внутренних точек, основывающегося на линеаризации,
и алгоритма внутренних точек с квадратичными аппроксимациями для нахождения
минимального дефицита мощности ЭЭС.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00306а.
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БАРЬЕРНЫЕ ФУНКЦИИ И ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ
НЕСОБСТВЕННЫХ ЗАДАЧ

МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 1–ГО РОДА

Л. Д. Попов

Рассмотрим несобственную (некорректную, противоречивую, не имеющую реше-
ния в обычном смысле [1]) задачу математического программирования 1-го рода

sup{f0(x) : fj(x) ≤ 0 (j = 1, ..., m), x ≥ 0, x ∈ Rn}. (1)

Пусть функции −f0(x), f1(x), ..., fm(x) всюду конечны, выпуклы и дважды непре-
рывно дифференцируемы. Введем параметры коррекции u = (u1, . . . , um) и обозна-
чим

M(u) = {x : fj(x) ≤ uj (j = 1, ...,m), x ≥ 0, x ∈ Rn}.
Напомним, что задача называется несобственной 1-го рода, если ее можно превратить
в обычную, собственную, разрешимую путем коррекции одних лишь правых частей
ее ограничений (общего вида). В докладе обсуждаются условия, при которых точки
максимума (x̄ε, ūε) расширенной штрафной функции

Bε(x, u) = f0(x) + ε

m∑
j=1

ln(uj − fj(x)) + ε

n∑
i=1

ln(xi)− 1

2ε
||u||2, ε > 0, (2)

существуют и асимптотически сходятся (при ε → +0) к обобщенному решению зада-
чи (1) в следующем смысле:

ūε → ū = argmin{||u|| : M(u) 6= ∅} ≥ 0,

f0(x̄ε) → sup{f0(x) : fj(x) ≤ ūj + ε (j = 1, ..., m), x ≥ 0, x ∈ Rn},

max{0, fj(x̄ε)− ūj} → 0 (j = 1, ..., m).

Подчеркнем, что при наших предположениях функция (2) является гладкой, и при
ее максимизации можно применять методы второго порядка.

Работа поддержана РФФИ (грант 10-01-00273) и Программой государственной
поддержки ведущих научных школ (проект НШ–4008.2010.1).
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ОБ ОДНОМ ОБЩЕМ МЕТОДЕ КОРРЕКЦИИ НЕСОБСТВЕННЫХ ЗАДАЧ
ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В. Д. Скарин

Рассматривается задача выпуклого программирования (ВП)

min{f0(x) : x ∈ X}, (1)

где X = {x : f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], fi(x) — выпуклые на Rn функции
(i = 0, 1, . . . , m). Предполагается, что (1) может быть несобственной задачей ВП [1].

В зависимости от пустоты или непустоты множеств X и Λ = {λ ∈ Rm
+ : inf

x
{L(x, λ) =

f0(x) + (λ, f(x))} > −∞} различают [1] три рода несобственности задач ВП:

1) X = ∅, Λ 6= ∅; 2) X 6= ∅, Λ = ∅; 3) X = ∅, Λ = ∅.

Наиболее исследованы задачи 1-го рода [1,2]. Они характеризуются тем, что после
коррекции системы ограничений задачи (1) по правым частям (т.е. после замены в
(1) X = ∅ на Xξ = {x : f(x) ≤ ξ}, ξ ≥ 0, Xξ 6= ∅) в задаче (1) будет inf f0(x) > −∞.
К задачам 2-го рода относятся задачи ВП, у которых inf

x∈X
f0(x) = −∞. Интерес пред-

ставляет проблема построения таких универсальных методов коррекции несобствен-
ных задач, которые бы не зависили от характера несобственности исходной задачи.

Предлагаемый в работе метод характеризуется задачей (P r
σ ) нахождения седло-

вых точек функции

Lσ(x, λ) = L(x, λ) + α ‖x‖2 − β ‖λ‖2, σ = [α, β] > 0,

в области Sr ×Rm
+ , где Sr = {x : ‖x‖2 ≤ r}, r > 0. Показано, что если множество X в

задаче (1) непусто, то (P r
σ ) аппроксимирует задачу

min{f0(x) : x ∈ X ∩ Sr}, (2)

в противном случае — задачу

min{f0(x) : x ∈ Xξ̄r ∩ Sr}, (3)

где ξ̄r = arg min{‖ξ‖ : ξ ∈ Er}, Er = {ξ ∈ Rm
+ : Xξ ∩ Sr 6= ∅}. Если (1) — разрешимая

задача ВП, то при достаточно большом r задачи (1)–(3) совпадают.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00273) и про-
граммы поддержки ведущих научных школ (проект НШ-4008.2010.1).
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МИНИМИЗАЦИЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННОЙ
КВАДРАТИЧНОЙ ФУНКЦИИ В n-МЕРНОМ ОКТАЭДРЕ

П. А. Чертищева

Рассматривается задача: найти

x∗ = argmin {f(x) : x ∈ D} , (1)

где f(x) — положительно определенная квадратичная функция, а D — n-мерный
октаэдр:

D =

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1

|xi| ≤ β

}
.

Данная задача является обобщением линейной задачи о наименьших квадратах [1]
и появляется в различных приложениях. Предлагается свести данную задачу к за-
даче нахождения вектора минимальной длины в симплексе:

x∗ = argmin
{‖x‖2 : x ∈ S

}
, (2)

где S — телесный симплекс в RN . Е.А.Нурминский [2] для решения задачи (2) пред-
ложил метод последовательных проекций на аффинные подпространства, содержа-
щие подходящие грани исходного симплекса, монотонно уменьшающий длину соот-
ветствующей проекции.

Задача (1) сводится к задаче (2) путем замены переменных xi = x+
i − x−i , x+

i ≥ 0,
x−i ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n). В результате получаем промежуточную 2n-мерную задачу
минимизации неотрицательно определенной квадратичной функции на симплексе.
Доказано, что полуопределенность функции не влияет на линейную сходимость ал-
горитма решения задачи (2), доказанную в [3], и для нее можно использовать разра-
ботанные модификации метода последовательных проекций.

Предложенный алгоритм реализован на языке MATLAB. Результаты численных
экспериментов показывают превосходство по времени работы данного алгоритма над
стандартными средствами MATLAB для решения задач более общего типа.
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О СВЕДЕНИИ ОБЩЕЙ ЗАДАЧИ ЦЛП К ЗАДАЧЕ О РАНЦЕ

С. И. Веселов

В работе рассмотрены способы уменьшения числа ограничений–равенств, задаю-
щих множество допустимых решений задачи целочисленного линейного программи-
рования. Историю вопроса, известные методы и библиографию можно найти в [1]–[4].

Пусть A матрица размеров m × n с неотрицательными целыми элементами,
b = (b1, .., bm)T – целый вектор, M – множество неотрицательных целых решений
системы уравнений

Ax = b,

f = (1, b1 + 1, ..,
m−1∏
i=1

(bi + 1)), N – множество неотрицательных целых решений урав-
нения

fAx = fb.

Теорема Если для данного вектора–строки c существует y ∈ M такой, что cy =
max{cx, x ∈ M}, то с полиномиальной трудоемкостью вычисляется c′ такой, что
c′y = max{c′x, x ∈ N}.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00545-а.
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К ЗАДАЧЕ О МАКСИМАЛЬНОЙ ВЗВЕШЕННОЙ КЛИКЕ
КАК НЕПРЕРЫВНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМИЗАЦИИ

Т. В. Груздева

В работе рассматривается известная задача поиска максимальной взвешенной
клики в графе G(V,E, w) в непрерывной постановке в виде оптимизационной задачи
с невыпуклым ограничением-неравенством с параметрами α 6= γ [1]:

n∑
i=1

1
wi

x2
i ↓ min, x ∈ S,

sign(α− γ)Φα,γ(x) ≤ 0,



 (P)

где S
4
=

{
x ≥ 0 |

n∑
i=1

xi =1

}
, Φα,γ(x)

4
=

〈
x, [αB + γ(B + D)]x

〉 − γ 〈d, x〉 , d ∈ IRn,

di = 1
wi

, i = 1, . . . , n, D = diag{d1, . . . , dn} — диагональная матрица (n × n). Компо-
ненты вектора w ∈ IRn

+ задают веса вершин V графа G. Матрицы B = ||bij||(n×n) и
B = ||bij||(n×n) построены по следующим правилам:

bij =

{ 1
2wi

+ 1
2wj

, если (i, j) ∈ E;

0, в противном случае;

bij =

{ 1
2wi

+ 1
2wj

, если i 6= j, (i, j) /∈ E;

0, в противном случае.
Для решения задачи (P) применяется стратегия глобального поиска для задач с d.c.
ограничением [2], основными этапами которой являются локальный поиск [1,3,4],
решение линеаризованных задач и построение аппроксимаций поверхности уровня
выпуклой функции.

Разработанный алгоритм протестирован [1] на задачах о максимальной взвешен-
ной клике из библиотеки DIMACS и применен для нахождения оценок в задаче раз-
мещения с предпочтениями клиентов [5].
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НЕКОТОРЫЕ ПОЛИНОМИАЛЬНО РАЗРЕШИМЫЕ В СРЕДНЕМ КЛАССЫ
ЗАДАЧ ОБ УПАКОВКЕ МНОЖЕСТВА

Н. Г. Гофман, Л. А. Заозерская

Рассматривается задача об упаковке множества в следующей постановке:

max

{
n∑

j=1

cjxj |
n∑

j=1

aijxj ≤ 1, i = 1, ..., m; xj ∈ {0, 1}, j = 1, ..., n

}
, (1)

где aij ∈ {0, 1}, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n являются независимыми случайными ве-
личинами. В [3] представлен класс задач вида (1), для которого предложенный там
же алгоритм динамического программирования является полиномиальным в сред-
нем. Этот результат базируется на полученной в [3] верхней оценке среднего числа
допустимых решений задач.

В [2] показано, что алгоритм ветвей и границ типа Лэнд и Дойг, некоторые алго-
ритмы отсечения и алгоритм перебора L-классов также являются полиномиальными
в среднем на указанном классе задач. Эти результаты получены в рамках предло-
женного ранее подхода к построению полиномиальных верхних оценок среднего чис-
ла итераций ряда алгоритмов целочисленного линейного программирования. Подход
основан на использовании полиномиальных верхних оценок средней мощности мно-
жества допустимых решений задач и метода регулярных разбиений. В [1] построено
расширение класса из [3].

В данной работе описан новый класс S задач вида (1), для которого средняя
мощность множества их допустимых решений имеет более высокий порядок по срав-
нению с классом из [3]. Для класса S получены полиномиальные верхние оценки
среднего числа итераций указанных алгоритмов. Представлены результаты экспери-
ментальных исследований.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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АНАЛИЗ И РЕШЕНИЕ ОДНОГО КЛАССА ЗАДАЧ
ОБ УПАКОВКЕ МНОЖЕСТВА

А. А. Колоколов, М. Ф. Рыбалка

В данной работе продолжается исследование задач об упаковке множества с мат-
рицами блочной структуры на основе L–разбиения [1, 2]. Рассматривается следую-
щая задача об упаковке. Пусть дано множество I = {1, ...,m} и семейство его подмно-
жеств
S = {S1, ..., Sn}. Упаковкой множества I называется совокупность попарно непересе-
кающихся подмножеств из S. Требуется найти упаковку множества I максимальной
мощности. Если известны веса подмножеств cj > 0, j = 1, n, то задача состоит в
отыскании упаковки множества наибольшего веса.

Модель целочисленного линейного программирования для этой задачи имеет вид:

max{cx : Ax ≤ e, x ∈ {0, 1}n}.
Здесь A = ‖aij‖m×n, aij ∈ {0, 1}, причем aij = 1, если i ∈ Sj, иначе aij = 0, i = 1,m,
j = 1, n, c = (c1, c2, . . . , cn); переменные задачи: x = (x1, x2, . . . , xn)T , где

xj =

{
1, если Sj включается в упаковку
0, в противном случае , j = 1, n.

C использованием результатов из [3] получены новые нижние оценки мощности
L–накрытий задач блочной структуры. Выделен широкий класс задач, которые тре-
буют экспоненциального числа итераций алгоритма перебора L–классов (LCE)[1] и
некоторых алгоритмов отсечения.

Для сравнения алгоритма LCE и его модификации, учитывающей блочную струк-
туру задачи [3], реализовано приведение произвольной матрицы к блочному виду.
Выполнено экспериментальное сравнение алгоритмов на задачах со случайными ис-
ходными данными, на основе которого можно сделать вывод о перспективности пред-
ложенной модификации.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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ИССЛЕДОВАНИЕ L-СТРУКТУРЫ ЗАДАЧИ О РЮКЗАКЕ

А. А. Колоколов, Т. Г. Орловская

В работе рассматривается следующая задача о рюкзаке: найти лексикографиче-
ски максимальную точку множества M ∩ Zn, где

M = {x ∈ Rn :
n∑

i=1

aixi = b, xi ≥ 0, i = 1, n}.

Предполагается, что ai, b ∈ N, i = 1, n.
Изучаются возможности использования унимодулярных преобразований с целью

уменьшения мощности L-структуры данной задачи, т.е. множества M/L, и ускорения
работы ряда алгоритмов при ее решении. Такие преобразования оказываются полез-
ными, например, в методе перебора L-классов [1] и некоторых алгоритмах отсечения.
Вопросы применения унимодулярных преобразований в алгоритмах решения задач
целочисленного программирования исследовались в [1,2].

Нами получен ряд теоретических результатов в указанном направлении. В част-
ности, для класса унимодулярных преобразований, соответствующих перестановкам
переменных задачи, доказано, что при соотношении коэффициентов

a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an

L-структура релаксационного многогранника M обладает минимальной мощностью.
Аналогичный результат установлен и для булевого варианта рассматриваемой зада-
чи.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ПРАВОСТОРОННЕГО ВЕТВЛЕНИЯ МЕТОДА
ВЕТВЕЙ И ГРАНИЦ ДЛЯ МНОГОПРОЦЕССОРНЫХ КОМПЬЮТЕРОВ

У. Х. Малков

Предлагается следующая схема ветвления для 8-процессорного компьютера.
На первой ветви (на уровне 1) создается нить

2; на ветвях 1 и 2 (на уровне 2) создаются нити 3
и 4; на ветвях 1, 2, 3 и 4 (на уровне 3) создаются
нити 5, 6, 7 и 8; и далее на ветвях 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
и 8 создаются дочерние нити 16, 12, 14, 10, 15, 11,
13 и 9.

На нитях 1–8 параллельно запускается про-
грамма алгоритма правостороннего ветвления ме-
тода ветвей и границ с параметром, равным номе-
ру процессора. Если какая-нибудь нить, скажем, 5-
я, завершает свою работу, то она переключается на
нить, которая еще не кончила работу, например,
на 2-ю нить. При этом переключенная нить вет-
вится налево по переменной, выбранной для ветв-
ления на уровне 5 на 2-й нити.

Объем работы на разных нитях отличается, и переключение между нитями может
дать ощутимый эффект. Кроме переключения между нитями, слежение за общим
рекордом может значительно ускорить достижение оптимума, сокращая просмотр
неперспективных ветвей.

Во время построения дерева ветвления каждая нить на очередном уровне выби-
рает переменную ветвления и ветвиться направо, одновременно создавая дочернюю
нить ветвлением налево. Информация для дочерней нити записывается в файл с но-
мером этой нити. Номер дочерней нити задается как 2 в степени номер следующего
уровня — 2, т.е. номера растут с добавлением 1, 2, 4, 8, . . . , к текущему номеру.

Как правило, некоторые ветви значительно длиннее остальных, и не следует ожи-
дать, что если увеличить количество процессоров в два раза, то время решения тоже
сокращается в два раза.

К настоящему времени реализованы две версии параллельного алгоритма метода
ветвей и границ для многопроцессорных компьютеров на языке фортран: для пер-
сональных компьютеров с двумя и четырьмя процессорами, используя технологию
программирования OpenMP и транслятор Microsoft Visual Fortran 9.1; для многопро-
цессорного суперкомпьютера МВС-15000, в среде параллельного программирования
MPI и транслятора Intel(R) Fortran Compiler 10.1 for Linux.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00156.
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ПОКРЫТИЯ С УПОРЯДОЧЕННЫМ ОХВАТЫВАНИЕМ
С МИНИМАЛЬНОЙ ДЛИНОЙ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ ПОСТРОЕНИЙ

Т. А. Панюкова

Одним из критериев оптимальности последовательности цепей с упорядоченным
охватыванием [1] является длина дополнительных построений [2]. Алгоритм [1] по-
строения покрытия с упорядоченным охватыванием использует лексикографический
порядок формирования маршрута и в нем не решается задача оптимизации рассмат-
риваемого критерия. В [3] приведен алгоритм, в котором начальная вершина следу-
ющей цепи является ближайшей к текущей вершиной нечетной степени, имеющей
максимальный уровень вложенности. Численные эксперименты показывают, что по-
строенное таким образом решение имеет меньшую длину, нежели решение, найден-
ное с помощью алгоритма из [1]. Предложим еще один алгоритм, который строит
покрытие с длиной дополнительных построений не больше, чем алгоритм из [3].

Алгоритм
Шаг 1. Выполнить процедуры "Инициализация" и "Упорядочение" как в алго-

ритме из [1]. В результате для ∀v ∈ V будет определено значение kmark(v), численно
равное ее уровню вложенности.

Шаг 2. Построить множество вершин нечетной степени Vodd, упорядоченное по
уровню вложенности. На данном множестве найти минимальное паросочетание M .

Шаг 3. Пусть v0 = arg minv∈Vodd
kmark(v). Пусть (v0, v1) ∈ M . Vodd = Vodd \ {v1},

M = M \ {(v0, v1)}. Сделать v1 текущей вершиной.
Шаг 4. Выполнять построение маршрута с помощью процедуры "Формирование"

алгоритма из [1] до тех пор, пока вершина v2 ∈ Vodd не станет текущей.
Шаг 5. Если M = ∅, перейти на шаг 8. Иначе выполнить шаг 6.
Шаг 6. Если ∃(v2, v3) ∈ M перейти на шаг 7, иначе перейти на шаг 3.
Шаг 7.Если kmark(v3) ≤ kmark(v2), то перейти на шаг 4 (продолжить построе-

ние цепи из текущей вершины). Иначе, закончить построение текущей цепи: Vodd =
Vodd \ {v2, v3}, M = M \ {(v2, v3)} принять v3 за текущую вершину следующей цепи и
перейти на шаг 4 (начать построение новой цепи из вершины v3).

Шаг 8. Если v2 смежна внешней грани, останов. Иначе, перейти на шаг 9.
Шаг 9. Найти вершину v1, смежную внешней грани, и выполнить процедуру

"Формирование" для построения цепи, начинающейся в вершине v1. Останов.
В докладе будет показана результативность приведенного алгоритма.
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МОДИФИЦИРОВАННЫЙ СПОСОБ ПОСТРОЕНИЯ ВЕТВЛЕНИЙ
В МЕТОДЕ ВЕТВЕЙ И ГРАНИЦ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

А. Н. Половинкин

В работе рассматривается задача целочисленного линейного программирования
в стандартной форме:

{
max (c, x) : Ax 6 b, x ∈ Zn

+

}
, A ∈ Zm×n, b ∈ Zm, c ∈ Zn.

Исследуется модификация стандартной процедуры ветвления в методе ветвей и
границ [1]. Если в классическом алгоритме выбирается нецелочисленная компонента
x̃i оптимального вектора x̃ ЛП-релаксации текущей задачи, и подзадачи порожда-
ются добавлением неравенств xi 6 bx̃ic и xi > dx̃ie, то в предлагаемом подходе
предлагается строить подзадачи путем добавления произвольных неравенств вида
n∑

i=1

a1ixi 6 b1 и
n∑

i=1

a2ixi > b2, таких, что
n∑

i=1

a1ix̃i > b1,
n∑

i=1

a2ix̃i < b2 и ∀x : Ax 6 b, x ∈

Zn
+ ⇒

(
n∑

i=1

a1ixi 6 b1

)
∨

(
n∑

i=1

a2ixi > b2

)
. Построение неравенств осуществляется на

основе подхода, предложенного В.Н.Шевченко в [2].
Проведено экспериментальное сравнение классического и модифицированного под-

ходов. На ряде примеров задач целочисленного линейного программирования дан-
ный метод требует меньшего количества итераций.
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ПЕРЕБОР СУБОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
В ДИСКРЕТНЫХ ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ

И. В. Романовский

Цель сообщения — привлечь внимание коллег к работам, которые мы проводили
в СПбГУ 10–15 лет тому назад. В них речь шла об организации перебора допустимых
решений в задачах дискретной оптимизации в порядке ухудшения значений целевой
функции. Заведомо нужно было перебирать не все решения, на что обычно надежды
нет, а лишь сравнительно небольшую окрестность экстремума целевой функции.

Рассматривается первоначальная экстремальная задача поиска в конечном мно-
жестве M элемента, на котором достигается (для определенности) минимум задан-
ной на M целевой функции f : M → R+. Но требуется не только найти минимум,
а организовать вычисление последовательности элементов множества a0, a1, a2, . . ., с
монотонным неубыванием значений целевой функции: f(a0) = fmin 6 f(a1) 6 a2, . . .,
причем не было ни одного «пропущенного» элементов: ни одного такого a∗ ∈ M , ко-
торый сам не входит в последовательность, но для какого-то индекса r выполняется
f(ar) 6 f(a∗) 6 f(ar+1).

Итак, нашей целью является построение вычислительного процесса, при каждом
обращении к которому вырабатывается очередной элемент искомой последователь-
ности. Назовем такой процесс перечислителем.

В [1, 2] был предложен следующий подход: рассматривается множество всевоз-
можных перечислителей и вводятся операции над ними, позволяющие из имеющихся
перечислителей строить новые. При таком подходе искомый перечислитель нужно
построить с помощью имеющихся операций из некоторых базовых перечислителей.

Был предложен набор таких операций и рассмотрены способы удобной их реали-
зации в разных вычислительных средах. В дальнейшем список операций и способы
их реализации несколько раз совершенствовались.

Планируется рассказать об одном приложении этого подхода в задаче вычисления
так наз. корреляционной размерности временно́го ряда, применяемой при анализе
случайных шумов [3].
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ДЕЦЕНТРАЛИЗОВАННАЯ ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА О НАЗНАЧЕНИИ

Э.Х. Гимади, В.Т.Дементьев

В работе [1] рассмотрена децентрализованная транспортная задача (ДТЗ) с m×n-
матрицей (cij), объемами спроса (bj), предложения (ai) и условием балланса

∑m
i=1 ai =∑n

j=1 bj. Обобщенной децентрализованной задачей о назначении (ДОЗН) назовем
частный случай ДТЗ с предложениями ai = 1, i = 1,m, и объемами спроса — на-
туральными числами b1, . . . , bn. В ДОЗН при выбранной очередности потребителей,
задаваемой перестановкой столбцов π1, . . . , πn, сначала из исходной матрицы (cij) вы-
бираются bπ1 наибольших элементов столбца π1, после чего этот столбец и строки с
выбранными элементами из матрицы удаляются. Далее в сокращенной матрице вы-
бираются очередные bπ2 наибольших элементов в столбце π2, после чего столбец и
соответствующие строки также удаляются. Аналогичные действия повторяются до
тех пор, пока в качестве выбранных не окажутся оставшиеся элементы последнего
столбца πn.

В [1] рассматривался также частный случай задачи — ДОЗН(k), когда для вся-
кого j = 1, n объем спроса bj одинаков и равен натуральному числу k > 1. Из
условия баланса следует m = kn. С использованием известной NP–полной зада-
чи ВЫПОЛНИМОСТЬ показано, что NP–полным является распознавательный ва-
риант задачи ДОЗН(2). Понятно, из NP–полноты ДОЗН(2) следует NP–трудность
задач ДОЗН(k) при k > 2, и, тем более, задач ДОЗН. В той же работе представ-
лен полиномиальный приближенный алгоритм решения для ДОЗН(k). Алгоритм за
время O(kn3) гарантирует получение решения не более, чем в k раз худшего опти-
мального. Более того, показано, что константа в оценке точности этого алгоритма
неулучшаема.

В данном сообщении рассматривается задача ДОЗН(k) в случае, когда элементы
матрицы являются случайными независимыми величинами с одинаковой функцией
равномерного распределения. Предложен приближенный алгоритм решения задачи
и приведено обоснование его временной сложности и асимптотической точности.

Теорема. Задача ДОЗН(k), k ≥ 2, на классе случайных входов (элементов мат-
рицы (cij)) с равномерным распределением на отрезке [0, 1] решается асимптотически
точно за время O(kn2) с оценками относительной погрешности εn = (1 + λ)(ln n)/n и
вероятности несрабатывания δn = n−3λ/4 , где λ > 0.

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ (№ 08-01-00516 и № 10-01-00149),
целевой программы № 2 Президиума РАН (проект № 227), а также целевой програм-
мы СО РАН (интеграционный проект № 44).
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ПРИБЛИЖЕННЫЙ РАНДОМИЗИРОВАННЫЙ АЛГОРИТМ
ОТЫСКАНИЯ ПОДМНОЖЕСТВА ВЕКТОРОВ С МАКСИМАЛЬНОЙ

НОРМОЙ СУММЫ В МНОГОМЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Э.Х. Гимади, И.A.Рыков

Задача ПОДМНОЖЕСТВО ВЕКТОРОВ (mПВ) состоит в выборе из последо-
вательности V, состоящей из n векторов в многомерном евклидовом пространстве
Rk, подпоследовательности U заданной мощности m < n с максимальной нормой
суммы F (U) = ‖∑

v∈U v‖. В работе [1] показана NP-трудность задачи и дан алго-
ритм A решения с гарантированной относительной погрешностью, не превышающей
1
8
(k−1)/L2, и временной сложностью O

(
nk(k +log m)(2L+1)k−1

)
, где L — параметр

алгоритма. Алгоритм A основан на просмотре детерминированно заданного вспомо-
гательного множества направлений (векторов) W = (W1, . . .WL), Wi ∈ Rk. Для каж-
дого такого направления Wi определяется набор из m векторов в V с максимальной
суммой проекций на Wi, после чего в качестве приближенного решения задачи mПВ
принимается набор векторов, дающий наибольшую норму вектора-суммы. В работе
[2] показано, что при фиксированном k задача mПВ решается точно за время O(n2k).

В отличие от [1] предлагается более простой в реализации алгоритм A′ с исполь-
зованием рандомизированного семейства векторов W = (Wi)(i = 1, . . . , L), когда
очередной вектор Wi определяется лучом из начала координат в произвольно вы-
бранную точку на поверхности единичной сферы k-мерного шара в Rk. Далее, как и
в случае детерминированного семейства направлений W , алгоритм находит m-набор
векторов из V с максимальной суммой проекций на Wi. В качестве решения задачи
mПВ полагается m-набор векторов из V с наибольшей нормой суммы.

Утверждение. При фиксированной размерности k пространстваRk посредством
рандомизированного алгоритма A′ с временной сложностью O(n lnk−1 n) может быть
получено асимптотически точное решение задачи mПВ с оценками относительной
погрешности εA′ = 0, 5/ ln2 n и вероятности несрабатывания δA′ = 1/n.

Аналогичный подход применим и к задаче ПОДМНОЖЕСТВО ВЕКТОРОВ с
УСРЕДНЕНИЕМ, где требуется максимизировать функцию F (U) = ‖∑

v∈U v‖2 / |U |.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 08-01-00516 и 10-07-00195).
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ОБ ОДНОМ СЛУЧАЕ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ
ДЕЦЕНТРАЛИЗОВАННОЙ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ

В.Т. Дементьев, Ю.В. Шамардин

Рассматривается децентрализованная транспортная задача (ДТЗ), сформулиро-
ванная в [1], для случая, когда ai = 2, bj = 1, (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , 2n), а матрица
(cij) размерности n× 2n имеет вид (для n = 6)




a11 a12 c c c c c c c c b11 b12

b21 b22 a21 a22 c c c c c c c c
c c b31 b32 a31 a32 c c c c c c
c c c c b41 b42 a41 a42 c c c c
c c c c c c b51 b52 a51 a52 c c
c c c c c c c c b61 b62 a61 a62




Здесь aik, bik (i = 1, . . . , n, k = 1, 2) — произвольные неотрицательные числа, c —
достаточно большое отрицательное число.

Показано, что оптимальное решение ДТЗ для этого случая может быть одного
из двух типов. Решение первого типа легко находится путем сравнения пар (ai1, ai2)
и (bi1, bi2). Для получения решения второго типа вводится понятие выигрышей на
элементарной матрице (

ai1 ai2

bi+1,1 bi+1,2

)

По исходной матрице (cij) специальным образом строится ориентированный граф,
вершины которого соответствуют строкам матрицы. Дугам графа приписываются
веса, равные выигрышам. Затем находится остовный подграф без ориентированных
циклов, имеющий максимальный суммарный вес дуг. Этот подграф задает частич-
ный порядок на множестве строк. Любая перестановка строк, согласованная с этим
частичным порядком, является оптимальным решением второго типа. Сравнение ре-
шений первого и второго типов дает окончательный ответ. Трудоемкость алгоритма
составляет O(n2).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 10-01-00149-а), це-
левой программы № 2 Президиума РАН (проект № 227), а также целевой программы
СО РАН (интеграционный проект № 44).
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ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ПРИБЛИЖЕННОГО АЛГОРИТМА
ДЛЯ ЗАДАЧИ АППРОКСИМАЦИИ ГРАФА

В. П. Ильев, С. Д. Ильева

Задачи аппроксимации графов, как и задачи о минимальных разрезах в графах,
являются математическими моделями задач классификации взаимосвязанных объ-
ектов. Однако, в отличие от задачи о минимальном разрезе, в задаче аппроксимации
графа минимизируется не только число "лишних" связей между классами, но также
и количество "недостающих" связей внутри классов.

Рассматриваются обыкновенные графы, т. е. неориентированные графы без петель
и кратных ребер. Следуя Р.И. Тышкевич [1], обыкновенный граф будем называть
M -графом, если каждая его компонента связности есть полный граф. Обозначим
через M1

k(V ) класс всех M -графов на множестве вершин V , имеющих не более k
компонент связности.

Расстояние между графами G1 = (V, E1) и G2 = (V,E2) на одном и том же
множестве вершин V определяется следующим образом:

ρ(G1, G2) = |E14E2| = |(E1 \ E2) ∪ (E2 \ E1)|,

т. е. ρ(G1, G2) – число несовпадающих ребер в графах G1 и G2.

Рассмотрим следующий вариант задачи аппроксимации графа.

Задача A1
k. Дан граф G = (V,E). Требуется найти такой граф MO ∈ M1

k(V ),
что ρ(G,MO) = min

M∈M1
k(V )

ρ(G,M).

В работе [2] доказано, что задача A1
k является NP-трудной для любого k ≥ 2,

причем при k = 2 она NP-трудна на кубических графах.

В данной работе для приближенного решения задачи A1
k предложен алгоритм,

полиномиальный при любом фиксированном k. Доказано, что для любого графа
G = (V,E) /∈ M1

k(V ) этот алгоритм находит такой граф M ∈ M1
k(V ), что расстоя-

ние от графа G до M -графа M превосходит расстояние от графа G до оптимально
аппроксимирующего графа MO ∈M1

k(V ) не более, чем в 3k−1 раз.
Тем самым показано, что задача аппроксимации графа A1

k принадлежит классу
APX при любом фиксированном k ≥ 2.
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УСТОЙЧИВОСТЬ ОПТИМАЛЬНЫХ МАРШРУТОВ В ЗАДАЧЕ
КОММИВОЯЖЕРА ПРИ ДОБАВЛЕНИИ И УДАЛЕНИИ ВЕРШИН

Е. Е. Иванко

В настоящей работе предложены условия, в которых добавление новой вершины
к оптимальному маршруту или удаление вершины из существующего оптимального
маршрута обхода n вершин не нарушает его оптимальности. При этом, если доста-
точные условия выполнены, то в случае добавления новый оптимальный маршрут
обхода n + 1 вершины получается из существующего вставкой новой вершины меж-
ду некоторыми двумя последовательными вершинами существующего оптимального
маршрута обхода n вершин; в случае удаления вершины новый оптимальный марш-
рут обхода n − 1 вершины получается из существующего заменой двух ребер, ин-
цидентных удаленной вершине на одно, соединяющее предшествующую удаленной
и следующую за удаленной вершины напрямую (в порядке следования, диктуемом
существующим оптимальным маршрутом). Следует отметить полиномиальную вы-
числительную сложность методов проверки рассматриваемых достаточных условий.

Полученные результаты являются отправным пунктом для новых исследований.
Так, обладая условиями устойчивого добавления и удаления вершины, можно, на-
пример, говорить о перемещении вершины внутри пересечения областей устойчивого
добавления и удаления. Также можно ставить задачу последовательного (полиноми-
ального по времени) повышения размерности решенной задачи.

Примеры областей устойчивости оптимального маршрута при добавлении новой вершины.
Каждой паре последовательных в смысле существующего оптимального маршрута вершин

соответствует своя область устойчивости.
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АСИМПТОТИЧЕСКИ ТОЧНЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ
МУЛЬТИПРОЕКТНОЙ ЗАДАЧИ КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ
С ОДНИМ ОГРАНИЧЕННЫМ РЕСУРСОМ НА СЛУЧАЙНЫХ ВХОДАХ

Н.Ю.Моторина, И.A.Рыков

Мультипроектная задача календарного планирования описывается ориентирован-
ным ациклическим графом, состоящим из m компонент связности (проектов). Рабо-
ты j = 1, . . . , n определены продолжительностью hj = 1, . . . , H и интенсивностью
wj = 1, . . . , W потребления общего ресурса, выделяемого в количестве W в каждом
единичном интервале времени. Предполагается, что hj и wj — случайные независи-
мые величины с дискретной функцией распределения

(
pwh

)
.

Целью работы является доказательство асимптотической точности алгоритма,
основанного на упаковке групп независимых работ-прямоугольников, являющийся
модификацией алгоритма решения задачи упаковки в полосу из работы [1].

Используется следующая двухэтапная процедура формирования входа. Снача-
ла задается мультипроектный граф предшествования: каждому прямоугольнику j
назначается номер проекта i(j), затем внутри каждого из проктов задается орграф
предшествования без циклов, а прямоугольникам присваиваются порядковые номера
от 1 до Mi, где Mi — число прямоугольников в проекте. Порядковые номера назна-
чаются таким образом, что внутри проекта nj < nk =⇒ дуга (k, j) не принадлежит
транзитивному замыканию графа. На втором этапе каждой работе независимо назна-
чаются длина и ширина в соответствии с дискретной функцией распределения

(
pwh

)
.

Отсюда следует, что если уложены все прямоугольники с номером, меньшим k, то
можно укладывать и прямоугольник с номером k. Это приводит нас к следующему
алгоритму: для каждого номера j = 1, . . . , max

{
M1, . . . , Mm

}
упаковать все прямо-

угольники с номером j. Правую границу полученной упаковки считать основанием
для упаковки прямоугольников со следующим номером.

Утверждение. Пусть имеется m проектов, и число работ-прямоугольников в
каждом из них одинаково и равно k. Тогда при W -асимметричности матрицы

(
pwh

)
и условии

WHk2 = o

(
m

ln m

)

предложенный алгоритм полиномиален и асимптотически точен.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 08-01-00516 и 10-07-00195).
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ОЦЕНКА АППРОКСИМАЦИОННОЙ СЛОЖНОСТИ
ЛИНЕЙНЫХ НАСЛЕДСТВЕННЫХ СИСТЕМ

А. А. Навроцкая, В. П. Ильев

Пусть V – непустое конечное множество, A ⊆ 2V – непустое семейство его подмно-
жеств, удовлетворяющее аксиоме наследственности: A1 ∈ A, A2 ⊆ A1 ⇒ A2 ∈ A.
Множества семейства A называются независимыми, все остальные подмножества
V – зависимыми. Семейство всех зависимых множеств обозначим D.

Определим наследственную систему S на множестве V как разбиение семейства
2V всех подмножеств V на два непересекающихся семейства A и D = 2V \ A. Циклы
наследственной системы S – это минимальные по включению зависимые множества.
Семейство всех циклов системы S будем обозначать через C. Наследственная система
называется матроидом, если семейство ее циклов обладает следующим свойством:

C1, C2 ∈ C, C1 6= C2, c ∈ C1 ∩ C2 ⇒ ∃C ∈ C : C ⊆ (C1 ∪ C2) \ {c}.
Наследственная система S называется линейной, если любые два её цикла име-

ют не более одного общего элемента. Матроид с таким свойством будем называть
линейным матроидом. Обозначим через M(V ) класс всех линейных матроидов на
множестве V . Расстоянием ρ(S1,S2) между двумя наследственными системами S1,
S2 на множестве V назовем число несовпадающих циклов этих систем.

Задача аппроксимации линейных наследственных систем.Для произволь-
ной наследственной системы S найти такой матроид M∗ ∈M(V ), что

ρ(S,M∗) = min
M∈M(V )

ρ(S,M)
dn
= τ(S).

Задача аппроксимации линейных наследственных систем является непосредствен-
ным обобщением известной задачи аппроксимации графа, в которой требуется для
заданного обыкновенного графа G найти ближайший к нему граф на том же множе-
стве вершин, каждая компонента связности которого является полным графом. Рас-
стояние между двумя графами на множестве вершин V равно числу несовпадающих
ребер этих графов. Известна [1] следующая оценка аппроксимационной сложности
произвольного n-вершинного графа G: τ(G) ≤ b(n− 1)2/4c. Для задачи аппроксима-
ции линейных наследственных систем получена аналогичная оценка.

Теорема. Пусть S – линейная наследственная система на множестве V , |V | = n.
Тогда

τ(S) ≤
⌊

(n− 1)2

3

⌋
.
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О ТОЧНОСТИ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА
НА СТРУКТУРАХ ЖОРДАНА–ДЕДЕКИНДА

А. Б. Рамазанов

Исследование дискретных экстремальных задач на структурах Жордана–Деде-
кинда является актуальным, как для общего развития теории дискретных экстре-
мальных задач, так и для получения новых более точных оценок погрешности алго-
ритмов жадного типа (см., напр., [1, 2]). В работе рассматривается задача максими-
зации порядково-выпуклой функции на конечных структурах Жордана–Дедекинда.
Для этой задачи получено апостериорная гарантированная оценка точности жадного
алгоритма, который уточняет и дополняет ранее известные оценки из [1, 2].

Рассматривается следующая задача A дискретной оптимизации: найти

max{f(x)|x = (x1, ..., xn) ∈ H},

где функция f(x)|H → R – неубывающая порядково-выпуклая функция на H [1, 2],
т.е. f(y)− f(x) ≥ f(z)− f(y), ∀x . y . z, x, y, z ∈ H, запись x . y означает, что элемент
y непосредственно следует за элементом x, H – конечное частично упорядоченное
множество, содержащее нуль θ (единственный минимальный элемент) и удовлетво-
ряющее цепному условию Жордана–Дедекинда [3].

Пусть x∗ – оптимальное решение задачи A, а xg – решение, полученное с помощью
жадного (градиентного) алгоритма [1, 2].

Теорема. Справедлива следующая оценка

f(x∗)− f(xg)

f(x∗)− f(θ)
≤

(
1− 1

1 + (1− c)(h− 1)

)r

,

где h = max{h(x)|x ∈ H}, r = min{h(x)|x ∈ Hmax}, h(x) – длина максимальной
цепи между θ и x в H, Hmax – множество максимальных элементов в H, c =
min{(∆f(x) − ∆f(y))/∆f(x)|(x, y) ∈ I}, если I = {(x, y)|∆f(x) > ∆f(y) > 0, x .
y, x, y ∈ H} 6= ∅ и c = 0, если I = ∅, ∆f(x) = max{f(y)− f(x)|x . y, x, y ∈ H}.

Замечание. Оценка из теоремы улучшает оценку, ранее полученные в [1] (см.
теоремы 11.1) при c > 0 и совпадает с оценкой из [1], если c = 0.
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МОДИФИЦИРОВАНННЫЙ ТОЧНЫЙ МЕТОД
ДЛЯ ЗАДАЧИ О (r|p)–ЦЕНТРОИДЕ

Е. В. Алексеева, Н. А. Кочетова

В работе рассматривается дискретная задача о (r, p)-центроиде [2]. Имеется мно-
жество клиентов и множество предприятий. Известны попарные расстояния между
клиентами и предприятиями. Два игрока, Лидер и Конкурент, по очереди открыва-
ют предприятия, при этом каждый старается захватить как можно больше клиентов.
Лидер открывает p предприятий первым. Затем Конкурент открывает r предприятий
из оставшихся. Каждый клиент из открытых (p+ r) предприятий выбирает ближай-
шее в качестве своего поставщика. Задача состоит в том, чтобы выбрать за Лидера
p предприятий так, чтобы после наилучшего ответного хода Конкурента Лидер по-
лучил максимальную долю рынка.

Рассматриваемая задача принадлежит классу ΣP
2 -трудных задач [3], т.е. является

более сложной, чем любая задача из класса NP . В данной работе представлена мо-
дификация точного итерационного метода изложенного в [1]. Исходная задача фор-
мулируется в виде задачи смешанного целочисленного программирования с большим
числом переменных и ограничений. Сократив множество ограничений и переменных
в модели до некоторого небольшого семейства, получим верхнюю оценку. Последова-
тельно пополняя это семейство, можно найти оптимальное решение задачи. При этом
на каждой итерации метода решается вспомогательная подзадача. Если она имеет
допустимое решение, то семейство пополняется, иначе утверждается, что наилучшее
найденное решение является оптимальным. Для увеличения скорости сходимости ге-
нерируются наборы допустимых решений подзадачи. Для порождения этих наборов
разработана специализированная метаэвристика.

Метод тестировался на примерах из электронной библиотеки [4]. Исследовалось
влияние параметров p и r на сложность задачи и поведение метода. Наиболее слож-
ным оказался случай, когда параметры p и r совпадают и составляют около трети
от общего числа предприятий.

Работа поддержана РФФИ (грант 08–07–00037) и АВЦП Рособразования (проект
2.1.1/3235).
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АЛГОРИТМЫ ЛОКАЛЬНОГО ПОИСКА ПО ОБОБЩЕННОЙ ОКРЕСТНОСТИ
ДЛЯ ЗАДАЧИ КОНКУРЕНТНОГО РАЗМЕЩЕНИЯ ПРЕДПРИЯТИЙ

В. Л. Береснев, А. А. Мельников

Задача конкурентного размещения предприятий может быть представлена [1],
как задача максимизации псевдобулевой функции f(x), x ∈ Bm, для отыскания при-
ближенного решения которой может быть использована стандартная процедура ло-
кального поиска по некоторой заданной окрестности N(x). В [1] рассматриваются та-
кие алгоритмы, использующие окрестность специального вида N0(x), включающую
m элементов, которые можно рассматривать как наиболее перспективные варианты
изменения текущего решения x.

В настоящей работе предлагаются аналогичные алгоритмы, но использующие
обобщенную окрестность Ñ0(x0), определяемую для локально-оптимальных реше-
ний x0 по окрестности N0(x). Приближенное решение x̃0, получаемое в результате
работе такого алгоритма является не только локально-оптимальным решением, но
и наилучшим среди локально-оптимальных решений ”окружающих” x̃0. Проведен-
ные вычислительные эксперименты показывают, что локально-оптимальное реше-
ние x̃0 по обобщенной окрестности Ñ0(x0) в среднем существенно лучше локально-
оптимального решения x̃0 по окрестности N0(x) и для многих рассмотренных при-
меров является оптимальным.

Работа поддержана РФФИ (грант 08–07–00037) и АВЦП Рособразования (проект
2.1.1/3235).
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RATIONAL PLACEMENT OF BOXES IN THE CONTAINER
WITH THE REQUIREMENTS OF THE POSITION OF CENTER OF GRAVITY

BASED ON ROBOTIC COMPLEX

R.Valeev, B.Hein, H.Woern

Important problem in the location of various cargoes in containers (pallets, shelves)
in the multimodular complexes — hubs, is the placement, taking into account the center
of gravity of the container. It is necessary to fulfill the requirements for transport and
storage of goods in the warehouse. Another important aspect of this problem is the need
for dense placement of goods in order to optimize the area of placement. In this connection
the following two-criteria optimization problem of objects placement (product units) is
considered.

We consider the following solution of this problem. First, objects must be placed in
containers so that the area occupied by them was minimal. Secondly, the shift of the
center of gravity of the loaded container must be within the permissible range (should be
minimal).

The algorithm of two-criteria optimization problem of objects placement (product
units) is considered: (1) dense placement on the basis of heuristic algorithms. For designing
admissible placements the algorithm next fit (NF) is used with search of the best decisions
in L-vicinity, where L is a bottom border. It can be found by solving the problem of
one-dimensional cutting with additional restrictions. For search of the best decision the
updating of the algorithm (0–1)-knapsack is proposed; (2) center of gravity of the container
is determined. If the offset center of gravity beyond the permissible, the redistribution of
objects in the container based on an evolutionary algorithm (1+1)–EA to achieve the
second criterion is satisfied.

Algorithm for determining the displacement of the center of gravity placement of
goods on the pallet is considered. Displacement of the center of gravity measurements are
performed using force-moment sensor which installed on a robot manipulator transporting
cargo. As an example, the problem of objects placement on the basis of KUKA robotic
complex is discussed.

The project was supported by RFBR 10-07-91330-HHUO-a.
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ВЕРХНИE И НИЖНИE ОЦЕНКИ В ЛОКАЛЬНОМ ПОИСКЕ
ДЛЯ ЗАДАЧИ О (r, p)–ЦЕНТРОИДЕ

И. А. Давыдов

В работе рассматривается дискретная задача о (r, p)–центроиде. Заданы два ко-
нечных множества — множество клиентов и множество мест для размещения пред-
приятий. Две фирмы — Лидер и Конкурент последовательно открывают p и r пред-
приятий соответственно. Затем каждый клиент выбирает одно из открытых предпри-
ятий согласно своим предпочтениям. Каждая фирма стремится максимизировать
свою долю рынка. Задача состоит в том, чтобы найти множество из p предприя-
тий, позволяющее максимизировать долю рынка Лидера. Данная задача является
Σp

2–трудной [1].
Для решения задачи разработан эвристический алгоритм поиска с запретами [2].

Для повышения эффективности работы алгоритма используются вероятностные ок-
рестности. Существенную сложность представляет вычисление значений целевой фун-
кции на допустимых решениях, т.к. для этого необходимо найти оптимальное ре-
шение задачи Конкурента. Эта задача NP–трудна. Поэтому при оценке соседних
решений используются приближенные значения целевой функции. Проведено срав-
нение алгоритмов, использующих два вида оценок. Рассматриваются верхняя оценка
на основе лагранжевых релаксаций и нижняя оценка на основе поиска с запретами.
Решение релаксированной задачи находится методом субградиентной оптимизации.
Значительное уменьшение трудоемкости вычисления нижних оценок достигается за
счет применения специализированной структуры данных [3]. Алгоритмы с примене-
нием обоих подходов тестировались на численных примерах из электронной библио-
теки «Дискретные задачи размещения» [4]. Второй подход, использующий нижние
оценки задачи Конкурента, оказывается предпочтительным. Он требует меньше вре-
мени на одну итерацию и приводит к решениям с меньшей погрешностью.
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О РАДИУСЕ КВАЗИУСТОЙЧИВОСТИ ВЕКТОРНОЙ БУЛЕВОЙ
ЗАДАЧИ С КРИТЕРИЯМИ СЭВИДЖА

В. А. Емеличев, В. В. Коротков

Пусть R = [rijk] ∈ Rm×n×s – матрица рисков (матрица упущенных возможностей),
x = (x1, x2, ..., xn)T∈ X ⊆ {0, 1}n, Nn = {1, 2, ..., n}. Под векторной (s–критериальной)
булевой задачей Zs(R), s ≥ 1, с критериями минимаксного риска (крайнего песси-
мизма) Сэвиджа [1]

max
i∈Nm

∑
j∈Nn

rijk xj → min
x∈X

, k ∈ Ns,

будем понимать задачу поиска множества Парето P s(R). Следуя [2], радиусом ква-
зиустойчивости задачи Zs(R) назовем число

ρs(R) =

{
sup Ξ, если Ξ 6= ∅,
0, если Ξ = ∅,

где
Ξ = {ε > 0 : ∀R′ ∈ Ω(ε) (P s(R) ⊆ P s(R + R′))},

Ω(ε) = {R′ ∈ Rm×n×s : ‖ R′ ‖< ε},
‖ R′ ‖= max{|r′ijk| : (i, j, k) ∈ Nm ×Nn ×Ns}, R′ = [r′ijk].

Теорема.

min
x∈P s(R)

min
x′∈X\{x}

max
k∈Ns

min
i∈Nm

max
i′∈Nm

Ri′k x′ −Rik x

‖ x′ + x ‖∗ ≤ ρs(R) ≤

≤ min
x∈P s(R)

min
x′∈X\{x}

max
k∈Ns

min
i∈Nm

max
i′∈Nm

Ri′k x′ −Rik x

‖ x′ − x ‖∗ , s ≥ 1.

Здесь Rik = (ri1k, ri2k, ..., rink), ‖ z ‖∗= ∑
j∈Nn

|zj|, z = (z1, z2, ..., zn)T .
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КОМПАКТНОЕ РАЗМЕЩЕНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ
НА ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЛИНИЯХ

Г. Г. Забудский, И. В. Амзин

В работе рассматривается задача размещения объектов на параллельных линиях,
которая формулируется следующим образом. Имеется n прямоугольных объектов,
которые имеют длину lj ∈ Z+ и ширину hj ∈ Z+, j ∈ J = {1, 2, . . . , n}. Кроме
того, задано m параллельных осевых линий, вдоль которых размещаются объекты,
M = {1, 2, . . . ,m} – множество номеров этих линий. Необходимо разместить объекты
на линиях таким образом, чтобы длина и ширина прямоугольной области, занятой
объектами, были минимальными [1].

Вводятся булевы переменные zjk такие, что zjk = 1, если объект с номером j
расположен на линии с номером k, иначе zjk = 0 и z = (zjk), j ∈ J , k ∈ M . Тогда ука-
занная задача записывается в виде двухкритериальной модели нелинейного булева
программирования следующего вида:

Q1(z) = max
k∈M

{∑
j∈J

ljzjk

}
→ min,

Q2(z) =
∑

k∈M

max
j∈J

{hjzjk} → min,

∑

k∈M

zjk = 1, j ∈ J,

∑
j∈J

zjk ≥ 1, k ∈ M,

zjk ∈ {0, 1}, j ∈ J, k ∈ M.

Для поиска Парето–оптимальных решений сформулированной задачи предложе-
ны алгоритмы с использованием целочисленного и динамического программирова-
ния. Проведен вычислительный эксперимент.

ЛИТЕРАТУРА

1. Г.Г. Забудский, И.В. Амзин. Задача оптимального размещения прямоугольных
объектов на параллельных линиях // VII Международная научно-техническая кон-
ференция "Динамика систем, механизмов и машин". Омск. 2009. Кн. 3. С. 27–30.

Забудский Геннадий Григорьевич, Омский филиал Института математики им. С.Л.
Соболева СО РАН, ул. Певцова, 13, Омск, 644099, Россия, тел. (3812) 23-67-39,
факс (3812) 23-45-84, e-mail:zabudsky@ofim.oscsbras.ru
Амзин Игорь Викторович, Омский государственный технический университет,
пр. Мира, 11, Омск, 644050, Россия, тел. (3812) 65-34-23, e-mail:igoryan28@mail.ru



Двухуровневое программирование и многокритериальная оптимизация 115

О ДВУХ ТИПАХ УСТОЙЧИВОСТИ ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКОЙ
КОМБИНАТОРНОЙ ЗАДАЧИ С КРИТЕРИЯМИ ВИДА MINMIN

К. Г. Кузьмин, О. В. Карелкина

Пусть Ai – i-я строка матрицы A = [aij] ∈ Rn×m, n ≥ 1, m ≥ 2, T – непустая
система непустых подмножеств множества Nm = {1, 2, . . . , m} (называемых траекто-
риями), т. е. T ⊆ 2Nm \ {∅}, причем |T | ≥ 2. Пусть компонентами вектор-функции
f(t, A) = (f1(t, A1), f2(t, A2), . . . , fn(t, An)), заданной на множестве траекторий T , яв-
ляются критерии вида MINMIN:

fi(t, Ai) = min
j∈ t

aij → min
t∈T

, i ∈ Nn.

Под лексикографической задачей Zn(A) будем понимать задачу нахождения мно-
жества лексикографически оптимальных траекторий Ln(A) = {t ∈ T : ∀t′ ∈ T (tÂ t′)},
где Â – как обычно, отрицание бинарного лексикографического отношения Â, опре-
деляемого на множестве T формулой

t Â t′ ⇔ ∃p ∈ Nn

(
fp(t, Ap) > fp(t, Ap) & p = min{k ∈ Nn : fk(t, Ak) 6= fk(t

′, Ak)}
)
.

В соответствии с определениями [1] задачу Zn(A) назовем устойчивой, если

∃ε > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε) (Ln(A + A′) ⊆ Ln(A)),

и сильной устойчивой, если

∃ε > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε) (Ln(A + A′) ∩ Ln(A) 6= ∅),

где Ω(ε) = {A′ ∈ Rn×m : ‖A′‖ < ε}, ‖A′‖ – некоторая норма матрицы A′.
Теорема. Для лексикографической задачи Zn(A), n ∈ N, следующие утвержде-

ния эквивалентны:
(i) задачи Zn(A) устойчива,
(ii) задачи Zn(A) сильно устойчива,
(iii) ∀t ∈ Ln

1 (A) ∀v ∈ V (t,M(t), A) ∃t∗ ∈ Ln(A) (v ∈ V (t∗,M(t), A)).
Здесь

V (t,M(t), A) =
∏

i∈M(t)

Argmin{aij : j ∈ t},

M(t) = {i ∈ Nn : t ∈ Ln
i (Ai)}, Ln

i (A) = Argmin{fi(t, Ai) : t ∈ Ln
i−1(A)}, Ln

0 (A) = T .
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АЛГОРИТМ ПОИСКА ГАРАНТИРОВАННОГО РЕШЕНИЯ
КВАДРАТИЧНО-ЛИНЕЙНОЙ ДВУХУРОВНЕВОЙ ЗАДАЧИ

А. В. Малышев

В работе рассматривается квадратично–линейная задача двухуровневого про-
граммирования

sup
y
{1

2
〈x,Cx〉+ 〈c, x〉 − 1

2
〈y, C1y〉+ 〈c1, y〉 | y ∈ Y∗(x)} ↓ min

x
,

x ∈ X, Y∗(x)
4
= Argmin

y
{〈d, y〉 | y ∈ Y (x)},





(BP)

где X
4
= {x ∈ IRm | Ax ≤ a, x ≥ 0}, Y (x)

4
= {y ∈ IRn | A1x+B1y ≤ b, y ≥ 0}, A ∈ IRp×m,

A1 ∈ IRq×m, B1 ∈ IRq×n, C ≥ 0, C1 ≥ 0, a, b, c, c1, d — векторы соответствующих
размерностей.

Далее осуществляется редукция задачи (BP) к параметрическому семейству од-
ноуровневых задач

Φ(x, y, v)
4
=

1

2
〈x,Cx〉+ 〈c, x〉 − 1

2
〈y, C1y〉+ 〈c1, y〉+ µh(x, y, v) ↓ min

x,y,v
,

(x, y, v) ∈ D
4
= {(x, y, v) | Ax ≤ a, x ≥ 0, A1x + B1y ≤ b, y ≥ 0,

d− νc1 + νC1y + vB1 ≥ 0, v ≥ 0},





(P(µ, ν))

где h(x, y, v)
4
= ν〈y, C1y〉 + 〈d − νc1, y〉 + 〈b − A1x, v〉, ν > 0, µ > 0 — параметры

штрафа.
Отметим, что задача (P(µ, ν)) является задачей невыпуклого квадратичного про-

граммирования, поэтому для отыскания ее решения требуется некий алгоритм гло-
бального поиска.

Для проведения глобального поиска в задаче (P(µ, ν)) был разработан прибли-
женный алгоритм, основанный на стратегии глобального поиска в задачах d.c. про-
граммирования [1]. Основными этапами этого алгоритма являются:
a) локальный поиск, приводящий в критическую точку;
b) процедуры выхода из критической точки, основанные на условиях глобальной
оптимальности [1].

Разработаны два варианта алгоритма локального поиска, развивающих идею по-
следовательной минимизации по группам переменных [2] на случай связанных пере-
менных. Предварительное численное тестирование на серии случайно сгенерирован-
ных задач показало эффективность разработанных алгоритмов.
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ВЕРХНИЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ ЦЕНООБРАЗОВАНИЯ

А. А. Панин

В рассматриваемой задаче первым принимает решение производитель, который
устанавливает цены на каждом из своих предприятий, выпускающих однородную
продукцию. Затем каждый из покупателей выбирает то предприятие, на котором
транспортные затраты и затраты на приобретение продукции в сумме минималь-
ны. Покупка совершается в том случае, когда это позволяет его бюджет. Требуется
определить такие цены на каждом предприятии, при которых доход производителя
максимален. Известно, что данная задача является NP–трудной в сильном смысле
и не принадлежит классу APX [1].

В [1] был разработан алгоритм генетического локального поиска для данной за-
дачи. Одно из достоинств данного алгоритма заключается в том, что он позволяет
относительно быстро находить приемлемые по качеству приближённые решения [1].
Однако, это наблюдение в основном базируется на вычислительном эксперименте.
Поэтому необходимы исследования для разработки достаточно быстрых алгоритмов
вычисления верхних оценок, которые позволяют оценивать качество приближённых
решений и которые можно было бы интегрировать с генетическим локальным поис-
ком.

В настоящей работе предлагается алгоритм вычисления верхних оценок, исполь-
зующий декомпозицию Бендерса. Предварительно в задаче релаксируются условия
булевости переменных. К получившейся непрерывной квадратичной задаче применя-
ется декомпозиция. В итоге возникает итерационный алгоритм, который порождает
невозрастающую последовательность верхних оценок. На каждой итерации алгорит-
ма решаются релаксированная координирующая задача с конечным числом ограни-
чений и подзадача, каждая из которых является задачей линейного программирова-
ния. Приводятся результаты вычислительного эксперимента.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 09–06–00032) и АВЦП
Рособразования (проект 2.1.1/3235).
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ТОЧНЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ ЦЕНООБРАЗОВАНИЯ

А. В. Плясунов

В работе рассматривается задача ценообразования, постановка которой приведе-
на в [1]. Для этой задачи известны как точные алгоритмы решения, основанные на
динамическом программировании [2], так и приближённые малотрудоёмкие алгорит-
мы решения на основе метаэвристик [3]. В данной работе предлагается новый точный
алгоритм решения декомпозиционного типа. Интерес к подобному сорту алгоритмов,
связан с успешным применением декомпозиции для решения весьма сложной в вы-
числительном отношении задачи о (r, p)–центроиде [4].

При декомпозиции получается координирующая задача с бесконечным числом
ограничений. Предлагаемый алгоритм использует релаксированную координирую-
щую задачу с конечным числом ограничений, в которой одна переменная является
непрерывной, а остальные переменные булевы. Проверка ограничений исходной ко-
ординирующей задачи осуществляется методами линейного программирования. На
каждой итерации метода получаем верхние и нижние оценки оптимума. При их сов-
падении алгоритм завершает свою работу и предъявляет оптимальное решение. При-
водятся результаты вычислительного эксперимента.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 09–06–00032) и АВЦП
Рособразования (проект 2.1.1/3235).
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ МОНОТОННОЙ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ
ЦЕЛОЧИСЛЕННОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

А. И. Поспелов

В работе рассматриваются многокритериальные целочисленные задачи следую-
щего типа.

f (x) → min, x ∈ X =
{
x ∈ X0|wl (x) ≤ 0, l = 1, k

}
,

где X0 = {0, ..., K}n — целочисленный куб, f(·) : X0 → Rm — векторный критерии,
w(·) : X0 → Rk — ограничения. Рассматривается случай монотонных критериев и
ограничений, т.е. предполагается, что

f (x) = (u (x) , v (x)) , x ∈ X0,

где u(·) и v(·) — такие векторнозначные функции, что u(·) : X0 → Rt и v(·) : X0 →
Rm−t для некоторого целого t, 0 ≤ t ≤ m, и при этом ∀x′, x′′ ∈ X0 : x′s ≥ x′′s , s = 1, n,

ui(x
′) ≥ ui(x

′′), i = 1, t, vj(x
′) ≤ vj(x

′′), j = 1,m− t, wl(x
′) ≤ wl(x

′′), l = 1, k.

К такому виду могут быть сведены многие дискретные многокритериальные при-
кладные задачи.

Для решения этой задачи предлагается использовать идеи метода разумных целей
[1]. В рамках метода пользователю предоставляется визуализация оболочки Эджворта-
Парето выпуклой оболочки множества критериальных точек, формально определя-
емой как Y ∗

C = conv(f(X)) + Rm. На границе Y ∗
C пользователь выбирает цель, по ко-

торой отбираются решения, критериальные точки которых близки к цели. В случае,
когда альтернатив в задаче много и построение и поиск близких решений не может
быть осуществлёны напрямую, возникает проблема аппроксимации множества Y ∗

C

задачи и поиска решений без явного вычисления и обработки всех критериальных
точек.

Решение задачи аппроксимации может быть осуществлено алгоритмом, описан-
ным в [2], основанным на синтезе методов полиэдральной аппроксимации выпуклых
тел и идей метода ветвей и границ, строящим последовательности внешних и внут-
ренних многогранных множеств, аппроксимирующих Y ∗

C с заданной точностью.
Решение задачи поиска может быть осуществлено алгоритм, основанным на при-

менении концепции ветвей и границ к многокритериальным монотонным целочис-
ленным задачам, позволяющим по заданной цели находить эффективные по Парето
решения, критериальные точки которых близки к цели.

Работа поддержана грантом РФФИ 10-01-00199.
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О МОЩНОСТЯХ МНОЖЕСТВ КОМБИНАТОРНЫХ ТИПОВ
ТРИАНГУЛЯЦИЙ ИЗ ПОДКЛАССОВ ОПРЕДЕЛЁННОГО РАЗБИЕНИЯ
МНОЖЕСТВА ВСЕХ ТРИАНГУЛЯЦИЙ ТОЧЕЧНЫХ КОНФИГУРАЦИЙ

Д. В. Груздев

Для d-мерного выпуклого многогранника (политопа) M ⊂ Rd через Γi(M) обо-
значим множество его i-мерных граней, i = −1, . . . , d, через ∂(M) обозначим его
границу и положим Γ(M) =

⋃d
i=−1 Γi(M) и Γ∂(M) =

⋃d−1
i=−1 Γi(M).

Конечное множество точек A = {a1, . . . , an} ⊂ Rd, выпуклая оболочка [A] кото-
рого есть d-мерный политоп, называется d-мерной точечной конфигурацией. Три-
ангуляцией d-мерной точечной конфигурации A называется такое множество T =
{S1, . . . , St} d-мерных симплексов S1, . . . , St с вершинами из A, что их объедине-
ние есть политоп [A] и пересечение любых двух симплексов из T является их общей
гранью (возможно, пустой). Положим M(T ) =

⋃t
j=1 Sj = [A], Γ(T ) =

⋃t
j=1 Γ(Sj) и

Γ∂(T ) = {F ∈ Γ(T ) : F ⊆ ∂([A])}, Γi(T ) =
⋃t

j=1 Γi(Sj), Γ∂
i (T ) = {F ∈ Γi(T ) : F ∈

Γ∂(T )}, Γint
i (T ) = Γi(T )\Γ∂

i (T ) при i = −1, . . . , d. Через T ′
d обозначим множество всех

триангуляций d-мерных точечных конфигураций, и положим T ′ =
⋃+∞

d=0 T ′
d .

Триангуляция T ∈ T ′ называется слаборегулярной (weakly regular) [1], если суще-
ствует такая регулярная (regular, правильная, см., например, [1]) триангуляция T ′ ∈
T ′, что симплициальные комплексы Γ(T ) и Γ(T ′) изоморфны. Триангуляция T назы-
вается разворачиваемой (shellable), если существует такая последовательность ее сим-
плексов (S1, . . . , St), что T = {S1, . . . , St} и при l = 2, . . . , t множество Γ(Sl)\

⋃l−1
i=1 Γ(Si)

имеет единственный минимальный по включению элемент. Триангуляцию T ∈ T ′

назовём симплициально политопиальной, если для неё существует такой симплици-
альный политоп P , что симплициальные комплексы Γ∂(T ) и Γ∂(P ) изоморфны.

Через T WR, T Sh и T SP обозначим соответственно множества слаборегулярных,
разворачиваемых и симплициально политопиальных триангуляций из T ′. Положим
T int = {T ∈ T ′ : Γint

0 (T ) 6= ∅} и T ′∂ = {T ∈ T ′ : Γ∂
0(T )\Γ0(M(T )) 6= ∅}. При

T ⊆ T ′ положим T 0 = T ′\T и T 1 = T . Тогда T ′ разбивается на 32 попарно непе-
ресекающихся подкласса Ti1,i2,i3,i4,i5 = (T WR)i1 ∩ (T Sh)i2 ∩ (T SP )i3 ∩ (T int)i4 ∩ (T ′∂)i5 ,
где i1, . . . , i5 ∈ {0, 1}. Триангуляции T1 ∈ T ′ и T2 ∈ T ′ называются комбинаторно
эквивалентными, если симплициальные комплексы Γ(T1) и Γ(T2) изоморфны. Мно-
жеством комбинаторных типов триангуляций из T ⊆ T ′ назовём такое множество
триангуляций CT ⊆ T ′, что любые две триангуляции из CT являются комбинаторно
неэквивалентными, для каждой триангуляции из T существует комбинаторно экви-
валентная ей триангуляция из CT и для каждой триангуляции из CT существует
комбинаторно эквивалентная ей триангуляция из T .

Теорема. Для каждого из 20 подклассов T0,i2,i3,i4,i5, T1,1,1,i4,i5, где i2, . . . , i5 ∈ {0, 1},
множество комбинаторных типов триангуляций данного подкласса является счёт-
ным. Подклассы T1,0,0,i4,i5, T1,0,1,i4,i5, T1,1,0,i4,i5 при i4, i5 ∈ {0, 1} являются пустыми.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00545-а.
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ МЕТОД АНАЛИЗА ПАРНЫХ СРАВНЕНИЙ

А. А. Заславский, А. Н.Шевлякова

Рассматривается следующая задача. Даны N матриц X1, . . . , XN ⊂ Rn×n парных
сравнений n объектов:

xk
ij =





1 i Âk j
1
2

i ∼k j
0 j Âk i,

i Âk j, если по мнению k-го эксперта i-й объект лучше j-го, i ∼k j, если объекты
равноценны. Пусть X̃ — матрица, построенная по правилу большинства:

x̃ij =





1
∑N

l=1 xl
ij >

∑N
l=1 xl

ji
1
2

∑N
l=1 xl

ij =
∑N

l=1 xl
ji

0
∑N

l=1 xl
ij <

∑N
l=1 xl

ji.

Требуется найти матрицу X, ближайшую в некотором смысле к X̃ и транзитивную,
т.е. не содержащую подматриц вида



− 1 0
0 − 1
1 0 −


 ,




− 1 1/2
0 − 1

1/2 0 −


 ,




− 1/2 1
1/2 − 1/2
0 1/2 −


 .

Каждой матрице парных сравнений X сопоставим точку в Rn с координатами
(s1, . . . , sn), где si =

∑
j xij — сумма очков i-го объекта, s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn. Пусть

M — выпуклая оболочка всех таких точек. В работе [1] доказана следующая
Теорема. M является (n − 1)-мерным многогранником, комбинаторно эквива-

лентным соответствующему кубу, а его вершины соответствуют транзитивным мат-
рицам. Этот многогранник вписан в сферу, центр O которой задается условиями
s2 − s1 = s3 − s2 = · · · = sn − sn−1 = 1/2, а две его вершины соединены ребром тогда
и только тогда, когда одно из соответствующих им разбиений получается из другого
"склеиванием" двух соседних классов в один.

Построим точку P ∈ M , соответствующую матрице X̃, и будем искать ближай-
шую к P вершину M . Доказанная теорема позволяет свести задачу к максимизации
линейной функции на M . Причем алгоритм ее решения имеет линейную по n слож-
ность.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00156.
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Skeleton: ПРОГРАММА ДЛЯ РАБОТЫ С ПОЛИЭДРАМИ

Н. Ю.Золотых, С. С.Лялин

Хорошо известно, что любой выпуклый полиэдр P ⊆ Rd может быть представ-
лен любым из следующих двух способов: как сумма линейной, конической и выпук-
лой оболочек конечных систем векторов (явное описание) и как множество решений
системы линейных уравнений и неравенств (неявное описание). Аналогично, произ-
вольный полиэдральный конус C ⊆ Rd может быть представлен как сумма линейной
и конической оболочек конечных систем векторов и как множество решений системы
линейных однородных уравнений и неравенств. Задача перехода от явного описания
полиэдра к неявному и обратно является одной из центральных в теории систем
линейных неравенств. Заметим, что указанная задача для полиэдров стандартным
образом сводится к соответствующей задаче для конусов.

Один из известных и хорошо зарекомендовавших себя алгоритмов, решающих
поставленные задачи, — метод двойного описания (double description method) [1],
известный также как алгоритм Моцкина–Бургера. Существует несколько известных
программ, реализующих различные модификации этого метода, например, [2], [3].

Ускоренная модификация метода двойного описания, а также ее программная
реализация Skeleton http://www.uic.nnov.ru/~zny/skeleton представлена в [3].
Текущая версия программы поддерживает арифметику чисел с плавающей запятой
двойной точности double, целочисленную арифметику long int и целочисленную
арифметику произвольной точности. Разработан интерфейс с системами Matlab
и Python. Также среди новых возможностей — построение списков инциденций
и смежности. Skeleton использует библиотеку Arageli http://www.arageli.org.
На сайте библиотеки доступна возможность удаленного вызова программы. В [4]
описана параллельная реализация программы Skeleton.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00545-а.
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МНОГОГРАННИКИ ЗАДАЧИ ВЫПОЛНИМОСТЬ
ЯВЛЯЮТСЯ ГРАНЯМИ МНОГОГРАННИКА КОММИВОЯЖЕРА

А. Н. Максименко

Пусть дано множество U = {u1, u2, . . . , ud} булевых переменных и некоторая бу-
лева формула C в конъюнктивной нормальной форме (КНФ). Набор значений пе-
ременных из U называется выполняющим C, если при их подстановке формула C
становится истинной. Рассмотрим множество X ⊂ Rd характеристических векторов
всех выполняющих C наборов значений переменных. Выпуклая оболочка, натянутая
на X, обычно называется многогранником задачи ВЫПОЛНИМОСТЬ. Обозначим
его P (U,C).

Теорема. Каждый многогранник P (U,C) является гранью многогранника Tn

асимметричной задачи коммивояжера, где n = |U | + 2 · len(C) — число городов
в задаче коммивояжера, len(C) — длина формулы C в литералах.

Из того, что любая булева функция может быть выражена в КНФ, следует, что
любой d-мерный 0/1-многогранник является многогранником задачи ВЫПОЛНИ-
МОСТЬ и, следовательно, гранью многогранника коммивояжера. Заметим здесь,
что длина формулы C в литералах может достигать экспоненциальной величины
d2d. Таким образом, одним из следствий сформулированной теоремы является ре-
зультат Биллера и Сарангараяна [1] о том, что любой 0/1-многогранник есть грань
многогранника коммивояжера.

Другое, существенно более полезное, следствие может быть получено, если учесть,
что для многогранников задач из класса NP длина формулы C полиномиальна.
При этом, правда, могут потребоваться дополнительные переменные. То есть, чтобы
остаться в рамках полиномиального роста размерности, нам следует рассматривать
не только сами многогранники P (U,C), но и их проекции.

Следствие.Многогранник любой задачи из класса NP является проекцией неко-
торой грани многогранника коммивояжера. При этом размерность последнего огра-
ничена сверху полиномом от размерности первого.

Работа проводилась при финансовой поддержке Федерального агентства по на-
уке и инновациям, ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России» на 2009-2013 годы.
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ПОДГРУППА ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ
МНОГОГРАННИКА ПАРОСОЧЕТАНИЙ

Р. Ю. Симанчёв

Паросочетанием в графе G = (V G,EG) будем, как обычно, называть любое мно-
жество попарно несмежных ребер. Семейство всех паросочетаний графа G обозначим
через M(G).

Пусть RG – пространство векторов, компоненты которых индексированы эле-
ментами множества EG. Для всякого R ⊆ EG определим его вектор инциденций
xR ∈ RG по правилу: xR

e = 1 при e ∈ R, xR
e = 0 при e /∈ R. Многогранник

MP (G) = conv{xH ∈ RG | H ∈M(G)}

назовем многогранником паросочетаний. Так как всякое ребро графа G является па-
росочетанием, то dim MP (G) = |EG|.

Непрерывное преобразование ϕ : RG → RG, обладающее свойством ϕ(MP (G)) =
MP (G), называется симметрией многогранника MP (G). Очевидно, что множество
всех симметрий образует группу относительно композиции преобразований.

В настоящей работе излагаются следующие результаты.
1. Всякая симметрия многогранника MP (G) является невырожденным аффин-

ным преобразованием пространства RG, то есть представима в виде ϕ(x) = Ax + h,
где A – невырожденная квадратная матрица порядка |EG|, h ∈ RG.

2. Симметрии могут эффективно использоваться:
– при построении новых фасетных неравенств многогранников [1], а именно, если
ϕ : RG → RG – симметрия многогранника MP (G) и F ⊂ MP (G) – фасета, то ϕ(F )
тоже фасета многогранника MP (G);
– при разработке алгоритмов понижения размерности задачи [2].

3. Симметрия вида ϕ(x) = Ax (то есть h = 0) называется линейной. Ясно, что
линейные симметрии образуют подгруппу в группе всех симметрий многогранни-
ка. В работе показано, что подгруппа линейных симметрий многогранника MP (G)
изоморфна группе автоморфизмов графа G.
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ИССЛЕДОВАНИЕ МИНОРОВ
МАТРИЦЫ ИНЦИДЕНТНОСТИ d-МЕРНОГО КУБА

Е. Б. Титова

Рассмотрим матрицу ограничений d–индексной аксиальной транспортной задачи
T = Td−1,d(2) при n = 2 (обозначения и определение см., например, [1]). Ее можно
интерпретировать как матрицу инцидентности d–мерного куба, 2d столбцов которой
задают все вершины куба, 2d строк — грани максимальной размерности (фасеты),
1 ставим в том и только том случае, когда вершина инцидентна фасете, и 0 в про-
тивном случае. Удалим из матрицы T , например, все четные строки (то же можно
проделать и с нечетными) и добавим строку, состоящую из единиц; полученную мат-
рицу с рангом r = d + 1 обозначим Td. Таким образом, зададим конус, соответству-
ющий выпуклой оболочке куба, заданного неравенствами 0 ≤ xj ≤ 1 (1 ≤ j ≤ d). С

другой стороны матрицу Td можно задать следующим образом: Td =

(
11×2d

Bd

)
, где

11×k — строка, состоящая из k единиц, Bd — матрица, столбцами которой являются
всевозможные различные векторы, содержащие 0 и 1, длины d.

В [2] был получен характеристический многочлен матрицы TdT
>
d :

det(λEd+1 − TdT
>
d ) = (λ− 2d−2)d−1(λ2 − (5 + d)2d−2λ + 4d−1).

Обозначим сумму квадратов миноров порядка j матрицы Td через σj(d), тогда
среднее значение квадрата минора δj(d) = σj(d)/

(
2d

j

)(
d+1

j

)
. Ранее автором рассматри-

валось поведение величины δj(d, n) матрицы Ts,d(n) при фиксированном d, 1 ≤ s ≤ d
и n →∞ (см., напр., [1]).

Теорема. Если j = r, то δr(d) =
√

2π/e(d + 1)3/2((d + 1)/4e)d+1(1 + o(1))
при d →∞.

Если j < r, C = const, то δj(d) = C(d2/j)2(d−2)(d−1−2j)(j/e)j(1 + o(1)) при d →∞.
Следствие. Среднее значение суммы квадрата минора матрицы инцидентности

d–мерного куба δj(d) →∞ с экспоненциальной скоростью при d →∞ и 3 ≤ j ≤ r.
Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00545-а.
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МАТРИЧНАЯ АНАЛОГИЯ ДЛЯ ЗАДАЧИ 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ

Р. Т. Файзуллин

В работе установлена аналогия между задачей 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ и основны-
ми задачами линейной алгебры. Показано, что задача 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ может
быть сведена к системе линейных алгебраических уравнений:

Ax = f

относительно вектора вещественных переменных, принимающих значения 0 или 1,
с симметричной матрицей A, и правой частью, компоненты которой могу принимать
целочисленные значения в известном дипазоне. Доказана теорема о соответствии ми-
нимума функционала специального вида, относительно неизвестных коэффициентов
по базису собственных векторов матрицы решению задачи 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ.

Показано, что задача 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ может быть сведена к задаче нахож-
дения точек (с целочисленными координатами) пересечения гиперплоскости, опре-
деляемой расширенной, включением компонент неизвестных правых частей, систе-
мой уравнений и овоидами, поверхность которых описывается суммами компонент
неизвестных решений и правых частей. Предложен алгоритм поиска целочисленных
точек на пересечении и представлена процедура распараллеливания по вариантам
для решения поставленной задачи, для каждого из возможных овоидов.

В результате численных экспериментов проведенных для трудно решаемых КНФ,
ассоциированных с задачами факторизации установлено, что соответствующие мат-
рицы не только симметричны, но и всегда положительно определены.

Оказалось, что, используя это обстоятельство, и одновременно применяя проце-
дуру минимизации функционалов из [1], удается с вероятностью превышающей 0.8
определять до четверти нулевых битов решения.
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О МИНИМАЛЬНЫХ РЕБЕРНЫХ 1-РАСШИРЕНИЯХ
НАПРАВЛЕННЫХ ЗВЕЗД

М. Б. Абросимов

Звездой называется полный двудольный граф K1,n, в котором одна вершина смеж-
на с n несмежными вершинами. Направленной звездой назовём диграф, симметри-
зация которого является звездой. Направленную звезду будем обозначать Zm,n, где
m и n — число вершин с соответственно исходящей и входящей дугой. Вершину, яв-
ляющуюся концом или началом каждой дуги звезды, будем называть центральной.

Граф G∗ = (V ∗, α∗) называется минимальным реберным k-расширением (k —на-
туральное) n-вершинного графа G = (V, α), если выполняются следующие условия:

1. G∗ является реберным k-расширением G, то есть граф G допускает вложение
в каждый граф, получающийся из G∗ удалением любых его k ребер;

2. G∗ содержит n вершин, то есть |V ∗| = |V |;
3. α∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1) и 2).
В работе [1] дается полное описание минимальных вершинных и реберных k-

расширений звезд. Основной результат данной работы устанавливает вид минималь-
ных реберных 1-расширений для направленных звезд. Обозначим через ZKm,n,p —
семейство графов, получающихся из звезды Zm,n добавлением p − 1 центральной
вершины, соединением их между собой и центральной вершиной звезды Zm,n па-
рами встречных дуг. Каждая из добавленных центральных вершин соединяется m
входящими и n исходящими дугами с произвольными источниками и стоками звезды
Zm,n. По описанной схеме для заданной звезды в общем случае может быть построено
много графов.

Теорема. Относительно минимальных реберных 1-расширений направленных
звезд Zm,n справедливо следующее:
1) при m = n = 1 звезда Z1,1 имеет единственное с точностью до изоморфизма ми-
нимальное реберное 1-расширение, которым является циклическая тройка;
2) при mn > 1 звезда Zm,n имеет минимальные реберные 1-расширения вида K1,m+n,
и графы, построенные по схемам ZKm−1,n,2 и ZKm,n−1,2;
3) при m > 0, n = 0 звезда Zm,n имеет минимальные реберные 1-расширения вида
ZKm−1,n,2;
4) при m = 0, n > 0 звезда Zm,n имеет минимальные реберные 1-расширения вида
ZKm,n−1,2;
5) при m = 2, n = 1 звезда Z2,1 имеет еще одно минимальное реберное 1-расширение
— турнир, получающийся из циклической тройки добавлением одной вершины и дуг
от нее во все остальные вершины;
6) при m = 2, n = 1 звезда Z2,1 имеет еще одно минимальное реберное 1-расширение
— турнир, получающийся из циклической тройки добавлением одной вершины и дуг
в нее из всех остальных вершин.
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ОБОБЩЕНИЯ ГИПОТЕЗ СТЕЙНБЕРГА И ХАВЕЛА
О 3-РАСКРАШИВАЕМОСТИ ПЛОСКИХ ГРАФОВ

О.В. Бородин, А.Н. Глебов

Две известные гипотезы о 3-раскрашиваемости плоских графов состоят в том, что
любой плоский граф, не содержащий циклов длины 4 и 5, является 3-раскрашиваемым
(гипотеза Стейнберга, 1976), и что существует такое число d > 0, что любой плос-
кий граф с минимальным расстоянием между 3-циклами не менее d является 3-
раскрашиваемым (гипотеза Хавела, 1970). В 2005 г. Бородин высказал предполо-
жение о том, что любой плоский граф, в котором 3-циклы не имеют общих ребер
с циклами длины 4 и 5, является 3-раскрашиваемым (новосибирская гипотеза о 3-
раскраске). Ясно, что новосибирская гипотеза усиливает гипотезу Стейнберга и не
вводит жестких запретов на длины циклов в графе.

В 2007-09 гг. авторами доклада были получены результаты, объединяющие чер-
ты трех указанных гипотез и позволяющие приблизиться к решению каждой их них.
Во-первых, было доказано, что любой плоский граф без 5-циклов, в котором любые
два 3-цикла находятся на расстоянии не меньше 2, является 3-раскрашиваемым. Во-
вторых, была установлена 3-раскрашиваемость плоских графов, в которых 3-циклы
не имеют общих ребер с циклами длины от 4 до 7, что явилось усилением ранее по-
лученных результатов о том, что любой плоский граф, не содержащий циклов длины
от 4 до 7, является 3-раскрашиваемым [1], и что плоские графы, в которых 3-циклы
не имеют общих ребер циклами длины от 4 до 9, также 3-раскрашиваемы [2]. Еще
один полученный нами результат состоит в том, что если в плоском графе 5-циклы
не имеют общих ребер с 3-циклами, и любые два 3-цикла находятся на расстоянии
не меньше 4, то такой граф 3-раскрашиваем. Целью настоящего доклада является
усиление последнего результата, а именно, теорема о том, что любой плоский граф, в
котором 5-циклы не имеют общих ребер с 3-циклами, а любые два 3-цикла находятся
на расстоянии не меньше 3, является 3-раскрашиваемым.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проекты 08-01-00516 и 09-01-00244).
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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ УРАВНОВЕШЕННОСТИ
ГИПЕРГРАФА И БУЛЕВОЙ МАТРИЦЫ

В. В. Быкова

Рассматривается одна из проблем полиэдральной комбинаторики — задача распо-
знавания уравновешенности (0, 1)–матриц. Булева (n × m)–матрица A называется
уравновешенной, если она не содержит квадратных подматриц нечетного порядка
с суммами элементов в каждой строке и каждом столбце, равным 2. Известно, что
если A — уравновешенная матрица, то многогранник M = {x : Ax ≤ e, x ≥ 0} для
единичного вектора e является целочисленным [1]. До сих пор открыт вопрос о слож-
ности задачи распознавания уравновешенности (0, 1)-матриц [2]. В настоящей работе
получены полиномиальные тесты для данной задачи. Они основаны на свойствах ги-
перграфов.

Пусть X — конечное множество и U — семейство непустых подмножеств мно-
жества X, где |X| = n, |U | = m. Пару H = (X,U) называют (n,m)-гиперграфом.
Всякий (n,m)-гиперграф однозначно определен своей (n×m)-матрицей инциденций
A и геометрически описывает комбинаторную структуру семейства U . Двойствен-
ным к H считают гиперграф H∗ с матрицей инциденций AT . Гиперграф H полагают
уравновешенным, если его матрица инциденций A уравновешенная. В [3] установ-
лено, что уравновешенные гиперграфы необходимо бикомплектные и наследственно
бихроматические. В данной работе доказаны следующие высказывания.

Утверждение 1. Гиперграф H уравновешен тогда и только тогда, когда он би-
комплектен, а его реберный граф L(H) совершенный.

Следствие 2. Если гиперграфы H и H∗ одновременно М-ацикличны, то H урав-
новешен.

Следствие 3. Если гиперграфы H и H∗ одновременно являются древовидными,
то H уравновешен.

Критерий, определяемый утверждением 1, трудно проверяем. Между тем, выте-
кающие из него следствия 2 и 3 дают эффективные достаточные условия уравно-
вешенности, поскольку классы М-ациклических и древовидных гиперграфов легко
распознаются на основе полиномиальных элиминационных алгоритмов, приведенных
в [4, 5].
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ЭФФЕКТИВНЫЕ АЛГОРИТМЫ С ГАРАНТИРОВАННЫМИ ОЦЕНКАМИ ДЛЯ
МЕТРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ДВУХ КОММИВОЯЖЕРОВ НА МАКСИМУМ

А.Н. Глебов, А.В. Гордеева

В докладе рассматривается задача о двух коммивояжерах на максимум
(далее 2–PSP–max), являющаяся обобщением классической задачи коммивояжера
(TSP–max), и состоящая в нахождении двух реберно–непересекающихся гамильто-
новых циклов с максимальным суммарным весом ребер в полном неориентированном
графе. Отдельно исследованы случаи, когда весовые функции ребер для обоих цик-
лов одинаковы, и когда эти функции различны. В обоих случаях предполагается, что
веса ребер удовлетворяют метрическому ограничению (неравенству треугольника).

Для метрической задачи одного коммивояжера на максимум Косточкой и Сер-
дюковым [1] в 1985 г. был предложен полиномиальный приближенный алгоритм с
оценкой точности 5/6. В 2009 г. Ковалик и Муха [3] для этой же задачи построили
эффективный алгоритм с оценкой 7/8. Для задачи 2–PSP–max с произвольной весо-
вой функцией, одинаковой для обоих циклов, Агеев, Бабурин и Гимади [2] получили
эффективный приближенный алгоритм с оценкой 3/4.

Основываясь на идеях из [1], нами построен полиномиальный приближенный ал-
горитм с асимптотической оценкой точности 5/6 для метрического случая задачи
2–PSP–max с одинаковыми весовыми функциями. Для случая, когда весовые функ-
ции различны, благодаря использованию на определенном этапе алгоритма из [3] с
последующим перестроением найденного решения, нам удалось получить эффектив-
ный алгоритм, имеющий асимптотическую оценку 11/16.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проекты 08-01-00516 и 09-01-00244).
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ЗАДАЧА О ДВУХ КОММИВОЖЕРАХ НА МИНИМУМ
В ПОЛНОМ ГРАФЕ С РАЗЛИЧНЫМИ ВЕСОВЫМИ ФУНКЦИЯМИ

А. Н. Глебов, Д. Ж. Замбалаева

В последнее время в работах многих авторов рассматривается задача о двух ком-
мивояжерах, состоящая в поиске в полном графе двух реберно-непересекающихся
гамильтоновых циклов минимального или максимального суммарного веса. Задача
исследуется как в случае произвольной или метрической весовой функции, так и
для более специального класса графов с весами ребер один и два. Для задачи о двух
коммивояжерах на минимум с одинаковыми весовыми функциями, принимающими
значения 1 и 2 (задача 2–PSP–min(1,2)), Гимади, Глазковым и Глебовым в работе [1]
был получен ряд полиномиальных приближенных алгоритмов, наилучший из кото-
рых имеет оценку точности 6/5.

Нами рассматривалась задача 2–PSP–min(1,2) в случае, когда весовые функции
для двух циклов различны. Для этой задачи был получен полиномиальный при-
ближенный алгоритм с оценкой точности 4/3. В основу алгоритма положена идея
метода из [2], заключающаяся в построении и последовательном "улучшении" двух
реберно-непересекающихся туров (наборов цепей и циклов) из ребер единичного веса
для двух весовых функций, и последующем замыкании этих туров в непересекающи-
еся гамильтоновы циклы. Под "улучшением" туров понимается такое их локальное
преобразование, при котором уменьшается либо общее число цепей и циклов, состав-
ляющих туры, либо число одновершинных цепей (синглов). Для того чтобы гаранти-
ровать возможность улучшающего преобразования в случае, если нужное качество
решения еще не достигнуто, применяется введенная в [2] техника так называемых
зарядов вершин, то есть чисел, определяемых для каждой вершины графа на осно-
ве туров оптимального решения, и последующего перераспределения этих зарядов
между вершинами графа с сохранением их суммы.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проекты 08-01-00673 и 08-01-00516)
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ИНДЕКС ВИНЕРА ФИБОНАЦЕНОВ

А. А. Добрынин

Рассматривается инвариант связных неориентированных графов G, равный сум-
ме расстояний между всеми парами вершин графа в естественной метрике:

W (G) =
∑

{u,v}⊆V (G)

d(u, v).

Этот инвариант, называемый индексом Винера, интенсивно изучается в теории
графов и имеет многочисленные приложения. Фибонацены образуют класс плоских
графов, каждая внутреняя грань которых ограничена шестиугольником. Каждая
неконцевая грань графа имеет в точности две смежных с ней грани, и любые три
грани в фибонаценах не могут соединяться линейно, образуя зигзаг (см. рис.).
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Этот класс включает в себя молекулярные графы ароматических углеводородов.
Числа совершенных паросочетаний в фибонаценах при возрастании числа граней
являются числами Фибоначчи (отсюда название графов).

Традиционно свойства инвариантов исследуются для индивидуальных графов. В
докладе рассказывается об изучении так называемых коллективных свойств индек-
са Винера для фибонаценов. Под этим пониматся изучение сумм значений индекса
для подмножеств графов. В частности, получены факты о строении множеств вы-
рождения индекса (множеств графов с одинаковым значением инварианта), описаны
подмножества G фибонаценов с h гранями, для которых

W (G) =
∑
G∈G

W (G) = | G| (4h3 + 16h2 + 6h + 1).

Работа поддержана грантом РФФИ 8–01–00673.
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К ВОПРОСУ О ТОЧНЫХ ВЕРШИННЫХ
k-РАСШИРЕНИЯХ ГРАФОВ ПРИ k > 1

А. А. Долгов

Граф H называется точным вершинным k-расширением (ТВ-kР) графа G, если
граф G изоморфен каждому подграфу H, получающемуся путем удаления любых
его k вершин и всех связанных с ними дуг (ребер).

На данный момент известно всего три бесконечных семейства ТВ-kР графов при
любом k > 0. Первые два семейства были указаны Харари и Хейзом в статье 1996
года [3], это семейство вполне несвязных графов On и семейство полных неориен-
тированных графов Kn. Позже М.Б. Абросимовым среди диграфов было выделено
семейство ТВ-kР при любом k > 0, это семейство транзитивных турниров Tn [2].
Кроме того, М.Б. Абросимовым было показано, что среди неориентированных гра-
фов не существует других графов, кроме On и Kn, имеющих ТВ-kР при k > 1 [1].
Также удалось установить, что симметризация ТВ-kР орграфа, всегда является ТВ-
kР подходящего неориентированного графа [2].

Удалось доказать следующее утверждение:
Теорема. Если орграф G = (V, α) является ТВ-kР, тогда и его части G∗ = (V, α∗),

где
α∗ = {(x, y)|x, y ∈ V, (x, y) ∈ α&(y, x) ∈ α}

и G∗∗ = (V, α∗∗), где

α∗∗ = {(x, y)|x, y ∈ V, (x, y) ∈ α&(y, x) /∈ α}
также должны являються ТВ-kР.

Из теоремы неспосредственно следует, что среди орграфов, имеющих встречные
дуги, не может быть графов, имеющих ТВ-kР при k > 1.

Для случая диграфов удалось показать, что Tn — это единственное семейство
ТВ-kР, все представители которого являются бесконтурными графами. Любое другое
ТВ-kР обязательно будет сильносвязным графом. Также удалось доказать, что среди
сильносвязных турниров не может существовать графа, являющегося ТВ-kР при
любом k > 1.

Такие образом, существует только три семейства точных вершинных k-расширений
графов при любом k > 0. Это полные и вполне несвязные графы в неориентирован-
ном случае и транзитивные турниры для случая ориентированных графов.

ЛИТЕРАТУРА

1. М.Б. Абросимов. Минимальные расширения дополнений графов. // Теоретические
задачи информатики и ее приложений. Саратов:СГУ. 2001. Вып.4. С.11–19.
2. М.Б. Абросимов. Минимальные расширения транзитивных турниров. // Вестник
ТГУ. Приложение. 2006. № 17. С. 187–190.
3. F. Harary, J.P. Hayes. Node fault tolerance in graphs.//Networks. 1996. V. 27. P. 19–23.

Долгов Александр Алексеевич, Саратовский государственный университет
им. Н.Г. Чернышевского, Астраханская, 83, Саратов, 410012, Россия,
тел. (845-2) 21-36-19, e-mail: Dolgov.A.A@gmail.com



134 Теория графов

ЭФФЕКТИВНЫЕ ДОМИНИРУЮЩИЕ МНОЖЕСТВА
БЛИНЧИКОВОГО ГРАФА

Е. В. Константинова, М. М. Киселькова

Независимое множество D вершин в графе называется эффективным доминирую-
щим множеством, если каждая вершина не из D смежна ровно с одной вершиной в D.
Эффективные доминирующие множества графов Кэли на симметрической группе ис-
следовались в [1], где было показано существование таких множеств в блинчиковом
графе. Также известно, что блинчиковые графы широко используются для представ-
ления компьютерных сетей (the pancake networks), а эффективные доминирующие
множества находят свое применение в алгоритмах на сетях [2].

Блинчиковый граф определяется следующим образом. Рассмотрим симметриче-
скую группу Sn перестановок π = [π1π2 . . . πn], где πi = π(i) для любого i ∈ {1, . . . , n},
и ее порождающее множество R = {ri ∈ Sn, 1 < i ≤ n} всех префикс–реверсалов ri,
меняющих порядок элементов внутри интервала [1, i], 1 < i ≤ n, перестановки π
при умножении на нее справа: [π1 . . . πiπi+1 . . . πn]ri = [πi . . . π1πi+1 . . . πn]. Тогда граф
Pn, n ≥ 2, определяется как граф Кэли Pn = (Sn, R) на симметрической группе
Sn с порождающим множеством R. Он является вершинно–транзитивным (n − 1)–
регулярным неориентированным графом без петель и кратных ребер порядка n! .
Данный граф получил свое имя благодаря нерешенной "блинчиковой" проблеме (the
pancake problem) [3], состоящей в определении диаметра данного графа [4].

В настоящей работе дается характеризация эффективных доминирующих мно-
жеств блинчикового графа. В частности, доказывается следующий факт.

Теорема. В графе Pn, n ≥ 3, имеется ровно n эффективных доминирующих мно-
жеств, причем следующего вида: Dk = {[k π2 . . . πn], πj ∈ {1, . . . , n}\{k}, 2 ≤ j ≤ n},
где k = 1, . . . , n, |Dk| = (n− 1)!.

Также приводится описание всех кратчайших путей между вершинами некото-
рого Dk, k = 1, . . . , n. В частности, показывается, что две перестановки π, τ ∈ Dk

находятся на расстоянии три друг от друга в Pn тогда и только тогда, когда 1) либо
τ = π rj ri rj, где 2 ≤ i < j ≤ n; 2) либо τ = π rj ri ri−j+1, где 2 ≤ j < i ≤ n.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00244.
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РАСКРАСКА БЛИНЧИКОВОГО ГРАФА

Е. В. Константинова, М. М. Киселькова

В настоящей работе предлагается простой алгоритм раскраски вершин блинчико-
вого графа Pn, n ≥ 3, определенного в [1]. Граф Pn является вершинно–транзитивным
(n− 1)–регулярным неориентированным графом без петель и кратных ребер поряд-
ка n! . Известно [2,3], что в этом графе имеются циклы длины l, где 6 ≤ l ≤ n!. Кроме
этого, данный граф имеет иерархическое строение, т. е. Pn состоит из n копий Pn−1,
причем любые две копии соединяются (n − 2)! ребрами. Напомним, что хроматиче-
ское число χ(Γ) графа Γ определяется как наименьшее k, для которого граф Γ имеет
k–раскраску. Граф называется k–хроматическим, если χ(Γ) = k. Верхняя оценка
хроматического числа определяется теоремой Брукса: χ(Γ) ≤ ∆(Γ), где Γ является
обыкновенным связным графом (за исключением полных графов и циклов нечетной
степени), а ∆(Γ) есть максимальная степень его вершин [4]. Поэтому

χ(Pn) ≤ n− 1, для всех n ≥ 3. (1)

При n = 3 имеем P3
∼= C6 и, следовательно, граф является 2–хроматическим. При

n = 4, граф P4 является 3–хроматическим. В самом деле, поскольку в Pn, n ≥ 4, име-
ются циклы длины семь, следовательно, χ(P4) 6= 2. С другой стороны, из (1) имеем
χ(P4) ≤ 3. Таким образом, χ(P4) = 3. Хроматический полином графа P4, вычис-
ленный системой Maple 10, дает 113760 различных способов его 3–раскраски. Также
известно [5], что χ(P5) = 3. При n ≥ 6 хроматическое число графа Pn неизвестно.
Предлагаемый алгоритм имеет полиномиальную трудоемкость и позволяет раскра-
сить Pn в (n−1) цветов. Данный алгоритм основан на эффективных доминирующих
множествах блинчикового графа, описанных в [1], и его иерархическом строении.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00244.
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СОВМЕСТНОЕ ВЛИЯНИЕ КОЛИЧЕСТВА РЕБЕР
И КОМПОНЕНТ СВЯЗНОСТИ В ГРАФАХ

НА СЛОЖНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЧИСЛА НЕЗАВИСИМОСТИ

Д. С. Малышев

В данной публикации для некоторого семейства классов графов исследуется гра-
ница между полиномиально разрешимыми и NP–полными случаями для такой клас-
сической задачи на графах, как задача о независимом множестве (далее, задача НМ).

Рассматриваются классы графов, для которых количество компонент связности
любого графа с n вершинами не превосходит C(n), где C(n) — функция из N в
N. Такие классы называем C(n)-классами. Предположим, что функция C(n) зада-
на. Среди множества всех C(n)-классов будем рассматривать классы графов вида

XC
f =

∞⋃
n=1

{G : |V (G)| = n, |E(G)| ≤ f(n)}, где f(n) — произвольная функция из N в

N (N — множество натуральных чисел). Функция f(n) называется функцией числа
ребер (далее, просто ф.ч.р.) класса XC

f .
Естественный способ решения задачи разграничения в рассматриваемом семей-

стве состоит в поиске специальной функции f(n), в некотором смысле разделяющей
полиномиальную разрешимость и NP-полноту. Таким разделителем будем считать
понятие разграничивающей функции. Функция числа ребер f(n) называется C(n)-
разграничивающей, если для любого ε > 0 задача НМ полиномиально разрешима в
классе XC

[(1−ε)f ], а класс XC
[(1+ε)f ] является классом с NP–полной задачей НМ.

Назовем функцию C(n) : N → N правильной, если выполняются следующие два
условия:

• существует константа L, что для любого натурального n существует такое целое
неотрицательное число k(n), для которого справедливо неравенство k(n) + 1 ≤
C(n + k(n)) ≤ k(n) + L.

• существует такое α > 0, что k(n) ∈ O(nα).

Теорема [1]. Пусть C(n) — правильная функция. Тогда функция f(n) = n −
C(n) + L является C(n)-разделяющей.
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О НОВОМ ПОЛНОМ ИНВАРИАНТЕ АЦИКЛИЧЕСКИХ ГРАФОВ

А. В. Пролубников

Определенное на множестве G графов с одинаковым числом вершин отображе-
ние I : G → S на некоторое множество S — инвариант графа, если для изоморфных
графов G, H ∈ G выполняется равенство I(G) = I(H). Если из I(G) = I(H) следу-
ет изоморфизм G и H, то I — полный инвариант. Так как любой алгоритм реше-
ния задачи проверки изоморфизма графов представляет собой проверку равенства
инвариантных относительно изоморфизма количественных характеристик графов,
неясный статус задачи проверки изоморфизма графов в иерархии теории сложно-
сти непосредственно связан со сложностью вычисления полного инварианта графа.
Единственным известным полным инвариантом является канонический код графа
— максимальное число, двоичная запись которого может быть получена путем неко-
торой конкатенации строк верхне-(нижне-)треугольной подматрицы матрицы смеж-
ности графа [1], с экспоненциальной сложностью его нахождения. Полиномиально
вычислимые инварианты могут быть построены для тех классов графов, для ко-
торых задача проверки изоморфизма графов полиномиально разрешима. Так, в [2]
представлен полный инвариант ациклических графов, в работе [3] — планарных гра-
фов. В этих работах полный инвариант ищется как результат канонизации графа.
Нами предлагается алгебраический полный инвариант ациклических графов, кото-
рый не получается в результате канонизации графа, а представляет собой модифи-
кацию характеристического многочлена det(A − εJ), где A — матрица смежности
графа, J — единичная матрица, ε ∈ R. Рассматривается многочлен det(A+Dε), где
ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Rn, a Dε — диагональная матрица с компонентами ε на диагона-
ли. det(A − εJ) не является полным инвариантом ациклического графа, поскольку
однозначно определяется спектром, который для деревьев, как и в целом для ацикли-
ческих графов, не является полным инвариантом. Минимальный по числу вершин
пример коспектральных деревьев приведен в [4]. Однако многочлены det(A + DεJ)
от n переменных для этих графов не равны. В докладе предлагается доказательство
полноты инварианта для ациклических графов.
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КАЛЕНДАРНОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ ПРОИЗВОДСТВА
С НЕПРЕРЫВНЫМ ПОСТУПЛЕНИЕМ СЫРЬЯ

А. В. Еремеев, Ю. В. Коваленко

Рассматривается задача календарного планирования следующего вида. Имеется
n параллельных машин. Для каждой машины i задана последовательность работ
Ji = {j1

i , . . . , j
mi
i }, которые должны быть выполнены на данной машине в указанном

порядке. Множество всех работ обозначим через J . Взаимосвязь между работами как
на одной, так и на различных машинах задается отношениями вида l → j, где работа
j не может начаться до завершения работы l. Данная структура может быть пред-
ставлена ориентированным ациклическим графом G = (J,E), где J = {J1, . . . , Jn} –
множество вершин, а E = {(l, j)|l, j ∈ J, l → j} – множество дуг. При выполнении ра-
бот используется один тип возобновимого ресурса (сырья). Функция R : (0, H] → R+

задает количество ресурса, имеющееся в каждый момент времени t ∈ (0, H], где H –
длительность горизонта планирования. Каждая работа j ∈ J характеризуется дли-
тельностью pj ∈ R+ и интенсивностью потребления ресурса, заданной функцией
rj : (0, pj] → R+, в продолжении этой работы. Прерывание выполнения работ не до-
пускается. Пусть sj – время начала выполнения работы j, j ∈ J . Необходимо постро-
ить такое расписание S = {sj} выполнения работ с учетом технологического порядка
E и ограничений по ресурсу, при котором минимизируется общее время завершения
работ.

Рассматриваемая задача является NP–трудной в сильном смысле. В настоящей
работе предложена модель частично целочисленного линейного программирования
для случая вещественного времени, кусочно-постоянной функции R(t) и постоянных
функций rj(τ), j ∈ J . Для случая целочисленного времени, когда функция R(t) зада-
на при t ∈ {1, . . . , H}, а функции rj(τ), j ∈ J заданы при τ ∈ {1, . . . , pj}, используя
идею из [1], разработан алгоритм динамического программирования, являющийся
полиномиальным, если число машин ограничено константой.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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MEASURES OF FINAL RESULT IN SINGLE AND TWO–SIDED ASSEMBLY LINES
BALANCING PROBLEM

W. Grzechca

The manufacturing assembly line was first introduced by Henry Ford in the early
1900’s. It was designed to be an efficient, highly productive way of manufacturing a
particular product. The basic assembly line consists of a set of workstations arranged in
a linear fashion, with each station connected by a material handling device. The basic
movement of material through an assembly line begins with a part being fed into the first
station at a predetermined feed rate. A station is considered any point on the assembly
line in which a task is performed on the part. These tasks can be performed by machinery,
robots, and/or human operators.

Once the part enters a station, a task is then performed on the part, and the part is
fed to the next operation. The time it takes to complete a task at each operation is known
as the process time. The cycle time of an assembly line is predetermined by a desired
production rate. This production rate is set so that the desired amount of end product
is produced within a certain time period. In order for the assembly line to maintain a
certain production rate, the sum of the processing times at each station must not exceed
the stations cycle time. If the sum of the processing times within a station is less than the
cycle time, idle time is said to be present at that station. One of the main issues concerning
the development of an assembly line is how to arrange the tasks to be performed. This
arrangement may be somewhat subjective, but has to be dictated by implied rules set
forth by the production sequence.

For the manufacturing of any item, there are some sequences of tasks that must be
followed. The assembly line balancing problem (ALBP) originated with the invention of
the assembly line. Helgeson et. al were the first to propose the ALBP, and Salveson was the
first to publish the problem in its mathematical form. However, during the first forty years
of the assembly line’s existence, only trial-and-error methods were used to balance the
lines. Since then, there have been numerous methods developed to solve the different forms
of the ALBP. Salveson provided the first mathematical attempt by solving the problem
as a linear program. Gutjahr and Nemhauser showed that the ALBP problem falls into
the class of NP–hard combinatorial optimization problems. This means that an optimal
solution is not guaranteed for problems of significant size. Therefore, heuristic methods
have become the most popular techniques for solving the problem. Nowadays, a good
balanced assembly line is a very important factor in modern manufacturing companies.

The line efficiency, time of the line and smoothness index are the basic measures in
estimation of final results. The problem of balance in single assembly line is discussed.
Also a problem of the last station is shown and a modified smoothness index is presented.
In the second part of the paper two-sided assembly line is considered. The two-sided
structure consists of mated-stations and the solution depends on the precedence graph and
position constraints. In a one-sided assembly line, if precedence relations are considered
appropriately, all the tasks assigned to a station can be carried out continuously without
any interruption. However, in a two-sided assembly line, some tasks assigned to a station
can be delayed by the tasks assigned to its companion. In other words, idle time is
sometimes unavoidable even between tasks assigned to the same station. In this case
it is important to introduce additionally measures because the existed smoothness index
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is to general to describe the final result of the balance. Author of the paper introduces
modified smoothness index for each position of the line and discuss about the efficiency of
mated stations. The new measures allow to get a detailed knowledge of the balanced line.
As a conclusion, a comparison of final results of single and two-sided assembly line is given.
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К ГИПОТЕЗЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ ДЛЯ ЗАДАЧИ
НА m ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ МАШИНАХ ОПТИМАЛЬНОГО РАСПИСАНИЯ

С НЕ БОЛЕЕ ЧЕМ m− 1 МИГРАЦИЕЙ

А. С. Козлов

В работе [1] рассматривалась задача Pm | pmtn(delay = d) |Cmax, где заданное ко-
нечное число работ требуется выполнить на m идентичных параллельных машинах
за наименьшее время (Cmax). Поскольку разрешены прерывания работ, исполнение
каждой работы может быть разбито на конечное число фрагментов, причём каждый
такой фрагмент может исполняться на любой из машин. При этом требуется, чтобы
никакие два фрагмента на одной машине и никакие два фрагмента одной работы не
исполнялись одновременно. Если исполнение работы переносится с одной машины
на другую (работа мигрирует), то до момента возобновления этой работы должно
пройти не менее d единиц времени. Задача NP–трудна. В работе [1] была сформули-
рована гипотеза о существовании такого оптимального расписания, в котором число
миграций не превосходит m−1. Эта гипотеза была подтверждена авторами для слу-
чаев двух и трёх машин. В нашей работе гипотеза доказана для четырёх машин.
Другими словами доказана следующая

Теорема 1. Для любого примера задачи P4 | pmtn(delay = d) |Cmax существует
оптимальное расписание с не более чем тремя миграциями.
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ЗАДАЧИ ТЕОРИИ РАСПИСАНИЙ С ОБОРОТНЫМ РЕСУРСОМ:
ОБЗОР НОВЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ И ОТКРЫТЫХ ПРОБЛЕМ

А. В. Кононов

Задачи, связанные с построением расписания работ, делятся в русскоязычной ли-
тературе на две большие группы: задачи теории расписаний и задачи календарного
планирования.

В задачах теории расписаний при составлении плана работ учитываются, как
правило, их технологические особенности. Например, заданный порядок выполне-
ния работ на разных машинах, времена поступления работ, возможность их одно-
временного обслуживания и многое другое. Первые задачи теории расписаний были
сформулированы и исследованы еще в 50-х годах прошлого столетия. За это вре-
мя в теории расписаний накоплен огромный опыт и разработаны различные под-
ходы к их решению. В частности, для многих NP–трудных расписательных задач
построены приближенные алгоритмы с гарантированными оценками точности или
полиномиальные приближенные схемы.

Задачи календарного планирования моделируют, как правило, крупномасштаб-
ные проекты и характеризуются наличием различного вида ресурсов для их выпол-
нения, правилами их потребления и заданным частичным порядком на множестве
работ. Наличие разнородного ресурса делает многие задачи календарного планирова-
ния непреодолимо трудными даже для построения гарантированных приближенных
решений.

В последнее десятилетие становятся популярными задачи теории расписаний,
в которых присутствует дополнительный ресурс, который может быть учтен при
составлении эффективного или "разумного" расписания.

В задачах с оборотным ресурсом задано множество работ {J1, . . . , Jn} и некоторое
количество общего ресурса Ω0. Обозначим через si и Ci моменты начала и завершения
работы Ji, соответственно. Работа Ji в момент si потребляет αi единиц ресурса и
возвращает βi единиц ресурса в момент Ci. Соотношение между величинами αi и βi

для разных работ может быть произвольным.
Заметим, что понятие оборотного ресурса обобщает понятия возобновимого и

невозобновимого ресурсов. Действительно, в случае βi = 0 для всех работ, мы имеем
дело с невозобновимым ресурсом, и в случае αi = βi, мы получаем классический
возобновимый ресурс.

В последние годы для задач с оборотным ресурсом был получен ряд новых инте-
ресных результатов, которые и будут изложены в предлагаемом обзоре.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00059, совместным Российско-Тайвань-
ским грантом 08-06-92000 и грантом АВЦП Рособразования 2.1.1/3235.
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АЛГОРИТМ ВЕТВЕЙ И ГРАНИЦ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДЖОНСОНА
С БУФЕРОМ НА ВТОРОЙ МАШИНЕ

П. А. Кононова

Медиа объекты (файлы) загружаются в определенном порядке из удаленной ба-
зы данных и затем воспроизводятся. Для каждого файла заданы время загрузки и
воспроизведения. При загрузке файл поступает в буфер транслирующего устройства
и покидает его сразу после завершения воспроизведения. Известен размер буфера.
Размеры файлов известны и пропорциональны времени загрузки. Воспроизведение
файла не может начаться раньше окончания его загрузки. Если файл начал загрузку
или воспроизведение, то этот процесс не прерывается. Требуется так задать порядок
загрузки и обработки файлов, чтобы минимизировать время окончания воспроизве-
дения последнего файла.

Сформулированная задача является обобщением классической задачи Джонсона
на двух машинах. Она NP–трудна в сильном смысле, так как задача о 3-разбиении
является ее частным случаем [1]. Для решения задачи разработан метод ветвей и
границ. В качестве нижней оценки используется решение задачи Джонсона без бу-
фера, а также точное решение вспомогательной задачи о рюкзаке [2]. Верхняя оценка
вычисляется методами локального поиска. При ветвлении в каждой вершине дерева
рассматриваются расписания вида (σj1, j2γ), где σ и γ непересекающиеся подмно-
жества работ, задающие начало и конец расписания, a работы j1, j2 не принадлежат
подмножествам σ и γ, j1 6= j2. Проведены численные эксперименты на случайно
порожденных данных.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 08-06-92000) и АВЦП
Рособразования (проект 2.1.1/3235).
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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ДВОЙСТВЕННОЙ ЗАДАЧИ
К NP -ТРУДНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ РАСПИСАНИЙ 1 | rj | ϕmax

А. А. Лазарев

Рассмотрим общую постановку NP–трудной задачи теории расписаний
1 | rj | ϕmax. Через µ∗ будем обозначать оптимальное значение целевой функции:

µ∗ = min
π∈Π(N)

max
k=1,n

ϕjk
(Cjk

(π)), (1)

где ϕjk
(Cjk

(π)) – произвольные неубывающие функции штрафа, Cjk
(π) – момент

окончания обслуживания требования j при расписании π, Π(N) – множество всех
расписаний обслуживания требований множества N , |Π(N)| = n!. Прерывания и
обслуживание более одного требования одновременно на приборе запрещены.

Сформулируем двойственную задачу. Необходимо найти

ν∗ = max
k=1,n

min
π∈Π(N)

ϕjk
(Cjk

(π)). (2)

Для удобства введём обозначения, учитывающие место требования в расписании.
Пусть расписание π ∈ Π(N) имеет вид π = (j1, j2, . . . , jn). Для требования, обслужива-
емого k-ым, k = 1, 2, . . . , n, по порядку при расписании π будем обозначать:

νk = min
π∈Π(N)

ϕjk
(Cjk

(π)), k = 1, 2, . . . , n. (3)

Очевидно, ν∗ = max
k=1,n

νk.

Лемма. Пусть все ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, произвольные неубывающие функции
штрафа задачи 1 | rj | ϕmax, тогда для всех k = 1, 2, . . . , n выполняется νn ≥ νk, т.е.
ν∗ = νn.

Решение двойственной задачи сводится к нахождению νn. Так как величина νn =
min

π∈Π(N)
ϕjn(Cjn(π)), то на последнее (n-ое) место поочерёдно будем ставить каждое

из требований j множества N . Оставшиеся (n − 1) требований множества N \ {j}
упорядочим в порядке поступления на обслуживание,– такой порядок даёт наимень-
шее значение момента окончания обслуживания требований множества N \ {j}.

Алгоритм. Построим расписание πr = (i1, i2, . . . , in), при котором требования
упорядочены в порядке неубывания моментов поступления: ri1 ≤ ri2 ≤ · · · ≤ rin .

Для расписания πk = (πr \ ik, ik), k = 1, 2, . . . , n, вычислим ϕik(Cik(πk)).
Найдём ν∗ = max

k=1,n
ϕik(Cik(πk)).

Для построения расписания πr требуется O(n log n) операций. Для нахождения
ϕik(Cik(πk)) необходимо O(n) операций. Таких значений n. Следовательно, для нахож-
дения ν∗ и соответствующего требования ik потребуется не более O(n2) операций.

Теорема. Пусть все ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, произвольные неубывающие функции
штрафа NP -трудной задачи 1 | rj | ϕmax, тогда µ∗ ≥ ν∗.

Полученная оценка может быть эффективно использована при построении схем
метода ветвей и границ решения задачи 1 | rj | ϕmax и для оценки погрешности
приближённых решений.

Работа выполнена в рамках программ 15 и 29 РАН.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ПЛАНИРОВАНИЯ ПРОЕКТОВ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КРЕДИТОВ

Е. А. Мартынова, В. В. Сервах

Под инвестиционным проектом будем понимать множество взаимосвязанных ра-
бот V = {1, 2, . . . , n}, выполнение которых направлено на получение прибыли. Вза-
имосвязь задается технологией выполнения работ проекта и определяется частич-
ным порядком E на множестве V . Рассматривается единственный ресурс – финан-
совый. Работа j ∈ V характеризуется длительностью pj ∈ Z+ и потоком платежей
(cj(0), cj(1), . . .), где cj(τ) – баланс платежей, то есть разница между поступлени-
ями и расходами в момент времени τ , считая от начала выполнения работы. Если
cj(τ) < 0, то в момент времени τ для выполнения работы требуются соответствующие
капиталовложения, а если cj(τ) > 0, то выполнение работы приносит доход. Вели-

чина NPVj =
∞∑

τ=0

cj(τ)

(1+r0)τ называется чистой прибылью работы j ∈ V , приведенной к

началу ее выполнения. Здесь r0 – ставка рефинансирования, а 1
1+r0

– коэффициент
дисконтирования. Предполагается, что каждая работа выполняется без прерываний.
Вектор S = (s1, s2, . . . , sn), где sj – время начала выполнения работы j, называется
расписанием выполнения работ проекта. Необходимо построить такое расписание,
при котором чистая приведенная прибыль проекта

NPV (S) =
∑
j∈V

NPVj

(1 + r0)sj

будет максимальным.
Ограничениями на сроки выполнения работ являются частичный порядок E и

капиталовложения. Предполагается, что для выполнения проекта в момент времени
t поступают финансовые ресурсы в объеме K(t), t = 0, 1, 2, . . . , T−1, где T – горизонт
планирования проекта. Как правило, выделенных средств недостаточно для реали-
зации проекта, и разница между потребностью и наличием капитала покрывается за
счет кредитов.

В работе доказана NP–трудность в сильном смысле задачи календарного плани-
рования с учетом возможности использования различных форм кредитов, построена
математическая модель, предложен алгоритм решения, основанный на методе ди-
намического программирования, выделены полиномиально и псевдополиномиально
разрешимые случаи.
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О СЛОЖНОСТИ ЗАДАЧИ МИНИМИЗАЦИИ ОБЩЕГО ВРЕМЕНИ
ОБРАБОТКИ ОДНОТИПНЫХ ДЕТАЛЕЙ

М. А. Межецкая

На производственной линии, состоящей из m различных машин, требуется за
минимальное время обработать партию из N однотипных деталей. Обработка детали
заключается в последовательном выполнении n операций. Операция j выполняется
на машине с номером mj непрерывно в течение pj единиц времени, j = 1, 2, . . . , n.
Машина не может выполнять более одной операции одновременно.

Для обработки партий больших размеров традиционно использовалась конвей-
ерная линия, расписание выполнения операций для которой строится за полиноми-
альное время. Однако современная экономика отличается высокой мобильностью, и
номенклатура изделий постоянно меняется. Это требует перестройки конвейера, что
приводит к высокому уровню издержек. Поэтому на производстве активно исполь-
зуется универсальное оборудование, позволяющее выполнять различные операции.
В такой ситуации допускается возможность использования одной и той же машины
при обработке различных операций одной детали. Если машины в последовательно-
сти (m1,m2, . . . , mn) могут повторяться, то такую задачу будем называть задачей со
сложным технологическим маршрутом [1,2]. В работе показано следующее.

Теорема. Задача минимизации общего времени обработки партии однотипных
деталей со сложным технологическим маршрутом NP–трудна.

В [3] при условии, что число деталей N ограничено сверху константой, предла-
гается псевдополиномиальный алгоритм решения задачи. Его трудоемкость полино-
миально зависит от числа операций n. Таким образом, показано, что NP–трудность
задачи обусловлена длительностями операций. Сложность задачи в зависимости от
числа деталей N неизвестна. Для данной задачи разработан асимптотически точный
алгоритм полиномиальной трудоемкости. Относительная погрешность построенного
решения с ростом числа деталей стремится к нулю.
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CЛОЖНОСТЬ ОДНОЙ ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ
ЦИКЛИЧЕСКОГО РАСПИСАНИЯ

А. А. Романова

Рассматривается задача построения циклического расписания для производствен-
ной линии, состоящей из m различных машин. На этой линии необходимо обработать
большую партию однотипных деталей. Все детали проходят одинаковый технологи-
ческий маршрут обработки, состоящий из n операций. Операция j требует pj ∈ Z+

единиц времени выполнения на машине mj, j = 1, 2, . . . , n. Машины в технологиче-
ском порядке могут повторяться. На каждой машине не может одновременно выпол-
няться более одной операции. Прерывания выполнения операций недопустимы.

В ситуации большого количества одинаковых деталей удобно использовать цик-
лические расписания. В таких расписаниях одни и те же операции любых двух по-
следовательных деталей начинают выполнение через равные промежутки времени.
Это время называется временем цикла и характеризует производительность линии.

Задача минимизации времени цикла является полиномиально разрешимой. Про-
изводительность линии в таком случае максимальна, однако расписание может по-
лучиться затратным с точки зрения других важных характеристик. Одной из таких
характеристик является время нахождения детали в системе. При больших значе-
ниях этой величины возникает необходимость транспортировки и промежуточного
хранения деталей, обработка которых еще не завершилась, что приводит к увеличе-
нию потребности в оборотных ресурсах.

Одним из способов ограничения времени нахождения детали в системе является
задание верхней границы H для числа одновременно обрабатываемых деталей. С
таким ограничением задача минимизации времени цикла становится NP–трудной в
сильном смысле [2]. При фиксированном H эта задача псевдополиномиально разре-
шима [1]. Вопрос о полиномиальной разрешимости задачи минимизации времени цик-
ла при фиксированной верхней границе H числа одновременно обрабатываемых де-
талей до сих пор оставался открытым. В настоящей работе доказана NP–трудность
данной задачи при H ≥ 3. К ней сведена трехмашинная задача Job-Shop с тремя
деталями [3].
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ЗАДАЧА С ОБОРОТНЫМИ РЕСУРСАМИ:
АНАЛИЗ СЛОЖНОСТИ И АЛГОРИТМЫ

С. В. Севастьянов, Б. М. Т. Лин, Ш. Л. Хуанг
Рассматривается задача минимизации длины расписания в одно-машинной систе-

ме с n неодновременно прибывающими работами при наличии ограниченных ресур-
сов оборотного типа. Каждая работа потребляет определённое количество ресурса
из общего ресурсного пула в момент её начала и возвращает заданное количество
ресурса в пул в момент окончания работы. В этом смысле ресурсные ограничения,
рассматриваемые в данной задаче, обобщают известные возобновимые ресурсы, где
указанные величины (потребляемого и возвращаемого количества ресурса) совпада-
ют для каждой работы. Задача возникла впервые в 80-х годах прошлого века при
создании проекта реконструкции жилого фонда г. Бостон (США). В процессе ре-
конструкции того или иного городского (микро-) района требуется сначала снести
старые постройки (при этом требуется разместить часть проживающих там людей
во временное жильё). После возведения на этом месте нового жилья и переселения
в него людей освобождается какая-то часть временного жилого фонда.

Вскоре, однако, стало ясно, что построенная модель с ресурсными ограничениями
такого типа является достаточно общей и применима для гораздо более широкой
области прикладных задач.

В данной работе мы предпринимаем первый анализ сложности данной задачи
в постановке, когда работы имеют различные моменты поступления. В качестве
первого шага мы разрабатываем алгоритм, основанный на технике многопараметри-
ческого динамического программирования. (Последнее отличается от обычного одно-
или двух-параметрического ДП тем, что число параметров, чьи значения перебира-
ются в алгоритме, может быть сколь угодно велико.) Показано, что алгоритм имеет
псевдо-полиномиальное время счёта в случае, когда число m различных моментов
поступления работ ограничено константой. Показано, что такая трудоёмкость точ-
ного решения задачи является наилучшей возможной в том смысле, что (1) псевдо-
полиномиальный алгоритм решения нельзя обобщить на случай, когда параметр m
является частью входа (поскольку в этом случае задача NP–трудна в сильном смыс-
ле) и (2) алгоритм нельзя улучшить до полиномиального по времени для фиксиро-
ванного m > 1, поскольку задача остаётся NP–трудной начиная со значения m = 2.

Помимо общего случая рассмотрены два частных (в некотором смысле — про-
тивоположных) случая задачи: (а) когда вклад каждой работы в ресурсный пул
неотрицателен, и (б) когда вклад каждой работы отрицателен. Для первого случая
построен полиномиальный по времени алгоритм, тогда как для противоположного
случая показано, что задача становится NP–трудной в сильном смысле.

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ (проекты 08-01-00370, 08-06-
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сии" на 2009-2013 гг. (гос. контракт № 02.740.11.0429)
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ВАРЬИРОВАНИЕ ДИРЕКТИВНОГО СРОКА
В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ РАСПИСАНИЙ

И. В. Уразова

В настоящей работе рассматривается следующая задача теории расписаний [1].
Заданы множество V требований единичной длительности и частичный порядок
/ на V . Расписанием называется функция σ : V → D = {1, 2, . . . d}, удовлетворяю-
щая условиям: 1)соотношение i/j влечет неравенство σ(i) < σ(j); 2)для любого k ∈
D имеется не более m заданий i ∈ V, таких, что σ(i) = k. При относительно малых
значениях d множество расписаний может оказаться пустым. Множество всех распи-
саний, определенных условиями 1)-2), обозначим через Σd. Задача заключается в ми-
нимизации общего времени обслуживания всех требований, то есть max

i∈V
σ(i) → min

σ∈Σd

.

В силу того, что при d < d′ имеет место включение Σd ⊂ Σd′ , рассматриваемая задача
заключается в нахождении минимального dmin, при котором множество Σd не пусто.

В работе [2] был описан релаксационный полиэдр Md для выпуклой оболочки век-
торов инциденций расписаний множества Σd. В настоящей работе для функции вида

h(x) =
d∑

k=1

λk

∑
i∈Vk

xik → min
x∈Md

получены условия на λk, при которых она может слу-

жить целевой функцией для рассматриваемой задачи. Кроме того, получены оценки
значения dmin, зависящие от характеристик орграфа, задающего частичный порядок
на множестве требований, и оценки для оптимального значения целевой функции
h(x) при различных значениях d.

Анализ полученных результатов подтвержден вычислительным экспериментом,
который проводился по двум направлениям. Первое направление касалось структу-
ры полиэдра Md, соответствующего задаче, а именно, условий его непустоты. Второе
направление заключалось в непосредственном решении задачи с целевой функцией
h(x) и значением общего времени обслуживания dmin < d < n, где n – число требо-
ваний. В эксперименте рассмотрено более 70 случайных ациклических орграфов с
числом вершин до 25, количество приборов не превышало 6.
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О СЛОЖНОСТИ ЗАДАЧИ КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ
СО СКЛАДИРУЕМЫМИ РЕСУРСАМИ И РЕИНВЕСТИРОВАНИЕМ ДОХОДА

Т. А. Щербинина

Пусть V = {1, 2, . . . , N} — множество работ проекта. Взаимосвязь между работа-
ми задается отношениями вида i → j, где работа j не может начаться до завершения
работы i. Данная структура может быть представлена ориентированным ациклич-
ным графом G = (V, E), где V – множество вершин, а E = {(i, j)|i, j ∈ V, i → j}
– множество дуг. При выполнении работ используется один тип складируемого ре-
сурса – финансовый. На период планирования T в момент времени t поступает qt

единиц финансового ресурса, t = 0, 1, 2, . . . , T − 1. Каждая работа j ∈ V выпол-
няется непрерывно в течение pj ∈ Z+ единиц времени. Работа как потребляет фи-
нансовые ресурсы, так и генерирует их. Обозначим через cj(τ) баланс платежей ра-
боты j в момент времени τ = 0, 1, 2, . . . , pj. Причем, если cj(τ) < 0, то в момент
τ для выполнения работы j требуются соответствующие капиталовложения, а ес-
ли cj(τ) > 0, то выполнение данной работы приносит доход. Последовательность
величин (cj(0), cj(1), cj(2), . . . , cj(pj)) называется потоком платежей работы j ∈ V .
Прерывание выполнения работ не допускается.

Пусть sj – время начала выполнения работы j ∈ V . Необходимо построить та-
кое расписание S = {sj} выполнения работ с учетом технологического порядка E
и ограничений на ресурсы, при котором минимизируется общее время завершения
работ:

Cmax = max
j∈V

(sj + pj) → min

t∑

t′=1

qt′ +
t∑

t′=1

∑
j∈Nt′

cj(t
′ − sj) ≥ 0, t = 0, 1, 2, . . . , T − 1;

si + pi ≤ sj, (i, j) ∈ E,

где Nt = {j ∈ V |sj < t ≤ sj + pj} – множество работ, выполняемых на интервале
[t− 1, t).

Задача календарного планирования с критерием Cmax и складируемыми ресур-
сами полиномиально разрешима [1]. В настоящей работе показано, что, если для
рассматриваемой задачи учитывать реинвестирование полученного дохода, то зада-
ча становится NP–трудной в сильном смысле.
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ТОЧНОСТИ ЭФФЕКТИВНОГО
АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ m–PSP НА МАКСИМУМ

В МНОГОМЕРНОМ EВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади

Задача отыскания m реберно-непересекающихся маршрутов коммивояжера (га-
мильтоновых циклов) известна также под названием m-PSP (m-Peripatetic Salesman
Problem) [1]. В задаче m-PSP задан полный n-вершинный неориентированный граф
G = (V, E), где V = {1, . . . , n} — множество вершин и E = {(i, j) : i, j ∈ V, i < j} —
множество ребер. На E задана неотрицательная весовая функция w : E → R+. Тре-
буется найти m непересекающихся по ребрам гамильтоновых циклов H1, . . . , Hm ⊂ E
с экстремальным (минимальным или максимальным) суммарным весом входящих
в них ребер. Область применения задачи включает поиск маршрута сторожей с по-
вышенным уровнем безопасности, при дизайне сетей, защищенных от сбоев, в теории
расписаний. Частным случаем задачи (при m = 1) является известная задача ком-
мивояжера.

В сообщении рассматривается задача m-PSP на максимум в многомерном евкли-
довом пространстве Rk. Задача NP–трудна в сильном смысле.

В классическом случае одного коммивояжера А.И. Сердюковым [2] был построен
асимптотически точный алгоритм с временной сложностью O(n3).

Авторами данного сообщении представлен приближенный полиномиальный алго-
ритм решения задачи в общем случае многих реберно-непересекающихся маршрутов.

Проведено обоснование корректности работы алгоритма. Показано, что относи-
тельная погрешность алгоритма не превышает величины ck(m/n)

2
k+1 , где константа

ck зависит только от размерности пространства Rk. Отсюда следует, что алгоритм
асимптотически точен при числе машршрутов m = o(n).

При m ≤ n1/2 алгоритм выдает асимптотически точное решение за время O(n3).

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ (проекты 08-01-00516 и 10-07-
00195), целевой программы № 2 Президиума РАН (проект № 227), а также целевой
программы СО РАН (интеграционный проект № 44).

ЛИТЕРАТУРА

1. Krarup J. The peripatetic salesman and some related unsolved problems // Combi-
natorial programming: methods and applications (Proc. NATO Advanced Study Inst.,
Versailles, 1974), 1975. P. 173–178.
2. А.И. Сердюков. Асимптотически точный алгоритм для задачи коммивояжера на
максимум в евклидовом пространстве // Методы целочисленной оптимизации (Управ-
ляемые системы). Новосибирск, 1987. вып. 27. С. 79–87.

Бабурин Алексей Евгеньевич, Гимади Эдуард Хайрутдинович, Институт математики
им. С.Л. Соболева СО РАН, проспект Ак. Коптюга, 4, Новосибирск, 630090, Россия,
тел. (383) 3634624, факс (383) 3332598, e-mail: ababur@arqa.ru; gimadi@math.nsc.ru



152 Задачи маршрутизации

О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ ДВУХ КОММИВОЯЖЕРОВ

Е. В. Ивонина

Естественной модификацией задачи коммивояжера является задача отыскания в
графе двух реберно непересекающихся гамильтоновых циклов экстремального сум-
марного веса. Задача известна также как 2-PSP (Peripatetic Salesman Problem).

Одним из исследуемых подклассов этой задачи является задача в евклидовом
пространстве (то есть случай, когда вершинам заданного графа сопоставлены точки
Rk, а длины дуг между вершинами определяются как расстояния между точками).
В сообщении представлен асимптотически точный алгоритм для 2-PSP на максимум
в евклидовом пространстве, основанный на идеях работ [1] и [2].

Рассматривается также задача 2-PSPmax с произвольными весами ребер на отрез-
ке [1, q]. Для задачи 2-PSPmax с произвольной весовой функцией известен полиноми-
альный алгоритм с оценкой точности 3/4 [3]. Для задачи 2-PSPmin в полном графе
с весами ребер на отрезке [1, q] известен алгоритм с оценкой точности (q + 4)/5 [4].
Можно показать, что для такой задачи, но на максимум, из той же работы следует
возможность построения алгоритма с оценкой 5/(q+4). Совместное использование ре-
зультатов построения приближенных алгоритмов решения задачи 2-PSP, полученных
в [3, 4], позволяет построить полиномиальный алгоритм решения задачи 2-PSPmax в
полном графе с весами ребер на отрезке [1, q] с оценкой точности (3q + 2)/(4q + 1).
Для задачи 2-PSPmax с весами ребер на отрезке [1, 2] получаем оценку точности 8/9.

Работа поддержана грантом РФФИ 08-01-00516, целевой программы № 2 Прези-
диума РАН (проект № 227), а также целевой программы СО РАН (интеграционный
проект № 44).
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПЛАНИРОВАНИЯ
В НЕФТЕДОБЫЧЕ

С. М. Лавлинский, А. С. Руднев

Как правило, большая часть залежей нефтегазового предприятия расположена
на значительном расстоянии от магистрального трубопровода, а добытая нефть со-
бирается автомобилями на залежах и отвозится в фиксированный пункт учета, нахо-
дящийся на магистральном трубопроводе. Дорожная сеть в общем случае достаточ-
но сложна, разные скважины имеют различные суточные дебиты, изменяющиеся с
течением времени, может использоваться неоднородный по характеристикам грузо-
подъемности, скорости и удельным затратам автопарк. Эти обстоятельства делают
нетривиальной задачу оптимизации процесса сбора нефти с удаленных залежей и
предполагают существенные резервы в энергосбережении, достигаемые за счет ра-
циональной организации технологического процесса. Каким образом может быть по-
ставлена задача оптимизации такого транспортного процесса?

Для фиксированного состава автопарка эта задача на содержательном уровне мо-
жет быть сформулирована следующим образом. Предположим, что на всех залежах
имеются резервуары с объемом, достаточным для того, чтобы вместить суточный
дебит скважин залежи. Процесс сбора, транспортировки и слива в магистральный
нефтепровод должен быть организован таким образом, чтобы вся добытая нефть в
течение суток была собрана, а суммарные затраты топлива автопарком оказались
минимальными из всех возможных. При этом при некоторых соотношениях меж-
ду дебитами скважин, расстояниями в дорожной сети и характеристиками автомо-
бильного парка, каждый из автомобилей может делать несколько ходок, и, в общем
случае, нефть конкретной залежи разбирается несколькими автомобилями.

Сформулированная задача — важный компонент системы поддержки процесса
принятия решений в нефтедобыче, а ее решение, генерирующее ежесуточный план
поездок, позволяет в рамках имеющейся на предприятии системы мониторинга стро-
ить оперативные планы рациональным образом. Периодически решая такую зада-
чу, транспортное подразделение компании получает возможность автоматизировать
процесс генерации набора путевых листов для каждого из автомобилей оптимальным
с точки зрения энергосбережения образом.

В докладе описывается опыт практического решения такой задачи, которая явля-
ется NP–трудной задачей целочисленного программирования и уже при небольших
размерностях (10 автомобилей, 20 залежей) не может быть решена стандартными
пакетами GLPK и GAMS в обозримое время. Проведенный анализ возможных эв-
ристических алгоритмов решения задачи технологического планирования позволяет
построить эффективную метаэвристику и, на ее основе, практически значимый ге-
нератор путевых листов для нефтяной компании с сотнями машин и залежей.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-06-00032.

Лавлинский Сергей Михайлович, Руднев Антон Сергеевич, Институт математики
им. С.Л. Соболева СО РАН, просп. Ак. Коптюга 4, Новосибирск, 630090, Россия тел.
(383)36-34-688, факс (383)333-25-98, e-mail: lavlin@math.nsc.ru, anton.rudnev@gmail.com



154 Задачи маршрутизации

ЗАДАЧИ МАРШРУТИЗАЦИИ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ, ОРИЕНТИРОВАННЫЕ
НА ПРИМЕНЕНИЕ В АТОМНОЙ ЭНЕРГЕТИКЕ

А. Н. Сесекин, А. А. Ченцов, А. Г. Ченцов

Рассматривается задача маршрутизации с ограничениями в виде условий пред-
шествования, в которой функция стоимости перемещений явным образом зависит от
списка заданий. Упомянутые особенность и ограничения мотивированы интересами
решения прикладной задачи о демонтаже энергоблока АЭС, выведенного из эксплуа-
тации. В этой задаче функция стоимости имеет смысл дозы облучения за счет элемен-
тов оборудования, не демонтированных на момент перемещения. В общей постановке
предполагаются заданными непустые попарно пересекающиеся подмножества (п/м)
M1, ..., MN фиксированного конечного множества X, где N ≥ 2. Задана начальная
точка x0 ∈ X : x0 /∈ M1, ..., x

0 /∈ MN . Мы располагаем возможностью выбора переста-
новки α в 1, N (маршрута) и точек x1 ∈ Mα(1), ..., xN ∈ Mα(N). Выбор α стеснен усло-
виями предшествования, определяемыми посредством множества K, K ⊂ 1, N×1, N,
адресных пар отправитель - получатель; требуется, чтобы маршрут обеспечивал по-
сещения отправителя раньше, чем посещение получателя для всякой адресной пары
(см. в [1,§2.1]). Заданы функции стоимости c : X×X×N −→ [0,∞[, f : X −→ [0,∞[,
где N — семейство всех непустых п/м 1, N . Перемещения характеризуются затратами
c(x0, x1, 1, N) +

∑N−1
i=1 c(xi, xi+1, {α(j) : j ∈ i + 1, N}) + f(xN), где α — K-допустимый

маршрут, xi ∈ Mα(i) при i ∈ 1, N. Если k ∈ 1, N, то c(xk, xk+1, {α(j) : j ∈ k + 1, N})
интерпретируется как доза облучения работника при перемещении из xk ∈ Mα(k) в
xk+1 ∈ Mα(k+1) в условиях, когда еще “не выключены” источники облучения, нумеру-
емые индексами из множества {α(j) : j ∈ k + 1, N}. Выбором α и (xi)i∈1,N стремимся
минимизировать значение (1). Обозначим через V значение (экстремум) возникаю-
щей экстремальной задачи. Для использования метода динамического программи-
рования ограничения задачи преобразуются к эквивалентной форме (см. [1, часть
2]). Определяя при K ∈ N множество Σ[K] по правилу [1,(2.2.26)], введем правило
вычеркивания, сопоставляющее множеству K его п/м I(K) , K\{q : (p, q) ∈ Σ[K]}.
Тогда на X × N где N , N ∪ {∅}, определяется функция Беллмана, отвечающая
расширению исходной задачи и такая, что 1) v(x,∅) = f(x)∀x ∈ X, 2) v(x0, 1, N) = V,

vs(x,K) = min
k∈I(K)

min
y∈Mk

[c(x, y, K) + v(y,K\{k})]. (1)

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00436 и программой фундаментальных ис-
следований Президиума РАН "Математическая теория управления".
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАГРУЗКИ ТРАНСПОРТНЫХ СЕТЕЙ
НА ПРИМЕРЕ г. ВЛАДИВОСТОКА

Н. Б. Шамрай, Е. А. Нурминский

Основную нагрузку на улично-дорожную сеть (УДС) города дают немаршрутизи-
руемые транспортные средства (ТС), управляемые пользователями, имеющими раз-
личные цели поездок. При моделировании распределения таких ТС по элементам
УДС используют первый поведенческий принцип Вардропа: каждый из водителей
выбирает маршрут с наименьшими транспортными издержками.

В УДС выделим множество W = {w = (i, j)} пар источник-сток, между которыми
есть спрос на перевозку в объемах dw. Через Pw обозначим множество маршрутов,
соединяющих пару w, через Gp — транспортные издержки на прохождение маршрута
p, через xp ≥ 0 — величину потока по пути p ∈ Pw, при этом для каждой пары
w ∈ W должны быть выполнены условия

∑
p∈Pw

xp = dw. Первый принцип Вардропа
формализуется следующим образом: для каждой пары w ∈ W выполнено условие

Gp

{
= minq∈Pw Gq = uw, если xp > 0,
> uw, если xp = 0.

(1)

Вектор x = (xp : p ∈ Pw, w ∈ W ), компоненты которого удовлетворяют условию (1),
представляет равновесное распределение ТС в рассматриваемой УДС.

В работе изложен опыт моделирования транспортных потоков для УДС г. Влади-
востока на основе двух кардинально разных подходов. Первый предполагает наличие
непрерывной монотонной зависимости транспортных издержек Gp от загрузки УДС.
В этом случае условие (1) переписывается в виде вариационного неравенства (см. [1]).
Второй подход отрицает такую зависимость, при этом условие (1) переписывается в
виде задачи негладкой оптимизации (см. [2]). Для обоих подходов получены числен-
ные расчеты распределения ТС в УДС г. Владивостока и проведен сравнительный
анализ результатов с натурными замерами транспортных потоков на улицах города.
Также освещены вычислительные аспекты используемых при расчетах алгоритмов,
основанных на теории фейеровских процессов с малыми возмущениями (см. [3]).

Работа поддержана грантом РФФИ 09-01-00042-а.
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АСИМПТОТИЧЕСКИ ТОЧНЫЙ АЛГОРИТМ
ДЛЯ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА НА МАКСИМУМ

В КОНЕЧНОМЕРНОМ НОРМИРОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В. В. Шенмайер

Рассматривается геометрический вариант задачи коммивояжера на максимум
(MAX TSP). Вершинами графа являются точки в пространстве Rd, а весами дуг —
расстояния между данными точками относительно некоторой произвольной задан-
ной нормы. Предполагается, что выполнены стандартные аксиомы нормы: ‖x+ y‖ ≤
‖x‖+ ‖y‖ для любых x, y ∈ Rd и ‖λx‖ = |λ|‖x‖ для любых x ∈ Rd и λ ∈ R.

Задача NP–трудна уже в случае пространства R3 с евклидовой нормой L2 [3].
Из положительных результатов отметим полиномиальную разрешимость в случае
полиэдральной нормы, а также существование аппроксимационной схемы, имеющей
в случае произвольной нормы трудоемкость nO(ε−d) [2].

А. Сердюков предложил асимптотически точный алгоритм решения задачи в ко-
нечномерном евклидовом пространстве [1]. Относительная погрешность алгоритма
равна αd n−2/(d+1), где αd — константа, зависящая только от d. Настоящий результат
заключается в обобщении данного алгоритма на случай произвольного нормирован-
ного пространства. Относительная погрешность алгоритма оценивается величиной
(d + 1)/bn1/(d+1)c.

Алгоритм работает по схеме алгоритма А. Сердюкова в упрощающей интерпрета-
ции Э. Гимади. Для применения данной схемы вводится понятие угла в произвольном
нормированном пространстве и доказывается ряд связанных геометрических фактов,
обобщающих (с небольшими потерями) свойства евклидовых пространств. Получен-
ная оценка погрешности может быть сокращена вдвое путем использования более
сложной схемы работы алгоритма.

Работа поддержана грантом РФФИ 08-01-00516-a.
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ЗАДАЧА О p–МЕДИАНЕ С ПРЕДПОЧТЕНИЯМИ КЛИЕНТОВ
ДЛЯ КЛАСТЕРИЗАЦИИ РАКОВЫХ КЛЕТОК

И. Л. Васильев, К. Б. Климентова

Пусть имеется полный взвешенный ориентированный граф G(V,A), где
V = {1, . . . , n} — множество вершин графа, A = {ij : i ∈ V, j ∈ V, i 6= j} — множе-
ство дуг графа и cij = d(i, j) — веса дуг (расстояние между объектами). В задаче о
p-медиане с предпочтениями клиентов (ЗpМПК) предполагается, что прикрепление
немедианных вершин к медианам осуществляется на основании некоторых "предпо-
чтений" gij: если gi1j < gi2j, то j вершина будет прикреплена к вершине i1 в случае,
если обе вершины i1 и i2 являются медианами (в общем случае, cij 6= gij). Необходимо
выбрать в точности заданное число p ∈ Z+ медианных вершин и прикрепить к ним
остальные вершины, минимизируя суммарное расстояние от немедианных вершин
к медианам и учитывая при этом "предпочтения" [1]. Сформулированную задачу
можно записать в следующей комбинаторной постановке:

min
Q⊆V,|Q|=p

∑
j∈V

cqjj,

qj
4
= argmin

q∈Q
gqj, j ∈ V.

Известно, что задачи размещения могут быть использованы для решения задач
кластеризации [2]. Действительно, каждая медиана и прикрепленные к ней вершины
графа образуют кластер. Присутствие матрицы "предпочтений" в ЗpМПК позволя-
ет учитывать дополнительную информацию об объектах, которые нужно разбить
на кластеры. Например, такая задача использовалась для кластеризации раковых
клеток, описанных значениями экспрессии генов и значениями уровней белка после
действия медикаментов [3]. Матрицы расстояний, вычисленные для этих двух харак-
теристик раковых клеток, использовались на верхнем и нижнем уровнях ЗpМПК.
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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ

Э.Х. Гимади, А.A.Курочкин

В общем случае задачи размещения NP–трудны. В сообщении рассматриваются
три специальные задачи размещения.

1) Задача размещения с одинаковыми объемами производства на слу-
чайных входах. Предполагается, что элементы матрицы транспортных расходов
— независимые случайные величины с равномерной функцией распределения на це-
лочисленном сегменте [1, r]. При некоторых специальных ограничениях на объемы
спроса клиентов и число открываемых предприятий построен приближенный алго-
ритм [1] решения задачи и проведен вероятностный анализ его работы. Представлены
условия, при которых алгоритм за время O(n ln m) (n — число клиентов, m — число
возможных пунктов производства) находит асимптотически точное решение.

2) Задача размещения с одинаковыми объемами производства на на цеп-
ном графе. Предлагается точный алгоритм [2] с временной сложностью O(m4n2),
где m и n — число предприятий и число клиентов, соответственно. Это на порядок
лучше ранее достигнутого результата относительно обоих параметров m и n.

3) Двухэтапная задача размещения на сети. Предполагается, что затраты
по транспортировке единицы продукта из пункта в пункт равны сумме длин ребер
в пути, соединяющем эти пункты. В общем случае сетевая задача размещения NP–
трудна даже в одноэтапной постановке. В случае древовидной сети удается построить
точный алгоритм с временной сложностью O(mn3).

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ (проекты 08-01-00516, 10-07-
00195, 09-01-00032), целевой программы № 2 Президиума РАН (проект № 227), а так-
же целевой программы СО РАН (интеграционный проект № 44).
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k-КЛАСТЕРНЫЙ МЕТОД ДЛЯ ЗАДАЧИ ШТЕЙНЕРА НА ГРАФАХ

Д. А. Ейбоженко

В работе рассматривается задача Штейнера в максимально общей постановке —
на ориентированных графах. Она формулируется следующим образом:

Рассмотрим ориентированный граф G(M, N) с заданной на дугах функцией d :
N → R+, начальной вершиной b и множеством терминальных вершин E ⊂ M . Лю-
бое ориентированное дерево с корнем в b, связывающее все терминалы, называется
деревом Штейнера. Задача Штейнера на графах состоит в поиске дерева Штейнера
наименьшей длины.

Как известно из [1], задача Штейнера на графах является NP–сложной. В ра-
боте представлен эвристический алгоритм для решения этой задачи. Общая идея
алгоритма состоит в следующем:

Исходный граф разбивается на не более чем k непересекающихся подграфов, на
каждом из которых ставится отдельная задача Штейнера, индуцированная исход-
ной. Задачи Штейнера не более чем с k терминалами решаются с помощью точно-
го метода, основанного на принципе динамического программирования и уравнении
Беллмана, представленного в [2]. Подзадачи с более чем k терминалами в свою оче-
редь вновь разбиваются на более мелкие подзадачи. После преобразования исходной
задачи с учетом найденных частичных решений, с помощью точного метода нахо-
дится промежуточное дерево Штейнера, которое затем оптимизируется с помощью
алгоритма локальных улучшений.

В работе была доказана теорема о вычислительной сложности данного эвристи-
ческого алгоритма, которая составляет O(2ktn log m). Верхняя оценка коэффициента
аппроксимации алгоритма на данный момент не определена, однако на эксперимен-
тальных данных отклонение от точного решения составляет в среднем не более 5%.
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АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ
РАЗМЕЩЕНИЯ МЕДИАН

В. А. Емеличев, О. В. Карелкина

Рассматривается s-критериальная задача Zs(A) размещения медиан

fk(t, A) =
∑
j∈Nn

min
i∈t

aijk → min
t∈T

, k ∈ Ns,

состоящая в поиске множества Парето

P s(A) = {t ∈ T : 6 ∃t′ ∈ T (f(t, A) ≥ f(t′, A) & f(t, A) 6= f(t′, A))}.

Здесь f(t, A) = (f1(t, A), f2(t, A), . . . , fs(t, A)), Nn = {1, 2, . . . , n} – множество клиен-
тов, T ⊆ 2Nm , Nm – места возможного расположения предприятий, aijk – затраты
предприятия i при обслуживании клиента j по критерию k, A = (aijk) ∈ Rm×n×s.

В частном случае, когда s = 1 и всякое подмножество t ∈ T размещаемых пред-
приятий имеет мощность p (1 ≤ p ≤ m−1), наша задача становится широко известной
минисуммной задачей размещения (p-median problem) [1, 2].

Следуя [3], задачу Zs(A) назовем квазиустойчивой, если существует такое число
ε > 0, что для всякой матрицы A′ = (a′ijk) ∈ Ω(ε) выполняется включение P s(A) ⊆
P s(A + A′), где

Ω(ε) = {A′ ∈ Rm×n×s : ||A′|| < ε}, ||A′|| = max{|a′ijk| : (i, j, k) ∈ Nm ×Nn ×Ns}.

Теорема.Для того чтобы s-критериальная задача размещения медиан Zs(A), s ≥
1, была квазиустойчива необходимо и достаточно, чтобы

∀t ∈ P s(A) ∀t′ ∈ Qs(t, A) ∀(j, k) ∈ Nn ×Ns (Njk(t, A) = Njk(t
′, A)),

где Qs(t, A) = {t′ ∈ T : f(t, A) = f(t′, A)}, Njk(t, A) = Argmin{aijk : i ∈ t}.
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
РЕШЕНИЯ КВАДРАТИЧНОЙ ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИЯХ НА ДЕРЕВЕ

Г. Г. Забудский, А. Ю. Лагздин

Квадратичная задача о назначениях (КЗН) – это задача размещения взаимосвя-
занных объектов в дискретной постановке. На практике она возникает при проек-
тировании генеральных планов предприятий, планов цехов, схем радиоэлектронной
аппаратуры и т.д. В общем случае КЗН NP–трудна, а для специальных структур
связей между объектами предложены полиномиальные алгоритмы [1].

В работе рассматривается КЗН в следующей постановке. Структура связей меж-
ду объектами задается с помощью неориентированного реберно взвешенного графа
L = (N, E). Область, в которой размещаются объекты, представлена в виде сети
M = (V, U) (предполагается, что мощности множеств N и V равны). Размещением
графа L на сети M называется взаимно однозначное отображение π : N → V . Если
N = V = {1, . . . , m}, то π – это подстановка. Необходимо найти такую подстановку
π∗, для которой

F (π∗) = min
π

∑

(i,j)∈E

w(i, j)ρ(π(i), π(j)),

где ρ(π(i), π(j)) – кратчайшее расстояние между узлами π(i) и π(j) сети M ,
w(i, j) > 0 – вес ребра (i, j) ∈ E.

Полиномиальный алгоритм решения сформулированной задачи, когда L – невзве-
шенная цепь, а M – взвешенное дерево, приведен в [1]. Для размещения взвешенного
графа L произвольной структуры на невзвешенном дереве M известен алгоритм ди-
намического программирования [2].

В данной работе предложен параллельный алгоритм динамического программи-
рования, построенный на основе алгоритма из [2]. Проведен вычислительный экспе-
римент.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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ДЕКОМПОЗИЦИОННЫЙ ПОДХОД
К РЕШЕНИЮ ДВУХСТАДИЙНОЙ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ

А. А. Колоколов, Т. В. Леванова, А. С. Федоренко

Исследуется двухстадийная задача размещения [1] с предприятиями нижнего и
верхнего уровней (стадии производства и реализации), обеспечивающими потребно-
сти клиентов в некотором продукте. Между предприятиями разных уровней суще-
ствуют технологические связи. Предприятие верхнего уровня считается открытым,
если таковыми являются все связанные с ним предприятия нижнего уровня. Извест-
ны стоимости открытия предприятий и затраты на удовлетворение спроса каждого
клиента. Требуется найти набор предприятий, для которых суммарные затраты на
их открытие и обслуживание клиентов минимальны.

В данной работе изучаются различные математические модели указанной задачи,
в частности множества их допустимых решений и свойства соответсвующих много-
гранников. Продолжается анализ алгоритмов декомпозиции Бендерса, предложен-
ных авторами в [3]. В этом подходе решение исходной задачи сводится к её разбие-
нию на подзадачи целочисленного (ЦП) и линейного программирования и их после-
довательному решению. Связь между подзадачами осуществляется с помощью отсе-
чений Бендерса, исключающих "неперспективные" целочисленные точки и сужаю-
щих допустимую область задачи ЦП. Рассматриваемый метод успешно использовал-
ся при решении ряда дискретных задач оптимального размещения предприятий [2].
Для одного из предложенных нами алгоритмов решения двухстадийной задачи раз-
мещения приводятся семейства трудных задач. Обсуждаются результаты экспери-
ментальных исследований рассматриваемых алгоритмов на различных сериях те-
стовых примеров.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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ДЕКОМПОЗИЦИОННЫЕ АЛГОРИТМЫ ДЛЯ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ
ПРЕДПРИЯТИЙ С ИНТЕРВАЛЬНЫМИ СПРОСОМ И ПРЕДЛОЖЕНИЕМ

А. А. Колоколов, А. В. Куряченко

В докладе рассматривается задача размещения предприятий с ограничениями на
объемы производства и её обобщение на случай интервальных спроса и предложения.
Работа является продолжением исследований для указанной задачи с интервальным
спросом [1].

Задача размещения предприятий с ограничениями на объемы производства со-
стоит в следующем. Имеется m пунктов возможного размещения предприятий и n
клиентов. Для каждого пункта i известны стоимость размещения ci и объем про-
изводства (предложение) ai, i = 1,m. Для каждого клиента j задана величина по-
требления (спрос) bj, j = 1, n. Известны затраты tij на транспортировку единицы
продукции от i-го пункта производства к j-му клиенту, i = 1,m, j = 1, n. Требуется
разместить предприятия и прикрепить к ним клиентов так, чтобы минимизировать
суммарные затраты.

Под задачей размещения с интервальными спросом и предложеним будем по-
нимать семейство задач с фиксированными параметрами, у которых ai ∈ [ai, ai] и
bj ∈ [bj, bj], i = 1,m и j = 1, n. Решением интервальной задачи называется пара 〈z̃, x̃〉,
допустимая для задачи со спросом b и предложением a и со значением F (z̃, x̃) не
больше, чем для любого решения задачи с параметрами a и b.

Для решения интервальной задачи предложены алгоритмы, основанные на ме-
тоде декомпозиции Бендерса и переборе L–классов [2], с учетом интервальности
данных. Проведено экспериментальное исследование, показавшее перспективность
использования данных алгоритмов для решения интервальных задач и получения
приближенного решения задач с фиксированными значениями спроса и предложе-
ния. Кроме того, проведен анализ устойчивости задачи и одного из алгоритмов её
решения при малых колебаниях спроса и предложения.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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НОВАЯ МОДЕЛЬ РАЗМЕЩЕНИЯ ПРОИЗВОДСТВА
С ПРЕДПОЧТЕНИЯМИ КЛИЕНТОВ

Ю. А. Кочетов

В работах [1, 2] рассматривается дискретная модель размещения производства,
в которой каждый потребитель выбирает поставщика согласно собственным пред-
почтениям. Предполагается, что эти предприятия известны и без ограничения общ-
ности можно считать, что поставщик у потребители всегда один. В [3] отмечено,
что потребители редко ограничиваются одним поставщиком. Чаще всего потреби-
тель привлекает многих поставщиков. Более предпочтительные поставщики полу-
чают больше заказов. Наименее предпочтительные поставщики либо остаются без
заказов, либо получают минимальные заказы.

В настоящей работе приводится математическая постановка такой задачи двух-
уровневого программирования. Считается, что каждый потребитель имеет опреде-
ленный бюджет и тратит его в открываемых предприятиях пропорционально соб-
ственным предпочтениям. Полученная задача является NP–трудной в сильном смыс-
ле. Приводится переформулировка задачи в терминах целочисленного линейного
программирования. Обсуждаются результаты численных экспериментов с исполь-
зованием коммерческого программного обеспечения.

Работа поддержана РФФИ (грант 08–07–00037) и АВЦП Рособразования (проект
2.1.1/3235).
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НЕЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА О P -МЕДИАНЕ

А. В. Ушаков, И. Л. Васильев

Рассмотрим модификацию широко известной NP–трудной задачи о p–медиане.
Пусть заданы множество возможных пунктов размещения предприятий I = {1, . . . , m},
множество клиентов J = {1, . . . , n}, величины cij, задающие транспортные затраты
на обслуживание j-го клиента из пункта i и функцию φ(·), задающую штраф на коли-
чество открытых предприятий. Требуется выбрать p пунктов так, чтобы суммарные
затраты на обслуживание всех клиентов были бы минимальными.

Введя переменные

yi =

{
1, если i-е предприятие открывается;
0 в противном случае;

xij =

{
1, если i-е предприятие обслуживает клиента j;
0 в противном случае;

задача о p–медиане может быть записана в виде следующей задачи целочисленного
программирования:

min
(x,y)

∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij + φ(p),
∑
i∈I

xij = 1 ∀j ∈ J,

xij ≤ yi ∀i ∈ I, j ∈ J,∑
i∈I

yi = p,

(x, y) ∈ {0, 1}mn+m, p ∈ Z+.

В отличие от классической задачи o p–медиане, количество медиан это перемен-
ная величина, и присутствует дополнительный член в целевой функции. Если φ(·)
– линейная функция, то мы получаем известную простейшую задачу размещения.
Поэтому нас интересует случай нелинейной функции φ(·). В докладе обсуждается
приложение предлагаемой модели при решении задачи кластерного анализа. Изуча-
ются ее свойства в зависимости от вида функции φ(p), и предлагается эвристический
алгоритм ее решения, основанный на релаксации Лагранжа.

Ушаков Антон Владимирович, Васильев Игорь Леонидович, Институт динамики си-
стем и теории управления СО РАН, ул. Лермонтова, 134, Иркутск, 664033, Россия,
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РЕШЕНИЕ ДИСКРЕТНОЙ МИНИМАКСНОЙ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ
С КОЛЬЦЕВИДНОЙ СТРУКТУРОЙ СВЯЗЕЙ НА СЕТИ

Д. В. Филимонов

В работе рассматривается следующая задача оптимального размещения взаимо-
связанных объектов на сети. В каждой вершине v1, ..., vm связной неориентированной
сети N расположен фиксированный объект. Требуется разместить в вершинах сети
n объектов, обслуживающих фиксированные. В одной вершине можно размещать
произвольное количество объектов. Пусть I = {1, ...,m}, J = {1, ..., n}. Обозначим
через d(vi, vs) длину кратчайшего пути между вершинами vi и vs в сети N , i, s ∈ I.

Пусть wij > 0 – удельная стоимость связи между фиксированным объектом i и
размещаемым j, i ∈ I, j ∈ J . Структура связей между размещаемыми объектами
определяется с помощью неориентированной сети U = (J,A), где J – множество ее
вершин и A – множество дуг. Длина дуги (j, k) ∈ A равна ujk – удельной стоимости
связи размещаемых объектов j и k между собой.

Размещением объектов назовем однозначное отображение π : J → I, объект j
размещается в вершину vπ(j). Сформулируем дискретную минимаксную задачу раз-
мещения следующим образом. Необходимо найти размещение объектов в вершинах
сети N , минимизирующее максимальную стоимость связи между объектами:

max( max
(j,k)∈A

ujkd(vπ(j), vπ(k)), max
i∈I, j∈J

wijd(vi, vπ(j))) → min
π

. (1)

В работе [1] предложен полиномиальный алгоритм решения данной задачи в слу-
чае, когда N является деревом, а структура связей между размещаемыми объектами
определяется произвольной сетью U . В [2] изложен полиномиальный алгоритм ре-
шения задачи (1) в случае, когда сеть N – произвольная, а U является деревом.

В данной работе предлагается полиномиальный алгоритм решения задачи (1) в
случае произвольной сети N и кольцевидной структуры связей между размещаемы-
ми объектами (U является простым циклом).
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ПОКРЫТИЕ ПЛОСКОЙ ОБЛАСТИ
СЛУЧАЙНО РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ СЕНСОРАМИ

Т. А. Алдын-оол, А. И. Ерзин, В. В. Залюбовский

В плоской области O случайно равномерно распределено m сенсоров. Областью
мониторинга каждого сенсора является круг с центром в месте расположения сен-
сора и радиусом, который может выбираться из интервала [0, Rmax]. Для заданной
величины Q ∈ (0, 1) назначение радиусов мониторинга C = (R1, . . . , Rm) является
Q-покрытием, если выполнено следующее неравенство:

P
(
O ⊆

⋃m

j=1
D(j, Rj)

)
≥ Q,

где D(j, Rj) — круг с центром в месте расположения сенсора j и радиусом Rj, а P (A)
— вероятность события A.

Пусть CQ — множество всех Q-покрытий. Расписанием сенсорной сети назовём
любое множество вида C = {(C1, t1), . . . , (Cl, tl)}, где Ck = (R1k, . . . , Rmk) ∈ CQ, a tk ≥
0 — время работы покрытия Ck в этом расписании. Расписание является допустимым,
если суммарное потребление энергии каждым сенсором j не превосходит заданного
значения E0: ∑l

k=1
tkR

2
jk ≤ E0.

Требуется найти допустимое расписание максимальной длительности:
∑l

k=1
tk → max

tk≥0, C⊆CQ

.

Сформулированная задача является NP-трудной [1]. Предложены способы по-
строения различных допустимых расписаний, основанных на регулярных детермини-
рованных покрытиях [2]. Проведен априорный и апостериорный анализ их качества.
В частности, найдены оценки снизу на время жизни сенсорной сети.

Работа поддержана грантом РФФИ 10-07-92650-ИНД_а и ФЦП “Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России” на 2009-2013 гг. (ГК № 02.740.11.0429).
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ПОКРЫТИЕ ОГРАНИЧЕННЫХ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ КРУГАМИ

С. Н. Астраков, А. И. Ерзин

Рассматривается задача покрытия ограниченных плоских областей, удовлетворя-
ющих некоторым свойствам, кругами. Подобные задачи рассматривались авторами
в работах [1,2].

Пусть M(T ) = {m(t) ⊂ R2 : t ∈ T} — некоторый класс плоских областей, имею-
щих схожие характеристические свойства, определяемые обобщенным параметром t.
Множество S = {S1, S2, . . . , Sn} является покрытием для m(t), если m(t) ⊆ ⋃n

i=1 Si.
Эффективность покрытия S определим отношением

E(S, m(t)) =
1

µ(m(t))

n∑
i=1

µ(Si),

где µ – мера площади плоской фигуры.
Задача. Для произвольной области m(t) ∈ M(T ) построить такое покрытие S,

чтобы величина E(S, m(t)) была минимальной.
В качестве M(T ) рассматриваются, в частности, правильные многоугольники,

прямоугольники и круги. Требования к покрытиям определяются способами распо-
ложений кругов, а также их размерами и количеством.

В работе построены новые покрытия низкой плотности для классов областей,
которые представляют практический интерес для сенсорных сетей. Приведена мето-
дика определения технических характеристик покрытий в зависимости от их стои-
мостных характеристик.

Работа поддержана грантом РФФИ 10-07-92650-ИНД_а и ФЦП “Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России” на 2009-2013 гг. (гос. контракт
№ 02.740.11.0429).
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IMPOSING NON-PREEMPTIVENESS IN RESOURCE-CONSTRAINED PROBLEMS
USING LINEAR PROGRAMMING AND THE CONSECUTIVE-ONES PROPERTY

G. Belov

Matrix A ∈ {0, 1}m,n is said to have the consecutive-ones property (for rows) (C1P) if
its columns can be reordered such that in each row, the 1s are consecutive.

In the examples below, the matrix on the left has the C1P because by permuting its
columns (labeled c1–c4) one can obtain the matrix in the middle where the 1s in each row
appear consecutively. The matrix on the right, in contrast, does not have the C1P [cf. 2].

c1 c2 c3 c4

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 1

c3 c1 c4 c2

1 1 0 0
0 0 1 1
0 1 1 0

1 1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1

We say that the columns a·j of matrix A are resource-constrained if they satisfy the
knapsack condition ∑m

i=1 wiaij ≤ W, j = 1, n

for given w ∈ Zm
+ and W ∈ Z+.

The basic resource-constrained problem we consider is the cumulative-resource non-
preemptive scheduling problem or, equivalently, the 1D contiguous cutting-stock problem
(CCSP). In terms of scheduling, we have m jobs and a single resource, job i consumes wi

units of the resource for hi units of time, i = 1,m. Each job should be processed without
interruption (non-preemptiveness). The resource can be consumed cumulatively, but in
any moment of time up to W units. The goal is to minimize the total processing time.

Let there be given a square matrix A ∈ {0, 1}m,m with resource-constrained columns
so that holds:

{x : Ax = h, x ≥ 0} 6= ∅.
If A has C1P, any feasible x obviously represents a schedule. Moreover, for h ∈ Zm there
exist integral feasible x due to the following
Fact [cf. 3, p. 544]. Any C1P matrix is totally unimodular.

Traditional exact algorithms enumerate feasible schedules directly [cf. 1]. We propose
a branch-and-price algorithm based on the preemptive relaxation of CCSP (classical 1D
stock cutting). The root node solves the LP relaxation of the set-partitioning formulation
of the latter problem. In subnodes, branching constraints eliminate the subcolumns of the
LP basis prohibiting the C1P. Application to 2D rectangular strip packing is discussed.

The project was supported by the German Research Foundation grant BE 4433/1-1,
and RFBR 10-07-91330-HHUO-a.
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МАКСИМИЗАЦИЯ ВРЕМЕНИ ЖИЗНИ СЕНСОРНОЙ СЕТИ
В СЛУЧАЕ ЗАДАННОГО МНОЖЕСТВА ПОКРЫТИЙ

А. И. Ерзин, Р. В. Плотников

Пусть имеется множество объектов и задано множество сенсоров J , которые осу-
ществляют мониторинг объектов. Если объект попадает в зону мониторинга неко-
торого сенсора, то этот сенсор покрывает объект. Покрытие – это такое помноже-
ство сенсоров C ⊆ J , что каждый объект покрыт хотя бы одним сенсором из C.
В сенсорных сетях (СС) часто дополнительно требуется, чтобы сенсоры покрытия
индуцировали связный граф.

Время жизни сенсора j ∈ J определяется его энергией rj > 0. Находясь в актив-
ном состоянии, сенсор осуществляет мониторинг и передачу информации и тратит
единицу энергии в единицу времени. В состоянии сна потери энергии сенсора прене-
брежительно малы. Как правило, количество сенсоров значительно превышает мощ-
ности покрытий, поэтому одновременно только часть сенсоров может находиться в
активном состоянии, определяя покрытие, давая возможность остальным сенсорам
сохранить свою энергию. Т.о. максимизация времени жизни СС – отрезка времени, в
течение которого все объекты покрыты активными связными сенсорами, – достигает-
ся путем выбора совокупности покрытий и определением их времени жизни с учетом
того, что каждый сенсор j находится в активном состоянии в общей сложности не
более времени rj.

Обозначим k-е покрытие как Ck. Введем параметры bjk = 1, если j ∈ Ck и bjk = 0
в противном случае, и переменные yk – время жизни покрытия Ck (в течение этого
времени активны все сенсоры из Ck). В [1] поставлена NP–трудная задача

∑

k

yk → max
yk≥0

;
∑

k

bjkyk ≤ rj, j ∈ J,

когда совокупность покрытий не задана, а переменные yk непрерывные. Предложен
приближенный алгоритм.

В данной работе рассмотрен случай, когда множество покрытий задано и перемен-
ные yk принимают целые значение, что адекватно отражает природу СС. Доказана
NP-трудность такой задачи, а также показано, что существование аппроксимацион-
ной схемы влечет равенство P = NP . Найдены частные случаи полиномиальной
разрешимости задачи, а также условия принадлежности её классу APX.

Работа поддержана грантом РФФИ 10-07-92650-ИНД_а и ФЦП “Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России” на 2009-2013 гг. (гос. контракт
№ 02.740.11.0429).
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МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ МИНИМАЛЬНОГО ВЕКТОРА ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
НИЖНЕЙ ГРАНИЦЫ ЗАДАЧИ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ЛИНЕЙНОГО

ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В. М. Картак, М. А. Мухачёва

Введем в рассмотрение задачу линейного программирования L:

L : cx → min s.t. Ax ≥ b, x ∈ R

В докладе предлагается метод для определения основных компонент вектора ре-
шений задачи L, т.е. тех переменных, которые обязательно будут иметь ненулевое
значение в любом оптимальном решении.

Алгоритм заключается в следующем. Найдем решение задачи L и обозначим зна-
чение целевой функци через z0, а полученный вектор через X0 = (x1, x2, . . . , xn).

Для каждой ненулевой компоненты вектора X0 определим, будет ли она содер-
жаться в любом оптимальном решении задачи L. Для этого, всем xi > 0 поставим в
соответствие x∗i — значение целевой функции следующей задачи линейного програм-
мирования:

Li : xi → min s.t. Ax ≥ b, cX0 ≥ z0, x ∈ R

.
Таким образом, получим минимальный вектор X∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n).

Каждой из переменных задачи L добавим ограничение xi ≥ dx∗i e, и получим
задачу линейного программирования L∗:

L∗ : cx → min s.t. Ax ≥ b, xi ≥ dx∗i e , x ∈ R

Значение целевой функции z∗ задачи L∗ можно рассматривать как нижнюю гра-
ницу для задачи целочисленного линейного программирования с ограничениями за-
дачи L.

Описанный метод был использован при нахождении нижних границ для задач
линейного раскроя [1] и задач о покрытии множества [2].

Работа поддержана грантом РФФИ 10-07-91330-HHUO-a.
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ОЦЕНКА РЕШЕНИЯ ДЛЯ ЗАДАЧИ ЗАГРУЗКИ
N–МЕРНОГО ОРТОГОНАЛЬНОГО РЮКЗАКА

В. М. Картак

В докладе рассмотрена задача загрузки N–мерного ортогонального рюкзака без
учета стоимости предметов, которая состоит в следующем: пусть для заданного на-
турального N ≥ 2 известен вектор, задающий размеры рюкзака

S = (S1, S2, . . . , SN) и набор предметов, состоящий из m штук N–мерных паралле-
лепипедов, заданных размерами R = (R1 = (r11, . . . , rN1), . . . ,Rm = (r1m, . . . , rNm)) .
Вопрос: можно ли все предметы из R разместить в S?

Эта задача является NP–трудной уже при N = 2. Значительную сложность со-
ставляют случаи, когда задача не имеет допустимого решения. В общем случае для
доказательства отсутствия решения требуется перебрать все допустимые варианты.
В докладе представлен подход, зачастую позволяющий показать, что у задачи нет
допустимого решения, избегая перебора.

Предложенный метод секущих плоскостей является обобщением подхода, описан-
ного в [1]. Основная идея заключается в рассмотрении сечения рюкзака плоскостя-
ми, параллельными всем возможным координатным направлениям. Каждому нап-
равлению сечений сопоставляется соответствующая задача линейного программиро-
вания (ЛП). В докладе рассмотрены свойства получившихся задач ЛП. Сформули-
ровано и доказано необходимое условие существования допустимого решения для
исходной задачи.

Используя данное условие, предложен псевдополиномиальный алгоритм провер-
ки существования допустимого решения. Вычислительный эксперимент подтвержда-
ет перспективность предложенного подхода.

Работа поддержана грантами РФФИ 08-07-00495а, 10-07-91330-HHUO-a.
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RECTANGULAR CUTTING MATERIAL ON THE BASIS OF THE GUILLOTINE
CUTTING ALGORITHM

M. O. Kenjebaeva

The goal of this work is to solve the problem of rectangular cutting material that occurs
in the furniture manufacturing rectangular items (tables, chairs, cabinets, etc.). We need
to find a combination of placing the initial set of pieces (variable) on sheets of given
size, in which received orders (constraints) that are satisfied with minimal rests (objective
function). In order to solve this problem the guillotine cutting material algorithm was
chosen, because this method is easily implemented and directly satisfies all geometrical
and technological constraints. Let’s consider the application of this method for an exact
example. It is necessary to cut on a rectangular area size of A × B (80 × 40) in to two
rectangles with the dimension of a × b (30 × 15) and c × d (35 × 25) in the quantity
accordingly to r1 (26) and r2 (35), and it is also necessary to have as less area of snips as
possible. To solve the problem, we construct a grid of all possible variants of cutting. In
this grid, we define only those variants that best fill the given area. Condition when the
node belongs to the locality of optimal solution is defined as follows:

A−min(a, b, c, d) ≤ X1[i] + X2[j] + X3[k] + X4[l] ≤ A or

B −min(a, b, c, d) ≤ X1[i] + X2[j] + X3[k] + X4[l] ≤ B,

where X1[i], X2[j], X3[k], X4[l] – node coordinates.
There is a program which sorts the variants which maximally filled the cutting area.

With the given exact parameters of the problem the program identified the following
variants. The program displays it as a problem of integer programming (POIP).
2 12
0 1 2 3 3 5 2 2 3 3 5 5 = 26
3 2 2 1 1 0 2 1 1 1 0 0 = 35
min
575 1000 550 975 975 950 550 1425 975 975 950 950

This POIP is easily solved with the help of add-in program "Search Solutions"in
Microsoft Office Excel 2003. The solution is as follows:
I variant (x1 [1] = 0 x2 [1] = 0 x3 [1] = 0 x4 [1] = 75) – 3 pcs. (0.3)
VI variant (x1 [6] = 0 x2 [6] = 30 x3 [6] = 0 x4 [6] = 50) – 7 pcs. (2.2)
XI variant (x1 [11] = 30 x2 [11] = 0 x3 [11] = 0 x4 [11] = 50)– 6 pcs. (2.2)

In the same way one can get a solution for other sets of parameters as well as for more
numbers of different elements of the cutting.
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ РАЗМЕЩЕНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПРЕДМЕТОВ
НА МНОГОСВЯЗНЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПОЛИГОНАХ

Э. А. Мухачева, Э. И. Хасанова

Рассматривается задача размещения прямоугольных предметов сквозными (ги-
льотинными) рядами на многосвязном ортогональном полигоне (МОП). МОП интер-
претируется как полигон, содержащий некоторые из объектов (здания, технические
объекты и устройства, контейнеры). Требуется разместить новые прямоугольные
объекты в свободной от препятствий области полигона. Для обеспечения комфортно-
сти загрузки и выгрузки на размещение накладывается дополнительное ограничение
– наличие сквозных проходов между предметами. Приведенный в работе алгоритм
предполагает решение поставленной задачи в два этапа: декомпозиция свободной
области полигона на прямоугольные боксы и сквозное размещения в них заданных
предметов.

Согласно декомпозиционному методу заданный МОП представляется в виде пря-
моугольной области с препятствиями. Область разделяется на элементарные ячейки,
каждая из которых либо не содержат препятствий, либо является препятствием или
его частью. После этого область представляется в виде бинарной матрицы. На ее
основе ячейки объединяются в прямоугольные боксы. При выборе способа объеди-
нения используются идеи мультиметодных [1] и уровневых [2] технологий. В основу
алгоритма размещения объектов в прямоугольные контейнеры был положен уров-
невый метод решения задачи гильотинного размещения предметов в полубесконеч-
ную полосу (2-Dimensional Guillotine Strip Placing, 2DGSP). Уровневые алгоритмы
позволяют быстро получить достаточно хорошие решения с соблюдением принци-
па сквозного размещения. В работе представлена их модификация, основанная на
включении в метод процедуры заполнения боковых пустот [3]. Проведены числен-
ные эксперименты, подтверждающие эффективность предложенных алгоритмов.

Программный комплекс может использоваться при проектировании загрузки тра-
нспортных средств для доставки товарной продукции по маршрутам; в процессе
проектирования производственных помещений; раскроя материала с дефектами и
решения некоторых задач покрытия.

Работа поддержана грантом РФФИ 10-07-91330-HHUO-a.
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ТОЧНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ДВУХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ
УПАКОВКИ В ПОЛОСУ

Д. А. Назаров

Рассматривается двумерная задача упаковки в полосу (2SPP): требуется в полосу
ширины W упаковать множество прямоугольных предметов заданной ширины wi

и высоты hi, i = 1, n так, чтобы прямоугольники не перекрывались между собой
и не выходили за границы полосы. Необходимо найти допустимую прямоугольную
упаковку с минимальной занятой высотой полосы.

Суть предлагаемого метода заключается в генерации двух множеств B и T ча-
стичных упаковок, каждый элемент которых состоит из

⌈
n
2

⌉
и

⌊
n
2

⌋
прямоугольников

соответственно. Для каждого элемента bi множества B находятся все такие элементы
tij множества T , что пара bi и tij состоит из различных прямоугольных предметов.
Из каждой найденной пары bi и tij получается допустимая прямоугольная упаковка
путем размещения tij над bi. В качестве частичных упаковок достаточно рассматри-
вать только так называемые “лестничные” частичные упаковки [1].

Множества B и T генерируются одинаково и различаются только для нечетных
значений n. Генерация начинается с пустой “лестничной” частичной упаковки. Из
каждой полученной частичной упаковки генерируются другие частичные упаковки
путем размещения одного из доступных прямоугольников на одной из “ступенек”.
Таким образом, сначала генерируются все “лестничные” частичные упаковки из i
прямоугольников и только затем из (i + 1) прямоугольников.

Для каждой полученной частичной упаковки рассчитывается несколько нижних
границ, включая непрерывную нижнюю границу и границу на основе задачи 0 − 1
рюкзак. Если хотя бы одна из границ превышает или равна текущему минимуму
занятой высоты полосы, то соответствующая частичная упаковка отбрасывается.

Также предлагается принцип доминирования одной “лестничной” частичной упа-
ковки над другой, полученных из одного и того же набора прямоугольных предметов.
Для каждого такого множества полученных упаковок исключаются элементы, над
которыми доминирует хотя бы один элемент из данного множества. Этот шаг вы-
полняется при переходе от генерации частичных упаковки из i прямоугольников к
упаковкам из (i + 1) прямоугольников. Приведены результаты численного экспери-
мента.

Работа поддержана грантами РФФИ 08-07-00495а, 10-07-91330-HHUO-a.
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РАЗРАБОТКА И ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТАЭВРИСТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ
РЕШЕНИЯ МИНИМАЛЬНОГО ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ПОКРЫТИЯ

В. Д. Фроловский, Р. М. Хусаинов

Пусть в двумерном пространстве имеется покрываемая поверхность S0 и покры-
вающие геометрические объекты (ГО) S1, . . . , Sm, где m – общее количество задан-
ных объектов различной формы (прямоугольники, треугольники, окружности и их
теоретико-множественные комбинации). Требуется расположить ГО на покрывае-
мой поверхности таким образом, чтобы вся поверхность была покрыта целиком, т.е.

должно выполняться следующее условие: S0 ∩
(

n⋃
i=1

Si

)
= S0, где n – общее количе-

ство использованных объектов (в общем случае n 6= m, т.к. некоторые объекты могут
быть использованы несколько раз, или не использованы совсем) [1, 2].

Задан один из следующих критериев оптимизации:

• L1 = n → min, где TRIALRESTRICTION – общее количество использован-
ных ГО;

• TRIALRESTRICTION, где TRIALRESTRICTION – стоимость использо-
вания TRIALRESTRICTION го объекта;

• TRIALRESTRICTION, где TRIALRESTRICTION – площадь пересечений
использованных ГО, TRIALRESTRICTION – площадь частей ГО, вышедших
за края покрываемой поверхности. Кроме того, можно использовать комплекс-
ный критерий (аддитивный или мультипликативный).

В работе рассмотрены следующие методы решения задачи оптимального геометриче-
ского покрытия: алгоритм “первый подходящий”; генетический алгоритм; алгоритм
наложения изображений; алгоритм двумерных матриц; муравьиный алгоритм; ве-
роятностный алгоритм; самонастраивающийся генетический алгоритм; гибридный
генетический алгоритм. Разработан программный комплекс, позволяющий задавать
покрываемую поверхность и покрывающие объекты, выбирать нужный критерий оп-
тимизации и метод поиска решения и получать информацию о найденном решении.
Программы позволяют работать с прямоугольниками, треугольниками, окружностя-
ми, а также объектами, полученными комбинацией этих примитивов.

Разработан эффективный растровый способ кодирования решений, позволяющий
достаточно быстро обрабатывать решение, производить с ним необходимые для каж-
дого конкретного алгоритма манипуляции.
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ТОЧНОЕ И ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ МАКСИМАЛЬНОЙ
ВЫПОЛНИМОСТИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПЕРЕБОРА L-КЛАССОВ

А. В. Адельшин, А. К. Кучин

Рассматривается задача максимальной выполнимости (MAX SAT) логической
формулы, заданной в конъюнктивной нормальной форме, т.е. представляющей собой
конъюнкцию дизъюнкций Ci, i = 1, . . . , m, где каждая Ci — дизъюнкция логических
переменных и их отрицаний. Пуcть каждой скобке Ci соответствует некоторый неот-
рицательный вес wi. Задача заключается в том, чтобы найти такой набор значений
переменных, при котором суммарный вес истинных скобок будет наибольшим.

В работе [1] проводились исследования данной задачи на основе моделей целочис-
ленного линейного программирования и L-разбиения, описан алгоритм точного ре-
шения невзвешенной задачи MAX SAT. В [2] предложен алгоритм локального поиска
с чередующимися окрестностями для решения взвешенного варианта этой задачи. В
обоих алгоритмах строится конечная последовательность специальных задач выпол-
нимости (SAT), для решения которых используется алгоритм перебора L-классов.

В данной работе предложен точный алгоритм решения взвешенной задачи MAX
SAT, основанный на лексикографическом переборе целочисленных векторов Z =
(Z1, . . . , Zm), каждому из которых соответствует задача выполнимости логической
формулы, содержащей дизъюнкции Ci, если Zi = 1, и отрицания Ci, если Zi = 0.
Перебор осуществляется специальным образом, направленным на уменьшение чис-
ла решаемых задач SAT. Также предложена схема алгоритмов локального поиска с
чередующимися окрестностями, особенностью которых является одновременное ис-
пользование окрестностей векторов Z = (Z1, . . . , Zm) и векторов X = (X1, . . . , Xn) из
пространства логических переменных.

Приведены результаты вычислительного эксперимента на сериях тестовых задач
из электронных библиотек SATLIB и MAX SAT Evaluation 09. Проведено сравнение
предложенного точного алгоритма с алгоритмом wmaxsatz [3], а также алгоритмов
локального поиска для различных последовательностей используемых окрестностей.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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АЛГОРИТМ ЛОКАЛЬНОГО СПУСКА ПО РАСШИРЕННОЙ
ОКРЕСТНОСТИ ДЛЯ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ ПРЕДПРИЯТИЙ

В. Л.Береснев, Е. Н. Гончаров

В [1] введено понятие расширенной (обобщенной) окрестности в пространстве
(0,1)-векторов и предложен алгоритм локального поиска по обобщенной окрестно-
сти для задачи отыскания наименьшего значения псевдобулевой функции. В настоя-
щей работе исследуются свойства обобщенной окрестности на примере псевдобулевой
функции f(x1, . . . , xm) вида f(x1, . . . , xm) =

∑m
i=1 fixi +

∑m
i=1

∑n
j=1 minj|xi=1 cij.

Задача минимизации такой функции эквивалентна задаче размещения предпри-
ятий [2].

Вычислительные эксперименты проводились на классах задач размещения пред-
приятий и задач покрытия множества, взятых из библиотек тестовых примеров –
[3,4]. Цель вычислительного эксперимента – определить насколько локально-оптима-
льное решение x0 по окрестности N1(x) = {y ∈ Bm | d(x, y) = 1}, где d(x, y) – рассто-
яние Хемминга, отличается от локально-оптимального решения x̃0 по обобщенной
окрестности Ñ1(x0). Кроме того, представляет интерес вопрос о строении окрест-
ности Ñ1(x0), в частности, вопрос о том, насколько удалены элементы множества
Ñ1(x0) от точки x0. Полученные результаты показывают, что элементы обобщенной
окрестности Ñ1(x0) ”охватывают” значительную часть пространства (0,1)-векторов и
в среднем находятся от точки x0 на Хэммиговом расстоянии m/4 ÷m/3. При этом
по значению целевой функции локально-оптимальное решение x0 по окрестности
N1(x) в среднем от 1,2 раза до 4 раз (для разных классов задач) хуже локально-
оптимального решения x̃0 по обобщенной окрестности Ñ1(x0).

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 08-01-00516 и 08-07-00037), целевой
программой №2 Президиума РАН, целевой прогр. СО РАН (интегр. проект № 44).
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ЭВОЛЮЦИОННЫЕ МЕТАЭВРИСТИКИ
В ЗАДАЧАХ КОМБИНАТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

С КРИТЕРИЕМ СИММЕТРИИ

А. С. Бондаренко, И. В. Козин

Группой симметрии конечного множества X будем называть любую подгруппу
группы перестановок элементов этого множества [1]. Орбитой элемента x под дей-
ствием группы симметрии G называется множество Og(x) = {y|y = g(x), ∀g ∈ G}.
Орбитой множества Y ⊆ X называется объединение орбит его элементов.

Определение Подмножество Y ⊆ X называется вполне симметричным относи-
тельно действия группы G, если ∀g ∈ G, g(Y ) = Y . Множество вполне симметрично
тогда и только тогда, когда совпадает со своей орбитой.

Определение Внешней мерой симметрии [2] µG(Y ) подмножества Y ⊆ X,
Y 6= ∅ называется отношение числа элементов этого множества к числу элементов
его орбиты µG(Y ) = |Y |

OG(Y )
. Для пустого множества по определению µG(∅) = 1. Оче-

видно, что |Y |
|X| < µG(Y ) ≤ 1, причем, если µG(Y ) = 1, то Y — вполне симметричное

множество.
Определение Внутренней мерой симметрии νG(Y ) подмножества Y ⊆ X,

Y 6= ∅ называется отношение числа элементов максимального вполне симметрич-
ного подмножества этого множества к числу элементов множества Y . Для пустого
множества по определению νG(∅) = 1.

Исследованы простейшие задачи с критерием симметрии на конечных множе-
ствах. Установлен класс сложности этих задач. Рассмотрен ряд задач теории распи-
саний, упаковки контейнеров, раскроя с критериями симметрии.

Для поиска приближенных решений рассмотренных задач комбинаторной опти-
мизации предлагается применять общий подход, основанный на использовании эво-
люционных метаэвристик [3].
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ЭВРИСТИКИ ДЛЯ ЗАДАЧИ ВЫБОРА УЗЛОВ ХАБОВ
В МОДЕЛИ КОНКУРЕНТНОГО РЫНКА ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ

П. А. Борисовский, Е. Б. Гринкевич, А. В. Еремеев, С. А. Клоков, Н. А. Косарев

В работе рассматривается задача выбора узлов торговых хабов в электроэнергети-
ческой сети для рынков с маржинальным узловым ценообразованием [1]. В качестве
хаба рассматривается подмножество узлов электроэнергетической сети, а индексом
хаба является среднее значение цены в его узлах.

Заданы значения цен электроэнергии для каждого узла сети и каждого субъек-
та рынка за некоторый достаточно продолжительный период, а также число иско-
мых хабов. Каждый хаб должен содержать не менее минимально допустимого числа
вершин. Требуется выбрать хабы и прикрепить к ним субъектов рынка с целью ми-
нимизации суммарного взвешенного среднеквадратического отклонения узловых цен
субъектов от индексов хабов, к которым они прикреплены. В качестве весов могут ис-
пользоваться объемы потребления или генерации. Также рассматривается модифи-
кация критерия, когда в каждый период времени t вычисляется отклонение цены Cit

субъекта рынка i не от индекса CHt хаба H, а от линейной функции ai + biCHt, где
коэффициенты ai, bi – оптимизируемые параметры для каждого субъекта рынка i.

Для поиска приближенного решения данной задачи предложены и эксперимен-
тально исследованы генетический алгоритм, эволюционная стратегия (1+1)-EA и
алгоритм локального поиска. Алгоритмы показали свою работоспособность на ре-
альных данных большой размерности.

ЛИТЕРАТУРА

1. P.A. Borisovsky, A.V. Eremeev, E.B. Grinkevich, S.A. Klokov and A.V. Vinnikov.
Trading hubs construction for electricity markets // J. Kallrath, P.M. Pardalos, S. Reben-
nack, M. Scheidt (eds.) Optimization in the Energy Industry. Springer. 2009. P. 29-58.

Борисовский Павел Александрович, Омский государственный технический универ-
ситет, пр. Мира 11, Омск, 644050, Россия, тел. (3812) 65-20-48,
e-mail: borisovski@user.omskreg.ru
Гринкевич Егор Борисович, НП «Совет рынка», Краснопресненская наб. 12, Москва,
123610, Россия, тел. (495) 967-00-05, факс (495) 232-92-15, e-mail: geb@rosenergo.com
Еремеев Антон Валентинович, Клоков Сергей Александрович, Косарев Николай Алек-
сандрович, Омский филиал Института математики им С.Л.Соболева СО РАН, ул.
Певцова 13, Омск, 644099, Россия, тел. (3812) 23-67-39, факс (3812) 23-45-84,
e-mail: eremeev@ofim.oscsbras.ru, klokov@ofim.oscsbras.ru, nkosarev@mail.ru



Метаэвристики 181

АЛГОРИТМ МУРАВЬИНОЙ КОЛОНИИ ДЛЯ ЗАДАЧИ ДВУМЕРНОЙ
УПАКОВКИ КРУГОВ И ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ В КОНТЕЙНЕРЫ

А. Ф. Валеева, Р. И. Файзрахманов

В работе рассматривается двумерная задача упаковки прямоугольников и кру-
гов в прямоугольные контейнеры. Исходная информация задается следующим обра-
зом – <W,L, n, m, Ir, Ic>, где W , L – ширина и длина контейнера в который сле-
дует упаковать предметы; n–количество прямоугольников; m–количество кругов;
w = (w1, w2, . . . , wi, . . . , wn), wi–ширина i-го прямоугольника; l = (l1, l2, . . . , li, . . . , ln),
li–длина i-го прямоугольника; r = (r1, r2, . . . , rj, . . . , rm, ), rj–радиус j-го круга. Вво-
дится прямоугольная система координат XoY : оси Ox и Oy совпадают с нижней и
левой гранью контейнера. Решение задачи представялется ввиде набора элементов
<Xr, Yr>, <Xc, Yc>, где Xr = (x1r, x2r, . . . , xnr), Yr = (y1r, y2r, . . . , ynr, )– векторы коор-
динат прямоугольников, (xir, yir)–координаты левого верхнего угла прямоугольника;
Xc = (x1c, x2c, . . . , xmc), Yc = (y1c, y2c, . . . , ymc)–векторы координат центров кругов,
(xjc, yjc)–координаты центра j-го круга.

Для решения задачи предлагается алгоритм муравьиной колонии, основанный на
популяции [1]. Предложенный алгоритм использует процедуру ABPL+ являющуюся
модификацией известной процедуры ABPL, предложенной в работе [2] для задачи
упаковки кругов в прямоугольные контейнеры. Проведено сравнение полученных ре-
зультов с результами, полученными ранее другими авторами [3].

Работа поддержана грантом РФФИ 10-07-91330-HHUO-a.
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О ПРИМЕНЕНИИ ЭВОЛЮЦИОННЫХ АЛГОРИТМОВ
ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ПОРОГОВ В ЗАДАЧЕ МНОГОКРАТНОГО

НАИЛУЧШЕГО ВЫБОРА

Т. В. Полушина

Рассматривается задача многократного наилучшего выбора. Пусть имеется N
объектов, упорядоченных по качеству. Объекты поступают последовательно в слу-
чайном порядке так, что все возможные N ! перестановок равновероятны. После озна-
комления с очередным объектом его можно либо принять (тогда выбор одного объек-
та сделан), либо отвергнуть (тогда вернуться к пропущенному объекту невозможно).
Требуется найти оптимальную процедуру, максимизирующую вероятность выбора k
объектов, отвечающих некоторому критерию. Например, в классической постановке
[1] необходимо выбрать k лучших объектов.

Известно, что оптимальная стратегия имеет вид: существует набор π∗ = (π∗1, . . . , π
∗
k),

1 ≤ π∗1 < π∗2 < . . . < π∗k ≤ N такой, что:
— необходимо пропустить первые π∗1 − 1 объектов, и затем остановиться на первом
объекте, который лучше всех предыдущих, или на (N − 1)–ом объекте, если лучший
объект не появился до момента N − 1;
— во второй раз мы останавливаемся на первом объекте, который лучше, чем все
предыдущие или хуже, чем один (если просмотрены уже π∗2 − 1 объектов), в против-
ном случае N -ом объекте; и т.д. [1, 2].

Однако с помощью вычислений методом индукции назад достаточно трудно опре-
делить наборы π∗ = (π∗1, π

∗
2, . . . , π

∗
k), характеризующие структуру правила, и цену иг-

ры. Поэтому отыщем наборы, рассматривая некоторую задачу оптимизации. Более
формальная постановка: maxx∈X EŜ(x,R), где X = {x = (x1, . . . , xk) : 1 ≤ x1 < . . . <

xk ≤ N}, R = (R1, . . . , RN) — случайная перестановка 1,2, . . . , N , Ŝ(x) — несмещенная
оценка EŜ(x,R) Ŝ(x) = 1

N1

∑N1

n=1 I{Rnτ1 = i1, . . . , Rnτk
= ik}, где (Rn1, . . . , RnN) — n-ая

копия случайной перестановки R, (i1, . . . , ik) — некоторая перестановка 1, 2, . . . , k.
Для решения этой задачи будем использовать алгоритм, основанный на баейсов-

ской оптимизации [3]. В работе получены значения цены игры и наборы π∗, про-
ведены анализ и сравнение данного метода с другими. Результаты показали, что
предложенный алгоритм решает поставленную задачу надежно и эффективно.
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ГИБРИДНЫЙ АЛГОРИТМ ИМИТАЦИИ ОТЖИГА ДЛЯ ЗАДАЧИ
ОБ ОПТИМАЛЬНОМ РАСПИСАНИИ В КИНОПРОИЗВОДСТВЕ

М. Г. Сивых

Имеется m сцен и n актёров. Каждая сцена снимается за один день. Каждый
актёр получает гонорар за каждый день, проведённый на съёмочной площадке. Дни
отчитывают с первого съёмочного дня актёра до последнего съёмочного дня актё-
ра. В перерыве между ними актёр может и не сниматься. Требуется найти такую
последовательность съёмки сцен, при которой суммарная зарплата актёров будет
минимальной.

Данная задача является NP–трудной [1]. Для её решения разработан гибридный
алгоритм имитации отжига [2], использующий идею метода чередующихся окрест-
ностей. Рассматривались как стандартные окрестности 1–замена и 2–замена, так
и новая окрестность, получившая название окрестности отражение. Для получе-
ния стартового решения разработан детерминированный полиномиальный алгоритм,
позволяющий начать поиск с низкой стартовой температурой.

Численные эксперименты проводились на примерах размерности m = n = 100,
для которых известно оптимальное решение. В 96% случаев алгоритм нашёл глобаль-
ный оптимум на сильно разреженных матрицах, отражающих занятость актёров в
сценах. Время работы алгоритма не превышало 30 секунд.

Работа поддержана АВЦП Рособразования, проект №2.1.1/3235 грантом РФФИ
08-06-92000.
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АЛГОРИТМ ПОИСКА С ЗАПРЕТАМИ
ДЛЯ СОСТАВЛЕНИЯ РАСПИСАНИЙ

В КИНОПРОИЗВОДСТВЕ

А. В. Хмелёв

Кинокомпания планирует снять фильм. Он состоит из m сцен, в которых прини-
мают участие n актёров. Считается, что одна сцена снимается за один день. У каж-
дого актёра свой гонорар за один день, проведённый на съёмочной площадке. Актёр
приезжает на съёмочную площадку в свой первый съёмочный день и вынужден там
оставаться до своего последнего съёмочного дня. Задача состоит в том, чтобы найти
такой порядок сцен, чтобы суммарная зарплата актёров была минимальной [2].

Известно, что эта задача является NP–трудной [1]. Для её решения предлагается
вероятностный алгоритм поиска с запретами [3]. В алгоритме используются несколь-
ко рандомизированных окрестностей квадратичной мощности. Проводится сравне-
ние окрестностей по качеству получаемых локальных оптимумов. В списке запретов
хранятся номера столбцов, уже участвовавших в локальной перестройке решений на
нескольких последних итерациях алгоритма. Для повышения эффективности поиска
в алгоритм включены процедуры интенсификации и диверсификации. Предлагается
специальная структура данных, позволяющая быстро находить наилучшее соседнее
решение. Приводятся результаты численных экспериментов на тестовых примерах
размерности n = m = 100, у которых известны оптимальные решения. Приводится
сравнение с другими эвристическими алгоритмами.

Работа поддержана АВЦП Рособразования, проект №2.1.1/3235 и грантом РФФИ
08-06-92000.

ЛИТЕРАТУРА

1. П.А. Кононова, Ю.А. Кочетов. Об одной задаче выбора последовательности столб-
цов 0-1 матрицы. // Труды 14-й Байкальской международной школы-семинара "Ме-
тоды оптимизации и их приложения". Иркутск, 2008. Том 1. с. 444–451.

2. T.C.E. Cheng, J.E. Diamond, B.M.T. Lin. Optimal Scheduling in Film Production to
Minimize Talent Hold Cost.// Journal of Optimization Theory and Applications. 79(1),
1993, P. 479–489.
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ГЕНЕТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ ЗАДАЧИ
О ПЕРЕСТАНОВКЕ СТОЛБЦОВ 0–1 МАТРИЦЫ

А. В. Яковлев

Дана матрица, состоящая из нулей и единиц. Вычислим для каждой строки i
число элементов ki, находящихся между первой и последней единицей в этой строке.
Эта величина зависит от перестановки столбцов π. Каждой строке приписан положи-
тельный вес wi. Требуется найти такую перестановку, при которой значение целевой
функции

∑
i wiki(π) будет минимальным [1].

Известно, что эта задача является NP–трудной [2]. Для ее решения предлагается
генетический алгоритм. В нем используются несколько процедур скрещивания ре-
шений, случайные мутации и вероятностные алгоритмы локального улучшения. Раз-
работан алгоритм получения начальной популяции, состоящей из решений с малой
погрешностью. Исследовано влияние размера популяции на качество получаемых
решений.

Приводятся результаты численных экспериментов на тестовых примерах с извест-
ными оптимальными решениями. Для матриц размерности 100 × 100 и плотностью
5% алгоритм находит глобальные оптимумы с частотой 95%. Время работы алго-
ритма не превосходит 30 секунд. Приводится сравнение с другими эвристическими
алгоритмами [3].

Работа поддержана АВЦП Рособразования, проект №2.1.1/3235.
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К ВОПРОСУ О СЛОЖНОСТИ ЗАДАЧИ MSSC

А.В.Долгушев, А.В.Кельманов

Рассматривается задача MSSC (Minimum-Sum-of-Squares Clustering) — разбиения
множества векторов евклидова пространства на подмножества (кластеры) по крите-
рию минимума суммы квадратов расстояний от элементов кластеров до их центров
(центр кластера определяется как среднее значение вектора в кластере). Эта же
задача в некоторых публикациях фигурирует под названием k-Means (k средних),
которое соответствует названию одного из ранних алгоритмов [1], предложенных
для ее решения. К задаче MSSC сводится ряд типичных проблем анализа данных
и распознавания образов, возникающих в широком спектре приложений. В форме
верификации свойств эта задача формулируется следующим образом.

Задача MSSC. Дано: множество V = {v1, . . . , vN} векторов из Rq и положи-
тельное число A. Вопрос: существует ли такое рабиение множества V на непустые
подмножества (кластеры) C1, . . . , CJ , что имеет место неравенство

J∑
j=1

∑
v∈Cj

‖v − vj‖2 ≤ A,

где vj =
∑

v∈Cj
v/|Cj|, j = 1, . . . , J , — центры кластеров?

Четыре возможных случая задачи MSSC индуцируются комбинированием раз-
мерности пространства q и числа кластеров J как элементов, которые либо являют-
ся, либо не являются частью входа задачи. NP–полнота трех из этих случаев следует
из результатов, полученных в [2]–[4]. В настоящей работе установлена NP–полнота
последнего неизученного случая задачи, когда размерность пространства является,
а число кластеров не является частью входа задачи.

Работа поддержана грантами РФФИ 09-01-00032 и 10-07-00195, грантом АВЦП
Рособразования № 2.1.1/3235, грантом Президиума РАН № 227, а также интеграци-
онным грантом СО РАН № 44.
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ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ КЛАССИФИКАТОРОВ
В СЛУЧАЕ МНОГИХ КЛАССОВ

Ю. И. Журавлев, А. П. Виноградов, Ю. П. Лаптин

Пусть задана совокупность линейных функций fi(x,W i) = (wi, x) + wi
0,

где x ∈ Rn — вектор признаков, W i = (wi
0, w

i) ∈ Rn+1 — вектор параметров,
i = 1, ..., m. Рассматриваются алгоритмы классификации (линейные классификато-
ры) вида a(x,W ) = arg max

i
{fi(x,W i) : i = 1, ..., m}, x ∈ Rn, где W = (W 1, ..., Wm).

Считается заданной совокупность (обучающая выборка) конечных непересекаю-
щихся множеств Ωi, i = 1, ..., m. Классификатор a(x,W ) правильно разделяет точ-
ки из Ωi, i = 1, ..., m, если a(x,W ) = i для всех x ∈ Ωi, i = 1, ..., m. Множества
Ωi, i = 1, ..., m называются линейно разделимыми, если существует линейный клас-
сификатор, правильно разделяющий точки из этих множеств. Задача построения
линейного классификатора a(x,W ) заключается в подборе значений параметров W ,
при котором множества Ωi, i = 1, ...,m разделяются оптимальным образом.

В докладе рассматриваются:

• достаточные условия линейной разделимости множеств Ωi, i = 1, ..., m;

• задачи построения наилучшего классификатора a(x,W ) для линейно раздели-
мых множеств;

• задача минимизация эмпирического риска (МЭР) в случае линейно нераздели-
мых множеств - частично целочисленная задача линейного программирования
большой размерности с дополнительным квадратичным ограничением;

• непрерывная релаксация задачи МЭР (отбрасываются ограничения целочис-
ленности переменных), ее сведение к задаче выпуклого программирования (чис-
ло переменных равно m(n+1)), и подходы к решению сформулированной задачи
выпуклого программирования;

• сравнение предложенного подхода с методом опорных векторов и робастным
разделением множеств.

Работа поддержана совместным грантом НАН Украины и РФФИ № 08-01-90427.
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О СЛОЖНОСТИ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ АНАЛИЗА ДАННЫХ
И РАСПОЗНАВАНИЯ ОБРАЗОВ

А. В. Кельманов

Установлена NP–полнота сформулированных ниже задач поиска подмножеств
векторов евклидова пространства, к решению которых сводятся некоторые актуаль-
ные проблемы анализа данных и распознавания образов, возникающие в широком
спектре приложений. Эффективные алгоритмы с оценками точности для решения
оптимизационных вариантов этих задач в настоящее время неизвестны.

Задача SVS-FF. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из Rq, вектор
v ∈ Rq, натуральные числа M1, M2 и положительное число A. Вопрос: существу-
ют ли такие непустые непересекающиеся подмножества Y1 ⊂ Y и Y2 ⊂ Y , что имеет
место неравенство

1

M1

‖
∑
y∈Y1

y‖2 + 2
∑
y∈Y2

(y, v) ≥ A,

при ограничениях |Y1| = M1 и |Y2| = M2 на мощности подмножеств Y1 и Y2?
Задача SVS-NF. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из Rq, вектор

v ∈ Rq, натуральное число M и положительное число A. Вопрос: существуют ли
такие непустые непересекающиеся подмножества Y1 ⊂ Y и Y2 ⊂ Y , что имеет место
неравенство

1

|Y1|‖
∑
y∈Y1

y‖2 + 2
∑
y∈Y2

(y, v) ≥ A,

при ограничении |Y2| = M на мощность подмножества Y2?
Задача SVS-FN. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из Rq, вектор

v ∈ Rq, натуральное число M и положительное число A. Вопрос: существуют ли
такие непустые непересекающиеся подмножества Y1 ⊂ Y и Y2 ⊂ Y , что имеет место
неравенство

1

M
‖

∑
y∈Y1

y‖2 +
∑
y∈Y2

{2(y, v)− ‖v‖2} ≥ A,

при ограничении |Y1| = M на мощность подмножества Y1?
Задача SVS-NN. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из Rq, вектор

v ∈ Rq и положительное число A. Вопрос: существуют ли такие непустые непересе-
кающиеся подмножества Y1 ⊂ Y и Y2 ⊂ Y , что имеет место неравенство

1

|Y1|‖
∑
y∈Y1

y‖2 +
∑
y∈Y2

{2(y, v)− ‖v‖2} ≥ A?

Работа поддержана грантами РФФИ 09-01-00032 и 10-07-00195, грантом АВЦП
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ПОИСКА И ИДЕНТИФИКАЦИИ НАБОРОВ
ФРАГМЕНТОВ В ЧИСЛОВОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

А. В. Кельманов, Л. В. Михайлова, С. А. Хамидуллин

Рассматривается один из вариантов проблемы помехоустойчивого обнаружения
и идентификации наборов фрагментов в числовой последовательности. Предполага-
ется, что в отсутствие помехи искомые наборы фрагментов совпадают с упорядочен-
ными наборами ненулевых векторов из заданной совокупности (словаря), причем в
незашумленной последовательности ненулевые фрагменты чередуются с участками,
на которых элементы последовательности равны нулю. Показано, что решение этой
проблемы по критерию минимума суммы квадратов уклонений сводится к решению
следующей экстремальной задачи.

Задача SIVT (Searching and Identification of Vector Tuples). Дано: числовая по-
следовательность y0, . . . , yN−1, множество (словарь) W , |W| = K, упорядоченных
наборов (слов) ненулевых векторов из Rq и натуральное число M . Найти: совокуп-
ность (w1, . . . , wJ) векторных наборов, в которой wj = (U j

1 , . . . , U
j
Lj

) ∈ W , j = 1, . . . , J ,
и набор номеров (n1, . . . , nM) такие, что

J−1∑
j=1

sj∑
m=sj−1+1

gj
m−sj−1

(nm) +
M∑

m=sJ−1+1

gJ
m−sJ−1

(nm) → max,

где gj
i (n) = 2〈Yn, U

j
i 〉 − ‖U j

i ‖2, n = 0, . . . , N − q, i = 1, . . . , Lj, j = 1, . . . , J , Yn =
(yn, . . . , yn+q−1) — вектор-фрагмент последовательности, s0 = 0, sj =

∑j
k=1 Lk —

порядковый номер фрагмента в последовательности, соответствующего последне-
му вектору в слове wj, при ограничениях: 0 ≤ n1 ≤ N − q, 0 ≤ nM ≤ N − q,
q ≤ nm − nm−1 ≤ N − q, m = 2, . . . , M .

В работе обоснован точный полиномиальный алгоритм решения этой задачи, име-
ющий временную сложность O(KN2M(Lmax + K)), где Lmax — максимальная раз-
мерность набора в словаре. Рассматриваемая задача является обобщением задачи,
изученной в [1].

Работа поддержана грантами РФФИ 09-01-00032 и 10-07-00195, грантом АВЦП
Рособразования № 2.1.1/3235, грантом Президиума РАН № 227, а также интеграци-
онным грантом СО РАН № 44.
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NP–ПОЛНОТА НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ ПОИСКА ПОДМНОЖЕСТВА
ВЕКТОРОВ

А. В. Кельманов, А. В. Пяткин

Доказана NP–полнота сформулированных ниже задач поиска подмножества век-
торов (Vector Subset) евклидова пространства. К решению этих задач сводятся неко-
торые оптимизационные проблемы в анализе данных и распознавании образов.

Задача VS-1. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из Rq, натуральное
число M и положительное число A. Вопрос: существует ли такое подмножество C ⊂
Y , что имеет место неравенство

1

M
‖

∑
y∈C

y‖2 +
∑

y∈Y\C
‖y‖2 ≥ A,

при ограничении |C| = M на мощность подмножества C?
Задача VS-2. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из Rq, натуральное

число M и положительное число B. Вопрос: существует ли такое подмножество C ⊂
Y , что имеет место неравенство

∑
y∈C

‖y − y‖2 ≤ B,

где y = 1
M

∑
y∈C y, при ограничении |C| = M на мощность подмножества C?

Задача VS-3. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из Rq, натуральное
число M и положительное число D. Вопрос: существует ли такое подмножество C ⊂
Y , что имеет место неравенство

∑
y∈C

∑
z∈C

‖y − z‖2 ≤ D,

при ограничении |C| = M на мощность подмножества C?
При доказательстве сначала показана полиномиальная сводимость к задаче VS-3

известной NP–полной задачи «независимое множество» в однородном графе. Затем
установлена полиномиальная сводимость задачи VS-3 к задаче VS-2, а задачи VS-2
— к задаче VS-1. Эффективные алгоритмы с оценками точности для решения опти-
мизационных вариантов этих задач в настоящее время неизвестны.

Работа поддержана грантами РФФИ 09-01-00032 и 10-07-00195, грантом АВЦП
Рособразования № 2.1.1/3235, грантом Президиума РАН № 227, а также интеграци-
онным грантом СО РАН № 44.
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МОДЕЛИ РЫНКОВ НЕСОВЕРШЕННОЙ КОНКУРЕНЦИИ
И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ К СПОТОВОМУ РЫНКУ ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ

Н. И. Айзенберг, М. А. Киселёва

В докладе рассматриваются различные механизмы торговли электроэнергией в
форме организованных аукционов среди производителей электроэнергии. Правила
поведения участников аукциона таковы, что они формируют свои заявки–предложе-
ния по заранее оговоренной схеме, которая определяется из соответствующей модели
организации рынка. В силу особенностей электроэнергетической отрасли (ограни-
ченное количество стратегических производителей, наличие у них рыночной власти,
значительные барьеры входа и т.д.), представляется актуальным исследование следу-
ющих моделей конкурентного поведения экономических агентов: Курно, Бертрана,
модели с ценовым лидером и конкурентным окружением, а также аукционов функ-
ций предложения. В рамках каждой модели решается задача согласования решений
в соответствии с концепцией равновесия Нэша. Определяется, исходя из заданных
заранее функций спроса и издержек производителей, точка устойчивого состояния
рынка, рациональные стратегии продавцов, оцениваются их прибыли.

В результате сравнения перечисленных выше схем организации рынков сделаны
следующие выводы:
1) наличие конкурентного окружения увеличивает объем отраслевого выпуска и сни-
жает равновесную цену по сравнению с одноуровневым взаимодействием стратеги-
ческих фирм;
2) с точки зрения потребителей аукцион линейных функций предложения предпочти-
тельнее аукциона Курно. В этом случае рынок приходит к равновесию при меньших
ценах и, соответственно, больших объёмах выпуска. Хотя каждая из фирм получает
меньшую прибыль, чем в случае аукциона Курно, общественное благосостояние в
целом увеличивается за счёт потребительского излишка, а равновесная цена прибли-
жается к цене Вальраса.

Работа поддержана интеграционным грантом СО РАН "Полиструктурные мате-
матические модели экономики: теория, методы, прогнозы".
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О МОДИФИКАЦИЯХ МОДЕЛИ РАМСЕЯ С НАЛОГАМИ

С. М. Анцыз

В отличие от известных моделей Рамсея и Солоу, доход в данных модификациях
модели делится на потребление, инвестиции и налоги: Y (t) = C(t) + I(t) + N(t) =
(1−ρ(Y (t))[(1−s(t))Y (t)+s(t)Y (t)]+ρ(Y (t))Y (t), 0 ≤ s(t) ≤ 1. В каждый момент вре-
мени выпуск Y (t) = F (K(t)) делится на потребление C(t), инвестиции I(t) и налог
N(t), s(t) – часть выпуска, которая идет на инвестиции, ρ(Y (t)) – ставка налого-
обложения. Предприятия определяют долю дохода, выделяемую на инвестиции, при
заданной форме налогообложения. Переходя к новым переменным – фондовооружен-
ности k = K/L и удельному потреблению, и обозначив при этом f(k) = F (K/L, 1),
(L – труд), при плоской шкале налогообложения получаем задачу предприятия: мак-
симизировать функционал

∫ T

0

(1− χ1)(1− s(t))f(k(t)) exp−δt dt (1)

при ограничениях
k̇(t) = (1− χ1)s(t)f(k(t))− µk(t), (2)

0 ≤ s(t) ≤ 1, 0 ≤ χ1 ≤ 1, k(0) = k0 > 0, k(T ) ≥ kT > 0.

Здесь χ1 – ставка пропорционального налога, функция f(k) удовлетворяет неоклас-
сическим условиям [1].

Прогрессивная схема налогообложения моделируется возрастающей выпуклой
вниз функцией, ставка налога при которой определяется, например, формулой
ρ(Y ) = χ2Y , где 0 ≤ χ2 ≤ 1. Уравнение (2) в этом случае принимает вид:
k̇(t) = s(t)(1 − χ2f(k(t)))f(k(t)) − µk(t), а функционал (1):

∫ T

0
(1 − χ2f(k(t)))(1 −

s(t))f(k(t)) exp−δt dt.
Управление верхнего уровня максимизирует сумму собираемых налогов, которая

для плоской шкалы налогов в случае одного предприятия имеет вид χ1

∫ T

0
Y (t)dt +

χ
∫ T

0
C(t)dt → max

χ1,χ
.

В отличие от изученных ранее модификаций модели Рамсея (например в [2]) в
докладе рассматриваются ситуации, когда налогами облагается не только доходы
инвестора, но и его потребление (доход с физических лиц), а также двухуровневые
модели, нижний уровень которых состоит из более, чем одного предприятия.

Работа поддержана грантами РФФИ (проекты № 10-06-00168-а и № 10-06-00057-а)
и РГНФ (проект № 09-02-00337-а).
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ОБ АППРОКСИМАЦИИ НЕОКЛАССИЧЕСКОЙ
ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ

С. М. Анцыз, В. А. Латышева

Для модифицированной модели Рамсея [1] при значениях параметров, удовле-
творяющих некоторым условиям, Трубачевой А.Е. [2] получено, что при производ-
ственных функциях вида f(k) = akb оптимальная для верхнего уровня управления
величина ставки налогообложения в варианте с прогрессивным налогом оказывается
меньше, чем в варианте с плоской шкалой налогообложения.

В общем случае не удается однозначно установить преимущество той или иной
схем налогообложения. Построены пример, в котором лучший для верхнего уров-
ня результат получается при использовании плоской шкалы налогов, и пример, в
котором больший объем налогов получается при прогрессивном налогообложении.

В настоящей работе изучается возможность аппроксимации произвольной нео-
классической функции ϕ(k) (вогнутой) линейной комбинацией функций вида aik

b,
а значит возможность распространения любого результата, справедливого для этих
функций, на неоклассическую производственную функцию.

Найдена зависимость величины доли инвестиций и параметров схем налогооб-
ложения от исходных данных модели. Это позволяет формализовать условия, при
которых предпочтительней плоская шкала либо прогрессивная схема налогов и срав-
нить их с экономической реальностью.

Работа поддержана грантами РФФИ (проекты № 10-06-00168-а и № 10-06-00057-а)
и РГНФ (проект № 09-02-00337-а).
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ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ И РАВНОВЕСНЫЕ МОДЕЛИ МАРКЕТИНГА
В СТРУКТУРЕ «ПРОИЗВОДИТЕЛЬ – ПОСРЕДНИК – ПОТРЕБИТЕЛЬ»

И. А. Быкадоров

Исследуется модель ценообразования в структуре “Производитель – Посредник –
Потребитель”: производитель привлекает посредника, предоставляя ему товар с тор-
говым дисконтом; часть торгового дисконта, pass-through, используется посредником
для снижения розничной цены товара. Модель является линейной по фазовым пере-
менным (общим продажам и мотивации посредника) и квадратичной по управлениям
(оптовому и розничному дисконтам).

В [1], [3] рассматривался оптимизационный вариант модели, в котором произво-
дитель максимизирует прибыль при постоянном pass-through. В [2] изучался рав-
новесный вариант: целевыми функционалами являются прибыли производителя и
посредника.

В докладе развиваются результаты [1], [2], [3]. В частности, в изученных ранее
вариантах модели с постоянными управлениями [2] выявлен параметр, знак которого
характеризует желания Производителя и/или Посредника быть или не быть лидером
распределительного канала. Оказалось, что эти результаты могут быть обобщены на
случай кусочно-постоянных управлений: для случая одного переключения удалось
выделить соответствующие характеристические параметры, а также изучить некото-
рые их свойства. Кроме того, показано, что если переключение происходит в середине
интервала продаж, то борьба за право не быть лидером (т.е. быть ведомым) может
только усилиться.

Работа выполнена при финансовой поддержке РГНФ (проект 09-02-00337) и Сове-
та по грантам Президента РФ и государственной поддержке ведущих научных школ
(проект НШ-4113.2008.6).
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ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ КОНКУРЕНЦИЯ
НА РЫНКЕ ПЕРЕДАЧИ ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ

КАК АЛЬТЕРНАТИВА ВЕРТИКАЛЬНОЙ ДЕЗИНТЕГРАЦИИ

М. Ю. Васильев, А. Ю. Филатов

В результате реформирования электроэнергетики во многих странах происходит
переход от вертикально интегрированной структуры отрасли, сочетавшей генерацию,
передачу и распределение электроэнергии в рамках одной компании, к дезинтегриро-
ванной структуре, ключевым элементом которой является принцип отделения пере-
дающих и распределяющих сетей от генерации, сбыта и потребления электроэнергии.

В работе изучается стратегическое взаимодействие компаний на рынке передачи
электроэнергии в рамках простейшей двухузловой ЭЭС. Исследуются четыре воз-
можных варианта функционирования рассматриваемого рынка: гарантированная ре-
гулируемая (Р) и нерегулируемая (М) сетевая монополия, сетевая монополия в усло-
виях потенциальной конкуренции с независимой сетевой компанией (М+НСК) и ге-
нерирующей компанией (М+ГК). Сопоставление вариантов осуществляется с точки
зрения минимизации разницы цен в генерирующем узле и у потребителя, а также
максимизации пропускных способностей сетей и объемов передачи электроэнергии.

Среди основных выводов выделим следующие:
1. С точки зрения общественной эффективности (максимальные объемы передачи

электроэнергии при самой низкой цене) наиболее типична ситуация «М < М+НСК
< М+ГК < Р».

2. Увеличение имеющейся пропускной способности далеко не всегда благоприятно
сказывается на итоговых объемах передачи электроэнергии и ценах на передачу.

3. При низких издержках расширения сети не исключена ситуация, когда НСК
оказывается более эффективной, чем ГК в условиях потенциальной конкуренции с
сетевой монополией.

4. При высоких издержках возможна уникальная ситуация, и структура «М+ГК»
может приводить к результатам более эффективным с точки зрения общественного
благосостояния, чем государственное регулирование сетевой монополии.

5. Основной причиной преимущества структуры «М+ГК» является интернализа-
ция прибыли: генерирующая компания может осуществлять передачу энергии себе в
убыток (в частности, инвестируя крупные суммы в строительство новых ЛЭП), если
эти потери компенсируются ростом прибыли от продажи увеличившегося количества
электроэнергии.

Все сделанные выводы справедливы при наличии потенциальной конкуренции.
Если имеющаяся сетевая монополия не будет ограничена возможностью выхода на
рынок конкурента, интеграция в рамках одной компании генерирующих и передаю-
щих мощностей приводит к крайне негативным с точки зрения общества эффектам
в случае невмешательства государства и усложнению регулирования при активной
государственной позиции.

Васильев Михаил Юрьевич, Филатов Александр Юрьевич, Институт систем энерге-
тики им. Л.А.Мелентьева СО РАН, ул. Лермонтова, 130, Иркутск, 664033, Россия,
тел. 8-902-176-32-26, e-mail: mikhail-vasilyev@yandex.ru;
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ОПТИМИЗАЦИЯ НАДЕЖНОСТИ ТОПЛИВОСНАБЖЕНИЯ
И КОЛЕБАНИЯ ТЕМПЕРАТУР

В. И. Зоркальцев

В докладе рассматривается проблема выбора оптимального состава средств обес-
печения надежности снабжения котельно-печным топливом. Это является развитием
научно-прикладных исследований по определению эффективной системы резервов и
запасов топлива в СССР [1]. Обсуждаются задачи определения оптимального уров-
ня резервов мощности в производстве топлива, объемов хранилищ и нормативов на
запасы топлива. В качестве критерия оптимальности рассматривается сумма двух
составляющих: 1) приведенные среднеожидаемые издержки на создание и содержа-
ние средств резервирования; 2) математическое ожидание ущербов от возникновения
дефицита топлива. В качестве оптимизируемых рассматриваются также механизмы
управления средствами резервирования топлива. Проблема исследуется комплексно
для трех типов возмущающего воздействия на систему топливоснабжения: 1) кратко-
срочные возмущения; 2) регулярные сезонные колебания; 3)возмущения долгосроч-
ного характера. Особое внимание в докладе планируется уделить проблемам регу-
лирования многолетних колебаний расхода топлива на отопление. На основе данных
[2] о многолетних наблюдений температур (с 1881 г.) количественно исследуются
интенсивность и синхронность возможных отклонений расхода топлива на отопле-
ние по экономическим районам бывшего СССР, оцениваются законы вероятностей
отклонений (имеющие ассиметричный характер), возможность серии из нескольких
холодных зим [3]. На основе имитационной модели регулирования многолетних коле-
баний расхода топлива с использованием метода статистических испытаний (метод
Монте-Карло) определяется рациональный состав средств регулирования многолет-
них колебаний расходов топлива и одновременный рациональный механизм управ-
ления этими средствами.

Работа поддержана грантом РГНФ 09-0200278а.
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GRAPH STRUCTURES AND ALGORITHMS
IN MULTIDIMENSIONAL SCREENING

S.Kokovin, B.Nahata, E.Zhelobodko

We develop the graph-theory approach to multidimensional screening or two-tier opti-
mization in a self-selection game (see [1]). The setting considers discrete consumer types,
one outside option (non-participation), and one pricing tool which is tariff for a quanti-
ty/quality bundle. Most results require only quasi-linearity of utilities and separability of
costs w.r.t. bundles.

A-graph of a solution is a list of active incentive-compatibility and participation con-
straints perceived as directed arcs (i → j) connecting any two agents i, j. It is called a
“river” when it is in-rooted and dicycles (closed directed paths) are absent. To overcome
dicycles this paper applies a small parameter ρ ≥ 0 relaxing each constraint.

We find that any solution has an in-rooted A-graph, and under strict relaxation ρ > 0
any A-graph is a river. Moreover, bunching among predecessors and successors in the
graph is excluded. Thereby, two major hardships in characterizing and finding solutions
are resolved: (1) unclear existence of the Lagrange multipliers; (2) more narrow list of
positive multipliers than the list of active constraints. More surprisingly, the reverse is true:
every river is a solution structure for some screening problem and we enumerate all possible
regimes of screening: 5 for two consumers, 79 for three consumers, 2865 for four, and so on.
Based on these findings, we characterize any solution through its spanning-tree without
first-order conditions (FOC) or, under differentiability and relaxation ρ > 0, through
FOC. Therefore, to find all solutions in (generally non-convex) screening optimization it
is sufficient to try FOC for all conceivable rivers and then compare the resulting local
optima.

Related “trees-and-rivers” algorithm is exact and finite. We design also another, heuris-
tic “relaxation” algorithm for finding the screening optima. The comparison of the two
algorithms in efficiency remains an open question.

Authors gratefully acknowledge the research support from the University of Louisville
and grant R06-0561 from the Economic Education and Research Consortium (financed by
the Eurasia Foundation; USAID; GDN; the World Bank Institute and the Government of
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ ЭКОНОМИЧЕСКИХ СВЯЗЕЙ РЕГИОНОВ
ДАЛЬНЕГО ВОСТОКА В УСЛОВИЯХ НЕПОЛНОТЫ ИНФОРМАЦИИ

А. П. Мартюшев

Низкий уровень развития российской системы региональной экономической ста-
тистики является весьма ограничивающим фактором для моделирования экономик
регионов и долгосрочного прогнозирования их развития. В настоящее время в пуб-
ликуемых Росстатом статистических сборниках отсутствуют детализированные по-
казатели системы региональных счетов, необходимые для построения полноценной
региональной модели общего равновесия.

В работе рассматривается модель взаимодействия экономик регионов в услови-
ях неполноты статистических данных. Изучаемый подход, основан на многорегио-
нальных межотраслевых балансах Леонтьева – Страута [1] и гравитационной модели
Вильсона [2]. Распределением потоков будем называть набор xr

ij продуктов отраслей
r, производимых в регионах i, и перевозимых в регионы j. Величины arp

j — затра-
ты продукта r для производства единицы продукта p в регионе j; νij — вероятности
перемещения единичного потока из региона i в регион j, характеризующие межреги-
ональную транспортную доступность; конечное потребление продукта r в регионе j
обозначим за yr

j . Обозначим за k — количество регионов, за n — количество отраслей.
Задача получения наиболее вероятного долгосрочного равновесного распределения
потоков продуктов отраслей в системе регионов с использованием энтропийного под-
хода может быть сформулирована в виде проблемы нелинейной оптимизации [1]:

−
k∑

i=1

k∑
j=1

n∑
r=1

xr
ij ln

νij

xr
ij

→ min
xr

ij

при ограничениях
∑

i x
r
ij−

∑
p arp

j

∑
l x

p
jl = yr

j ; i, l, j = 1, k; r, p = 1, n и дополнительных
ограничениях xr

ij ≥ ε > 0.
Были проведены расчеты по 15 отраслям в разрезе ОКВЭД для 9 регионов Даль-

него Востока. Проведен сравнительный анализ структуры наиболее вероятных пото-
ков при изменении входных параметров конечного потребления yr

j и транспортной
доступности νij. С помощью иерархического кластерного анализа [3] были получе-
ны дендрограммы тесноты межрегиональных связей по отдельным отраслям и для
системы регионов Дальнего Востока РФ в целом.
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ОПТИМАЛЬНОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ ПРОИЗВОДСТВА
ПРИ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ЦЕН. ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ

НА БАЗЕ МЕТОДОВ МОНТЕ-КАРЛО И БЕНДЕРСА
О. В. Медведко

В моделях математического программирования некоторые или все параметры по-
казателя качества или ограничений могут оказаться неопределенными или случай-
ными. Рассмотрим модель планирования выпуска продукции для случая, когда при
заданной норме риска определяются максимальная прибыль и оптимальная номен-
клатура выпуска в условиях динамической рыночной экономики при неопределенно-
сти цен на товары. Учитываются следующие параметры производственных процес-
сов: t – момент времени производства (t = 1, . . . , T ); Xt – вектор объемов выпуска
продукции в момент времени t ; Y 1

t ,Y 2
t – вектор величин переменных затрат и затрат

на оборудование в момент времени t. В каждый момент времени t имеются цены про-
даваемых продуктов–вектор ξt и цены ресурсов — векторы c1,2

t , где ξkt ∈ P (ckt, dkt)
— независимые случайные величины. Введем стандартные ограничения, перемен-
ную величину Ai назовем допустимым гарантированным доходом в момент времени
i при заданной норме риска α0. Возникает задача динамического стохастического
программирования.




T∑
t=1

At → MAX

Xt, Yt, At ∈ X

P (ξtXt − (C1
t Y

1
t + C2

t Y
2
t )− 3tCONST ≥ At) ≥ 1− α0.

(1)

Для задачи оптимального планирования производства в условиях стохастики при
различных распределениях цен на выпускаемые товары разработан итерационный
алгоритм поиска оптимального решения исходной задачи — метод стохастических
квазиградиентов [1], в котором требуются знание точных значений функции распре-
деления, что на практике делает задачу труднорешаемой. Как правило, на практике
существует лишь массив статистических данных случайной величины, поэтому пред-
лагаемый метод, построенный на компиляции метода Монте–Карло и метода Бен-
дерса, позволяет решать исходную задачу в общем случае, не имея точных значений
функции распределения: для исходной задачи стохастического программирования
при аппроксимации левой части P–неравенства методом Монте–Карло на близкое(с
вероятностью близкой к единице) по значениям выражение — построен итерацион-
ный процесс, который сходится к оптимальному значению. Метод основывается на
приведении исходной задачи к целочисленной задаче линейного программирования
с использованием модификации итерационного метода, изложенного в работах [2].
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ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ ПАССИВОВ БАНКА
С КУСОЧНО ПОСТОЯННОЙ ДЕПОЗИТНОЙ СТАВКОЙ

Н. А. Орозбеков

В [1] и [2] изучались нелинейные многоэкстремальные модели функционирования
банков. В частности, рассматривались вопросы оптимизации активов банка. Модели
представляли собой нелинейные задачи математического программирования с нели-
нейными целевой функцией и системой ограничений. Для данных задач были раз-
работаны эффективные алгоритмы решения.

В [3] рассматривалась задача оптимизации процесса привлечения банком денеж-
ных средств клиентов, построенная с использованием структуры задачи оптимиза-
ции активов.

В данной работе предложена модифицированная задача оптимизации пассивов,
в которой депозитная процентная ставка представлена в виде кусочно–постоянной
функции, аргументом которой является срок вклада.

Рассматриваются два вида вкладов: краткосрочные и долгосрочные. При этом
мы имеем функцию депозитной процентной ставки с разрывом в одной точке, т.е.
банк устанавливает различные процентные ставки на краткосрочные и долгосрочные
вклады.

В итоге получается задача математического программирования с нелинейными
ограничениями и нелинейной целевой функцией. Для этой задачи разработан алго-
ритм нахождения оптимального решения, основанный на редукции исходной задачи
в две нелинейные задачи. Далее каждая из двух нелинейных задач редуцируется в
последовательность задач линейного программирования.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 10-06-00168-а и № 10-06-
00057-а), и РГНФ (проект № 09-02-00337-а).
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ОБ ИГРОВОМ ПОДХОДЕ К ПРОБЛЕМАМ ЗЕМЕЛЬНОЙ РЕНТЫ

Э. О. Рапопорт

Пусть имеется один продукт и m земельных участков, на которых этот продукт
может производиться.

Основная характеристика i-того участка есть его производственная функция bi(α)
– выход продукта (в натуральном выражении) на i-м участке земли при затратах α
α ∈ [α0

i ,∞). Предполагается, что для всех i b′i > 0, b′′i < 0.
Будем отождествлять каждый из участков с игроком, владеющим этим участком,

причем цель игрока i – выбрать уровень вложений αi, чтобы получить наибольшую
ренту. Задача для фиксированного суммарного уровня производства изучалась в [1].

Пусть задана функция g, описывающая зависимость между спросом и ценой,
p = g(γ). Функция g удовлетворяет условиям:

g′ < 0, g′′ > 0, γg′(γ) + g(γ) < 0, γg′′(γ) + 2g′(γ) > 0

Пусть ᾱi = {αj, j 6= i}. Рассмотрим задачу i-того игрока:
Задача Ki. Выбрать α, чтобы для каждого допустимого вектора ᾱi максимизи-

ровать
Ri(α, ᾱi) = bi(α)g(bi(α) +

∑

j 6=i

bj(αj))− α.

Определение. Равновесным множеством вложений будем называть совокупность
вложений α∗ = {α∗i } таких, что для всех i и для всех α справедливы неравенства

Ri(α
∗
i , ᾱ

∗
i ) ≥ Ri(α, ᾱ∗i )

Теорема 1. Равновесие существует.
Теорема 2. Пусть равновесие достигается во внутренней точке области определе-

ния, и при этом производится количество продукта γ. Тогда при централизованном
подходе при производстве такого же количества продукта цена на продукт меньше,
чем при конкурентном.

Теорема 3. При образовании какой-нибудь коалиции производство уменьшается,
а цена растет.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 10-06-00168), РГНФ(проект
№ 09-02-00337) и Совета по грантам при Президенте РФ (проект НШ-4113.2008.6).
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GAME THEORETIC APPROACH TO MATHEMATICAL MODELING
OF CANCER DEVELOPMENT

A. Świerniak

Non-cooperative game theory starting from its very beginning was a very practical
branch of operation research. Its applications in economics and econometrics, behavioral
and social science, engineering and military have created challenges for new formulations
and their solutions. Recently it is observed an increasing interest in game theoretic tools
applied in biological and medical sciences especially in genetics and molecular biology,
ecology and environmental biology, etiology of diseases and modeling of cell regulatory
processes. Evolutionary game theory initiated by John Maynard Smith [1] differs from
the standard game theory in its approach to understanding of the mechanism behind
the process of strategy formulation. Simply a strategy is not understood as a deliberate
course3 of action but rather as a phenotypic trait and the payoff is an average reproductive
success. Moreover the players are members of a population that compete or cooperate to
obtain a larger share of the population.

Application of the evolutionary game theory to the mathematical modeling of cancer
development is based on the following assertions:

• In organisms cells compete for various resources, tumor and normal cells are players
in the game;

• Mutations occasionally occur in cell division due to various reasons;

• Cancer is a disease where mutated cells oust normal cells in local population.

In the talk we present some simple game theoretic models of tumorigenesis, tumor angioge-
nesis and metastasis, following by the results of simulations in which evolutionary stable
strategies have been found and replicators dynamics has been modeled. Both results
from recent literature and our original ones obtained in cooperation with biologists and
clinicians will be given.

REFERENCES

1. J. M. Smith. The theory of games and the evolution of animal conflicts// Journal of
Theoretical Biology. 47. 1974. PP. 209–219.
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ОПТИМАЛЬНОЕ РАЗВИТИЕ В МОДЕЛЯХ ЭКОНОМИКИ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ УПРАВЛЯЕМОЙ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ

П. М. Симонов, А. А. Вагин

Обеспечить текущие нужды производства в расходных ресурсах (материалы, за-
готовки, полуфабрикаты и так далее) можно с помощью оборотных фондов. Для
этого используется оборотный капитал. Потребность производства в оборотном капи-
тале зависит от производственной мощности. Следовательно, можно вести процент-
ную величину загруженность производственных мощностей, зависящую от нали-
чия оборотного капитала и собственно производственной мощности:

G (Koc, F ) ∈ [0, 1), Koc ≥ 0, F ≥ 0,

где Koc — оборотный капитал, F — предельная мощность производства. Введем до-
полнительно параметр u(t) ∈ [0, 1], и запишем основной и оборотный капитал, как
функции суммарного капитала производства K:

Kopf = u(t)K, Koc = (1− u(t))K.

Тогда функцию, описывающую конечное производство можно записать в виде:

F̃ (K, L, u(t)) = F (u(t)K,L) ·G((1− u(t))K, F (K, L)).

Поставим задачу оптимального экономического роста в случае управляемой эко-
номической функции. Как и неоклассической задаче об оптимальном экономическом
росте имеется одна фазовая координата — капиталовооруженность рабочего k(t), а
уравнение движения — это основное дифференциальное уравнение неоклассического
экономического роста:

k̇(t) = f̃(k, u(t))− (η + µu(t))k(t)− c(t), f̃(k, u(t)) = F̃ (k, 1, u(t))/L.

Начальное состояние задается значением капиталовооруженности одного рабочего
k(t0) = k0.

Будем оптимизировать интеграл

W =

t1∫

t0

e−δ(t− t0)(βQ(c(t)) + (1− β)f̃(k, u(t))) dt → max,

β ∈ [0, 1], 0 ≤ c(t) ≤ f̃(k(t), u(t))

на решениях дифференциального уравнения неоклассического экономического ро-
ста при условиях k(t0) = k0. Этот интеграл принимает наибольшее значение при
единственном {k∗, u∗}.

Работа поддержана грантами РФФИ и администрации Пермского края №10-01-
00448-а, №10-01-96054-р-урал-а, и ЗАО “ПРОГНОЗ”.
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УСТОЙЧИВОСТЬ АГЛОМЕРАЦИОННЫХ РАВНОВЕСИЙ
ПРИ АСИММЕТРИЧНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ

ИММОБИЛЬНОГО НАСЕЛЕНИЯ

А. В. Сидоров

В работе исследуется модель П.Кругмана “Центр-Периферия” [1], описывающая
процессы индустриальной агломерации и трудовой миграции между несколькими ре-
гионами, в простейшем случае — двумя. Трудовые ресурсы регионов делятся на два
типа: иммобильное (“сельскохозяйственное”) население в количестве Li, и мобиль-
ное (“индустриальное”), в количестве Hi для каждого региона i. Динамика миграции

мобильного населения подчинена естественному закону
dsHi

dt
= sHi

· (Wi −W
)
, где

sHi
=

Hi∑
j Hj

— относительная доля индустриального труда в регионе i, Wi — ре-

альная заработная плата индустриального труда в регионе i, W =
∑

i sHI
Wi — сред-

невзвешенная индустриальная реальная заработная плата. Состояние полной агло-
мерации возникает в случае sHi

= 1, т.е. когда весь мобильный труд абсорбируется
одним регионом (Центром), оставляя прочие регионы в положении Периферии. При
этом, агломерационное состояник может оказаться устойчивым или неустойчивым
по Ляпунову, в зависимости от величины транспортных издержек τ .

Существующие на данный момент аналитические исследования устойчивости аг-
ломерационных равновесий касаются случая двух регионов при симметричном рас-
пределении иммобильных трудовых ресурсов L1 = L2 (см. например [2]). Несиммет-
ричный случай L1 6= L2 исследовался лишь c помощью компьютерного моделирова-
ния (см. [3, Гл. 2, Appendix C.1]).

В настоящей работе получена полная аналитическая классификация (согласу-
ющаяся с известными результатами компьютерного моделирования) необходимых
и достаточных условий устойчивости/неустойчивости агломерационных равновесий
в терминах соотношений между относительными долями иммобильного населения

sLi
=

Li∑
j Lj

и другими параметрами модели, в том числе — транспортными издерж-

ками τ .

Работа поддержана грантом EERC R09-5581.
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О НЕКОТОРЫХ МОДЕЛЯХ ВОЗМУЩЕНИЯ ФУНКЦИИ ПРОИЗВОДСТВА
А. Е. Трубачева

В данной работе задача оптимизации имеет следующий вид (см. [1]): макси-
мизировать функционал (1)

∫ T

0
(1 − s(t))f̃(k(t))e−δtdt при ограничениях (2) k̇(t) =

s(t)f̃(k(t)) − µk(t), (3) 0 ≤ s(t) ≤ 1, (4) k(0) = k0 > 0, (5) k(T ) ≥ kT > 0,
где s(t) – доля инвестиций в доходе, δ > 0 – константа дисконтирования, k(t) –
фондовооруженность, µ > 0 – темп амортизации фондов, kT – нижняя граница фон-
довооруженности в момент времени T .

Определение 1. Функция f̃(k) = f(k)+τ(k) называется аддитивно слабо возму-
щенной (или квазинеоклассической), если f(k) — неоклассическая производственная
функция, τ(k) ∈ C2 и возмущение τ(k) мало, т.е. ‖τ‖C2 ≤ ζ для 0 < ζ ¿ 1 и τ(0) = 0.

Определение 2. Функция f̃(k) = f(k)(1 + τ(k)) называется слабо возмущен-
но вогнутой, если f(k) — неоклассическая функция и возмущение τ(k) мало, т.е.
‖τ‖C1 ≤ ζ для 0 < ζ ¿ 1 и τ(0) = 0.

Определение 3. Наилучшим стационарным значением фондовооруженности
для производственной функции f называется такое число k∗, что в точке (k∗, f(k∗))
касательная к графику функции f параллельна прямой µk и лежит выше всех других
касательных к этому графику, параллельных прямой µk.

Теорема 1. Пусть стратегия инвестора определяется из условия стационар-
ности решения задачи (1)— (5), в которой f̃(k) — аддитивно слабо возмущенная
функция, τ(k) ∈ C1. Тогда оптимальная стратегия инвестора имеет вид s∗ =
µk∗add

f̃(k∗add)
, где k∗add — максимальное среди наилучших стационарных значений фондо-

вооруженности.
Теорема 2. Пусть распределение дохода на потребление и инвестиции опреде-

ляется из условия стационарности решения задачи (1)— (5), f̃(k) — слабо возму-
щенно вогнутая функция и τ(k) ∈ C1. Тогда оптимальная стратегия инвестора
определяется по правилу s∗ =

µk∗mult

f̃(k∗mult)
, где k∗mult — максимальное среди наилучших

стационарных значений фондовооруженности.
Работа поддержана грантом РФФИ № 10-06-00168-a, грантом РГНФ № 09-06-

00337-a и грантом НШ № НШ-4113.2008.6.
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ПРИМЕНЕНИЕ ЗАДАЧ С ЛОГИЧЕСКИМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ ПРОЕКТИРОВАНИЯ

А. В. Адельшин, Е. Н. Жовнер

В данной работе рассматриваются задачи проектирования сложных изделий на
основе моделей задач оптимизации с логическими ограничениями. Разрабатываются
модели целочисленного линейного программирования для нахождения химического
состава огнестойкой и маслостойкой резин на основе смесей каучуков.

При проектировании химического состава резин многие ограничения на вклю-
чение различных химических элементов удобно описывать с помощью логических
условий, что приводит к задачам выполнимости и максимальной выполнимости.
Пусть состав резины формируется из ингредиентов vj, j ∈ J, J = {1, ..., n}. Каждо-
му vj соответствует логическая переменная xj, принимающая значение истина, если
vj входит в состав резины, и ложь – в противном случае. Известны стоимости sk,
k ∈ J, и веса rt, определяющие степень огнестойкости (маслостойкости) некоторых
ингредиентов, t ∈ J1 ⊆ J . Были установлены логические связи между ингредиента-
ми, которые определили формулы Ci, i ∈ I, I = {1, ..., m}. Часть этих формул Ci,
i ∈ I1 ⊂ I, соответствует условиям, которые должны быть обязательно выполне-
ны ("жесткие" ограничения), а для остальных заданы веса di, i ∈ I\I1, характе-
ризующие степень необходимости выполнения соответствующих формул ("мягкие"
ограничения). Кроме этого, имеются ограничения, задающие нижние границы сум-
марных весов rt, включенных в состав ингредиентов. Задача заключается в поиске
состава резины, удовлетворяющего данным логическим ограничениям, при котором
суммарный вес выполненных "мягких" ограничений наибольший.

Для полученных оптимальных решений задач строятся задачи о нахождении со-
отношения масс каучуков, при котором суммарная стоимость состава минимальна,
на основе задачи о смесях. Полученные результаты сопоставимы с данными экспе-
риментов, приведенными специалистами в химической лаборатории [1].

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 10-01-00598).
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РАВНОВЕСНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСОВ
В МОДЕЛИ ГРУППОВОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

М. А. Анисова, И. И. Тахонов

Рассмотрим динамическую распределенную систему, представленную взвешен-
ным двудольным графом G = (I ∪ J,E). Назовем элементы множества I “агентами”,
а элементы множества J – “полями взаимодействия”. Агент i присутствует на поле j
в том и только том случае, когда (i, j) ∈ E. Обозначим через Vi множество вершин,
смежных с i.

Каждый агент i обладает ресурсом в размере qi, который он полностью распре-
деляет между смежными с ним полями. Назовем множество Xi = {xij : j ∈ Vi}
распределением ресурса агента i, а множество X = {Xi : i ∈ I} – состоянием
системы. Обозначим также через X̂j общее количество ресурса, выделенное всеми
агентами l ∈ Vj на поле j: X̂j =

∑
l∈Vj

xlj.

Агент i оценивает эффект от своего вклада в поле j согласно значениям известных
оценивающих функций cij(xij, X̂j). Предположим, что на временном шаге k каждый
агент i на основании наблюдаемых на предыдущем шаге значений X̂k−1

j (j ∈ Vi)
принимает решение о перераспределении своего ресурса с целью “оптимизировать”
эффект от своих вкладов. Новое распределение Xk

i определяется агентом из решения
следующей оптимизационной задачи:





min
j∈Vi

cij(x
k
ij, X̂

k−1
j ) → max

{xk
ij}∑

j∈Vi

xk
ij = qi.

Так как все агенты действуют независимо друг от друга, то система приходит
в состояние, отличное от ожидаемого, что снова вынуждает их перераспределять
свои ресурсы. Таким образом, в системе происходит процесс изменения состояний:
Xk = Φ(Xk−1) (оператор перехода Φ зависит от графа G и не меняется с течением
времени). Исследования подобных моделей производились в [1] и [2]. Рассматривае-
мая в данной работе модель является обобщением модели, изложенной в [1].

В данной работе производится анализ сходимости процесса изменения состоя-
ний для частных случаев графа G и линейных оценивающих функций cij. Сформу-
лированы достаточные условия сходимости этого процесса. Также исследуется во-
прос существования равновесного состояния системы, удовлетворяющего условию:
X∗ = Φ(X∗), и приводятся аналитические выражения для его вычисления.
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ПОСТРОЕНИЕ КАРТЫ ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ НАКРЫТИЯ
ОБЛАСТИ ГРОЗОВЫМ ОЧАГОМ

А. К. Богушов, А. В. Панюков

Как известно [1], при использовании однопунктовых систем пассивного монито-
ринга грозовой активности возникает неустранимая ошибка обнаружения пеленга на
разряд. Одним из способов решения данной проблемы является анализ информации
полученной от некоторого множества разрядов грозового очага. Можно выделить
несколько подходов для прогнозирования местоположения грозового очага:

• Построение грозовых ячеек по результатам кластерного анализа [2].

• Построение карты плотности вероятности накрытия области грозовым очагом.
В работе [3] предложен метод построения карты плотности вероятности и вы-
двинут ряд гипотез относительно вероятности нахождения разряда в различ-
ных точках пространства.

В докладе дано развитие работы [3] с использование результатов полученных в [1].
В основе подхода лежит следующая гипотеза.
Гипотеза. Плотность вероятности нахождения разряда в направлении η равна

fψ(η) =
s

2ψ̂[s2 cos2(ϕ− η)− sin2(ϕ− η)]
,− arccos u ≤ η − ϕ ≤ arccos u,

где

s =


1− uv

uv

 , ψ̂ = arctan

(
1

s
tan arccos u

)
,

параметры u, v, ϕ определяется грозопеленгатором [4].

ЛИТЕРАТУРА

1. Panyukov A.V. Estimation of the location of an arbitrarily oriented dipole under single-
point direction finding // Journal of geophysical research. 1996. V. 101. P. 14,997–14,982.

2. Богушов А.К., Панюков А.В. Размещение взаимосвязанных объектов в условиях
неопределенности // IV Всероссийская конференция. Проблемы оптимизации и эко-
номические приложения. Омск. 2009. С. 113.

3. Богушов А.К., Панюков А.В. Вторичная обработка результатов пассивного мони-
торинга грозовой деятельности // Сборник трудов 40-й молодежной школы-конференции.
2009. Екатеринбург. С. 286–290.

4. Панюков А.В., Файзулин Н.А., Будуев Д.В. Однопунктовая система местоопреде-
ления гроз в ближней зоне. Патент РФ на изобретение №2230336. 2004.

Панюков Анатолий Васильевич, Богушов Александр Константинович, ЮУрГУ,
пр.Ленина, д. 76, Челябинск, 454080, РФ, тел./факс: (351) 267-90-39,
e-mail: a_panyukov@mail.ru, abogushov@gmail.com



Приложения методов исследования операций 209

ИНТЕГРИРОВАННАЯ СИСТЕМА «МАРШРУТНЫЕ ЛИСТЫ»

Т. С. Ванина

В работе рассматривается задача оптимизации транспортной логистики для пред-
приятия, занимающегося доставкой товара со своего склада до сети покупателей.
Разработана интегрированная система «Маршрутные листы», которая не только ав-
томатически составляет оптимальный план грузоперевозок, но и ведет учет движе-
ния товара.

При работе с товарооборотом интегрированная система:

• сохраняет все изменения в движении товара со склада ЗАО "Автомода" до
покупателя;

• формирует отчеты по движению товара;

• выписывает накладные с указанием количества товара и его веса. Вес товара
необходим для распределения всего груза по имеющимся автомобилям, так как
каждый их них имеет ограниченную грузоподъемность.

Для управления грузоперевозками интегрированная система:

• сохраняет все изменения в справочниках (справочники представляют собой ба-
зу данных, хранящую информацию о водителях, контрагентах компании, ав-
томобилях, расстояния между торговыми точками, данные о товарах, разрабо-
танные для удобства работы пользователя с системой)

• формирует оптимальный маршрут для доставки товара (маршрут по которому
едет конкретный автомобиль с максимальной загрузкой и минимальным рас-
стоянием, а соответственно и расходом топлива);

• формирует отчеты по расходу топлива с учетом стандартов и ГОСТов (то есть с
учетом загрузки автомобиля, так как за каждую тонну груза расход автомобиля
увеличивается на 1,3 литра, учитывать зимние и летние периоды);

• принимает решения по оптимальности доставки товара. То есть распределять
весь имеющийся к доставке на конкретную дату груз по имеющимся автомо-
билям, с максимальной загрузкой каждого и сведения к минимуму количества
автомобилей и расход топлива.

Данная интегрированная система введена в опытную эксплуатацию на несколь-
ких предприятиях г. Челябинска.
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ОПТИМИЗАЦИЯ НАЗНАЧЕНИЯ РАБОТНИКОВ В СЕТЕВЫЕ ГРУППЫ

А. С. Величко

В работе рассматриваются математические модели формирования оптимально-
го состава групп работников в условиях неоднородности выполняемых работника-
ми функций, например, в случае различных профессий, и с учетом взаимодействий
работников в группах в рамках предписанных организационных сетей (например,
"звезда" или "круг"). Назначение людей в группы осуществляется по критерию ми-
нимизации суммарной "несовместимости" работников, который может быть построен
на основе индикатора психологических типов Майерс–Бриггс.

Одна из возможных постановок задач заключается в следующем. Пусть имеет-
ся l = mn однородных по выполняемой функции работников, которых необходимо
назначить на определенные места в n группах по m человек с учетом предписан-
ной организационной сети в группах. Взаимодействие работников на местах p и q
в группе k наперед заданы бинарным параметром apq

k .
Бинарная переменная x

(p)
ik равна 1, когда работник i = 1, . . . , l назначается на

место p = 1, . . . , m в группе k = 1, . . . , n. Так как каждый человек работает только в
одной группе и только на одном месте, то

∑
p,k x

(p)
ik = 1. Поскольку в каждой группе

работает ровно m человек, то
∑

i,p x
(p)
ik = m. Поскольку разные люди в каждой из

групп не могут занимать одно место, то
∑

i x
(p)
ik = 1. Пусть бинарная переменная yij

равна 1, если человек i назначен на место p в группе k и работает с j, назначенным
на место q в этой группе, и эти работники взаимодействуют в рамках предписанной
организационной сети для данной группы. Тогда yij =

∑
p,q,k apq

k x
(p)
ik x

(q)
jk .

Определим величину cij как степень "несовместимости" (например, психологиче-
ской) пары работников i и j. Тогда минимизируемая целевая функция суммарной
"несовместимости" работников имеет вид

∑
i,j cijyij.

Формулируемые нелинейные задачи бинарного программирования могут быть эк-
вивалентно представлены в виде линейных задач бинарного программирования с по-
мощью подхода точной линеаризации [1,2].

Задачи бинарного программирования представлены на языке описания задач ма-
тематического программирования AMPL. Тесты проведены с помощью солверов GLPK
и KNITRO на сервере NEOS (http://neos.mcs.anl.gov).
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ФОРМИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНА ЗАКУПОК

А. В. Зыкина, О. Н. Канева

Рассматривается задача закупочной логистики: формирование оптимального пла-
на закупок. Пусть вектор x — план закупок (x ≥ a, a — обязательный минимальный
объем закупок), принимаемый на основе спроса q(ω) на некоторые продукты. Век-
тор y соответствует плану дополнительных закупок (плану коррекции), вводимому
в решение после наблюдения реального значения спроса. Матрица A — матрица по-
ставщиков (aij ∈ {0, 1}, i — индекс продукта, j — индекс поставщика), матрица
B — матрица коррекции (bik — дополнительное количество i-го продукта на едини-
цу мероприятия k-го координатора). Разработка предварительного плана и плана
дополнительных закупок (компенсация невязок) — два этапа решения следующей
двухэтапной задачи

min
x
{cx + max

y
dy}

при условиях
By ≥ q(ω)− Ax, y ≥ 0, yT By = yT (q(ω)− Ax),

x ∈ X,

где X = {x | x ≥ a}, c — затраты на закупки, d — прибыль координаторов от
компенсационных мероприятий.

Один из вариантов использования двухэтапной задачи для формировании порт-
феля ценных бумаг предложен в работе [1].

Трудности, с которыми связан анализ двухэтапных задач, в значительной степени
определяются необходимостью выбора такого оптимального предварительного плана
x исходной задачи, который гарантировал бы существование плана y компенсации
невязок при всех реализациях спроса q(ω). Прогнозные значения спроса предлагает-
ся находить с помощью метода LGAP [2], что дает возможность получить в качестве
результата прогноза набор возможных значений спроса в будущем.

Работа поддержана аналитической ведомственной целевой программой «Развитие
научного потенциала высшей школы», код проекта 2.1.1/2763.
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АНАЛИЗ МИГРАЦИОННЫХ ПОТОКОВ РФ НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ
ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ

Н. Д. Камнева

В работе рассматривается модель миграции населения в РФ за 2006–2009 гг. Ми-
грация населения играет большую роль в развитии человечества и оказывает суще-
ственное влияние на социально-экономическое положение населения [1].

Модель миграционных потоков в РФ основана на принципах теории экономиче-
ского равновесия и рассматривает процесс миграции как деятельность независимых
экономических агентов (мигрантов), стремящихся улучшить свое благосостояние.

В модели рассматривается множество P регионов. Издержки при переезде из
региона i ∈ P в j ∈ P заданы функцией Gij(x) матрицы миграционных потоков x.
Система находится в равновесии, если для любых (i, j) ∈ P × P выполнены условия

Gij(x)− Ui(x)

{
≥ 0, если xij = 0,
= 0, если xij > 0;

где Ui(x) = minj∈P Gij(x) — минимальные издержки при миграции из региона i.
Проблема поиска равновесных миграционных потоков x∗ может быть сформули-

рован как задача нелинейной комплементарности

Gij(x
∗)−Ui(x

∗) ≥ 0,
∑
i,j∈P

x∗ij·(Gij(x
∗)−Ui(x

∗)) = 0,
∑

j 6=i

x∗ij ≤ bi, x
∗
ij ≥ 0, для (i, j) ∈ P×P,

где bi — численность населения в регионе i, или вариационное неравенство [2]
∑
i,j∈P

Gij(x
∗)(xij − x∗ij) ≥ 0 (1)

для всех xij, удовлетворяющим условиям баланса.
Эта модель была использована для расчета миграционных потоков между 80 ре-

гионами РФ. В качестве исходных данных используются статистические показатели,
отражающие миграционные процессы, демографическую и экологическую ситуации
в регионах РФ, занятость населения и уровнь его благосостояния, а также индексы
цен на товары и услуги за 2006–2009гг. Равновесные миграционные потоки расчиты-
ваются с использованием проективных методов, основанных на фейеровских отоб-
ражениях [3]. Помимо определения межрегиональных миграционных потоков, мо-
дель (1) может быть использована для оценки их изменений при меняющихся усло-
виях в регионах.
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ИНТЕРВАЛЬНАЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬ В МОДЕЛИ НЕЙМАНА

А. В. Панюков, А. Т. Латипова

Определение.Модель Неймана задается парой неотрицательных матриц затрат
A и выпуска B размером n×m, где n - число продуктов, а m - число процессов. Па-
раметрами равновесия модели Неймана является тройка (λ∗, x∗, w∗) , где λ∗ – это
число Фробениуса, x∗ и w∗ – прямой и двойственный векторы Фробениуса соответ-
ственно. Интервальной назовем модель Неймана c интервальными матрицами за-
трат A = {aij} =

{[
aij, aij

]}
и выпуска B = {bij} =

{[
bij, bij

]}
, i = (1, n), j = (1,m).

Теорема [1]. Пусть (λ, x, w) являются параметрами равновесия для модели Ней-
мана (A,B), а (λ, x, w) являются параметрами равновесия для модели Неймана (A,B),
тогда для любой точечной модели Неймана (Ã, B̃) (где Ã ∈ A, B̃ ∈ B) её число Фро-
бениуса λ̃ принадлежит интервалу [λ; λ].

Очевидно, что область значений для прямого (двойственного) вектора Фробени-
уса принадлежит интервальному вектору Im (In), элементами которого являются
интервалы единичного диаметра [0; 1] .

Определение. Назовем операцией сжатия для интервальной модели Неймана
нахождение пары (X,W) интервальных векторов (где X ⊂ Im,W ⊂ In) таких, что
для любой точечной модели (Ã, B̃) прямой вектор Фробениуса x̃ принадлежит X, а
двойственный вектор Фробениуса w̃ принадлежит W. Сжатие будем считать эффек-
тивным, если диаметры областей X и W будут меньше 1.

Утверждение. Для любой интервальной модели Неймана отсутствует эффек-
тивное сжатие.

Определение. Назовем пару точечных векторов (x′ ∈ Im,w′ ∈ In) допуско-
вым решением для интервальной модели Неймана, если для любой точечной модели
(Ã, B̃) существует такое число λ ∈ [λ; λ], для которого выполняются неравенства{

(Ã− λB̃)x′ ≤ 0; (ÃT − λB̃T )w′ ≥ 0
}
.

Утверждение. Множество допусковых решений для любой интервальной моде-
ли Неймана не является пустым.

ЛИТЕРАТУРА

1. Панюков А.В., Латипова А.Т. Оценка положения равновесия в модели Нейма-
на при интервальной неопределенности исходных данных. // Вестник Уфимского
государственного авиационного технического университета. Серия "Управление, вы-
числительная техника и информатика". 2008. Т.10. №2(27). С. 150–153.

2. Фидлер М., Недома Й. Задачи оптимизации с неточными данными. М. - Ижевск:
НИЦ "Регулярная и хаотическая динамика", Институт компьютерных исследований,
2008.

Панюков Анатолий Васильевич, Латипова Алина Таиховна, Южно-Уральский
госуниверситет, пр. Ленина, 76, Челябинск, 454080, РФ, тел. (8-351) 267-90-39,
факс (8-351) 267-99-00, e-mail: a_panyukov@mail.ru,alfas_chel@mail.ru



214 Приложения методов исследования операций

ЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОБЪЕМОВ ПРОИЗВОДСТВА
ПО ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМ МАРШРУТАМ

А. В. Панюков, В. А. Телегин

Пусть R = {1, 2, . . . , N} — множество рабочих центров (РЦ), где осуществляет-
ся обработка изделия, которое меняет его физические свойства; I = {1, 2, . . . , M} –
множество изделий; tn – доступность РЦ n ∈ R, т.е. время доступное для осуществ-
ления переделов допустимых изделий в течение периода планирования; pm – цена
реализации единицы изделия m ∈ I; dm – объем спроса на изделие m ∈ I.

Технологическим маршрутом jm производства изделия m ∈ I будем называть
упорядоченную последовательность обработки изделия различными РЦ, т.е. jm пред-
ставляет орцепь (V (jm), E(jm)), где множество вершин V (jm), соответствующее мно-
жеству операций маршрута jm, представляет мультимножество РЦ в маршруте jm;
E(jm) – множество технологических переходов в маршруте jm. Множество РЦ в
мультимножестве V (jm) обозначим как V ∗(jm). Через V (jm)(n) обозначим подмно-
жество V (jm), содержащее только экземпляры рабочего центра n ∈ R. Множество
всех технологических маршрутов изделия m ∈ I обозначим через J(m); интенсив-
ность использования технологии jm ∈ J(m), т.е. объемы производства, обозначим
через xjm . Пусть время выполнения операции n ∈ V (jm) равно tjmn. Пусть стоимость
времени выполнения операции n ∈ V (jm) равна cjmn.

Рассматривается задача максимизации маржинальной прибыли

∑
m∈I


pm

∑

jm∈J(m)

xjm


−

∑
n∈R


∑

m∈I

∑

jm∈J(m): i∈V ∗(jm)


xjm

∑

k∈V (jm)(i)

cjmktjmk





 → max

x∈D
,

где D – множество неотрицательных интенсивностей, удовлетворяющих ограниче-
нию на время, необходимое рабочим центрам при заданных интенсивностях исполь-
зовании технологических маршрутов:

(∀n ∈ R)


∑

m∈I

∑

jm∈J(m): n∈V ∗(jm)


xjm

∑

k∈V (jm)(n)

tjmk


 ≤ tn


 ,

и обеспечивающих требуемый спрос

(∀m ∈ I)


 ∑

jm∈J(m)

xjm ≥ dm


 .

При реальных исходных данных рассматриваемая задача может оказаться некор-
ректно поставленной: D = ∅.

В докладе будут даны способы построения псевдорешения задачи в этом случае.

Панюков Анатолий Васильевич, Телегин Вадим Александрович,ЮУрГУ, пр.Ленина,
д. 76, Челябинск, 454080, РФ, тел./факс: (351) 267-90-39, e-mail: a_panyukov@mail.ru
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ПСЕВДОРЕШЕНИЯ ИНТЕРВАЛЬНЫХ СИСТЕМ
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И НЕРАВЕНСТВ

А. В. Панюков, Т. В. Труфанова

Рассматривается интервальная система линейных уравнений и неравенств [1]
Ax = a, Bx ≤ b, x ∈ Rn, b ∈ Rk, где A =

{
[Aij, Aij] : i = 1, 2, . . . , l, j = 1, 2, . . . , n

}
,

a = {[ai, ai] : i = 1, 2, . . . , l} , B =
{
[Bij, Bij] : i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , n

}
.

В качестве решения данной системы принимаются точки допустимого множества

SAx=a, Bx≤b =
{

x :
(
∀Ã ∈ A, ã ∈ a, B̃ ∈ B

)(
Ãx = ã, B̃x ≤ b

)}
.

Если SAx=a,Bx≤b = Ø, то в качестве решения предлагается рассматривать множе-
ство допустимых точек линейной системы с модифицированными правыми частями
ã(z) = [a− z|a|, a + z|a|], b̃(z) = b + z|b|, z ≥ 0.
Пусть z∗ = inf{z : SAx=ã(z),Bx≤b̃(z) 6= Ø}. По аналогии с [2] псевдорешением исходной
системы будем называть точки допустимого множества SAx=ã(z∗),Bx≤b̃(z∗).
Корректность введенного определения подтверждает
Теорема 1. Для любой интервальной линейной системы Ax = a,Bx ≤ b при всех
z ≥ 1 множество SAx=ã(z∗),Bx≤b̃(z∗) 6= Ø.
Способ нахождения псевдорешения линейной системы Ax = a,Bx ≤ b дает
Теорема 2. Существует решение (x+∗, x−∗, z∗) задачи линейного программирования

z → min
(x+,x−,z)

n∑
j=1

[Aijx
+
j − Aijx

−
j ] ≥ ai − z|ai|, i = 1, 2, . . . , l,

n∑
j=1

[Aijx
+
j − Aijx

−
j ] ≤ ai + z|ai|, i = 1, 2, . . . , l,

n∑
j=1

[Bijx
+
j −Bijx

−
j ] ≤ bi + z|bi|, i = 1, 2, . . . , k,

x+
j , x−j , z ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

при этом x∗ = x+∗ + x−∗ является псвдорешением системы Ax = a,Bx ≤ b.
Таким образом, введенное в работе понятие "псевдорешение" линейной интерваль-
ной системы уравнений и неравенств является вполне конструктивным и позволяет
давать приемлемые результаты.
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ВЫБОР ОПТИМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ МНОГОУРОВНЕВОЙ СИСТЕМЫ

Н. И. Пляскина

В представленном докладе рассмотрена двухуровневая система моделей, состо-
ящая из K объектов, предложен способ согласования моделей верхнего и нижнего
уровней при условии, что развитие системы в целом и входящих в нее подсистем отоб-
ражается в виде конечных ориентированных графов G0, G1, . . . , Gk (k = 0, 1, . . . , K),
где G0-граф системы. Продолжительность каждой работы tkij, (i, j) ∈ Gk ограниче-
на снизу dk

ij (жесткое ограничение) и сверху Dk
ij (нормальное ограничение). Задача

оптимизации системы состоит в нахождении времен Ti, Tj наступления событий i и
j, продолжительностей tkij работ (i, j) ∈ G0, объемов потребления l-го глобального
ресурса qlk

ij , l = 1, L и объемов выпуска η-ой продукции pηk
ij на работе (i, j) ∈ Gk, k-ой

подсистемой (k = 1, K), при которых общая сумма приведенных к моменту T затрат
на весь комплекс работ сетевого графика была бы минимальной. Для каждой подси-
стемы формулируется локальная задача оптимизации (задача нижнего уровня), для
которой время выполнения всего комплекса работ объекта T k является оптимизиру-
емой величиной. В этом случае задача подсистемы является задачей параметриче-
ского программирования, для решения которой, при соблюдении соответствующих
допущений, может быть использован алгоритм Келли [1]. Процедура получения гло-
бального оптимума в двухуровневой системе представлена итерационным процессом,
основанным на принципе сопоставления множителей Лагранжа и условии существо-
вания седловой точки функции Лагранжа. Для задачи оптимизации системы и ее k
подсистем составляются функции Лагранжа. Пусть −→y = (y1k

t , . . . , ylk
t , . . . , yLk

t )- век-
тор множителей Лагранжа, соответствующих L глобальным ресурсам. На нижнем
уровне определяются множители Лагранжа, верхний уровень сравнивает их между
собой и прямо пропорционально им распределяет глобальный ресурс. Информация о
полученном распределении вновь поступает на нижний уровень, и начинается следу-
ющая итерация. Подсистемы находятся в равновесии по распределению глобальных
ресурсов, если для каждого из них, заданного ограничением, во всех локальных за-
дачах оценки y1k+ равны между собой и равны оценке глобального ресурса в системе:

y1k+ = y1+, . . . k = 1, K. (1)
На основе равновесного распределения ресурсов строится оптимальное состояние си-
стемы, для которого необходимо выполнение условия жесткости: если какая–либо
оценка yl > 0, то и∑K

k=1

∑
(i,j)∈G0

qlk
ij = C l

t, t = 1, T , 0 ≤ Ti + tij ≤ t. (2)

где C l
t — объем суммарных поставок l–го ресурса в течение t–го года. Процедура

повторяется до тех пор, пока не будут выполнены условия (1)–(2).
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ПОИСК ДОПУСТИМЫХ ВАРИАНТОВ РАЗВИТИЯ
ОСНОВНОЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СЕТИ

О. М. Попова

В работе рассматривается задача определения пропускных способностей линий
электропередач (ЛЭП) основной электрической сети при соблюдении:

балансов мощностей узлов (i = 1, n)

xi +
∑
j∈J

(1− pij)xji −
∑
j∈J

xij = P P
i ,

ограничений на потоки мощности по ЛЭП (PL
ij ) и располагаемые мощности элек-

тростанций (PG
i )

0 ≤ xij ≤ PL
ij ;

0 ≤ xi ≤ PG
i .

Неизвестными величинами являются потоки мощности по связям xij из узла i в
узел j (МВт) и мощности генерации в узлах xi (МВт). Здесь pij — удельный коэф-
фициент потерь мощности при передаче по связи между узлами i и j; P P

i — потреб-
ляемая мощность в узле i.

Для решения поставленной задачи в виде системы линейных ограничений исполь-
зуется метод внутренних точек.

Работа поддержана грантом РФФИ 10-07-00264.
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Mladenović Nenad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Sviridenko Maxim Ivanovich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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