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Òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèé

Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V :

▶ íà íåêîòîðûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âåðøèí

V íàòÿíóòû ñèìïëåêñû;

▶ åñëè íà σ íàòÿíóò ñèìïëåêñ, òî íà âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî

τ ⊂ σ òîæå íàòÿíóò ñèìïëåêñ.
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Ìàêñèìàëüíûå ñèìïëåêñû:

{1, 2} {1, 3} {2, 3}
{3, 4, 5} {5, 6}

Åñëè ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K ãîìåîìîðôåí

òîïîëîãè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ M, òî K íàçûâàåòñÿ

òðèàíãóëÿöèåé ìíîãîîáðàçèÿ M.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ áóäóò çàìêíóòûìè, òî åñòü

êîìïàêòíûìè è áåç êðàÿ.
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Ìèíèìàëüíûå òðèàíãóëÿöèè

Òðèàíãóëÿöèÿ K ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé,
åñëè îíà èìååò íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí ñðåäè âñåõ
òðèàíãóëÿöèé ìíîãîîáðàçèÿ M.

d ÷èñëî âåðøèí n

ëþáîå Sd d + 2

2 Σ2

g

⌈
7+

√
48g + 1

2

⌉
, g ̸= 2

10, g = 2

Ì. Þíãåðìàí,

Ã. Ðèíãåëü, 1980

2 N2

k

⌈
7+

√
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2

⌉
, k ̸= 2, 3

8, k = 2

9, k = 3

Ã. Ðèíãåëü, 1955

÷åòíîå Sd−1 × S1 2d + 3 Â. Êþíåëü, 1986

íå÷åòíîå Sd−1 ⋊ S1 2d + 3 Â. Êþíåëü, 1986
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Ìèíèìàëüíûå òðèàíãóëÿöèè

d ìíîãîîáðàçèå n

3 S2 × S1 10 Ä. Óîëêàï, 1970

RP3 11 Ä. Óîëêàï, 1970

L(3, 1) 12 Ó. Áðåì, 1990-å (ïîñòðîåíèå);

Á. Áàã÷è, Á. Äàòòà, 2005 (ìèí.)

4 CP2 9 Â. Êþíåëü, 1983

S2 × S2 11 Ô. Ëóòö, 1999

(S2 × S2)#(S2 × S2) 12 Ý. Ê¼ëåð, Ô. Ëóòö, 2005

RP4 16 Ô. Ëóòö, 1999

K3 ïîâåðõíîñòü 16 Ì. Êàñåëëà, Â. Êþíåëü, 2001

5 S3 × S2 12 Ô. Ëóòö, 2005

6 S3 × S3 13 Ô. Ëóòö, 2005

8 HP2 15 Ó. Áðåì, Â. Êþíåëü, 1987;

Ä. À. Ãîðîäêîâ, 2016 (≈ HP2)

16 ∼OP2 27 Ã., 2022
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Ó. Áðåì, Â. Êþíåëü, 1987:

Åñëè n < 3d/2 + 3, òî K �

ñôåðà.

Åñëè n = 3d/2 + 3, òî ëèáî

K � ñôåðà, ëèáî

▶ d ∈ {2, 4, 8, 16},
▶ K � ìíîãîîáðàçèå,

ïîõîæåå íà ïðîåêòèâíóþ

ïëîñêîñòü.



Òåîðåìà Çàêà

Ïóñòü X ⊂ CPn−1 � ãëàäêîå íåïðèâîäèìîå ïðîåêòèâíîå

àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d , íå ñîäåðæàùååñÿ

íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ìíîãîîáðàçèåì ñåêóùèõ Sec(X ) íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå ïî

Çàðèñêîìó îáúåäèíåíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç ïàðû òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ X .

Òåîðåìà (Ô.Ë. Çàê, 1985)

1. Åñëè n < 3

2
d + 3, òî Sec(X ) = CPn−1.

2. Åñëè n = 3

2
d + 3, òî ëèáî Sec(X ) = CPn−1, ëèáî

d ∈ {2, 4, 8, 16} è X ⊂ CPn−1 � îäíî èç ÷åòûðåõ âëîæåíèé:
▶ âëîæåíèå Âåðîíåçå CP2 ↪→ CP5,
▶ âëîæåíèå Ñåãðå CP2 × CP2 ↪→ CP8,
▶ âëîæåíèå Ïëþêêåðà GC(2, 6) ↪→ CP14,
▶ âëîæåíèå Ëàçàðñôåëäà E6/P1 ↪→ CP26.



Ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè

R-àëãåáðû ñ äåëåíèåì: R, C, H (êâàòåðíèîíû), O (îêòàâû)

ðàçìåðíîñòåé 1, 2, 4, 8.

Ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè RP2, CP2, HP2, OP2 èìåþò

ðàçìåðíîñòè 2, 4, 8, 16.

Ïðè K = R,C,H:

KP2 = ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ÷åðåç 0 â K3

=
K3 − (0, 0, 0)

{(x , y , z) ∼ (xλ, yλ, zλ)}

Ïðè K = O ýòî îïðåäåëåíèå íå ãîäèòñÿ. Îáùåå îïðåäåëåíèå:

KP2 =
{
P ∈ Mat3×3(K) | Pt = P, P2 = P, trP = 1

}



Ôóíêöèè Ìîðñà

Îïðåäåëåíèå

Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå (ò. å. òàêîé,

â êîòîðîé df = 0) âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2f íåâûðîæäåí.

Ôóíêöèè Ìîðñà ìîæíî îïðåäåëèòü è â êóñî÷íî ëèíåéíîé è â

òîïîëîãè÷åñêîé êàòåãîðèÿõ.

Òåîðåìà (Æ. Ðèá, 1946)

Åñëè çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ôóíêöèþ Ìîðñà ñ

äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, òî îíî ãîìåîìîðôíî ñôåðå.



Ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé

Ìíîãîîáðàçèÿ KP2, ãäå K = R,C,H,O, îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. íà KP2 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ìîðñà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè

òî÷êàìè èíäåêñîâ 0, m è 2m, ãäå m = dimR(K);

2. KP2 èìååò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå íà 3 êëåòêè ðàçìåðíîñòåé

0, m è 2m, òî åñòü

KP2 = Sm ∪f D
2m, f : S2m−1 → Sm.



Ìíîãîîáðàçèÿ, ïîõîæèå íà ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå (Äæ. Èëñ, Í. Ê¼éïåð, 1962)

Çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè 2m íàçûâàåòñÿ

ìíîãîîáðàçèåì, ïîõîæèì íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü, åñëè îíî

îáëàäàåò îäíèì èç ñëåäóþùèõ (ýêâèâàëåíòíûõ) ñâîéñòâ:

1. íà M ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ìîðñà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè

òî÷êàìè èíäåêñîâ 0, m è 2m;

2. M èìååò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå íà 3 êëåòêè ðàçìåðíîñòåé 0,

m è 2m, òî åñòü

M = Sm ∪f D
2m, f : S2m−1 → Sm.

Èç òåîðåìû Äæ.Ô. Àäàìñà (1960) îá îòîáðàæåíèÿõ ñ

åäèíè÷íûì èíâàðèàíòîì Õîïôà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ,

ïîõîæèå íà ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè, ñóùåñòâóþò òîëüêî â

ðàçìåðíîñòÿõ 2, 4, 8 è 16.



Êëàññèôèêàöèÿ
d = 2: Âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå, ïîõîæåå íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü,

ãîìåîìîðôíî RP2.

d = 4: Âñÿêîå (êóñî÷íî ëèíåéíîå) ìíîãîîáðàçèå, ïîõîæåå íà

ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü, ãîìåîìîðôíî CP2 (ñëåäóåò èç

ðåçóëüòàòîâ Ì. Ôðèäìàíà, 1982).

d = 8: Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ (Ë. Êðàìåð, 2002): áåñêîíå÷íîå

ñåìåéñòâî PL ìíîãîîáðàçèé Y 8

h
= Y 8

1−h
, ãäå h ∈ Z,

ðàçëè÷àþùèõñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî PL ãîìåîìîðôèçìà)

ñâîèìè ÷èñëàìè Ïîíòðÿãèíà:

p21
[
Y 8

h

]
= 4(2h − 1)2

d = 16: Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ (Ë. Êðàìåð, 2002): àíàëîãè÷íûé

ðåçóëüòàò, Yt,κ = Y1−t,κ, ãäå t ∈ Z, κ ∈ Z/4Z,

p22
[
Y 16

t,κ

]
=

36

49
(2t − 1)2

è åñòü äîï. ýêçîòè÷åñêèé PL èíâàðèàíò κ ∈ Z/4Z.



Ðåçóëüòàò Ä. À. Ãîðîäêîâà
Åñòü èçâåñòíàÿ ñòàðàÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ðàöèîíàëüíûõ

êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ ïî åãî òðèàíãóëÿöèè.

×àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû: À.Ì. Ãàáðèýëîâ, È.Ì. Ãåëüôàíä,

Ì.Â. Ëîñèê (1975), Ð. ÌàêÔåðñîí (1977), Äæ. ×èãåð (1983),

È.Ì. Ãåëüôàíä è Ð. ÌàêÔåðñîí (1992).

Ã., 2004: Ïîëíîñòüþ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî

ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, ïðèãîäíàÿ äëÿ âû÷èñëåíèé.

Ä. À. Ãîðîäêîâ, 2016: Ïðèìåíèâ ýòó ôîðìóëó, âû÷èñëèë, ÷òî

äëÿ 15-âåðøèííûõ òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé

Áðåìà�Êþíåëÿ M8

15
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

p21[M
8

15] = 4 = p21[HP2].

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ìíîãîîáðàçèÿ PL ãîìåîìîðôíû HP2.

Äëÿ âòîðîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà íå èçâåñòíî ýôôåêòèâíîé

êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû, ïîýòîìó ìåòîä íå ðàáîòàåò â

16-ìåðíîì ñëó÷àå.
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Ó. Áðåì, Â. Êþíåëü, 1987:

Åñëè n < 3d/2 + 3, òî K �

ñôåðà.

Åñëè n = 3d/2 + 3, òî ëèáî

K � ñôåðà, ëèáî

▶ d ∈ {2, 4, 8, 16},
▶ K � ìíîãîîáðàçèå,

ïîõîæåå íà ïðîåêòèâíóþ

ïëîñêîñòü.

▶ Ï. Àðíó, À. Ìàðàí, 1991:

Äâîéñòâåííîñòü: ∀σ ⊂ V

ðîâíî îäíî èç σ è V \ σ
íàòÿãèâàåò ñèìïëåêñ.

Â ÷àñòíîñòè, K ÿâëÿåòñÿ

(d/2+ 1)-ñìåæíîñòíûì.



Êîëè÷åñòâà ñèìïëåêñîâ
d = 2 d = 4 d = 8 d = 16

6 9 15 27

15 36 105 351

10 84 455 2925

90 1365 17550

36 3003 80730

4515 296010

4230 888030

2205 2220075

490 4686825

8335899

12184614

14074164

12301200

7757100

3309696

853281

100386

25 − 1 = 31 28 − 1 = 255 214 − 1 = 16383 226 − 1 = 67108863
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Òåîðåìà (Ã., 2022)

Èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå(
2351 + 13 · 2118 + 81 · 229

)
351

+ 2

≈ 1.3 · 10103

ðàçëè÷íûõ 27-âåðøèííûõ

16-ìåðíûõ

òðèàíãóëèðîâàííûõ

ìíîãîîáðàçèé, ïîõîæèõ íà

ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü.



Ãðóïïû ñèììåòðèé òðèàíãóëÿöèé

d K Sym(K) |Sym(K)| â. ò.?

2 RP2

6
A5 60 äà

4 CP2

9
C 2

3
⋊ C6 54 äà

8 HP2

15
A5 60 äà

H̃P2

15
A4 12 íåò˜̃HP2

15
S3 6 íåò

16 4 òðèàíãóëÿöèè C 3

3
⋊ C13 351 äà

630 òðèàíãóëÿöèé C 3

3
27 äà

≈ 1.3 · 108 òðèàíãóëÿöèé C13 13 íåò

≈ 1.8 · 1011 òðèàíãóëÿöèé C 2

3
9 íåò

≈ 1.8 · 1034 òðèàíãóëÿöèé C3 3 íåò

≈ 1.3 · 10103 òðèàíãóëÿöèé 1 1 íåò

Çàìå÷àíèå. C 3

3
⋊ C13 = F27 ⋊ S , ãäå F27 � ïîëå èç 27 ýëåìåíòîâ

è S ⊂ F×
27

� ïîäãðóïïà èíäåêñà äâà, ñîñòîÿùàÿ èç êâàäðàòîâ.



Àëãîðèòì ïîèñêà òðèàíãóëÿöèé

Ïóñòü V = {1, . . . , 27}, G ⊂ S27 � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà.

Çàäà÷à àëãîðèòìà. Ïåðå÷èñëèòü âñå G -èíâàðèàíòíûå

16-ìåðíûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû K íà ìíîæåñòâå

âåðøèí V òàêèå, ÷òî:

1. äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ σ è τ êîìïëåêñà K

îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ âåðøèí σ è τ íå ðàâíî âñåìó V ;

2. êàæäûé 15-ìåðíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà K ñîäåðæèòñÿ

ðîâíî â äâóõ 16-ìåðíûõ (K � ïñåâäîìíîãîîáðàçèå);

3. K ñîäåðæèò ðîâíî 100386 16-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ.

Òàêîé àëãîðèòì äàñò íàì ñïèñîê êàíäèäàòîâ, êîòîðûé

çàâåäîìî ñîäåðæèò âñå G -èíâàðèàíòíûå 27-âåðøèííûå

16-ìåðíûå òðèàíãóëèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ, ïîõîæèå íà

ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè, íî ìîæåò ñîäåðæàòü è ÷òî-òî ëèøíåå.

Íàì íóæåí òàêîé àëãîðèòì, ÷òîáû îí ðàáîòàë ðàçóìíîå âðåìÿ

äëÿ ãðóïïû G351 = C 3

3
⋊ C13.



Àëãîðèòì ïîèñêà òðèàíãóëÿöèé
Ïóñòü V = {1, . . . , 27}, G ⊂ S27 � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà. Ïóñòü

O � ìíîæåñòâî âñåõ G -îðáèò 17-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà V .

Çàäà÷à àëãîðèòìà � ïåðåôîðìóëèðîâêà. Ïåðå÷èñëèòü âñå

ïîäìíîæåñòâà X ⊂ O òàêèå, ÷òî:

1. Åñëè îðáèòû a è b ïðèíàäëåæàò X , A ∈ a è B ∈ b, òî
A ∪ B ̸= V .

2. Êàæäîå 16-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ V ëèáî íå

ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì, ëèáî ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â äâóõ

17-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ, âõîäÿùèõ â îðáèòû èç X .

3. Ñóììà ìîùíîñòåé îðáèò èç X ðàâíà 100386.

Äëÿ G351:

|O| = 1

351
·
(
27

17

)
= 24035.

Èñêîìîå ïîäìíîæåñòâî X äîëæíî âêëþ÷àòü 100386/351 = 286

îðáèò.



Çàïðåùåííûå îðáèòû è ïàðû îðáèò

▶ Åñëè îðáèòû a è b èç O ñîäåðæàò ìíîæåñòâà A è B

ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî A ∪ B = V , òî îðáèòû a è b íå

ìîãóò âõîäèòü â X îäíîâðåìåííî - ìû ãîâîðèì, ÷òî ïàðà

{a, b} çàïðåùåíà.

▶ Åñëè äëÿ 16-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà C ⊂ V ,

êîëè÷åñòâî 17-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ A ∈ a ∪ b òàêèõ,

÷òî A ñîäåðæèò C , áîëüøå 2, òî {a, b} òîæå çàïðåùåíà.

Åñëè ïàðà {a, a} çàïðåùåíà, òî îðáèòà a íå ìîæåò âõîäèòü â X .

Èç 24035 îðáèò îñòàåòñÿ 18546 äîïóñòèìûõ, Oadm ⊂ O.

Íåêîòîðûå ïàðû äîïóñòèìûõ îðáèò ïî-ïðåæíåìó çàïðåùåíû.

Äëÿ êàæäîé G -îðáèòû 16-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ C ⊂ V

(êîëè÷åñòâî òàêèõ îðáèò 37145) îïðåäåëèì ãðóïïó ïðèìûêàíèÿ

AC = {a ∈ Oadm | ðîâíî îäíî èç ìíîæåñòâ A ∈ a ñîäåðæèò C}.



Çàäà÷à àëãîðèòìà � äàëüíåéøàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî Oadm (ñîñòîÿùåå èç 18546 ýëåìåíòîâ).

Íåêîòîðûå ïàðû {a, b} ⊂ Oadm çàïðåùåíû. Èìååòñÿ 37145

ïîäìíîæåñòâ Ai ⊂ Oadm, íàçûâàåìûõ ãðóïïàìè ïðèìûêàíèÿ.

Òðåáóåòñÿ ïåðå÷èñëèòü âñå 286-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà

X ⊂ Oadm òàêèå, ÷òî:

1. X íå ñîäåðæèò íè îäíîé çàïðåùåííîé ïàðû.

2. Äëÿ êàæäîé èç ãðóïï ïðèìûêàíèÿ Ai ⊂ Oadm ìíîæåñòâî

X ∩Ai ëèáî ïóñòî, ëèáî èìååò ìîùíîñòü 2.



Àëãîðèòì

1. Èçó÷àÿ ïî î÷åðåäè ãðóïïû ïðèìûêàíèÿ Ai , ¾óëó÷øàåì¿

íàøè çíàíèÿ î çàïðåùåííûõ îðáèòàõ è ïàðàõ îðáèò è î

òðåáîâàíèÿõ a → b. Íàïðèìåð, åñëè â Ai îñòàëîñü ðîâíî 2

åùå íå çàïðåùåííûå îðáèòû, òî îíè òðåáóþò äðóã äðóãà.

2. Êîãäà òàêîé ìåòîä íå ðàáîòàåò, àëãîðèòì âåòâèòñÿ:
âûáèðàåì îðáèòó a è
▶ ñíà÷àëà èñêóññòâåííî áåðåì a â X ;
▶ ïîòîì, íàîáîðîò, çàïðåùàåì a.

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ âîçâðàùàåìñÿ ïóíêòó 1.

3. Ýâðèñòèêà: â êà÷åñòâå a âûáèðàåì îðáèòó ñ íàèáîëüøèì

10r(a) + p(a), ãäå r(a) � êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé a → b, à
p(a) � êîëè÷åñòâî çàïðåùåííûõ ïàð {a, b}.

4. Åñëè îñòàëîñü ìåíåå 286 íå çàïðåùåííûõ îðáèò � ñòîï.

5. Íàáëþäåíèå: àëãîðèòì âåòâèòñÿ ñëàáî � êîëè÷åñòâî

èñêóññòâåííî âçÿòûõ îðáèò âñåãäà ⩽ 4, à îáû÷íî ⩽ 1.

6. Âðåìÿ ðàáîòû: 7.5 ÷àñîâ íà îáû÷íîì íîóòáóêå.



Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà
▶ Äëÿ ãðóïïû G = C 3

3
⋊ C13 ïðîãðàììà âûäàåò ñïèñîê èç 24

ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ.

▶ Ïóñòü N � íîðìàëèçàòîð G â S27. Òîãäà |N : G | = 6.

Åñëè îòîæäåñòâèòü G = F27 ⋊ S , S ⊂ F×
27

� êâàäðàòû, òî

N/G ∼= C2 × C3 ïîðîæäàåòñÿ îáðàùåíèåì çíàêà x 7→ −x è

àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà x 7→ x3.

Ãðóïïà N/G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå 24 ïîëó÷åííûõ

ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ òàê, ÷òî ðàñïàäàåòñÿ íà 4

ãðóïïû ïî 6 èçîìîðôíûõ êîìïëåêñîâ. Ïîëó÷àåì ñïèñîê èç

4 ïîïàðíî íå èçîìîðôíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ

K1,K2,K3,K4.

▶ Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Ki � êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ýòî íåïðîñòî; êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà

íåóêëîí÷èâîñòè (non-evasiveness).

▶ Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî χ(Ki ) = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, Ki � íå

ñôåðû è, çíà÷èò, ìíîãîîáðàçèÿ, ïîõîæèå íà ïðîåêòèâíûå

ïëîñêîñòè.



Òðèàíãóëÿöèÿ K1 (ñòðàíèöà 1 èç 3)
111111111111110111000000000 111111101011110111110000000 101111101111110110111000000

111111111111011111000000000 111110101111110111110000000 111010111111110110111000000

111111101111111111000000000 111010111111110111110000000 110111100111111101111000000

111011111111111111000000000 110111100111111111110000000 111111101101110011111000000

111111111111110011100000000 100111101111111111110000000 111111001111110011111000000

111111111111011011100000000 111111111111110010101000000 110111101111110011111000000

111111111110111011100000000 111111111011110110101000000 111101001111111011111000000

111111101111111011100000000 111110111111110110101000000 111110111101010111111000000

111011111111111011100000000 101111111111110110101000000 011111111101010111111000000

111111111011110111100000000 011111111111110110101000000 110111111011010111111000000

111111110111110111100000000 111111111101110011101000000 110111110111010111111000000

111110111111110111100000000 111111011111110011101000000 110110111111010111111000000

101111111111110111100000000 110111111111110011101000000 111111111000110111111000000

011111111111110111100000000 111111111001110111101000000 111110111100110111111000000

111111110111011111100000000 111110111101110111101000000 011111111100110111111000000

011111111111011111100000000 101111111101110111101000000 111011111010110111111000000

111111110110111111100000000 011111111101110111101000000 110111111010110111111000000

011111111110111111100000000 111011111011110111101000000 110111110110110111111000000

111111100111111111100000000 110111111011110111101000000 110110111110110111111000000

111011110111111111100000000 110111110111110111101000000 111111101001110111111000000

101111101111111111100000000 110110111111110111101000000 111110101101110111111000000

011111101111111111100000000 100111111111110111101000000 101111101101110111111000000

011111011111111111100000000 010111111111110111101000000 111010111101110111111000000

011011111111111111100000000 111010111111110111011000000 111111001011110111111000000

111110101111111101110000000 111111101111110010111000000 111011101011110111111000000

111010111111111101110000000 111110111111010110111000000 110111101011110111111000000

111111101101111011110000000 111111111010110110111000000 111010111011110111111000000

111111001111111011110000000 111110111110110110111000000 110111100111110111111000000

110111101111111011110000000 011111111110110110111000000 111110001111110111111000000

111110111111010111110000000 111111101011110110111000000 110110101111110111111000000

111111111010110111110000000 110111110111110110111000000 100111101111110111111000000

111110111110110111110000000 111110101111110110111000000 110010111111110111111000000



Òðèàíãóëÿöèÿ K1 (ñòðàíèöà 2 èç 3)
110111000111111111111000000 111111111111110010001100000 110011111111110011101100000

110011100111111111111000000 111111111011110110001100000 101011111111110011101100000

111100001111111111111000000 011111111111110110001100000 111101011111011011101100000

111111111111110110000100000 111111111101110011001100000 111101001111111011101100000

110111111111111110000100000 111111011111110011001100000 010111011111110111101100000

111111011111111011000100000 110111111111110011001100000 010101111111110111101100000

110111111111111011000100000 111111111001110111001100000 010011111111110111101100000

111101011111111011100100000 010111111111110111001100000 111111101111110010011100000

111011011111111011100100000 011111111111110100101100000 111111111010110110011100000

110101111111111011100100000 111111111111010010101100000 111111101011110110011100000

110011111111111011100100000 111111111110110010101100000 111110101111110110011100000

010111011111111111100100000 111111110111110010101100000 101111101111110110011100000

010011111111111111100100000 111101111111110010101100000 111111101101110011011100000

111111101101111011010100000 111011111111110010101100000 111111001111110011011100000

111111001111111011010100000 111111111011010110101100000 111111101101011011011100000

110111101111111011010100000 111101111011110110101100000 111101001111111011011100000

100111101111111111010100000 011101111111110110101100000 111111111000110111011100000

011111111110111100110100000 111111111101110001101100000 111111101001110111011100000

111111111110110010110100000 111111011111110001101100000 111110101101110111011100000

111111101101111001110100000 110111111111110001101100000 101111101101110111011100000

111111001111111001110100000 111111111001110101101100000 111111001011110111011100000

111111111010110101110100000 111011111011110101101100000 111110001111110111011100000

111111101011110101110100000 010111111111110101101100000 110110101111110111011100000

111111101100111011110100000 111111111100110011101100000 100111101111110111011100000

011111111100111011110100000 111111011110110011101100000 111111111010110100111100000

111111100101111011110100000 111111110101110011101100000 111111101011110100111100000

111101101101111011110100000 111011111101110011101100000 111110101111110100111100000

111011101101111011110100000 111011111011110011101100000 101111101111110100111100000

111111000111111011110100000 111111010111110011101100000 001111111110111100111100000

111011001111111011110100000 111101011111110011101100000 111111101111010010111100000

110011101111111011110100000 111011011111110011101100000 111111111010110010111100000

111110000111111111110100000 110101111111110011101100000 111111101110110010111100000



Òðèàíãóëÿöèÿ K1 (ñòðàíèöà 3 èç 3)
111111100111110010111100000 111111000111110011111100000 111111010111110011100110000

111101101111110010111100000 111011001111110011111100000 111111100101111011100110000

111011101111110010111100000 111111101100011011111100000 111111000111111011100110000

001111111110111010111100000 011111111100011011111100000 111011010111111011100110000

111111111010010110111100000 111111100101011011111100000 110011110111111011100110000

111111101011010110111100000 111101101101011011111100000 111011010011111111100110000

111111110010110110111100000 111101001110111011111100000 110011110011111111100110000

111111100011110110111100000 111101001101111011111100000 111111001111011001110110000

101111110011110110111100000 111100101101111011111100000 111110101101111001110110000

111111101101110001111100000 111101000111111011111100000 111111001011111001110110000

111111001111110001111100000 111001001111111011111100000 011110101101111101110110000

111111101101011001111100000 111111100001110111111100000 100111111111011110001110000

111101001111111001111100000 111011100011110111111100000 110111110111110011001110000

111111111000110101111100000 110010100111111111111100000 110111100111111011001110000

111011111010110101111100000 100011100111111111111100000 100011111111011111001110000

111111101001110101111100000 111110101111111101010010000 010111110110111101101110000

111110101101110101111100000 111110101111111100110010000 111111111100010011101110000

101111101101110101111100000 111110101101111101110010000 110111110110110011101110000

111111001011110101111100000 111111111101011011001010000 111111101100011011101110000

111011101011110101111100000 111111111100011011101010000 011111111100011011101110000

111110001111110101111100000 101111111110011011101010000 110111100110111011101110000

110110101111110101111100000 110111110110111100111010000 010111110110111011101110000

110110100111111101111100000 110111100111111100111010000 110111100101111011101110000

100111100111111101111100000 110111010110111110111010000 010011100111111111101110000

111111111000110011111100000 110111110010111101111010000 011111111100011011011110000

111111101100110011111100000 111100101101111101111010000 111111001011010111011110000

111111011010110011111100000 110111100011111101111010000 111110101111010100111110000

111011111010110011111100000 110110111111111011000110000 011111111100011010111110000

111111001110110011111100000 100111111111111011000110000 001111110110111010111110000

111111100101110011111100000 110110101111111111000110000 110111110010111001111110000

111011101101110011111100000 111111101101111001100110000

111011101011110011111100000 111111001111111001100110000



Òðèàíãóëÿöèè ñ ìåíüøèìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé

RP2

6

∆1

∆3

∆2

(∆1∗∂∆2)∪(∆2∗∂∆3)∪(∆3∗∂∆1) 7→

∆1

∆2

∆3

(∂∆1∗∆2)∪(∂∆2∗∆3)∪(∂∆3∗∆1)

∼= RP2

6



Òðèàíãóëÿöèè ñ ìåíüøèìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé

RP2

6

∆1

∆3

∆2

(∆1∗∂∆2)∪(∆2∗∂∆3)∪(∆3∗∂∆1)

7→

∆1

∆2

∆3

(∂∆1∗∆2)∪(∂∆2∗∆3)∪(∂∆3∗∆1)

∼= RP2

6



Òðèàíãóëÿöèè ñ ìåíüøèìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé

RP2

6

∆1

∆3

∆2

(∆1∗∂∆2)∪(∆2∗∂∆3)∪(∆3∗∂∆1) 7→

∆1

∆2

∆3

(∂∆1∗∆2)∪(∂∆2∗∆3)∪(∂∆3∗∆1)

∼= RP2

6



Òðèàíãóëÿöèè ñ ìåíüøèìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé
RP2

6

∆1

∆3

∆2

(∆1∗∂∆2)∪(∆2∗∂∆3)∪(∆3∗∂∆1) 7→

∆1

∆2

∆3

(∂∆1∗∆2)∪(∂∆2∗∆3)∪(∂∆3∗∆1)

∼= RP2

6

CP2

9: òàêîé æå ïîäêîìïëåêñ ñ dim∆i = 2; ïåðåñòðîéêà

ïðèâîäèò ê òðèàíãóëÿöèè ∼= CP2

9.

HP2

15: 5 òàêèõ æå ïîäêîìïëåêñîâ ñ dim∆i = 4; îäíà îðáèòà ïî

äåéñòâèþ Sym(HP2

15)
∼=A5. Ïåðåñòðîéêè íå ìåøàþò äðóã äðóãó!

▶ Åñëè âûïîëíèòü ñðàçó âñå 5 ïîëó÷èì ñíîâà ∼= HP2

15.

▶ Åñëè âûïîëíèòü 1 èëè 4 ïåðåñòðîéêè, ïîëó÷èì H̃P2

15
.

▶ Åñëè âûïîëíèòü 2 èëè 3 ïåðåñòðîéêè, ïîëó÷èì
˜̃HP2

15
.



Òðèàíãóëÿöèè ñ ìåíüøèìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé
RP2

6

∆1

∆3

∆2

(∆1∗∂∆2)∪(∆2∗∂∆3)∪(∆3∗∂∆1) 7→

∆1

∆2

∆3

(∂∆1∗∆2)∪(∂∆2∗∆3)∪(∂∆3∗∆1)

∼= RP2

6

CP2

9: òàêîé æå ïîäêîìïëåêñ ñ dim∆i = 2; ïåðåñòðîéêà

ïðèâîäèò ê òðèàíãóëÿöèè ∼= CP2

9.

HP2

15: 5 òàêèõ æå ïîäêîìïëåêñîâ ñ dim∆i = 4; îäíà îðáèòà ïî

äåéñòâèþ Sym(HP2

15)
∼=A5. Ïåðåñòðîéêè íå ìåøàþò äðóã äðóãó!

▶ Åñëè âûïîëíèòü ñðàçó âñå 5 ïîëó÷èì ñíîâà ∼= HP2

15.

▶ Åñëè âûïîëíèòü 1 èëè 4 ïåðåñòðîéêè, ïîëó÷èì H̃P2

15
.

▶ Åñëè âûïîëíèòü 2 èëè 3 ïåðåñòðîéêè, ïîëó÷èì
˜̃HP2

15
.



Òðèàíãóëÿöèè ñ ìåíüøèìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé
RP2

6

∆1

∆3

∆2

(∆1∗∂∆2)∪(∆2∗∂∆3)∪(∆3∗∂∆1) 7→

∆1

∆2

∆3

(∂∆1∗∆2)∪(∂∆2∗∆3)∪(∂∆3∗∆1)

∼= RP2

6

K2: 351 òàêèõ æå ïîäêîìïëåêñîâ ñ dim∆i = 8; îäíà îðáèòà ïî

äåéñòâèþ G = C 3

3
⋊ C13. Ïåðåñòðîéêè íå ìåøàþò äðóã äðóãó!

▶ Åñëè âûïîëíèòü ïåðåñòðîéêè ñ íîìåðàìè èç

ïîäìíîæåñòâà A ⊂ G , ïîëó÷èì íåêîòîðóþ

òðèàíãóëÿöèþ KA. Ïðè ýòîì KA1

∼= KA2
òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà A2 = gA1 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G .

▶ Åñëè âûïîëíèòü ñðàçó âñå 351 ïåðåñòðîåê, ïîëó÷èì K3.

▶ K1 è K4 íå ñîäåðæàò ïîäêîìïëåêñîâ óêàçàííîãî âèäà.



Ãèïîòåçà

Ãèïîòåçà

Âñå ïîñòðîåííûå 27-âåðøèííûå òðèàíãóëèðîâàííûå

ìíîãîîáðàçèÿ ãîìåîìîðôíû OP2.



Ïî÷åìó èìåííî òàêàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé (G = C
3
3 ⋊C13)?

▶ Åñëè íàäåëèòü OP2 ìåòðèêîé Ôóáèíè�Øòóäè, òî

Isom(OP2) ∼= F4 (èñêëþ÷èòåëüíàÿ êîìïàêòíàÿ îäíîñâÿçíàÿ

ïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè).

▶ À.Â. Àëåêñååâñêèé (1974) èçó÷àë êîíå÷íûå êîììóòàòèâíûå

ïîäãðóïïû ïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ ãðóïï Ëè, íå

ñîäåðæàùèåñÿ â òîðàõ è èìåþùèå êîíå÷íûå

íîðìàëèçàòîðû.

Â ÷àñòíîñòè, îí íàøåë ïîäãðóïïó C 3

3
⊂ F4, íîðìàëèçàòîð

êîòîðîé èìååò âèä C 3

3
⋊ SL(3,F3).

▶ Âåñü ýòîò íîðìàëèçàòîð ñëèøêîì áîëüøîé, ÷òîáû áûòü

ãðóïïîé ñèììåòðèé òðèàíãóëÿöèè OP2, íî åñòåñòâåííî

ïîïðîáîâàòü ðàçíûå åãî ïîäãðóïïû. Òàê êàê â SL(3,F3)
åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà 13, òî îäíîé èç òàêèõ ïîäãðóïï

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà G = C 3

3
⋊ C13.



CP2
9 âíóòðè Ki

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó C3 ⊂ G351 = C 3

3
⋊ C13 (ñ

ïîðîæäàþùèì ω) è ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê KC3
i
.

Êàæäàÿ òî÷êà p â ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåêñå Ki èìååò âèä

p =
∑
v∈V

λvv ,
∑
v∈V

λv = 1

Ïóñòü p íåïîäâèæíà ïðè äåéñòâèè ãðóïïû C3. Òîãäà

λv = λωv = λω2v

Çíà÷èò, KC3
i

� ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà 9 âåðøèíàõ

1

3
(v + ωv + ω2v)

Òåîðåìà

KC3
i

∼= CP2

9.



Áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

∆1 ∗ ∂∆2 ↔ ∂∆1 ∗∆2

Òåîðåìà (Ó. Ïàõíåð, 1987)

Ëþáàÿ (êîìáèíàòîðíàÿ) òðèàíãóëÿöèÿ (n − 1)-ìåðíîé ñôåðû

ìîæåò áûòü ïðåâðàùåíà â ãðàíèöó ñèìïëåêñà ∂∆n ïðè ïîìîùè

êîíå÷íîãî ÷èñëà áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïóñòü Li � ëèíê âåðøèíû â òðèàíãóëÿöèè Ki .

Òåîðåìà

Ê 26-âåðøèííûì òðèàíãóëÿöèÿì 15-ìåðíîé ñôåðû L1 è L4
íåëüçÿ ïðèìåíèòü íè îäíî áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íå

óâåëè÷èâàþùåå êîëè÷åñòâà âåðøèí.

Ïî-âèäèìîìó, ýòî ïåðâûå îòëè÷íûå îò ãðàíèö ñèìïëåêñîâ

òðèàíãóëÿöèè ñôåð ñ òàêèì ñâîéñòâîì.



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


