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Постановка задачи и основной результат

В замыкании Ω ограниченной области Ω ⊂ R3 (Ω — область течения) с
границей ∂Ω ∈ C2 требуется найти скалярное поле плотности
многокомпонентной среды ρ ⩾ 0 и векторные поля скоростей ui для каждой
компоненты с номером i = 1, . . . , N (N ⩾ 2), удовлетворяющие следующим
уравнениям и краевым условиям:

div (ρv) = 0, (1)

div (ρiv ⊗ ui) + αi∇p(ρ) = div Si + J i + ρif i, i = 1, . . . , N, (2)

ui|∂Ω = 0, (3)∫
Ω

ρ dx = m, m = const > 0. (4)

Предполагаются следующие соотношения, ограничения и обозначения:

v =

N∑
j=1

αjuj — средневзвешенная скорость многокомпонентной среды,

где αj = const, 0 < αj < 1, j = 1, . . . , N ,
N∑
j=1

αj = 1;
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ρi = αiρ, i = 1, . . . , N — плотности компонент;
p — давление в среде, которое определяется плотностью ρ, т. е. функция
p(·) предполагается заданной, причем

p ∈ C1[0,+∞), p(0) = 0,

∀ s ⩾ 0
1

c1
sγ−1 − c2 ⩽ p′(s) ⩽ c1s

γ−1 + c2 и p′(s) ⩾ 0 (5)

с некоторыми постоянными c1 ⩾ 1, c2 > 0 и γ > 3 (простейшим
примером ситуации, когда наложенные требования на давление
выполнены, является политропный закон p(ρ) = Kργ , K = const > 0);
Si, i = 1, . . . , N — тензоры вязких напряжений компонент, которые
определяются равенствами

Si =
N∑
j=1

(λij(divuj)I+ 2µijD(uj)) , i = 1, . . . , N, (6)

где I — единичный тензор, D(w) =
1

2

(
(∇⊗w) + (∇⊗w)T

)
— тензор

скоростей деформаций векторного поля w (T означает
транспонирование).
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Числовые коэффициенты вязкостей λij , µij , i, j = 1, . . . , N образуют
соответственно матрицы Λ = {λij}Ni,j=1, M = {µij}Ni,j=1 такие, что

M > 0, Λ+ 2M > 0, (7)

при этом обозначим

N = Λ+ 2M, N = {νij}Ni,j=1;

векторные поля J i =
N∑
j=1

aij(uj − ui), i = 1, . . . , N отвечают за

интенсивность обмена импульсом между компонентами, где постоянные
aij = aji > 0, i, j = 1, . . . , N ;
известные векторные поля внешних сил

f i ∈ C(Ω), i = 1, . . . , N. (8)
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Замечание 1. Из условий (5), в частности, вытекает, что при всех s ⩾ 0
верны оценки

1

c1γ
sγ − c2s ⩽ p(s) ⩽

c1
γ
sγ + c2s, (9)

из которых, в свою очередь, следует

B1s
γ −B2 ⩽ s

s∫
1

p(η)

η2
dη ⩽ B3s

γ +B4,

где положительные постоянные B1, B2, B3, B4 зависят только от c1, c2 и γ
(условимся через Bk(·), k ∈ N, обозначать величины, принимающие
конечные положительные значения и зависящие от объектов, указанных в
скобках или перечисленных в комментариях).

Замечание 2. Ввиду равенства (см. (3))

N∑
i=1

∫
Ω

Si : (∇⊗ ui) dx =

=

N∑
i,j=1

∫
Ω

µij(rotui) · (rotuj) dx+

N∑
i,j=1

∫
Ω

(λij + 2µij) (divui)(divuj) dx,
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условия (7) обеспечивают оценку

N∑
i=1

∫
Ω

Si : (∇⊗ ui) dx ⩾ B5(M,Λ)

N∑
i=1

∫
Ω

|∇ ⊗ ui|2 dx. (10)

Определение 1. Пусть в уравнениях (2) (с уточняющими соотношениями
(6)) давление удовлетворяет ограничениям (5), коэффициенты вязкостей —
условиям (7), а входные данные задачи (1)–(4) удовлетворяют условиям (8).
Слабым решением задачи (1)–(4) называется набор функций

ρ ∈ L2γ(Ω), ρ ⩾ 0, ui ∈
◦
W 1

2 (Ω), i = 1, . . . , N,

удовлетворяющих (4) и следующим условиям:

1) Плотность ρ удовлетворяет уравнению неразрывности (1) в том смысле,
что ∀ψ ∈W 1

6γ
5γ−3

(
Ω
)

выполняется интегральное тождество

∫
Ω

ρv · ∇ψ dx = 0;
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2) Скорости ui, i = 1, . . . , N удовлетворяют уравнениям импульсов (2)

(с определяющими уравнениями (6)) в том смысле, что ∀φi ∈
◦
W 1

2

(
Ω
)
,

i = 1, . . . , N выполнены интегральные тождества (при i = 1, . . . , N)∫
Ω

(
(ρiv ⊗ ui) : (∇⊗φi) + αipdivφi − Si : (∇⊗φi)+

+J i ·φi + ρif i ·φi

)
dx = 0(

краевые условия (3) выполнены автоматически — в смысле

функционального класса
◦
W 1

2 (Ω)
)
.

Основным результатом работы является

Теорема 1. Пусть Ω ⊂ R3 — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C2.
Тогда для любых входных данных класса, описанного в определении 1, и при
оговоренных в нем условиях на параметры уравнений, существует по крайней
мере одно слабое решение задачи (1)–(4).
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Формулировка приближенной задачи и ее разрешимость

Доказательство. Будем искать слабое решение задачи (1)–(4) как предел
приближенных решений, а именно, решений следующей краевой задачи
(индекс ε у величин, зависящих от ε, мы пока опускаем):

− ε∆ρ+ div(ρv) + ερ = ε
m

|Ω|
, (11)

ε

2
ρiui +

ε

2

m

|Ω|
αiui +

1

2
ρi(v · ∇)ui +

1

2
div(ρiv ⊗ ui) + αi∇p(ρ) =

= div Si + J i + ρif i, i = 1, . . . , N, (12)

ui|∂Ω = 0, i = 1, . . . , N, ∇ρ · n|∂Ω = 0. (13)

Здесь ε ∈ (0, 1] — параметр, который впоследствии будет устремлен к нулю;
|Ω| = meas(Ω); n — вектор единичной внешней нормали к ∂Ω.

Определение 2. Сильным решением задачи (11)–(13) называются
неотрицательная функция ρ ∈W 2

σ1
(Ω) с некоторым σ1 > 3, и векторные поля

ui ∈W 2
σ1
(Ω), i = 1, . . . , N такие, что уравнения (11), (12) выполнены п. в. в

Ω, и п. в. на ∂Ω верны краевые условия (13).
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Оценки решений приближенной задачи

Существование сильного решения краевой задачи (11)–(13) доказывается
стандартными рассуждениями на основании теоремы о неподвижных точках
Лерэ–Шаудера. Для доказательства разрешимости исходной краевой
задачи (1)–(4) совершим предельный переход по параметру ε, отличающему
задачу (11)–(13) от исходной задачи (1)–(4). Для этого сначала получим
оценки, равномерные по параметру ε.

Умножим (12) скалярно на ui, проинтегрируем по Ω (пользуясь граничными
условиями (13)) и просуммируем по i = 1, . . . , N , выведем

N∑
i=1

∫
Ω

Si : (∇⊗ ui) dx+
ε

2

N∑
i=1

∫
Ω

ρi|ui|2 dx+
εm

2|Ω|

N∑
i=1

αi

∫
Ω

|ui|2 dx+

+
1

2

N∑
i,j=1

aij

∫
Ω

|ui − uj |2 dx =

∫
Ω

p(ρ)div v dx+

N∑
i=1

∫
Ω

ρif i · ui dx.

(14)

Проинтегрируем теперь уравнение (11) по области Ω, получим равенство∫
Ω

ρ dx = m. (15)
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Умножая далее уравнение (11) на функцию G′(ρ), где G — произвольная
дважды непрерывно дифференцируемая функция, после элементарных
преобразований приходим к равенству

εG′′(ρ)|∇ρ|2 − εdiv(G′(ρ)∇ρ) + (ρG′(ρ)−G(ρ))div v+

+ div (G(ρ)v) + ερG′(ρ) = ε
m

|Ω|
G′(ρ). (16)

Полагая в (16) G(ρ) = (ρ+ l)

ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη с произвольным l ∈ (0, 1], выведем

равенство∫
Ω

p(ρ+ l) divv dx = l

∫
Ω

p(ρ+ l)

ρ+ l
div v dx+ l

∫
Ω

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

div v dx−

−ε
∫
Ω

ρ

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 dx− ε

∫
Ω

ρp(ρ+ l)

ρ+ l
dx− ε

∫
Ω

p′(ρ+ l)

ρ+ l
|∇ρ|2 dx+

+ε
m

|Ω|

∫
Ω

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 dx+ ε
m

|Ω|

∫
Ω

p(ρ+ l)

ρ+ l
dx,
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из которого после элементарных оценок и последующего предельного
перехода по l → +0 следует неравенство∫

Ω

p(ρ) div v dx ⩽

⩽ −ε
2

(
B1 +

1

c1γ

)∫
Ω

ργ dx+B6(B1, B2, B3, B4, c1, c2,m, γ,Ω). (17)

Из соотношения (14), в силу (10) и (17), следует соотношение

B5

N∑
i=1

∫
Ω

|∇ ⊗ ui|2 dx+
ε

2

N∑
i=1

∫
Ω

ρi|ui|2 dx+
εm

2|Ω|

N∑
i=1

αi

∫
Ω

|ui|2 dx+

+
ε

2

(
B1 +

1

c1γ

)∫
Ω

ργ dx+
1

2

N∑
i,j=1

aij

∫
Ω

|ui−uj |2 dx ⩽
N∑
i=1

∫
Ω

ρif i ·ui dx+B6,

из которого ввиду неравенств

B5

N∑
i=1

∫
Ω

|∇ ⊗ ui|2 dx ⩾ B7(B5,Ω)
N∑
i=1

∥ui∥2W 1
2 (Ω),
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N∑
i=1

∫
Ω

ρif i · ui dx ⩽
B7

2

N∑
i=1

∥ui∥2W 1
2 (Ω) +B8

(
B7, {∥f i∥C(Ω)},Ω

)
∥ρ∥2L 6

5
(Ω)

получаем оценку
N∑
i=1

∥ui∥2W 1
2 (Ω) ⩽ B9 (B6, B7, B8)

(
∥ρ∥2L 6

5
(Ω) + 1

)
. (18)

Далее умножим уравнения (12) скалярно на φ, где φ — решение задачи

divφ = ργ − 1

|Ω|

∫
Ω

ργ dx, φ|∂Ω = 0,

и проинтегрируем по Ω, это даст тождества

αi

∫
Ω

p(ρ)ργ dx =
αi

|Ω|

∫
Ω

p(ρ) dx

∫
Ω

ργ dx

+

+

∫
Ω

(
Si −

1

2
ρiv ⊗ ui

)
: (∇⊗φ) dx+

1

2

∫
Ω

[ρi(v · ∇)ui] ·φ dx−

(19)
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−
∫
Ω

(Ji + ρif i) ·φ dx+
ε

2

∫
Ω

ρiui ·φ dx+
ε

2

mαi

|Ω|

∫
Ω

ui ·φ dx, i = 1, . . . , N.

Благодаря равномерным по ε оценкам (верным для всех i = 1, . . . , N)

∥φ∥L6(Ω) + ∥∇ ⊗φ∥L2(Ω) ⩽ B10(Ω)∥ρ∥γL2γ(Ω),

∥Si∥L2(Ω) ⩽ B11(B9,Λ,M, N, γ,Ω)
(
1 + ∥ρ∥L2γ(Ω)

)
,

∥ρiv⊗ui∥L2(Ω)+∥ρi(v·∇)ui∥L 6
5
(Ω) ⩽ B12(B9, N, γ,Ω)∥ρ∥L2γ(Ω)

(
1 + ∥ρ∥2L2γ(Ω)

)
,

∥J i + ρif i∥L2(Ω) ⩽ B13

(
B9, {∥f i∥C(Ω)}, {aij}, N, γ,Ω

) (
1 + ∥ρ∥L2γ(Ω)

)
,

из (19) следует, что (см. (9), (15))

∥ρ∥2γL2γ(Ω) ⩽ B14

(
∥ρ∥γ+3

L2γ(Ω) + ∥ρ∥
4γ(γ−1)
2γ−1

L2γ(Ω) + 1

)
,

где B14 зависит от B9, B10, B11, B12, B13, {αi}, m, c1, c2, γ и Ω.

Отсюда получаем оценку

∥ρ∥L2γ(Ω) ⩽ B15(B14, γ), (20)
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и ввиду (18), также и оценки

∥ui∥W 1
2 (Ω) ⩽ B16(B9, B15, γ,Ω), i = 1, . . . , N. (21)

Наконец, из (11), (13), (20) и (21) следует, что
√
ε ∥∇ρ∥L2(Ω) ⩽ B17 (B15, B16, N,m, γ,Ω) . (22)

Далее решения задач (11)–(13) будем обозначать с употреблением индекса ε.
В силу оценок (20)–(22), из семейства ρε, uε

i , i = 1, . . . , N , ε ∈ (0, 1], решений
краевых задач (11)–(13) может быть выделена последовательность (которую
мы обозначим так же), для которой при ε→ +0 имеют место сходимости

uε
i → ui слабо в

◦
W 1

2 (Ω), i = 1, . . . , N, (23)

ρε → ρ слабо в L2γ(Ω), ρ ⩾ 0 п. в. в Ω, (24)

ε∇ρε → 0 сильно в L2(Ω), (25)

p(ρε) → p(ρ) слабо в L2(Ω), p(ρ) ⩾ 0 п. в. в Ω, (26)

где p(ρ) обозначает слабый предел последовательности p(ρε) в L2(Ω).

Заметим, что из (23) сразу следуют сильные сходимости uε
i → ui в Lσ2

(Ω)
при всех σ2 ∈ [1, 6), i = 1, . . . , N .
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Предельный переход всюду кроме давления

Таким образом получаем, что предельные функции ρ, ui, i = 1, . . . , N ,
удовлетворяют уравнению∫

Ω

ρv · ∇ψ dx = 0 ∀ψ ∈W 1
6γ

5γ−3

(
Ω
)

(27)

— это слабая форма уравнения (1), в котором v =

N∑
j=1

αjuj ; уравнениям

∫
Ω

(
(ρiv ⊗ ui) : (∇⊗φi) + αip(ρ)divφi + J i ·φi + ρif i ·φi

)
dx =

=

∫
Ω

Si : (∇⊗φi) dx ∀φi ∈
◦
W 1

2 (Ω), i = 1, . . . , N
(28)

— это слабая форма уравнений (3), в которых ρi = αiρ, J i =

N∑
j=1

aij(uj −ui),

Si =
∑N

j=1 (λij(divuj)I+ 2µijD(uj)), i = 1, . . . , N , а вместо p(ρ) пока стоит
p(ρ); а также интегральному условию (4) для плотности.
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При переходе к пределу по ε→ +0 в уравнениях (12) использовались
следующие тождества (первое из которых опирается на (11)):

ε

2
ρεiu

ε
i +

ε

2

m

|Ω|
αiu

ε
i +

1

2
ρεi (v

ε · ∇)uε
i +

1

2
div(ρεiv

ε ⊗ uε
i ) =

= ερεiu
ε
i + div(ρεiv

ε ⊗ uε
i )−

ε

2
(∆ρεi )u

ε
i , i = 1, . . . , N,

(29)

(∆ρεi )u
ε
i = div ((∇ρεi )⊗ uε

i )− (∇ρεi · ∇)uε
i , i = 1, . . . , N. (30)

Замечание 3. При выводе формул (27) и (28) сначала берутся бесконечно
гладкие пробные функции, а затем (после предельного перехода по ε)
стандартным образом доказывается справедливость этих формул для всех
пробных функций указанного класса.

Замечание 4. Как известно из теории уравнений переноса и Навье–Стокса,
все решения уравнения (27) (т. е. (1)) рассматриваемого класса
автоматически являются так называемыми ренормализованными
решениями, т. е. удовлетворяют ренормализованному уравнению (1),
формально получающемся из (1) умножением на b′(ρ) для всех функций b
определенного класса (а именно, обладающими достаточной гладкостью и
свойствами роста в нуле и на бесконечности).
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Предельный переход в давлении

Для завершения предельного перехода по ε→ +0 осталось доказать, что

p(ρ) = p(ρ) п. в. в Ω. (31)

Рассмотрим так называемые эффективные вязкие потоки компонент смеси

αip(ρ)−
N∑
j=1

νijdivuj , i = 1, . . . , N,

соответствующие величины для регуляризованной задачи

αip(ρ
ε)−

N∑
j=1

νijdivu
ε
j , i = 1, . . . , N,

и их слабые пределы в L2(Ω):

αip(ρ)−
N∑
j=1

νijdivuj , i = 1, . . . , N.
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Будем использовать оператор ∆−1, действующий по формуле

(∆−1v)(x) = − 1

4π

∫
R3

v(y) dy

|x− y|
, применяя его к функциям v ∈ Lσ3(Ω), σ3 >

3

2
,

продолженным нулем за пределы Ω. При этом ∆−1 : Lσ3
(Ω) →W 2

σ3
(Ω), и

∆ ◦∆−1 = I.

Умножим уравнения (12) (для функций uε
i , ρ

ε
i , i = 1, . . . , N) скалярно на

функцию τrε, где rε = ∇∆−1ρε, и

τ ∈ C∞
0 (Ω), (32)

и проинтегрируем по Ω. Тогда, учитывая (29) и (30), придем к равенствам∫
Ω

(
ταip(ρ

ε)ρε − Sεi : [∇⊗ (τrε)]
)
dx =

= −αi

∫
Ω

p(ρε)∇τ · rε dx−
∫
Ω

τ(ρεiv
ε ⊗ uε

i ) : (∇⊗ rε) dx−

−
∫
Ω

(ρεiv
ε ⊗ uε

i ) : ((∇τ)⊗ rε) dx−
∫
Ω

τ(Jε
i + ρεif i) · rε dx+

(33)
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+ε

∫
Ω

τρεiu
ε
i · rε dx+

ε

2

∫
Ω

((∇ρεi )⊗ uε
i ) : (∇⊗ (τrε)) dx+

+
ε

2

∫
Ω

τ [(∇ρεi · ∇)uε
i ] · rε dx, i = 1, . . . , N.

C другой стороны, приняв в (28) в качестве тестовых функций векторные
поля φi = τr (см. (32)), где r = ∇∆−1ρ, выводим тождества∫

Ω

(
ταip(ρ)ρ− Si : [∇⊗ (τr)]

)
dx =

= −αi

∫
Ω

p(ρ)∇τ · r dx−
∫
Ω

τ(ρiv ⊗ ui) : (∇⊗ r) dx−

−
∫
Ω

(ρiv ⊗ ui) : ((∇τ)⊗ r) dx−
∫
Ω

τ(J i + ρif i) · r dx, i = 1, . . . , N.

(34)

19 / 28



Из (24) и компактности вложения W 1
2γ(Ω) в C(Ω) следует, что rε → r при

ε→ +0 в C(Ω).

Вычитая из (33) равенства (34) и переходя к пределу при ε→ +0, получим
соотношения

lim
ε→+0

∫
Ω

(
ταip(ρ

ε)ρε−Sεi : [∇⊗(τrε)]
)
dx−

∫
Ω

(
ταip(ρ)ρ− Si : [∇⊗ (τr)]

)
dx

= lim
ε→+0

∫
Ω

τ
(
(ρiv⊗ui) : (∇⊗r)−(ρεiv

ε⊗uε
i ) : (∇⊗rε)

)
dx, i = 1, . . . , N.

(35)

Докажем, что правая часть (35) равна нулю. Для этого введем в
рассмотрение оператор Comm, действующий по формуле

Comm(β, ζ) = ζ(∇div∆−1β)− (∇⊗∇∆−1ζ)β,

о котором известно следующее: если βk → β слабо в Lσ4
(Ω), ζk → ζ слабо в

Lσ5
(Ω), где

1

σ4
+

1

σ5
< 1, то Comm(βk, ζk) → Comm(β, ζ) слабо в Lσ6

(Ω),

где
1

σ6
=

1

σ4
+

1

σ5
.
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Преобразуем правую часть (35) (учитывая равенство (27)):

lim
ε→+0

∫
Ω

τ
(
(ρiv ⊗ ui) : (∇⊗ r)− (ρεiv

ε ⊗ uε
i ) : (∇⊗ rε)

)
dx =

= lim
ε→+0

∫
Ω

vε · Comm(τρεiu
ε
i , ρ

ε) dx−
∫
Ω

v · Comm(τρiui, ρ) dx−

− lim
ε→+0

∫
Ω

τρεiu
ε
i · ∇∆−1div(ρεvε) dx, i = 1, . . . , N.

(36)

Из (23) и (24) следует, что ρεiu
ε
i → ρiui слабо в Lσ7

(Ω), i = 1, . . . , N при

всех σ7 <
6γ

γ + 3
, а следовательно при всех σ7 ∈

(
2γ

2γ − 1
,

6γ

γ + 3

)
имеем

Comm(τρεiu
ε
i , ρ

ε) → Comm(τρiui, ρ) слабо в Lσ8
(Ω), i = 1, . . . , N,

где σ8 =
2σ7γ

2γ + σ7
.
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Поскольку вложение Lσ8
(Ω) в W−1

2 (Ω) компактно (при дополнительном

условии σ7 >
6γ

5γ − 3
, заведомо совместном с наложенными выше), то

Comm(τρεiu
ε
i , ρ

ε) → Comm(τρiui, ρ) сильно в W−1
2 (Ω), i = 1, . . . , N .

Полученные соотношения вместе с (23) влекут равенства

lim
ε→+0

∫
Ω

vε · Comm(τρεiu
ε
i , ρ

ε) dx =

∫
Ω

v · Comm(τρiui, ρ) dx, i = 1, . . . , N.

Из уравнения (11) получим тождество

∇∆−1div(ρεvε) = ε∇∆−1∆ρε + ε∇∆−1

(
m

|Ω|
− ρε

)
,

из которого ясно, что последнее слагаемое в правой части (36) обращается
в нуль.

При этом использовано представление ε∇∆−1∆ρε = ∇⊗∇∆−1(ε∇ρε),
соотношение (25) и ограниченность оператора Рисса ∇⊗∇∆−1 в L2(Ω).
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Таким образом, из (35) и (36) следует, что

lim
ε→+0

∫
Ω

(
ταip(ρ

ε)ρε − Sεi : [∇⊗ (τrε)]
)
dx =

=

∫
Ω

(
ταip(ρ)ρ− Si : [∇⊗ (τr)]

)
dx, i = 1, . . . , N. (37)

Ввиду того, что при i = 1, . . . , N имеем (см. (7))

lim
ε→+0

∫
Ω

Sεi : [∇⊗ (τrε)] dx−
∫
Ω

Si : [∇⊗ (τr)] dx =

= lim
ε→+0

N∑
j=1

νij

∫
Ω

τρεdivuε
j dx−

N∑
j=1

νij

∫
Ω

τρdivuj dx+

+ lim
ε→+0

N∑
j=1

νij

∫
Ω

(divuε
j)
(
2rε · ∇τ + (∆τ)∆−1ρε

)
dx−

−
∑N

j=1 νij
∫
Ω

(divuj)
(
2r · ∇τ + (∆τ)∆−1ρ

)
dx−

− lim
ε→+0

∫
Ω

Sεi :
(
∇⊗ [(∇τ)∆−1ρε]

)
dx+

∫
Ω

Si :
(
∇⊗ [(∇τ)∆−1ρ]

)
dx,

(38)
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и поскольку последние четыре интеграла в (38) взаимно уничтожаются,
равенства (37) превращаются в следующие соотношения для эффективных
вязких потоков компонент смеси:

lim
ε→+0

∫
Ω

τρε

αip(ρ
ε)−

N∑
j=1

νijdivu
ε
j

 dx =

=

∫
Ω

τρ

αip(ρ)−
N∑
j=1

νijdivuj

 dx, i = 1, . . . , N. (39)

Тем самым, мы можем вывести из (39) такое следствие:

lim
ε→+0

∫
Ω

τρε
(
ν0p(ρ

ε)− divvε
)
dx =

∫
Ω

τρ
(
ν0p(ρ)− divv

)
dx, (40)

где ν0 = (N−1α,α) > 0 (см. (7)), а α = (α1, . . . , αN )T .

Ввиду произвольности τ (см. (32)), равенство (40) выражает соотношение

ν0ρp(ρ)− ρdivv = ν0ρp(ρ)− ρdivv п. в. в Ω. (41)
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Согласно замечанию 4, выполнены ренормализованные уравнения (1).

В частности, для функций b ∈ C[0,∞)
⋂
C1(0,∞) таких, что∣∣∣b′(s)∣∣∣ ⩽ B18s

−σ9 ∀ s ∈ (0, 1], σ9 < 1,∣∣∣b′(s)∣∣∣ ⩽ B19s
σ10 ∀ s ⩾ 1, −1 < σ10 ⩽ γ − 1,

выполнены в D′(R3) уравнения div(b(ρ)v) + (ρb′(ρ)− b(ρ))divv = 0, откуда
при b(s) = s ln s следует равенство∫

Ω

ρ divv dx = 0. (42)

C другой стороны, умножая (11) на ln(ρε + l) +
ρε

ρε + l
, l ∈ (0, 1], интегрируя

результат по Ω, затем проводя элементарные оценки, и наконец переходя
к пределу (сначала по l → +0, а затем по ε→ +0), получаем неравенство∫

Ω

ρ divv dx ⩽ 0. (43)
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Комбинируя (42) и (43), приходим к неравенству∫
Ω

(
ρdivv − ρdivv

)
dx ⩽ 0. (44)

Ввиду монотонности функции p(·) верно поточечное неравенство

(ρε − ρ)(p(ρε)− p(ρ)) ⩾ 0,

благодаря которому и формулам (24), (26) выводим

lim inf
ε→+0

∫
B

(p(ρε)ρε − p(ρε)ρ) dx =

= lim inf
ε→0

∫
B

(p(ρε)− p(ρ))(ρε − ρ) dx+ lim
ε→0

∫
B

p(ρ)(ρε − ρ) dx ⩾ 0, (45)

где B — произвольный шар в Ω, поэтому p(ρ)ρ ⩾ p(ρ)ρ п. в. в Ω.
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Дальнейшие рассуждения следуют по такой цепочке:
из (41), (45) вытекает, что ρdivv − ρdivv ⩾ 0 п. в. в Ω;
привлекая (44), получаем ρdivv − ρdivv = 0 п. в. в Ω;
теперь из (41) выводим p(ρ)ρ = p(ρ)ρ п. в. в Ω и приходим к требуемому
соотношению (31): p(ρ) = p(ρ) п. в. в Ω (см. лемму 3.39, стр. 188 из [1]).

Итак, показано, что функции ρ, ui, i = 1, . . . , N являются слабым решением
задачи (1)–(4) (см. определение 1). Теорема 1 доказана.

2

[1] A. Novotný, I. Straškraba, Introduction to the mathematical theory of
compressible flow, Oxford Lecture Series in Mathematics and Its Applications, 27,
Oxford University Press, Oxford, 2004.
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Спасибо за внимание!
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