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Çàäà÷à î íèòè è ýëëèïñå

Âîïðîñ

Íà ýëëèïñ äëèíû l íàêèíóëè ïåòåëüêó á�îëüøåé äëèíû, ïîñòàâèëè âíóòðü
ïåòëè êàðàíäàø è, íàòÿíóâ åãî äî ïðåäåëà, íàðèñîâàëè êðèâóþ. Êàêàÿ êðè-
âàÿ ïîëó÷èëàñü â ðåçóëüòàòå?



Îòâåò ê çàäà÷å

Òåîðåìà (Ãðåéâñ)

Åñëè íà ýëëèïñ äëèíû l íàêèíóòü ïåòåëüêó á�îëüøåé äëèíû, ïîñòàâèòü
âíóòðü ïåòëè ãðèôèëü êàðàíäàøà è, íàòÿíóâ êàðàíäàø äî ïðåäåëà, íàðèñî-
âàòü êðèâóþ, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ýëëèïñ, ñîôîêóñíûé ñ çàäàííûì.



Ïëàí äîêëàäà

1 Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû

2 Ïëîñêèå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû

3 Òåîðåìà Ãðåéâñà è ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà. Ñâÿçü ñ ïåðåìåííûìè
äåéñòâèÿ

4 Ïîñòðîåíèå ìíîãîìåðíûõ ýëëèïñîèäîâ ñ ïîìîùüþ íèòè

5 Äðóãèå îáîáùåíèÿ



Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïàðà (M2n, ω), ãäå M2n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ω � çàìêíóòàÿ íåâû-
ðîæäåííàÿ 2-ôîðìà íà íåì, íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Ðàññìîòðèì íà (M2n, ω) ãëàäêóþ ôóíêöèþH. Îíà ïîðîæäàåò íàM2n ãëàä-
êîå âåêòîðíîå ïîëå v = sgradH, êîìïîíåíòû êîòîðîãî â êàæäîé ëîêàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

(sgradH)i = ωij ∂H

∂xj
.

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðíîå ïîëå v = sgradH íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé, à ôóíê-
öèÿ H � ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.



Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Ôîðìà ω îïðåäåëÿåò ñêîáêó Ïóàññîíà {·, ·} íà ïðîñòðàíñòâå C∞(M2n). Ýòà
ñêîáêà çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé.

{f, g} = ω(sgrad f, sgrad g) ∀f, g ∈ C∞(M2n).

Îïðåäåëåíèå

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgradH íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî

Ëèóâèëëþ, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð ãëàäêèõ íà M2n ôóíêöèé f1, f2, . . . , fn,
òàêèõ, ÷òî:

1 f1, . . . , fn � ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ïîëÿ v;

2 f1, . . . , fn ïîïàðíî êîììóòèðóþò, ò.å. {fi, fj} = 0, ∀i, j = 1, . . . , n;

3 ïîòîêè sgrad fi ïîëíû, òî åñòü ïàðàìåòð êàæäîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé
ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå.



Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Âñÿêàÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà çàäàåò
ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòåé ñîâ-
ìåñòíîãî óðîâíÿ ôóíêöèé f1, . . . , fn � ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ.

Òåîðåìà (Ëèóâèëëü)

Ïóñòü v = sgradH � âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñè-
ñòåìà íà M2n è Tξ � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn. Òîãäà:

1. Tξ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ëàãðàíæåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n,
äèôôåîìîðôíûì Rn/Zm. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Tξ êîìïàêòíà, îíà äèô-
ôåîìîðôíà n-ìåðíîìó òîðó.

2. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè U òîðà Tn òðèâèàëüíî, òî åñòü
äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Tn è n-ìåðíîãî äèñêà Dn.



Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Òåîðåìà (Ëèóâèëëü)

3. Â îêðåñòíîñòè U = Tn ×Dn îïðåäåëåíû ãëàäêèå êîîðäèíàòû � ïåðå-
ìåííûå äåéñòâèå-óãîë (s1, . . . , sn, φ1, . . . , φn) òàêèå, ÷òî
• s1, . . . , sn � êîîðäèíàòû íà Dn, à φ1, . . . , φn � 2π-ïåðèîäè÷åñêèå
êîîðäèíàòû íà Tn

• s1, . . . , sn � ôóíêöèè îò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn;
• ω = dsi ∧ dφi;
• èíòåãðàëüíûå êðèâûå âåêòîðíîãî ïîëÿ v â ýòèõ êîîðäèíàòàõ çàäàþòñÿ
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ṡi = 0, φ̇i = hi(s1, . . . , sn) ∀i = 1, . . . , n,

ãäå hi � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè.



Êàê âû÷èñëèòü ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ?

Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ

Íà êàæäîì òîðå Ëèóâèëëÿ x èç ìàëîé îêðåñòíîñòè U âûáåðåì öèêë γ(x),
íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò òîðà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â U ôîðìà ω òî÷íà,
ò.å. ω = dα. Â òàêîì ñëó÷àå

s(x) =

∫
γ(x)

α � ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ.



Áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñà

Òåîðåìà (Áèðêãîô)

Áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñà èíòåãðèðóåì. Âñå ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè (èëè
èõ ïðîäîëæåíèÿ) ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè-ëîìàíîé êàñàþòñÿ îäíîé îáùåé
êâàäðèêè, ñîôîêóñíîé ñ ãðàíèöåé.

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè

x2

a− λ
+

y2

b− λ
= 1, a > b



Áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñà

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, èíòåãðàëû

Ïóñòü D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ýëëèïñîì, òîãäà

M4 = {(x, v)|x ∈ D, v ∈ TxR2}/ ∼,

ãäå ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îòâå÷àþùåå áèëëèàðäíîìó çàêîíó.

α = p1dλ1 + p2dλ2

ω = dp1 ∧ dλ1 + dp2 ∧ dλ2

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ äîïîëîíèòåëüíûé èíòåãðàë Λ (ïàðàìåòð êàóñòè-
êè) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Λ =
bẋ2 + aẏ2 − (ẋy − ẏx)2

ẋ2 + ẏ2
.



Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñà

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ

s1 =

∫
γ1

α = h(|OA|+ |OB| − arcAB) ⇒ òåîðåìà Ãðåéâñà

s2 =

∫
γ2

α � äëèíà êàóñòè÷åñêîãî ýëëèïñà, óìíîæåííàÿ íà h



Òåîðåìà Ãðåéâñà äëÿ äðóãèõ ïëîñêèõ êâàäðèê



Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà êàê ïðåäåë Ãðåéâñà

Âûâîä

Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà ðåàëèçóåò èíòåãðàë
∫

γ/2

α, â êîòîðîì öèêë γ

áåðåòñÿ ãîìîëîãè÷íûì êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè.



Áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñîèäà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè

Òåîðåìà (ßêîáè, Øàëü, Áèðêãîô è äð.)

Áèëëèàðä âíóòðè n-îñíîãî ýëëèïñîèäà â Rn èíòåãðèðóåì. Áîëåå òîãî, âñå
çâåíüÿ (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè-ëîìàíîé êàñàþòñÿ
n− 1 êâàäðèêè-êàóñòèêè, ñîôîêóñíîé ñ ýëëèïñîèäîì.



Áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñîèäà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â Rn

x2
1

a1 − λ
+ · · ·+ x2

n

an − λ
= 1, a1 > · · · > an > 0

Ìàêñèìàëüíûé ñåäëîâîé ñëîé

Ïóñòü Λ1 ⩾ · · · ⩾ Λn−1 � ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê-êàóñòèê. Òîãäà
ìèíèìàëüíûé ðàíã ñåäëîâîãî ñëîÿ ðàâåí 0. Îí îòâå÷àåò óðîâíþ

Λ1 = a2,Λ2 = a3, . . . ,Λn−1 = an.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü â ñëîå ðåàëèçóåòñÿ äâèæåíèåì
âäîëü íàèáîëüøåé ïîëóîñè (âäîëü Ox1). Îêàçûâàåòñÿ, íà êàæäîé ñëîå,

áëèçêîì ê äàííîìó, ìîæíî âûäåëèòü öèêë γ, ãîìîëîãè÷íûé êðèòè÷åñêîé

îêðóæíîñòè, è îòâå÷àþùàÿ åìó ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ áóäåò ãëàäêîé â îêðåñò-

íîñòè ñëîÿ.



Öèêë γ äëÿ ýëëèïñîèäà â R3



Êîíñòðóêöèÿ Øòàóäå

Ýëëèïñîèä
x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 1

Íèòü äëèíû 2
√
a

F :
x2

a− c
= 1; y, z = 0

P1 :
x2

a− b
+

z2

c− b
= 1; y = 0

P � òî÷êà íàòÿæåíèÿ íèòè

P2 :
x2

a− c
+

y2

b− c
= 1; z = 0

G :
x2

a− b
= 1; y, z = 0



Îáùèé àëãîðèòì

Ñõåìà àëãîðèòìà

×òîáû ïîñòðîèòü ýëëèïñîèä
x2
1

a1
+ · · ·+ x2

n

an
= 1, ðàññìîòðèì íåðàñòÿæèìóþ

íèòü äëèíû 2
√
a1. Ïóñòü F0 è G0 � åå êîíöû. Çàêðåïèì ïîñëåäîâàòåëüíî

åå òî÷êè â ëîêàöèÿõ, óêàçàííûõ â òàáëèöå.

Íà÷àëî íèòè Êîíåö íèòè

wwww�
F0 :

x2
1

a1 − an
= 1 G0 :

x2
1

a1 − a2
= 1 ~wwwwF1 :

x2
1

a1 − an−1
+

x2
n

an − an−1
= 1 G1 :

x2
1

a1 − a3
+

x2
2

a2 − a3
= 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fn−2 :
x2
1

a1 − a2
+ · · ·+ x2

n

an − a2
= 1 Gn−2 :

x2
1

a1 − an
+ · · ·+ x2

n−1

an−1 − an
= 1

P � òî÷êà íàòÿæåíèÿ íèòè



Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ãðåéâñà â R3



Èíòåãðèðóåìûå îáîáùåíèÿ áèëëèàðäà â ýëëèïñå



Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî



Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî áèëëèàðäà ñ èíòåãðèðóåìûì ïîòåíöèàëîì



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïðè

ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ � 25-71-10087.


