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Ãðàäèåíòíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè ïðè àíòèïëîñêîì ñäâèãå

Â ðàìêàõ óïðîùåííîé ãðàäèåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè (ÃÒÓ)
ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà èìååò ñëåäóþùè âèä:

w = w(ε,∇ε) =
1

2
λεiiεjj + µεijεij + l2

(1
2
λεii,kεjj,k + µεij,kεij,k

)
,

ãäå λ è µ � êîýôôèöèåíòû Ëàìå, l � ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð,
εij = εij(v) � êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé ε, êîòîðûé çàâèñèò
îò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé v = (v1, v2, v3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

εij(v) =
1

2
(vi,j + vj,i), i, j = 1, 2, 3.

Ïóñòü òåëî çàíèìàåò îáëàñòü Ω. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà W (v)
îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W (v) =
1

2

∫
Ω

w(ε(v),∇ε(v)) dx1dx2dx3.



Â ìîäåëè àíòèïëîñêîãî ñäâèãà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåëî Ω �
öèëèíäðè÷åñêîå ñ ïîñòîÿííîé òîëùèíîé h, ò.å. Ω = ω × (−h

2 ,
h
2 ), ãäå

ω ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂ω. Äàëåå, âåêòîð ïåðåìåùåíèé v
èìååò âèä:

v1 = v2 = 0, v3 = v(x1, x2), (x1, x2) ∈ ω.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ íå íóëåâàÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé v3 = v, çàâèñÿùàÿ îò (x1, x2) ∈ ω. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû èìååì

ε11(v) = ε12(v) = ε21(v) = ε22(v) = ε33(v) = 0,

ε13(v) = ε31(v) =
1

2
v,1, ε23(v) = ε32(v) =

1

2
v,2.

Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èçîòðîïíîãî îäíîðîäíîãî òåëà ïðè
àíòèïëîñêîì ñäâèãå â ðàìêàõ ÃÒÓ èìååò âèä

W (v) =
hµ

2

∫
ω

(v2,1 + v2,2) dx+
hµl2

2

∫
ω

(v2,11 + 2v2,12 + v2,22) dx,

ãäå x = (x1, x2) and dx = dx1dx2.



Ìîäåëü êîìïîçèòà ñ ãðàäèåíòíûì êëååâûì ñëîåì

Ðàññìîòðèì äâå îáëàñòè ω− and ω+ ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè
∂ω− è ∂ω+, ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî x1 > 0 if x ∈ ω+, x1 < 0 if
x ∈ ω− ( ω− ∩ ω+ = ∅), è âûïóêëàÿ îáëàñòü ωm ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂ωm. Ïóñòü

S = ∂ω− ∩ ∂ω+ =
{
(0, x2) ∈ R2 | x1 = 0, x2 ∈ (a, b)

}
, a < 0 < b,

∂(ω− ∪ ω+) � ëèïøèöåâàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ è

S±
m =

{
(x1, x2) ∈ R2 | x1 = ±d, x2 ∈ (a, b)

}
ïðèíàäëåæàòü ∂ωm, ãäå d = diam(ω− ∪ ω+) � äèàìåòð îáúåäèíåíèÿ
ω− and ω+.



Domain con�guration



Çàôèêñèðóåì ìàëûé ïàðàìåòð δ ∈ (0, 1) è ðàññìîòðèì êîìïîçèòíóþ
ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ òåë (adherents) ωδ

± è êëååâîãî ñëîÿ (an
adhesive) ωδ

m, ãäå

ωδ
± =

{
(y1, y2) ∈ R2 | y1 = x1 ± δd, y2 = x2, (x1, x2) ∈ ω±

}
,

γδ
D±

=
{
(y1, y2) ∈ R2 | y1 = x1 ± δd, y2 = x2, (x1, x2) ∈ γD±

}
,

γδ
N±

= ∂ωδ
± \

(
γδ
D±

∪ Sδ
±

)
,

ωδ
m =

{
(y1, y2) ∈ R2 |

(y1
δ
, y2

)
∈ ωm

}
,

Sδ
± � èíòåðôåéñ ìåæäó ωδ

± è ωδ
m, ò.å.

Sδ
± =

{
(y1, y2) ∈ R2 | y1 = ±δd, y2 ∈ (a, b)

}
.



Composite structure
Ñ÷èòàåì, ÷òî êîìïîçèöèîííîå òåëî ωδ = ωδ

− ∪ Sδ
− ∪ ωδ

m ∪ Sδ
+ ∪ ωδ

+

ñîñòîèò èç äâóõ èçîòðîïíûõ îäíîðîäíûõ òåë ωδ
− è ωδ

+, ñîåäèíåííûõ
òðåòüèì òåëîì ωδ

m.

Figure: The composite structure ωδ



Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ± = const ìîäóëü ñäâèãà òåë ωδ
±, ñîîòâåòñòâåííî;

µδ
m è lm ìóäóëü ñäâèãà êëååâîãî ñëîÿ è åãî ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð.

Ñ÷èòàåì, ÷òî
µδ
m = δpµm, lm = const. (1)



Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé Kδ, ãäå

Kδ =
{
(v−, v+, vm) ∈H1(ωδ

−)×H1(ωδ
+)×H2(ωδ

m) |

v±|Sδ
±
= vm|Sδ

±
, v± = 0 a.e. on γδ

D±

}
.

Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè êîìïîçèòíîãî òåëà:
Íàéòè òðèïëåò (u−δ, u+δ, umδ) ∈ Kδ òàêîé ÷òî

Π(δ, u−δ, u+δ, umδ) = inf
(v−,v+,vm)∈Kδ

Π(δ, v−, v+, vm). (2)



Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ

Òðèïëåò (uδ
−, u

δ
+, u

δ
m) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé

çàäà÷è:
−µδ

±∆uδ
± = f â ωδ

±,

µδ
m

(
l2m∆2uδ

m −∆uδ
m

)
= 0 â ωδ

m,

uδ
± = 0 íà γδ

D±
,

∂uδ
±

∂ν
= 0 íà γδ

N±
,

M(uδ
m) = 0, l2mT (uδ

m)+
∂uδ

m

∂ν
= 0 íà ∂ωδ\

(
γδ
D−

∪ γδ
D+

∪ γδ
N−

∪ γδ
N+

)
,

uδ
± = uδ

m íà Sδ
±,

µδ
m

(
l2mT±(u

δ
m) +

∂uδ
m

∂ν±

)
= µ±

∂uδ
±

∂ν±
íà Sδ

±,

M(uδ
m) = 0 íà Sδ

±.



Strain gradient interface conditions

Ñëó÷àé p > 1: a vacuous-type interface

−µ±∆u± = f± â ω±,

u± = 0 íà γD± ,

µ±
∂u±

∂n±
= 0, íà γN± ∪ S.



Ñëó÷àé p = 1: a spring-type interface with the strain gradient

e�ect.

−µ±∆u± = f± in ω±,

u± = 0 on γD± ,

µ±
∂u±

∂n±
= 0 on γN± ,

µ±
∂u±

∂n±
= ±µm

2d

(
l2mw,22 − w

)
on S,

w,2 = 0 at ∂S,

ãäå w
def
= u+|S − u−|S .



Ñëó÷àé p ∈ (−1, 1): the ideal contact.

−µ±∆u± = f± in ω±,

u± = 0 on γD± ,

µ±
∂u±

∂n±
= 0 on γN± ,

u+ = u− on S,

µ−
∂u−

∂n−
+ µ+

∂u+

∂n+
= 0 on S.



Ñëó÷àé p = −1: thin rod-type elastic inclusion with the strain

gradient e�ect

Ïîëîæèì u
def
= u+|S = u−|S .

−µ±∆u± = f± in ω±,

u± = 0 on γD± ,

µ±
∂u±

∂n±
= 0 on γN± ,

u+ = u− on S,

µ−
∂u−

∂n−
+ µ+

∂u+

∂n+
= −2dµm(l2mu,2222 − u,22) on S,

u,2 − l2mu,222 = 0 at ∂S,

u,22 = 0 at ∂S.



Ñëó÷àé p < −1: the thin rigid inclusion.

−µ±∆u± = f± in ω±,

u± = 0 on γD± ,

µ±
∂u±

∂n±
= 0 on γN± ,

u+ = u− = βm = const on S,∫
S

(
µ−

∂u−

∂n−
+ µ+

∂u+

∂n+

)
ds = 0.



Ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ óïðóãîãî òåëà, ïðîøèòîãî
ãðàäèåíòíî-óïðóãèìè âîëîêíàìè

Äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, ε0] ïîëîæèì

γε = Ω ∩
{
x ∈ R2 : x1 = (ξ∗1 + j)ε, j ∈ Z

}
; (3)

ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

Kε = H1
0 (Ω) ∩H2

0 (γ
ε)

ñ íîðìîé

∥w∥Kε =
(
∥w∥2H1

0 (Ω) + ∥w∥2H2
0 (γ

ε)

)1/2
.

Figure: óïðóãîå òåëî Ω, ïðîøèòîå ìíîæåñòâîì âîëîêîí γε.



Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω \ γε ñâÿçóþùóþ ìàòðèöó. Â ðàìêàõ ìîäåëè
àíòèïëîñêîãî ñäâèãà, óïðóãèå ñâîéñòâà ñâÿçóþùåé ìàòðèöû
îïðåäåëÿþòñÿ ìîäóëåì ñäâèãà µε, à ãðàäèåíòíî-óïðóãèå ñâîéñòâà
âîëîêîí � ìîäóëåì ñäâèãà µε

in, ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì
ãðàäèåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè lin è ãåîìåòðè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì
D, óíàñëåäîâàííûì èç îïèñàíèÿ ¾øèðîêîãî¿ âêëþ÷åíèÿ-ïðîòîòèïà.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî âûøåóêàçàííûå õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçóþùåé
ìàòðèöû è âíåøíÿÿ íàãðóçêà çàäàíû, ïðè÷åì ìîäóëè ñäâèãà çàâèñÿò
îò ε. Áîëåå òî÷íî, èìååì

µε = µ
(
x,

x1

ε

)
, f = f(x) â Ω, (4)

µε
in = εµin(x2), lin = lin(x2), D = const íà γε, (5)

ãäå µ = µ(x, ξ1) ÿâëÿåòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïî ξ1.
×åðåç uε: Ω 7→ R îáîçíà÷àåì ïîëå ñìåùåíèé òî÷åê êîìïîçèòíîãî
òåëà.



Çàäà÷à Aε.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ε ∈ (0, ε0] òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëå
ñìåùåíèé uϵ ∈ Kϵ, óäîâëåòâîðÿþùåå âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ
ðàâíîâåñèÿ∫
Ω

µ
(
x,

x1

ε

)
∇xu

ε · ∇xv dx+ εD

∫
γε

µin(x2)∂x2
uε ∂x2

v dσ ε(x)

+ εD

∫
γε

µin(x2)l
2
in(x2)∂

2
x2x2

uε ∂2
x2x2

v dσ ε(x) =

∫
Ω

f(x)v dx ∀ v ∈ Kε.

(6)



Çàäà÷à Aε-di�. (Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Aε.) Â
îáëàñòè Ω òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ uε = uε(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñèñòåìå óðàâíåíèé è êðàåâûõ óñëîâèé

− divx
(
µ∇xu

ε
)
= f,x ∈ Ω \ γε, (7)

uε = 0,x ∈ ∂Ω, (8)[
uε

]
= 0,x ∈ γε, (9)[

µ∇xu
ε · ν

]
= εD∂x2

(
µin∂x2

uε
)
− εD∂2

x2x2

(
µinl

2
in∂

2
x2x2

uε
)
,x ∈ γε,

(10)

uε = 0,x ∈ ∂γε, (11)

∂x2u
ε = 0,x ∈ ∂γε, (12)

â êîòîðîé ν = (1, 0) � ýòî åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê γε, ñêîáêè
[
. . .

]
îáîçíà÷àþò ñêà÷îê íà γε è äëÿ êîýôôèöèåíòà µ èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå (4)1.



ConditionsW

1. Ôóíêöèÿ µ ïðèíàäëåæèò L∞(
Ω, C([0, 1]ξ1)

)
è 1-ïåðèîäè÷íà ïî

ξ1. Ôóíêöèè µin è lin äèôôåðåíöèðóåìû ïî x2.

2. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå µ∗, µ
∗, lin∗ è l∗in òàêèå,

÷òî

µ∗ ≤ µ(x, ξ1) ≤ µ∗ ∀x ∈ Ω, ∀ ξ1 ∈ R,
µ∗ ≤ µin(x2) ≤ µ∗, lin∗ ≤ lin(x2) ≤ l∗in ∀x2 ∈ [−l2, l2],

ãäå
l2 = max

(x′
1,x

′
2)∈Ω

|x′
2|.

3. Ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Ω).



Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Aε

Theorem

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ W, è çíà÷åíèå ε ∈ (0, ε0] ïðîèçâîëüíî
ôèêñèðîâàíî. Òîãäà çàäà÷à Àε èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u

ε ∈ Kε.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò ε ïîñòîÿííàÿ C0 > 0, òàêàÿ,
÷òî

∥uε∥2H1
0 (Ω) + ε∥uε∥2H2

0 (γ
ε) ≤ C0. (13)



Çàäà÷à H. (Ýôôåêòèâíàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ
óñðåäíåííàÿ ìîäåëü.)

Theorem

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ W. Òîãäà ñåìåéñòâî {uε}ε∈(0,ε0]

ðåøåíèé çàäà÷è Aε ïðè ε → 0+ ñëàáî ñõîäèòñÿ â H1(Ω) ê ðåøåíèþ
u∗ çàäà÷è H, ôîðìóëèðóåìîé íèæå. Êðîìå òîãî, u∗ ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è H.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó H, ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì
íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Îïðåäåëèì àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

K :=
{
ϕ ∈ H1

0 (Ω): ∂2
x2x2

ϕ ∈ L2(Ω), n2∂x2
ϕ = 0 íà ∂Ω â ñìûñëå ñëåäà

}
,

ãäå n2 � ýòî âòîðàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà åäèíè÷íîé âíåøíåé
íîðìàëè n = (n1, n2) ê ∂Ω.



Çàäà÷à H. (Ýôôåêòèâíàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ óñðåäíåííàÿ ìîäåëü.)
Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëå ïåðåìåùåíèé u∗ ∈ K, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñðåäíåííîìó âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ∫
Ω

(
M∇xu∗ · ∇xv + Ein∂

2
x2x2

u∗ ∂
2
x2x2

v
)
dx =

∫
Ω

fvdx ∀ v ∈ K. (14)

Â óðàâíåíèè (14) ìàòðèöà ýôôåêòèâíûõ óñðåäíåííûõ ìîäóëåé
óïðóãîñòè M è ýôôåêòèâíûé óñðåäíåííûé ìîäóëü ãðàäèåíòíîé
óïðóãîñòè Ein îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äàííûìè ìèêðîñòðóêòóðû
êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà è èìåþò âèä

M(x) =

(
(µ̃−1)−1(x) 0

0 µ̃(x) +Dµin(x2)

)
, (15)

Ein(x2) = Dµin(x2)l
2
in(x2). (16)



Â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé çàäà÷à H ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé
àíèçîòðîïíîé (âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé x1 è ÷åòâåðòîãî � ïî
ïåðåìåííîé x2) êðàåâîé çàäà÷å äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Çàäà÷à H-di�. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåäåëüíîå ýôôåêòèâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñìåùåíèé u∗ = u∗(x), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ
ðàâíîâåñèÿ àíèçîòðîïíîãî ãðàäèåíòíî-óïðóãîãî òåëà

− divx
(
M∇xu∗

)
+ ∂2

x2x2

(
Ein∂

2
x2x2

u∗
)
= f, x ∈ Ω, (17)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u∗ = 0, n2∂x2u∗ = 0 íà ∂Ω. (18)



Î ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è H

Theorem

Ïîëîæèì m ∈ N. Ïóñòü ∂Ω ∈ Cm+2, M ∈ Cm+1(Ω)2×2,

Ein ∈ Cm+2
(
[−l2, l2]

)
, f ∈ Hm(Ω) è M è Ein ðàâíîìåðíî

ïîëîæèòåëüíû.

Òîãäà çàäà÷à H èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗ ∈ K, ïðè÷åì ýòî

ðåøåíèå îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè

u∗ ∈ Hm+2(Ω), ∂2
x2x2

u∗ ∈ Hm+2(Ω). (19)



Ñìåøàííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è H

Ñíà÷àëà ïåðåïèøåì çàäà÷ó H â ýêâèâàëåíòíîì âèäå êàê çàäà÷ó
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ
ôóíêöèé. À èìåííî, ïîëîæèì

J(u)
def
=

1

2

∫
Ω

(
M∇xu · ∇xu+ Ein|∂2

x2x2
u|2

)
dx−

∫
Ω

fudx.

Tîãäà çàäà÷à H ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè

u∗ = arg min
u∈K

J(u). (20)



Äàëåå, â ïðîñòðàíñòâå K × L2(Ω) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

K :=
{
(u, v) ∈ K × L2(Ω): v = ∂2

x2x2
u ï.â. â Ω

}
è êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

J (u, v) =
1

2

∫
Ω

(
M∇xu · ∇xu+ Ein|v|2

)
dx−

∫
Ω

fudx.

Òîãäà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèåì

(u∗, v∗) = arg min
(u,v)∈K

J (u, v) (21)

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (20) â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåøåíèå u∗ çàäà÷è (20)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (21) ñ v∗ = ∂2

x2x2
u∗, è íàîáîðîò.



Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò îïèñàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé K ïðè
ìåíüøèõ òðåáîâàíèÿõ ðåãóëÿðíîñòè.

Lemma

Ïàðà (u, v) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

K̃ :=
{
(u, v) ∈ H1

0 (Ω)×L2(Ω):

∫
Ω

(
∂x2

u ∂x2
µ+vµ

)
dx = 0 ∀µ ∈ H1(Ω)

}
.

Â ñèëó ëåììû çàäà÷ó (21) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì
ýêâèâàëåòíîì âèäå

(u∗, v∗) = arg min
(u,v)∈K̃

J (u, v),

êîòîðàÿ î÷åâèäíî ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ∫
Ω

(
M∇xu∗ · ∇xu+ Einv∗v

)
dx =

∫
Ω

fu dx ∀ (u, v) ∈ K̃. (22)



Íàêîíåö, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñìåøàííóþ çàäà÷ó è ïîêàæåì, ÷òî
îíà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (22).

Çàäà÷à H-mixed. Òðåáóåòñÿ íàéòè òðîéêó ôóíêöèé
(u∗, v∗, µ∗) ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω)×H1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ
èíòåãðàëüíûì ðàâåíñòâàì∫
Ω

(
M∇xu∗ · ∇xu+ Einv∗v

)
dx+

∫
Ω

(
∂x2

µ∗ ∂x2
u+ µ∗v

)
dx =

∫
Ω

fu dx

∀ (u, v) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω),

(23)∫
Ω

(
∂x2u∗ ∂x2µ+ v∗µ

)
dx = 0 ∀µ ∈ H1(Ω). (24)



Ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè H-mixed è (22) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåé
òåîðåìîé.

Theorem

Ïóñòü (u∗, v∗, µ∗) � ðåøåíèå çàäà÷è H-mixed. Òîãäà îíî åäèíñòâåííî

è (u∗, v∗) � ýòî ðåøåíèå çàäà÷è (22).
Ïóñòü (u∗, v∗) � ðåøåíèå çàäà÷è (22) òàêîå, ÷òî u∗ ∈ H2(Ω) è
∂2
x2x2

u∗ ∈ H2(Ω). Òîãäà
(
u∗, v∗, −Ein∂

2
x2x2

u∗
)
� ýòî ðåøåíèå

çàäà÷è H-mixed.



×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Äëÿ àïðîáàöèè ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óñðåäíåííîé
çàäà÷è â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âîçüìåì êâàäðàò ñî ñòîðîíîé
1ì (â ýòîì ñëó÷àå D = 2

√
2 ì) è ñëåäóþùèå ìàòåðèàëüíûå

ïàðàìåòðû, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíè ïîñòîÿííûå: ìîäóëè ñäâèãà µ = 1, 5 ÃÏà
è µin = 0, 5 ÃÏà, ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð lin = 0, 1ì2.
Äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïàêåòà FreeFEM++. Îáëàñòü Ω
òðèàíãóëèðîâàëàñü íà 31144 òðåóãîëüíèêà ñ 62889 âåðøèíàìè.
Ïðîñòðàíñòâà H1(Ω) è L2(Ω) àïïðîêñèìèðóþòñÿ
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ñîñòîÿùèõ èç
êóñî÷íî-ãëàäêèõ P2-ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà. Âíåøíþþ íàãðóæó f
âîçüìåì ïîñòîÿííîé è ðàâíîé 0, 01µ.



Figure: Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé òî÷åê òåëà Ω, (â ìì).



Figure: Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé Ìèçåñà, (â ÌÏà).



Figure: Ãðàôèêè ïåðåìåùåíèé òî÷åê òåëà: ux � âäîëü îñè Ox1, uy �
âäîëü îñè Ox2, (â ìì).

Figure: Ãðàôèêè íàïðÿæåíèé Ìèçåñà: sigmax � âäîëü îñè Ox1, sigmay �
âäîëü îñè Ox2, (â ÌÏà).



Figure: Çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèé òî÷åê òåëà âäîëü îñè Ox2 îò
ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà lin, (â ìì).

Figure: Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé Ìèçåñà âäîëü îñè Ox2 îò ìàñøòàáíîãî
ïàðàìåòðà lin, (â ÌÏà).


