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Уравнения движения тела с 
жидкостью 
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Уравнения движения тела с жидкостью: 
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
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условие большой вязкости жидкости 

Е – число Экмана 

При Е>>1 после завершения переходного 

процесса движение жидкости становится 

квазистатическим  

Гринспен Х.: Теория вращающихся жидкостей. 

Л. Гидрометеоиздат, 1975. 



Уравнения движения тела с 
жидкостью 

МОДЕЛЬ  Ф.Л.ЧЕРНОУСЬКО (3/3) 
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Черноусько (1965): при Е>>1 динамика движение 

системы «тело+жидкость» эквивалентна динамике 

«отвердевшей» системы, к которой дополнительно 

приложен момент специального вида    
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ЖВМиМФ, 5:6, 1049-1070 (1965) 
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Ф.А.Слудский (1896)  
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В.В.Сидоренко (1993): 

Планета со сферической полостью, орбита центра 

масс круговая   

Устойчивость 

вращений вокруг 

нормали 

Эволюция быстрых 

вращений планеты 
Уравнения движения 
тела с жидкостью 

А существуют ли планеты с E>>1? 

Смайли, Д.Е., Бражкин, В.В., Палмер, А.: 

Прямые наблюдения вязкости внешнего 

ядра Земли и экстраполяция измерений 

вязкости жидкого железа // УФН, 179, 91-

105 (2009) 
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Проблема обоснования: первые попытки основывались на методах теории 

пограничных функций 

 

•Кобрин, А.И.: К задаче о движении тела с полостью, заполненной вязкой 

жидкостью, относительно центра масс в потециальном поле массовых сил // 

ПММ, 33:3, 431-440 (1969) 

 

•Черноусько, Ф.Л., Шамаев, А.С.: Эволюционные уравнения для медленных 

переменных в теории сингулярно возмущенных систем // ДАН СССР, 277:2, 315-

318 (1984)    

 

Проблема построения оператора P, используемого для вычисления 

кинетического момента относительных движений жидкости 
fluid P




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Основные положения теории ИМ для сингулярно возмущенной системы ОДУ: 

Митропольский, Лыкова (1973) и Стрыгин, Соболев (1988) 
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Доказательство существования ИМ для уравнений движения тел с жидкостью 

большой вязкости:  

Богатырев С.В.: Медленные движения в задачах динамики твердого тела с полостью 

заполненной вязкой жидкостью // ПММ, 58:5, 91-96 (1994)    

Поле скоростей жидкости: 
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Оператор  Р  для эллипсоидальной полости 
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Уравнение эллипсоидальной полости:  | ( , ) 1V H r r r

Приближенное выражение для поля скоростей: 
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Кинетический момент относительных движений жидкости: 
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ПОДХОД  Ф.Л.ЧЕРНОУСЬКО ПРИ НАЛИЧИИ ГОЛОНОМНЫХ СВЯЗЕЙ, 

НАЛОЖЕННЫХ НА СИСТЕМУ 
 

Угловая скорость как функция обобщенных координат: 

1

( , ) ( )
N

i i

i

   


ω ω

Приближенные уравнения движения тела с жидкостью в форме уравнений 

Лагранжа II-го рода: 

fluid

i

i ii

d T T
Q

dt  

   
    
  

Здесь 

, 1

( ) , ( ) ( , ), ( , )
N

fluid

ij i j ij i j i i fluid

i j

T a a Q   


   ω ω ω M



14 

ПРОБЛЕМА НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ 

 
Необходимо имитировать начальный переходной процесс: 

установление «квазистатического» течения!    

Важный частный случай: в начальный момент жидкость покоится 

 

Поправки в начальные условия при рассмотрении движения тела 

без наложения связей (А.И.Кобрин, 1969):      

mod 1

0(0) (0) (0)I P  ω ω ε

Поправки в начальные условия в случае 2DOF       
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Roberts, A.J.: Appropriate initial conditions for asymptotic descriptions of the long term evolution of 

dynamical systems // J. Austral. Math. Soc. Ser. B31, 48-75 (1989)   
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ПРИМЕР: ФИЗИЧЕСКИЙ МАЯТНИК С ЗАПОЛНЕННОЙ 

ЖИДКОСТЬЮ ПОЛОСТЬЮ НА ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПЛАТФОРМЕ 

Начальное распределение скоростей жидкости 

соответствует  установившемуся движению 

Жидкость в начальный момент покоится 
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ПРИМЕР: (THE MULTI-SHELL MODELS OF CELESTIAL BODIES)  

МОДЕЛИ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ СЛОИСТОГО СТРОЕНИЯ (1/4) 

Европа: спутник Юпитера. Предполагается наличие океана, покрытого ледяной оболочкой  
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ПРИМЕР: (THE MULTI-SHELL MODELS OF CELESTIAL BODIES)  

МОДЕЛИ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ СЛОИСТОГО СТРОЕНИЯ (2/4) 

«Планета»: компактное 

твердое внутреннее ядро 
«Спутник»: тонкая внешняя 

ледяная оболочка 

2

f rot c

E
R



 


«Тело» Лаврентьева: предельный случай, когда толщина 

жидкого слоя стремится к нулю 
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ПРИМЕР: (THE MULTI-SHELL MODELS OF CELESTIAL BODIES)  

МОДЕЛИ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ СЛОИСТОГО СТРОЕНИЯ (3/4) 

Движение жидкости в полости 
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При E>>1 движение жидкости и внутреннего ядра подчинено движению мантии: 
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ПРИМЕР: (THE MULTI-SHELL MODELS OF CELESTIAL BODIES)  

МОДЕЛИ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ СЛОИСТОГО СТРОЕНИЯ (4/4) 

Движение внутреннего ядра при E>>1: 
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Если Isc>If, то тогда движение внутреннего ядра является медленным вращением по 

отношению к мантии с угловой скоростью, направленной противоположно угловому 

ускорению мантии. Если вращение планеты замедляется, то движение ядра будет 

«суперротацией»   

Примечание. Соотношения, описывающие течение Стокса в полости, ограниченной 

двумя равномерно вращающимися сферами, приведены в курсе «Теоретическая 

физика» Л.Д.Ландау и Е.М.Лифшица (том.6). В рассматриваемом случае движение 

внутренней границы подчинено движению внешней границы. 
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ! 


