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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

n∑
i ,j=1

Aij(x , u,Du)uxixj + B(x , u,Du) = 0, (1)

n∑
i=1

Di (Ai (x , u,Du)) + B(x , u,Du) = 0. (2)

Êëàññû ðåøåíèé (1), (2):

1. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ (u ∈ C2).

2. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ (u ∈ W2
p).

3. Ñëàáûå ðåøåíèÿ â ñìûñëå Ñîáîëåâà (u ∈ W1
p).

4. Î÷åíü ñëàáûå ðåøåíèÿ â ñìûñëå Ñîáîëåâà (u ∈ Lp).

5. Âÿçêèå ðåøåíèÿ ïî Ëèîíñó.



n∑
i=1

Di (Ai (x , u,Du)) + B(x , u,Du) = 0. (2)

u ñëàáîå ðåøåíèå (2), åñëè äëÿ âñåõ ψ ∈ C∞
0∫

Ω

(
n∑

i=1

(DiAi (x , u,Du)) + B(x , u,Du)

)
ψ dx =

−
∫
Ω

(
n∑

i=1

Ai (x , u,Du)Diψ

)
dx +

∫
Ω
B(x , u,Du)ψ dx = 0. (3)

Åñëè A = (A1, . . . ,An) = DW (x , u), òî u î÷åíü ñëàáîå ðåøåíèå

(2), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó ðàâåíñòâó∫
Ω

(
n∑

i=1

(DiAi (x , u,Du)) + B(x , u,Du)

)
ψ dx =∫

Ω
W (x , u)∆ψ dx +

∫
Ω
B(x , u,Du)ψ dx = 0. (4)



Âÿçêèå ðåøåíèÿ

Ãëàâíàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îïðåäåëåíèè âÿçêîãî ðåøåíèÿ:

èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ñáðàñûâàíèÿ

ïðîèçâîäíûõ íà ãëàäêèå ïðîáíûå ôóíêöèè, íå ïðèìåíÿÿ

èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Φ(x , u,Du,D2u) = 0, x ∈ Ω, (5)

ãäå Φ èìååò âèä (1), (2). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Φ âñåãäà ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â íåäèâåðãåíòíîì âèäå.

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

u ∈ C2(Ω), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈ C2(Ω), äëÿ êîòîðîé

u − ψ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ðàâíûé íóëþ â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, âûïîëíåíî

Φ(x0, ψ(x0),Dψ(x0),D
2ψ(x0)) ≤ 0. (6)

ψ ÿâëÿåòñÿ ñóáðåøåíèåì (5) â òî÷êå x0.



Îïðåäåëåíèå âÿçêîãî ðåøåíèÿ u(t, x) ∈ C(ΩT ) .

ut − Φ(t, x , u,Du,D2u) = 0. (5)

(i) Åñëè ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò êîñíóòüñÿ u â

òî÷êå (t0, x0) ñâåðõó ÿâëÿåòñÿ ñóáðåøåíèåì (5), òî u íàçûâàåòñÿ

âÿçêèì ñóáðåøåíèåì (5) â òî÷êå (t0, x0).

(ii) Åñëè ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò êîñíóòüñÿ u â

òî÷êå (t0, y0) ñíèçó ÿâëÿåòñÿ ñóïåððåøåíèåì (5), òî u
íàçûâàåòñÿ âÿçêèì ñóïåððåøåíèåì (5).

(iii) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ âÿçêèì ðåøåíèåì (5) â

òî÷êå (t0, x0), åñëè îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ñóá- è

ñóïåððåøåíèåì (5) â òî÷êå (t0, x0).



Çàìå÷àíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ âÿçêîãî ðåøåíèÿ

1. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ,

êîòîðàÿ èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî ëèøü íåïðåðûâíîé.

Âñå ïðîèçâîäíûå ìû ïåðåáðàñûâàåì íà ïðîáíûå ôóíêöèè.

2. Åñëè íåâîçìîæíî êàíäèäàòà íà ÂÑÓÁÐ (ÂÑÓÏÐ) êîñíóòüñÿ

ãëàäêîé ôóíêöèåé ñâåðõó (ñíèçó), òî îí ñ÷èòàåòñÿ ÂÑÓÁÐ

(ÂÑÓÏÐ) â èññëåäóåìîé òî÷êå.

3. Ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü u ∈ C, êîòîðóþ íåâîçìîæíî

êîñíóòüñÿ íè â îäíîé òî÷êå ΩT ãëàäêîé ôóíêöèåé íè ñâåðõó íè

ñíèçó?

Â ýòîì ñëó÷àå ýòà ôóíêöèÿ áûëà áû ÂÐ ðåøåíèåì âñåõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Åñëè òàêîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò, òî ìîæíî ëè îïèñàòü

ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî?

Ëåììà. Ïóñòü çàäàíà u ∈ C(ΩT ). Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ

u ìîæíî êîñíóòüñÿ ñâåðõó (ñíèçó), ïëîòíî â ΩT .



Çàìå÷àíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ âÿçêîãî ðåøåíèÿ

4. Ñîãëàñîâàíû ëè ïîíÿòèÿ âÿçêîãî è êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Ò.å. ñîâïàäàþò ëè âÿçêèå C1,2
t,x -ðåøåíèÿ ñ êëàññè÷åñêèìè?

Ëåììà. Åñëè u ∈ C ÿâëÿåòñÿ âÿçêèì ðåøåíèåì Φ = 0, òîãäà â

òî÷êàõ, â êîòîðûõ îíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïî t è
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî u óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

È íàîáîðîò, åñëè u ∈ C1,2
t,x ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì

Φ = 0, òî îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ è âÿçêèì ðåøåíèåì.

5. Îäíèì èç âàæíûõ ïðåèìóùåñòâ òåîðèè âÿçêèõ ðåøåíèé

ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ îïðåäåëÿòü äëÿ óðàâíåíèé

íåäèâåðãåíòíîãî âèäà.

6. Ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âÿçêèõ ðåøåíèé.



Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè

Ïóñòü

Φε(t, x , r , p,X ) : Q = ΩT × R× Rn × Sn 7→ R

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå Q, ãäå Sn �ïðîñòðàíñòâî

ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö n × n, à uε ∈ C(ΩT ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
uε � âÿçêîå ðåøåíèå

ut − Φε(t, x , u,∇u,∇2u) = 0 â ΩT ïðè 0 < ε ≤ ε0 (7)

è Φε(t, x , r , p,X ) → Φ(t, x , r , p,X ) ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ

ïîäìíîæåñòâàõ Q, à òàêæå uε → u ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ

ïîäìíîæåñòâàõ ΩT äëÿ íåêîòîðûõ Φ è u ïðè ε→ 0. Òîãäà u �

âÿçêîå ðåøåíèå

ut − Φ(t, x , u,∇u,∇2u) = 0 â ΩT . (8)



Àíèçîòðîïíûå óðàâíåíèÿ

ut −
n∑

i=1

(|uxi |
pi (t,x)−2uxi )xi = B(t, x , u,∇u). (9)

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ.

Ïîèñê ðåøåíèÿ â âèäå u = limε→0 uε, ãäå {uε} � êëàññè÷åñêèå

ðåøåíèÿ ñåìåéñòâà ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷.

Ñïîñîáû ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà:

1. Ìåòîä ìîíîòîííîñòè Ìèíòè-Áðàóäåðà (ñëó÷àé ëèíåéíîãî

ãðàäèåíòà). Ïîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî

ñîáîëåâñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

2. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè (ñëó÷àé íåëèíåéíîãî

ãðàäèåíòà). Ïîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ âÿçêîãî ðåøåíèÿ.

Äîêàçàíî, ÷òî ñëàáîå ñîáîëåâñêîå ðåøåíèå èç 1. è âÿçêîå

ðåøåíèå èç 2. ïðè ëèíåéíîì ãðàäèåíòå ýêâèâàëåíòíû.



Óðàâíåíèå ôèëüòðàöèè äëÿ äàâëåíèÿ, m � ïîñòîÿííàÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

Lu ≡ −ut +(m− 1)uuxx + u2x +B(t, x , u, ux) = 0, â ΩT , (10)

u(t,±l) = 0, u(0, x) = u0(x), u0(±l) = 0. (11)

|u0(x)− u0(y)| ≤ C0|x − y |α, α ∈ (0, 1), (12)

Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à (14)�(16)

Luµ = 0, â ΩT = (0,T )× (−l , l), (13)

uµ(t,±l) = µ > 0, uµ(0, x) = u0µ(x) ≥ µ, u0µ(±l) = µ, (14)

ãäå ôóíêöèÿ u0µ(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (12)

òàêàÿ, ÷òî

|u0µ(x)− u0(x)||Cα([−l ,l ]) → 0 ïðè µ→ 0. (15)



uµt = (m − 1)uµuµxx + u2µx + B(t, x , uµ, uµx), â ΩT , (17)

uµ(t,±l) = µ > 0, uµ(0, x) = u0µ(x) ≥ µ, u0µ(±l) = µ, (18)

|u0µ(x)− u0(x)||Cα([−l ,l ]) → 0 ïðè µ→ 0. (19)

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (10)�(12).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî âÿçêèõ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûõ è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ, íà ëþáîì

êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè ΩT , ðåøåíèé uµ çàäà÷è

(13)�(15). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå â ΩT âÿçêîå ðåøåíèå

u çàäà÷è (10)�(12) òàêîå, ÷òî

u = lim
µ→0

uµ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó î ñõîäèìîñòè, äîñòàòî÷íî

ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíûå ïî µ îöåíêè Ãåëüäåðà.



Îöåíêè êëàññè÷åñêèõ (âÿçêèõ) ðåøåíèé

Íåïðåðûâíîñòü ïî Ãåëüäåðó ïî x

|uµ(t, x)− uµ(t, y)| ≤ C0|x − y |α, t ∈ [0,T ], x , y ∈ [−l , l ]. (16)

Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåëüäåðó ïî t íåîáõîäèìî íàëîæèòü

äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà B ïî ïåðåìåííîé q

max
(t,x)∈ΩT ,|z|≤M

|B(t, x , z , q)| ≤ κ0(1+ |q|p), κ0, p ≥ 0 (17)

Ïðè âûïîëíåíèè (17), óäàåòñÿ äîêàçàòü îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà

Êðóæêîâà-Ãèëäèíãà íà ñëó÷àé ïîëèíîìèàëüíîé ãðàäèåíòíîé

íåëèíåéíîñòè áåç àïðèîðíîé îöåíêè íà ïðîèçâîäíóþ ïî x .
Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u çàäà÷è

(13)�(15), óäîâëåòâîðÿþùåãî (16), (17), èìååò ìåñòî îöåíêà

|u(t1, x)− u(t2, x)| ≤ C1|t1 − t2|γ , γ =
α

max{2, p}
, (18)

ãäå x ∈ (−l , l), t1, t2 ∈ (0,T ), C1 çàâèñèò îò C0, κ0, l , α, p è

d = dist(x , ∂Ω).



Ïîëàãàåì, ÷òî B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (17), à òàêæå
íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì , êîòîðûå íå ïðèâîæó â

ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè.

Ïðèìåð ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì:

B(t, x , u, ux) = f (t, u)g(t, ux), (19)

ãäå g(t, ux) ≥ 0, g(t, 0) = 0, à f (t, u) íåâîçðàñòàþùàÿ ïî u è

òàêàÿ, ÷òî f (t, u) ≥ 0 ïðè u ≤ 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ B(t, x , z , q) ∈ Cβ(ΩT × R× R) ñ
íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì β ∈ (0, 1) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (17),
(19). Òîãäà ñóùåñòâóåò âÿçêîå ðåøåíèå u(t, x) çàäà÷è (10)�(12)
òàêîå, ÷òî

|u(t, x)− u(t, y)| ≤ C0|x − y |α, α ≤ m − 1

m
,

|u(t1, x)− u(t2, x)| ≤ C1|t1 − t2|γ , γ =
α

max{2, p}
.



Óðàâíåíèå ôèëüòðàöèè äëÿ ïëîòíîñòè, m = m(t) ∈ C

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

ut =
(
um(t)

)
xx

+ F (t, u, ux), min
t∈[0,T ]

m(t) ≥ 2 (20)

u(t,±l) = 0, u(0, x) = u0(x), u0(±l) = 0, (15)

|u0(x)− u0(y)| ≤ C0|x − y |α, α = min
t∈[0,T ]

1

m(t)
, (16)

Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à (24), (15), (16) (uµ = u)

ut = mµu
mµ−1uxx +mµ(mµ − 1)umµ−2u2x + F (t, u − µ, ux), (21)

uµ(t,−l) = uµ(t, l) = µ, uµ(0, x) = u0µ(x) + µ, (22)

mµ(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, mµ(t) ⇒ m(t), u0µ(x) � ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (16) òàêàÿ, ÷òî

|u0µ(x)− u0(x)∥Cα[−l ,l ] → 0 ïðè µ→ 0. (23)



Âÿçêîå ðåøåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

F (t, u, 0) ≥ 0 ïðè u ≤ 0, (24)

F (t, u, q) ≤ 0 ïðè u ≥ 0 è |q| ≥ αC0(2l)
α−1 (25)

F (t, u1, q)− F (t, u2, q) ≥ 0 ïðè u1 < u2. (26)

max
t∈[0,T ],u∈[0,C0(2l)α]

|F (t, u, q)| ≤ κ0(1+ |q|p), κ0 ≥ 0, p ≥ 0. (27)

Ïðèìåðû ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (24)�(27):

F = −u|ux |p, F = −u3 + |ux |p, F = −f (t)u2n+1, (28)

f (t) ≥ 0, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåëüäåðó ôóíêöèè F è

âûïîëíåíèè óñëîâèé (28)�(31), äîêàçàíà òåîðåìà

ñóùåñòâîâàíèÿ âÿçêîãî ðåøåíèÿ u ∈ Cγ,α
t,x , ãäå êàê è ðàíåå

γ = α
max{2,p} .



Î÷åíü ñëàáûå ðåøåíèÿ, F = F (t, u)

ut =
(
um(t)

)
xx

+ F (t, u), min
t∈[0,T ]

m(t) ≥ 2 (24).

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíóþ íåîòðèöàòåëüíóþ

ôóíêöèþ u(t, x) î÷åíü ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (24), (15),
(16) ïðè F = F (t, u), åñëè∫ T

0

∫ l

−l

[
uϕt + um(t)ϕxx + F (t, u)ϕ

]
dxdt =

∫ l

−l
u0(x)ϕ(0, x)dx

ëîÿ ïðîèçâîëüíîé ϕ(t, x) ∈ C1(0,T ;C∞
0
(−l , l)).

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

uF (t, u) ≤ 0 è F (t, u1)− F (t, u2) ≥ 0 for u1 < u2. (29)

Ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåëüäåðó ôóíêöèè F è

âûïîëíåíèè óñëîâèé (29), äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

î÷åíü ñëàáîãî ðåøåíèÿ u ∈ C
α
2
,α

t,x .



Ñâÿçü ìåæäó ñîáîëåâñêèìè è âÿçêèìè ðåøåíèÿìè

Óðàâíåíèå ôèëüòðàöèè äëÿ äàâëåíèÿ

ut = (m − 1)uuxx + u2x + F (t, u),

óðàâíåíèå ôèëüòðàöèè äëÿ ïëîòíîñòè

ut =
(
um(t)

)
xx

+ F (t, u).

Âÿçêèå ðåøåíèÿ è î÷åíü ñëàáûå ðåøåíèÿ äëÿ îáîèõ óðàâíåíèé

áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî

êëàññè÷åñêèì ðåøåíèÿì ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷.

1. Óêàçàííûå âÿçêèå è î÷åíü ñëàáûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè.

2. Ïðè ïîñòîÿííîì m î÷åíü ñëàáûå ðåøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ïðîñòî

ñëàáûìè, ò.å. åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó âÿçêèìè è ñëàáûìè

ðåøåíÿìè, ïîëó÷åííûìè óêàçàííûì ñïîñîáîì.

3. Åäèíñòâåííîñòü âÿçêèõ ðåøåíèé îñòàåòñÿ îòêðûòûì

âîïðîñîì.



THANK YOU FOR YOUR ATTENTION!


