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Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ Àëåêñàíäðîâ è Ãåðáåðò Áóçåìàí



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïîä îòðåçêîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d), ñîåäèíÿþùèì òî÷êè

x, y ∈ X, ïîíèìàåòñÿ îáðàç ñïðÿìëÿåìîãî ïóòè γ : [0,1] → X, γ(0) =

x, γ(1) = y, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà d(x, y). Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

ãåîäåçè÷åêèì, åñëè â í¼ì ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü îòðåçêîì.

Îòðåçîê íà ïëîñêîñòè íà ñôåðå



Îïðåäåëåíèå 1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàåòñÿ G-ïðîñò-
ðàíñòâîì, åñëè â í¼ì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

G1. X êîíå÷íî êîìïàêòíî (âñÿêîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ïîäìíîæå-

ñòâî â X êîìïàêòíî)

G2. X âûïóêëî ïî Ìåíãåðó (ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè â x, y ∈ X
åñòü ñåðåäèíà m, äëÿ êîòîðîé d(x,m) = d(y,m) = 1

2d(x, y)).

Èç ñâîéñòâ G1 è G2 ñëåäóåò, ÷òî X � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

G3. Â X âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ëîêàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêîâ

(äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé

ïàðû òî÷åê y, z ∈ B(x, r) íàéä¼òñÿ òî÷êà w, äëÿ êîòîðîé d(y, w) =
d(y, z) + d(z, w)).

G4. X îáëàäàåò ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêîâ:

åñëè òî÷êè y, z, w1 è w2 ∈ X òàêîâû, ÷òî

d(y, w1) = d(y, w2) = d(y, z) + d(z, w1) = d(y, z) + d(z, w2),

òî w1 = w2.



Äëÿ êàæäîé òî÷êè x â G-ïðîñòðàíñòâå X îïðåäåëåíà âåëè÷èíà ρ(x), ðàâ-
íàÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ðàäèóñîâ øàðîâ ñ öåíòðîì x, â êîòîðûõ âû-

ïîëíåíî ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêîâ. Ïðè ýòîì ρ(x) ëèáî ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, ëèáî ðàâíî +∞. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ρ(y) = +∞
äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ X.

G-ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ρ(x) = +∞
äëÿ âñåõ x ∈ X.

Â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå X âñÿêèé îòðåçîê îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî

áåñêîíå÷íîñòè â îáå ñòîðîíû. Ðåçóëüòàò òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ � ïðÿìàÿ

ëèíèÿ.

Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü � ïðÿìîå ïðîñòðàíñòâî.



Ïðîáëåìà Áóçåìàíà

Ïðîáëåìà 1. Âñÿêîå ëè G-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíî-

ãîîáðàçèåì?

Ðåçóëüòàòû. Îòâåò ïîëîæèòåëåí â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. Â ñëó÷àå ìàëîé òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè n:

• n ≤ 2: G. Busemann, The Geometry of Geodesics, 1955, Th 9.7, Th

10.4.

• n = 3: B. Krakus. Any 3-dimensional G-space is a manyfold. Bull.

Acad. Pol. Sci., 16 (1968).

• n = 4: P.Thurston, 4-Dimensional Busemann G-spaces are 4-manifolds,

Di�. Geom. Appl. 6 (3), 1996.

2. Äëÿ G-ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû ïî À.Ä. Àëåêñàí-

äðîâó: Â.Í. Áåðåñòîâñêèé, 2003 ã.



Íåïîëîæèòåëüíàÿ êðèâèçíà ïî Áóçåìàíó

Îïðåäåëåíèå 2. Òðåóãîëüíèêîì â ãåîäåçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d)

íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ, âêëþ÷àþùàÿ òðè ïðîèçâîëüíûå òî÷êè (âåð-

øèíû òðåóãîëüíèêà) è òðè ïîïàðíî ñîåäèíÿþùèõ èõ îòðåçêà (ñòîðîíû

òðåóãîëüíèêà). Ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðîñòàíñòâîì

íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå Áóçåìàíà, åñëè â ëþáîì òðå-

óãîëüíèêå 4xyz äëèíà åãî ñðåäíåé ëèíèè mn íå ïðåâîñõîäèò äëèíû îñ-

íîâàíèÿ yz.
Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî

X íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî

Áóçåìàíó îäíîñâÿçíî.

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáûå äâå òî÷êè

â ïðîñòðàíñòâå X ñîåäèíÿþòñÿ

åäèíñòâåííûì îòðåçêîì.

Ñëåäñòâèå 3. Âñÿêîå G-

ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó � ïðÿìîå.



Âûïóêëîñòü ìåòðèêè

Ìåòðèêà d â ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó X

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé: äëÿ ëþáûõ äâóõ îòðåçêîâ [ab] è [cd] ñ ïàðàìåòðèçà-

öèÿìè γi : [0,1] → X, ïðîïîðöèîíàëüíûìè äëèíå, ôóíêöèÿ D : [0,1] → R,
äåéñòâóþùàÿ ïî ôîðìóëå D(t) = d(γ1(t), γ2(t)), âûïóêëà.

Åñëè p è q � ñåðåäèíû, ñîîòâåò-

ñòâåííî, îòðåçêîâ [ab] è [cd], òî

d(p, q) ≤
1

2
(d(a, c) + d(b, q)).



Ïåðå÷åíü Ïàïàäîïóëîñà

Òåîðåìà 1. (A. Papadopoulos, Metric spaces, convexity and nonpositive

curvature, EMS, 2005, Proposition 8.1.2) Ïóñòü X � ãåîäåçè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. X � ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó;

2. Äëÿ ëþáûõ îòðåçêîâ ñ àôôèííûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè γ : [a, b]→ X è

γ′ : [a′b′]→ X ôóíêöèÿ Dγ,γ′(s, t) = d(γ(s), γ′(t)) âûïóêëà;

3. Äëÿ ëþáûõ îòðåçêîâ ñ àôôèííûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè γ : [a, b] → X

è γ′ : [a′b′] → X ïðè ëþáîì t ∈ [0,1], åñëè xt = γ((1 − t)a + tb) è

x′t = γ′((1− t)a′+ tb′), òî

d(x, x′) ≤ (1− t)d(γ(a), γ′(a′)) + td(γ(b), γ′(b′));

è ò.ä. Ïîëíûé ïåðå÷åíü âêëþ÷àåò 11 óñëîâèé.



Âûïóêëîñòü è ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòü

Â ñâÿçè ñî ñâîéñòâàìè âûïóêëîñòè ìåòðèêè ê ïðîñòðàíñòâàì íåïîëîæè-

òåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ òåðìèí "âûïóêëûå

ïðîñòðàíñòâà".∗

Îïðåäåëåíèå 3. Ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî

âûïóêëûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ O(x) ⊂
X, êîòîðàÿ â èíäóöèðîâàííîé èç X ìåòðèêå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå Áóçåìàíà.

Òåîðåìà 2. (M. Gromov) Âñÿêîå ïîëíîå îäíîñâÿçíîå ëîêàëüíî âûïóê-

ëîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû

ïî Áóçåìàíó

(ñì. S.B. Alexander, R.L. Bishop, Esseign. Math. 36 (1990), pp. 309�320.)

∗Äðóãîé ïîïóëÿðíûé òåðìèí - "Busemann spaces" (íàïðèìåð, B. Bowditch, Minkowskian
subspaces of non-positively curved metric spaces, Bull. London Math. Soc., 27 (1995), pp.
575�584.)



Âàðèàöèè íà òåìó âûïóêëîñòè

Îïðåäåëåíèå 4. (T. Gelander, A. Karlsson, G. Margulis (2008)) Ãåî-

äåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y, z ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d(x,m) < max{d(x, y), d(x, z)},

ãäå m � ñåðåäèíà ìåæäó y è z. Ìîäóëåì âûïóêëîñòè â òî÷êå x ∈ X

ñòðîãî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ îò äâóõ àð-

ãóìåíòîâ r, µ > 0

δx(r, µ) = inf
(y,z)∈A(x,r,µ)

{r − d(x,m)},

ãäå ìíîæåñòâî A(x, r, µ) ⊂ X × X îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì: ïàðà (y, z) ñî-

äåðæèòñÿ â A(x, r, µ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

max{d(x, y), d(x, z)} ≤ r

è

d(y, z) ≥ µr.

Ñòðîãî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðàâíîìåðíî

âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ìîäóëü âûïóêëîñòè δx ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé.



Íåïîëîæèòåëüíàÿ êðèâèçíà ïî À.Ä. Àëåêñàíäðîâó

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü (X, d) � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åâêëèäî-

âûì òðåóãîëüíèêîì ñðàâíåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà 4xyz íàçûâàåòñÿ ïðî-

èçâîëüíûé òðåóãîëüíèê 4xyz íà ïëîñêîñòè ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé, äëÿ

êîòîðîãî |xy| = d(x, y), |xz| = d(x, z) è |yz| = d(y, z).

Òðåóãîëüíèê 4xyz íàçûâàåòñÿ òîíêèì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê m è

n íà åãî ñòîðîíàõ è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì òî÷åê m è n íà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà 4xyz âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d(m,n) ≤ |mn|

(òàê íàçûâàåìîå CAT (0)-íåðàâåíñòâî).



Òðåóãîëüíèê 4xyz è ñîîòâåòñòâóþùèé òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4xyz.



Îïðåäåëåíèå 6. Ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî À.Ä. Àëåêñàíäðîâó, åñëè êàæ-

äàÿ òî÷êà x ∈ X èìååò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé âñÿêèé òðåóãîëüíèê ÿâëÿ-

åòñÿ òîíêèì. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæè-

òåëüíîé êðèâèçíû ïî À.Ä. Àëåêñàíäðîâó â öåëîì∗, åñëè â X âñÿêèé

òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ òîíêèì.

Ñëåäñòâèå 4. Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî À.Ä.

Àëåêñàíäðîâó ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì. Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî íåïî-

ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî À.Ä. Àëåêñàíäðîâó â öåëîì ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà âìåñòî åâêëèäî-

âîé ïëîñêîñòè ðàññìàðèâàòü ñòàíäàðòíóþ ñôåðó ðàäèóñà 1/
√
κ ïðè κ > 0

èëè ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî êðèâèçíû κ ïðè κ < 0, òî àíàëîãè÷íàÿ ñõåìà

ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû íå áîëüøå κ (òàê íàçûâàå-

ìûõ CAT (κ)-ïðîñòðàíñòâ).

∗Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ òåðìèí "CAT (0)-ïðîñòðàíñòâî". Äëÿ ïîëíîãî
CAT (0)-ïðîñòðàíñòâà ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå òåðìèí "ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà".



Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � G-ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â

ñìûñëå Áóçåìàíà. Òîãäà X ãîìåîìîðôíî åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Rn

ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n.

Ñëåäñòâèå 5. Âñÿêîå ëîêàëüíî âûïóêëîå G-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ n-

ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ïðè íåêîòîðîì n ∈ N.



Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû

Äàíî G-ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó (X, d). Çà-

ôèêñèðóåì òî÷êó p1 ∈ X. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû âêëþ÷àåò òðè ýòàïà.

1. Ïîñòðîåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî

êîíóñà K1 = Kp1X è èññëåäîâàíèå åãî ñâîéñòâ;

2. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ âòîðîãî êàñàòåëüíîãî êîíóñà K2 = Kp2K1;

3. Äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîñòè öåïî÷êè êîíóñîâ è ãîìåîìîðôèçìîâ

X = K0
ϕ1−→ K1

ϕ2−→ K2 −→ . . .

Ïîñëåäíèé êîíóñ â óêàçàííîé öåïî÷êå ãîìåîìîðôåí Rn.



Êàñàòåëüíûé êîíóñ Kp1X

Ïóñòü (X, d) � G-ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó,

p1 ∈ X � îòìå÷åííàÿ òî÷êà. Äëÿ x ∈ X è t > 1 ÷åðåç xt îáîçíà÷àåòñÿ

òî÷êà îòðåçêà [p1x], äëÿ êîòîðîé d(p1, xt) = d(p1, x)/t, ÷åðåç dt � ìåòðèêà

íà X, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì dt(y, z) = t · d(yt, zt).

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ y, z ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë

d∗(y, z) = lim
t→+∞

dt(y, z),

ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ d∗ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X è d∗(y, z) ≤ d(y, z) äëÿ ëþáûõ

y, z ∈ X.

Ëåììà 2. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id : X → X ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-

ôèçìîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) íà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

(X, d∗).

Îïðåäåëåíèå 7. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d∗) íàçûâàåòñÿ êàñà-

òåëüíûì êîíóñîì ê X â òî÷êå p1. Îáîçíà÷åíèå: Kp1X.



Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 4.∗ Ïóñòü (X, d) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è (Xk, dk)

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü CAT (κ)-ïðîñòðàíñòâ. Åñëè (X, d) ÿâëÿåòñÿ ïðå-

äåëîì ïî Ãðîìîâó-Õàóñäîðôó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Xk, dk) òî (X, d) �

CAT (κ)-ïðîñòðàíñòâî.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî

Áóçåìàíó íåâåðíà. Êîíòðïðèìåð � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìèðîâàííûõ

ïëîñêîñòåé ñ íîðìàìè âèäà ‖(x1, x2)‖n = n
√
|x1|n + |x2|n, n ≥ 2, ñõîäÿùàÿñÿ

ê ïëîñêîñòè ñ ìàêñèìóì-íîðìîé.

Íî...

∗ñì. M. Bridson, A. Hae�iger, Metric Spaces of Non-Positive Curvature, p.187



Ñõîäèìîñòü óíèìîäóëÿðíî âûïóêëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Îïðåäåëåíèå 8. Ñåìåéñòâî (Xα, dα), α ∈ A ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëü-

íîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíî âûïóêëûì, åñëè

êàæäîå Xα ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðàâíîìåðíî âûïóêëûì, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò òà-

êàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ m(r, µ), ÷òî äëÿ ìîäóëÿ âûïóêëîñòè δx(r, µ)

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ Xα ïðè ïðîèçâîëüíîì α âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

δx(r, µ) ≥ m(r, µ).

Òåîðåìà 5.∗ Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (X, d) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïî Ãðîìîâó-

Õàóñäîðôó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Xn, dn) ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó (ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå).

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xn ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíî âûïóêëîé ñ îáùåé

íèæíåé ãðàíèöåé ìîäóëÿ âûïóêëîñòè m(r, µ), òî X òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî

ðàâíîìåðíî âûïóêëûì ïðîñòðàíñòâîì, ïðè÷¼ì åãî ìîäóëü âûïóêëîñòè â

ïðîèçâîëüíîé òî÷êå òàêæå îãðàíè÷åí ñíèçó ôóíêöèåé m(r, µ).

∗P.D. Andreev, Geometric constructions in the class of Busemann non-positively curved
spaces, J. Math. Ph. An. Geom., 5 (2009), Th. 4.3.



Äëÿ t > 1 îáîçíà÷èì Bt åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàíñòâå (X, dt) ñ öåíòðîì

p1.

Ëåììà 3. Ñåìåéñòâî ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Bt, dt) ÿâëÿåòñÿ óíèìî-

äóëÿðíî âûïóêëûì.

Ñëåäñòâèå 6. Ïðîñòðàíñòâî Kp1X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæè-

òåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå Áóçåìàíà.

Ñëåäñòâèå 7. Ïðîñòðàíñòâî Kp1X ÿâëÿåòñÿ G-ïðîñòðàíñòâîì Áóçåìàíà.



Èòîã ïåðâîãî ýòàïà

Òåîðåìà 6. Ïóñòü (X, d) � G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû. Òîãäà åãî êàñàòåëüíûé êîíóñ Kp1X = (X, d∗) â ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå p1 ∈ X òàêæå ÿâëÿåòñÿ G-ïðîñòðàíñòâîì Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëü-

íîé êðèâèçíû, ïðè÷¼ì

• äëÿ ëþáûõ y, z ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî d∗(y, z) ≤ d(y, z);

• îòîáðàæåíèå Id : X → X ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà

(X, d) íà (X, d∗);

• ñåìåéñòâî ïðÿìûõ â ñìûñëå ìåòðèêè d∗, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó p1

ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ñåìåéñòâîì ïðÿìûõ â ñìûñëå ìåòðèêè d,

ïðè÷¼ì âäîëü êàæäîé òàêîé ïðÿìîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d = d∗;

• íà ïðîñòðàíñòâå (X, d∗) äåéñòâóåò ãðóïïà H ïîëîæèòåëüíûõ ãîìîòå-

òèé ñ öåíòðîì p1.



Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå

Îïðåäåëåíèå 9. Ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè A,B ∈
X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

HD(A,B) = inf{ε |A ⊂ Nε(B), B ⊂ Nε(A)},

ãäå

Nε(M) = {y ∈ x | ∃x ∈M | d(x, y) < ε}

� ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M â X.

Ïðÿìûå a, b ⊂ X â ãåîäåçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàþòñÿ ïàðàë-

ëåëüíûìè, åñëè ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó íèìè êîíå÷íî. ∗

∗Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïàðàëëåëüíûå â ýòîì ñìûñëå
ïðÿìûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ïðè÷¼ì ìíîãî ðàç.



Ïðîñòðàíñòâî ïàðàëëåëüíûõ â ïðîñòðàíñòâå

íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû

Ëåììà 4. (Ëåììà Ðèíîâà î íîðìèðîâàííîé ïîëîñå)∗ Ïóñòü X �

âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, γ1, γ2 : R → X � äâå

ãåîäåçè÷åñêèõ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè† â X òàêèå, ÷òî d(γ1(t)), γ2(t)) ≤ C,

ãäå C ∈ R+ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà γ1 è γ2 îãðàíè÷èâàþò â X

ïîëîñó ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî (âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî, èçîìåòðè÷íîå

ïîëîñå ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè â íåêîòîðîé íîðìèðîâàííîé ïëîñêîñòè).

∗ñì. W. Rinow Die innere Geometrie der metrischen Ra�ume. Springer-Verlag, 1961. Çäåñü
öèòèðóåòñÿ ïî ñòàòüå B. Kleiner, The local structure of length spaces with curvature
bounded above, Math. Z., 231, 3 (1999).
†òî åñòü äâå ïðÿìûå ëèíèè



Ïóñòü a � ïðÿìàÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî

Áóçåìàíó X. Îáîçíà÷èì Ya ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â X, ïàðàëëåëüíûõ a.

Ëåììà 5. Ïóñòü (X, d) � ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â

ñìûñëå Áóçåìàíà. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî (Ya,Hd) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå Áóçåìàíà.

Òðåóãîëüíèê 4abc è åãî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ [mn] â ïðîñòðàíñòâå Ya.



Ïðîñòðàíñòâà êîíè÷åñêîãî òèïà

Êîíóñ Kp1X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîíè÷åñêîãî òèïà ñ âåðøèíîé p1.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü (X, d) � G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà íåïîëîæè-

òåëüíîé êðèâèçíû. X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîíè÷åñêîãî òèïà ñ

âåðøèíîé p, åñëè òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id : X → KpX ïðîñòðàí-

ñòâà X íà åãî êàñàòåëüíûé êîíóñ KpX ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

Ëåììà 6. Ïóñòü (X, d) � G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû. Òîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîíè÷åñêîãî òèïà ñ âåð-

øèíîé p ∈ X, åñëè è òîëüêî åñëè íà X äåéñòâóåò ãðóïïà H ïîëîæèòåëüíûõ

ãîìîòåòèé ñ öåíòðîì p.



Ñâîéñòâà êàñàòåëüíîãî êîíóñà ê ïðîñòðàíñòâó êîíè÷åñêîãî òèïà

Òåîðåìà 7. Ïóñòü (K,D) � ïðÿìîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðè-

âèçíû â ñìûñëå Áóçåìàíà êîíè÷åñêîãî òèïà ñ âåðøèíîé p, è Kp′K �

êàñàòåëüíûé êîíóñ ê K â òî÷êå p′ 6= p ñ ìåòðèêîé D∗. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò ïðÿìîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû êîíè÷åñêîãî òèïà

(Y, dY ) è ãîìåîìîðôèçì Ψ : Kp′K → Y × R1, ïðè÷¼ì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ.

• ×åðåç êàæäóþ òî÷êó â Kp′K ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ pp′;

• Ïðîñòðàíñòâî Y èçîìåòðè÷íî ìíîæåñòâó ïðÿìûõ â Kp′K, ïàðàë-

ëåëüíûõ pp′, ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà;

•
Íà Kp′K äåéñòâóåò ãðóïïà Γ = H · T , ãäå H � ãðóïïà ïîëî-

æèòåëüíûõ ãîìîòåòèé, è T � ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ,

èçîìîðôíàÿ R1;

• Ãðóïïà H äåéñòâóåò ïîëîæèòåëüíûìè ãîìîòåòèÿìè íà ñîìíî-

æèòåëå Y , à T � ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè íà R1;

• Ìíîæåñòâî âåðøèí êîíóñà Kp′K åñòü ïðÿìàÿ pp′.



Êîíå÷íîìåðíîñòü G-ïðîñòðàíñòâ

Ïðîáëåìà 2.∗ Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå G-ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî (ò.å.

èìååò êîíå÷íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü)?

Òåîðåìà 8. (Â.Í. Áåðåñòîâñêèé)† G-ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñóùå-

ñòâóåò íåïóñòàÿ îòêðûòàÿ îáëàñòü U òàêàÿ, ÷òî âñÿêèé øàð, ñîäåðæà-

ùèéñÿ â U , ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, êîíå÷íîìåðíî.

Ñëåäñòâèå 8. Âñÿêîå G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé êðè-

âèçíû êîíå÷íîìåðíî.

∗Ã.Áóçåìàí, Ãåîìåòðèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, ïðîáëåìà (9), ñ. 486.
†Â.Í. Áåðåñòîâñêèé, Ê ïðîáëåìå êîíå÷íîìåðíîñòè G-ïðîñòðàíñòâ Áóçåìàíà, Ñèá. Ìàò.
Æ., XVIII, 9 (1977), Òåîðåìà 1.



Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà Îñíîâíîé Òåîðåìû.

Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà (X, d) ðàâíà n.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ïðîñòðàíñòâ-êîíóñîâ è ãîìîìîðôèçìîâ:

X = K0
ϕ1−→ K1

ϕ2−→ K2 −→ · · ·
ϕn−→ Kn+1.

Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî Ki ïðè i ≥ 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå Ki =

Yi×Rn−i, ãäå Yi � íåêîòîðîå G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû, ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîíè÷åñêîãî òèïà ñ âåðøèíîé pi.

Ïðè ýòîì êîíóñ Kpi+1Yi ãîìåîìîðôåí Yi × R. Ãîìåîìîðôèçì

ϕi : Ki−1 = Yi−1 × Rn−i → (Yi × R)× Rn−1 = Ki

äåéñòâóåò íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå êàê Id : Yi−1 → KpiYi−1 = Yi × R è

íà âòîðîì ñîìíîæèòåëå òðèâèàëüíî. Òàê êàê dimTopKn+1 = n, Yn+1 �

îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî.



Appendix

Íåêîòîðûå îòëè÷èÿ ñâîéñòâ

íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû



1.Öåíòð îãðàíè÷åííîãî âûïóêëîãî ïîäìíîæåñòâà

Ïóñòü (X, d) � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áó-

çåìàíó. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê a, b ∈ A îòðåçîê [ab] (êîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í) ñîäåðæèòñÿ

â A.

Òåîðåìà 9. Åñëè A � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â X, òî

îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í øàð íàèìåíüøåãî ðàäèóñà (åñëè A� îäíîòî÷å÷íîå

ìíîæåñòâî, òî íàèìåíüøèé ðàäèóñ ðàâåí íóëþ), ñîäåðæàùèé A.

Øàð íàèìåíüøåãî ðàäèóñà, ñîäåðæàùèé A, íàçûâàåòñÿ îïèñàííûì øà-

ðîì.

Åñëè X ÿâëÿåòñÿ CAT (0)-ïðîñòðàíñòâîì, òî öåíòð îïèñàííîãî øàðà îãðà-

íè÷åííîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A ñîäåðæèòñÿ â A.

Íî...



Ðàññìîòðèì òð¼õìåðíîå íîðìèðî-

âàííîå ïðîñòðàíñòâî X, íîðìà êî-

òîðîãî ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî

ìàëîì ε > 0 èìååò âèä

‖~v‖ = (1− ε)‖~v‖1 + ε‖~v‖2,

ãäå íîðìà ‖~v‖1 îïðåäåëÿåò-

ñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì

ABCA′B′C′ íà ðèñóíêå, à ‖~v‖2 �

åâêëèäîâà íîðìà.

Òðåóãîëüíèê 4ABC îãðàíè÷èâàåò çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â

X, íî öåíòð åãî îïèñàííîãî øàðà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îòðåçêà

[OM ], ãäå O � íà÷àëî êîîðäèíàò, àM � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí 4ABC.



2. Òåîðåìû î ñêëåèâàíèè

Òåîðåìà 10. (Þ. Ã. Ðåøåòíÿê) Ïóñòü (Xi, di), i = 1,2 � ïîëíûå ëîêàëü-

íî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≤ κ. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ âûïóêëûå ìíîæåñòâà Ci ⊂ Xi è èçîìåòðèÿ f : C1 →
C2. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî (X, d), ïîëó÷åííîå ñêëåâàíèåì X1 ñ X2 ïî èçî-

ìåòðèè f , ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ κ.



Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó òåîðåìà,

àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà, íå âåðíà. Íàïðèìåð, ñêëåèâ ïî

îáùåé ãðàíèöå äâå íîðìèðîâàííûå ïîëóïëîñêîñòè ñ ðàçíûìè íîðìàìè,

ìû ïîëó÷èì ïëîñêîñòü, íå ÿâëÿþùóþñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû. Íî...



Òåîðåìà 11.* Ïóñòü (Xi, di), i = 1,3

� òðè ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó, êàæäîå èç êîòî-

ðûõ ïðåäñòàâëåíî êàê îáúåäèíåíèå çà-

ìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ:

Xi = A1 ∪Bi.

Ïóñòü g1 : B2 → A3, g2 : B3 → A1 è

g3 : B1 → A2 � òàêèå èçîìåòðèè, ÷òî

g2 ◦ g1 ◦ g3|A1∩B1
= Id. Òîãäà ïðîñòðàí-

ñòâî X, ïîëó÷åííîå êàê ðåçóëüòàò ñêëå-

èâàíèÿ òð¼õ ïðîñòðàíñòâ âäîëü îòîáðà-

æåíèé gi ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïî-

ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó.

*P.D. Andreev, Geometric constructions in the
class of Busemann non-positively curved spaces,
J. Math. Ph. An. Geom., 2009. v.5, �1.



3. Îðèôóíêöèè è ôóíêöèè Áóçåìàíà

Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé o ∈ X.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X äèñòàíöèîííàÿ ôóíêöèÿ dx : X → R îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì dx(y) = d(x, y)− d(o, x).

Ïóñòü C(X) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé

íà X ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ

è C∗(X) = C(X)/R � åãî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîí-

ñòàíò.

Ñîïîñòàâëåíèå x → [dx] îïðåäåëÿåò âëîæåíèå Êóðàòîâñêîãî i : X →
C∗(X). Îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà îòìå÷åííîé òî÷êè o ∈ X. Áóäåì îòîæ-

äåñòâëÿòü X ñ åãî îáðàçîì i(X) â C∗(X)

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî, íî íå

êîìïàêòíî. Åãî îðèôóíêöèîíàëüíîé êîìïàêòèôèêàöèåé íàçûâàåòñÿ

çàìûêàíèå Xh = i(X) â C∗(X). Ìíîæåñòâî ∂hX = Xh\X íàçûâàåòñÿ îðè-

ôóíêöèîíàëüíîé ãðàíèöåé X, à ôóíêöèè, êëàññû êîòîðûõ ôîðìèðóþò

òî÷êè îðèôóíêöèîíàëüíîé ãðàíèöû, � îðèôóíêöèÿìè. Âñÿêàÿ îðèôóíê-

öèÿ � ýòî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèñòàíöèîííûõ

ôóíêöèé dxn ïðè óäàëåíèè òî÷åê xn â áåñêîíå÷íîñòü.



Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó ïðèìå-

ðîì îðèôóíêöèé ñëóæàò ôóíêöèè Áóçåìàíà.

Îïðåäåëåíèå 12. Ëó÷îì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) íàçûâà-

åòñÿ èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå c : R+ → X ÷èñëîâîé ïîëóïðÿìîé

R+ = [0,+∞). Îáðàç îòîáðàæåíèÿ c ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü ëó÷îì

è îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì c. Ïóñòü c � ëó÷ â ïðîñòðàíñòâå X íåïî-

ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó ñ c(0) = o. Òîãäà ðàâåíñòâî

βc(y) = lim
t→+∞

dc(t)(y)

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ βc : X → R. Ôóíêöèÿ βc íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèåé Áóçåìàíà íà ïðîñòðàíñòâå X.

Ëó÷è c, c′ : R→ X íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè, åñëè ñóùåñòâóåò êîí-

ñòàíòà K > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R+ âåðíî íåðàâåíñòâî

d(c(t), c′(t)) < K.



Òåîðåìà 12.∗ Ïóñòü X � ïîëíîå, ëîêàëüíî êîìïàêòíîå CAT (0)-ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà

1. Âñÿêàÿ îðèôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áóçåìàíà;

2. Ôóíêöèè Áóçåìàíà, ïîðîæä¼ííûå àñèìïòîòè÷åñêèìè ëó÷àìè, îòëè÷à-

þòñÿ íà êîíñòàíòó è ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó â C(X);

3. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id : X → X ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîð-

ôèçìà Xg → Xh.

Çäåñü Xg � òàê íàçûâàåìàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ, â êî-

òîðîé ãðàíèöó ∂gX îáðàçóþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ

ëó÷åé.
∗ ñì. M. Bridson, A. Hae�iger, Metric spaces of non-positive curvature, Springer-Verlag,
1999, Chapter II-8.

Íî...



Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî âû-

ïóêëîé íîðìîé. Â ýòîì ñëó÷àå îíî èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó ïî

Áóçåìàíó. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íîðìà ïðîñòðàíñòâà X ñèíãóëÿðíà, åñëè

åãî åäèíè÷íàÿ ñôåðà íå ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêîé. Íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìûå

ðàäèóñ-âåêòîðàìè ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê, íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè íà-

ïðàâëåíèÿìè.

Òîãäà:

1. ôóíêöèè Áóçåìàíà, ñîîòâåòñòâóþøèå ïàðàëëåëüíûì ëó÷àì, èäóùèì

â ñèíãóëÿðíîì íàïðàâëåíèè, îòëè÷àþòñÿ íå íà êîíñòàíòó;

2. ñóùåñòâóþò îðèôóíêöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè Áóçåìàíà.

3. òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id : X → X íå ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåî-

ìîðôèçìà Xg → Xh.

Íî åñòü è ñîâñåì îñîáûå íîðìû...



Òî÷êè Áóçåìàíà

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü (X, d) � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, T ⊂ R+ � íåîãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî, 0 ∈ T .

Îòîáðàæåíèå γ : T → X íàçûâàåòñÿ

1. ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèì ëó÷îì â X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ

òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ s, t ∈ T, s ≥ t > M âåðíî

| d(γ(t), γ(s)) + d(γ(0), γ(t))− s| < ε.

2. ñëàáî ãåîäåçè÷åñêèì ëó÷îì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ X è ëþáîãî

ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî M , ÷òî äëÿ ëþáûõ s, t ∈ T, s, t > M âåðíî

|d(γ(t), γ(0))− t| < ε

è

|d(γ(t), y)− d(γ(s), y)− (t− s)| < ε.



Òåîðåìà 13. (Ì. Ðèôôåëü) Ïóñòü X � ïîëíîå, ëîêàëüíî êîìïàêòíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

1. âñÿêèé ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ãåîäåçè÷åñêèì ëó÷îì;

2. âñÿêèé ñëàáî ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ ïîðîæäàåò íà X íåêîòîðóþ îðèôóíê-

öèþ;

3. åñëè X êîíå÷íî êîìïàêòíî è èìååò ñ÷¼òíóþ áàçó, òî âñÿêàÿ îðèôóíê-

öèÿ íà X ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ñëàáî ãåîäåçè÷åñêèì ëó÷îì.

Îïðåäåëåíèå 14. Òî÷êà ξ ∈ ∂hX îðèôóíêöèîíàëüíîé ãðàíèöû ïðîñòðàí-

ñòâà X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Áóçåìàíà, åñëè îíà ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì

ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèì ëó÷îì.

Îðèôóíêöèîíàëüíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ n-ìåðíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X â

òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå òî÷êè îðèôóíêöèîíàëüíîé ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè Áóçåìà-

íà, îïèñàíà â ñòàòüå C. Walsh, Horofunction boundary of �nite dimensional normed space;

Math Proc. Camb. Phyl. Soc., 142 No. 3 (2007), 497�507. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî

Xh ãîìåîìîðôíî åâêëèäîâó øàðó Bn, à ãðàíèöà ∂hX � ñôåðå Sn−1, íî ïðè ýòîì òîæäå-

ñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id : X → X â îáùåì ñëó÷àå íå ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà

Xg → Xh.



Ñâîéñòâî òî÷åê îðèôóíêöèîíàëüíîé ãðàíèöû áûòü òî÷êàìè Áóçåìàíà ìî-

æåò íå âûïîëíÿòüñÿ, äàæå åñëè íîðìà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé. Íàïðè-

ìåð, åñëè åäèíè÷íàÿ ñôåðà S òð¼õìåðíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà
X èìååò îñîáåííîñòü âèäà "òî÷êè ùèïêà" (èçîëèðîâàííóþ îñîáåííîñòü,

â êîòîðîé êàñàòåëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ äâóãðàííûì óãëîì).

Ïðèìåð òàêîé íîðìû:

N(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2 +

√
(x2 + y2)2 + 2y2z2

Ñôåðà ñ òî÷êîé ùèïêà
Îðèôóíêöèîíàëüíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ

ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé N



Is this the end of the beginning

or the beginning of the end?

(Ozzy Osbourne, 2013 ã.)

Ãäå íà÷àëî òîãî êîíöà, êîòîðûì

îêàí÷èâàåòñÿ íà÷àëî?

(Êîçüìà Ïðóòêîâ, 1854 ã.)



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


