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§1. НЕСКОЛЬКО ЛИНЕЙНЫХ И НЕЛИ-
НЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВ-
НЕНИЙ

Тезисы конференции "дни геометрии Ново-
сибирск 2013 год.

Рассмотрим в области
D = {(x, t) ∈ R2, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1)}
с кусочно-гладкой границей дифференциаль-

ное уравнение

utt−uxxxx+auxxx+buxx+cux+du+eut = f (x, t) (1)

с граничными условиями

u|t=0, t=1 = 0,

u|x=0, x=1 = 0, uxx|x=0, x=1 = 0. (2)

Граничные задачи для таких уравнений рас-
сматривали многие авторы. Например, Д. Ама-
нов, В.Н. Врагов, А.А. Дезин, Г.В. Демиденко,
Ю.А. Дубинский, И.Е. Егоров, А.И. Кожанов,
В.П., Михайлов, С.Г. Пятков, Ж.А. Отарова,
Г.А. Свиридюк.
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Теорема 1. Пусть правая часть уравнения (1)
f (x, t) ∈ L2(D).
Пусть существуют постоянные ε > 0, δ > 0

( ε - мало) такие, что для коэффициентов урав-
нения (1) выполнены условия:
1) a ≥ 0, b > 0;
2) (b− ε)π

8 − d ≥ δ > 0.
Тогда решение u(x, t) задачи (1), (2) из про-

странства H2,1(D) существует и единственное.

Норма в H2,1(D) задается равенством

‖u‖H2,1(D) =

(∫
D

(
u2 + u2

x + u2
xx + u2

t

)
dD

)1
2

.

Пример неединственности решения задачи
(1), (2).
В области
D = {(x, t) ∈ R2, x ∈ (0, π), t ∈ (0, π)}
рассмотрим уравнение

utt − uxxxx + 4uxxx + 3uxx + 4ux + 5u = 0 (3)

с граничными условиями

u|t=0, t=π = 0,

u|x=0, x=π = 0, uxx|x=0, x=π = 0. (4)

Функции

u(x, y) ≡ 0, u(x, y) = sin t sin x
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удовлетворяют краевым условиям (4) и урав-
нению (3).
Заметим, что не выполняется условие 2) на

коэффициенты уравнения (1) в теореме.
Пусть теперь решение уравнения (1) удовле-

творяет на границе условиям:

u|t=0, t=1 = 0, u|x=0, x=1 = 0, ux|x=0, x=1 = 0. (2′)

Тогда будет верна

Теорема 2. Пусть правая часть уравнения (1)
f (x, t) ∈ L2(D). Пусть существует постоянная
δ > 0 такая, что для коэффициентов уравне-
ния (1) выполнены условия:
1) b > 0;

2) π2

128 − d ≥ δ > 0.
Тогда решение u(x, t) задачи (1), (2′) из про-

странства H2,1(D) существует и единственное.

Пример 1. В области
D = {(x, t) ∈ R2, x ∈ (0, π), t ∈ (0, 1

2)}
рассмотрим уравнение

(1− t)2utt − uxxxx + a(x, t)uxxx − uxx + a(x, t)ux+

+
3

4
u + (1− t)ut =

3

4
sin

(
1− t

2

)
(5)

с начально-краевыми условиями

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0,
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u|x=0, x=π = 0, uxx|x=0, x=π = 0. (6)

Коэффициент a(x, t) и правая часть в урав-
нении (5) - аналитические функции в D.
Решением задачи (5), (6) будет функция

u(x, t) =

(
(1− t)

3
2 − (1− 3

2
t)

)
sin x,

которая не принадлежит классу функций
W 2

2 (D).

Пример 2. В области
D = {(x, t) ∈ R2, x ∈ (0, π), t ∈ (0, 1)}
рассмотрим уравнение

un
tt − un

xxxx + un
xx + un

t = 0 (7)

с начально-краевыми условиями

un|t=0 =
sin nx

n5
, un

t |t=0 =
sin nx

n3
,

un|x=0, x=π = 0, un
xx|x=0, x=π = 0. (8)

Неустойчивым решением задачи (7), (8) будет
функция

un(x, t) =
en2t sin nx

n5
.

В работе [10] найдено решение для нелиней-
ного уравнения следующего вида

uxxxxxx(x, t) + 15 ux(x, t) · uxxxx(x, t)+
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+15 uxx(x, t) · uxxx(x, t) + 45 (ux(x, t))2 · uxx(x, t)−
−5 uxxxt − 15 ux(x, t) · uxt(x, t)−

−15 ut(x, t) · uxx(x, t)− 5 utt(x, t) = 0,

Решением этого уравнения будет функция

u(x, t) = c3−

−2c2 tanh

(
−c1 − c2x− 4

(
−1

2
− 3

10

√
5

)
c3
2t

)
.

Рассмотрим аналогичное уравнение четвер-
того порядка с произвольными коэффициента-
ми.

Задача 1.

a ux(x, t) · uxxxx(x, t) + b uxx(x, t) · uxxx(x, t)+

+c (ux(x, t))2 · uxx(x, t)+

+d ux(x, t) · uxt(x, t) + e ut(x, t) · uxx(x, t) = 0,

a, b, c, d, e - вещественные постоянные и

c 6= 0, d + e 6= 0.

Функция
u(x, t) = c3−

−
6c2(b + 2a) tanh

(
−c1 − c2x + 4(c2)

3(a+b)t
d+e

)

c

- решение этого уравнения.
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Задача 2. Интересное дифференциальное
уравнение в работе В.К. Белошапка [4]

ux(x, t) · ut(x, t) (uxxt(x, t) · ut(x, t)−
−uxtt(x, t) · ux(x, t)) +

+uxt(x, t)
(
(ux(x, t))2 · utt(x, t)−

− (ut(x, t))2 · uxx(x, t)
)

= 0. (9)

Функция

u(x, t) = c + tanh (d + ax + bt)

- решение этого уравнения. Здесь
(c, d, a, b ∈ R) .

Задача 3. Заметим, что уравнение

e−y +
√

2 sin
(
y − π

4

)
= 0

имеет бесконечно много решений на луче
[0, ∞). Рассмотрим у этого уравнения два ре-
шения

0 и y0, где y0 ∈
(
π + π

4 , π + π
2

)
.

Пусть в полосе

Π = {(x, t) ∈ R2, x + t = 0, x + t = y0}
задано уравнение (9).
На границе полосы зададим нулевые гранич-

ные условия

u|x+t=0 = 0, ux|x+t=0 = 0, ut|x+t=0 = 0,
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u|x+t=y0
= 0. (10)

Задача (9), (10) имеет ненулевое решение

u(x, y) = e−(x+t) +
√

2 sin
(
(x + t)− π

4

)
.
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В области

D = {(x, t) ∈ R2, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1)}
рассмотрим уравнение

utt−uxxxx+auxxx+buxx+cux+du+eut = f (x, t). (1)

с граничными условиями

u|t=0, t=1 = 0,

u|x=0, x=1 = 0, ux|x=0, x=1 = 0. (2)

Введём некоторые обозначения. Через
CL обозначим класс функций из простран-
ства C∞(D), удовлетворяющих гранич-
ным условиям (2). Через H4,2(D) обозна-
чим пространство, полученное замыкани-
ем пространства CL по норме ‖u‖H4,2(D) =
(∫

D

(
u2 + u2

x + u2
t + u2

xx + u2
tt + u2

xxx + u2
xxt + u2

xxxx

)
dD

)1
2

.

Лемма 1. Пусть правая часть уравнения (1)
f (x, t) ∈ L2(D). Пусть для коэффициентов урав-
нения (1) выполнены условия:
1) b ≥ 0; 2) π2

128 − d ≥ δ > 0.
Тогда для решения задачи (1), (2) верна

априорная оценка:

‖u‖2
L2(D) + ‖ut‖2

L2(D) + ‖uxx‖2
L2(D) ≤ C‖f‖2

L2(D).
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Замечание. Из леммы 1 следует, что функции
u(x, t), uxx(x, t), ut(x, t) ∈ L2(D). Тогда уравнение
(1) можно переписать в виде

utt − uxxxx + auxxx =

= f (x, t)− buxx − cux − du− eut = f1(x, t), (3)

где f1(x, t) ∈ L2(D).

Лемма 2. Пусть правая часть уравнения (1)
f (x, t) ∈ L2(D). Пусть для коэффициентов урав-
нения (1) выполнены условия:
1) a ≥ 0, b ≥ 0; 2) π2

128 − d ≥ δ > 0.
Тогда для решения задачи (1), (2) верны

априорные оценки:

‖utxx‖2
L2(D) + ‖uxxxx‖2

L2(D) ≤ 4‖f1‖2
L2(D).

‖utt‖2
L2(D) ≤ ‖f1‖2

L2(D).

Доказательство леммы 1 и леммы 2 прово-
дится методом интегрирования по частям с
применением мультипликативных неравенств.

Теорема единственности. Пусть правая часть
уравнения (1) f (x, t) ∈ L2(D). Пусть для коэф-
фициентов уравнения (1) выполнены условия:
1) a ≥ 0, b ≥ 0; 2) π2

128 − d ≥ δ > 0.
Тогда решение задачи (1), (2) из простран-

ства H4,2(D) единственно.
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Задача 5. В области
D = {(x, t) ∈ R2, x ∈ (0, π), t ∈ (0, π)}

рассмотрим уравнение
utt − uxxxx + auxxx + buxx + aux + (b + 2)u = 0. (4)

с граничными условиями
u|t=0, t=π = 0,

u|x=0, x=π = 0, ux|x=0, x=π = 0. (5)

Решение поставленной задачи будет не един-
ственным. Помимо нулевого решения этой за-
дачи, не нулевая в этой области функция
u(x, y) = sin t sin x удовлетворяет краевым усло-
виям (5) и уравнению (4).

Задача 6. В области
D = {(x, t) ∈ R2, x ∈ (0, π), t ∈ (0, π)}

рассмотрим уравнение
utt − uxxxx + auxxx + buxx + aux + (b + 2)u = 0. (6)

с граничными условиями
u|t=0, t=π = 0,

ux|x=0, x=π = 0, uxxx|x=0, x=π = 0. (7)

Решение поставленной задачи будет не един-
ственным. Помимо нулевого решения этой за-
дачи, не нулевая в этой области функция

u(x, y) = sin t cos x
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удовлетворяет краевым условиям (7) и уравне-
нию (6).

Теорема существования. Пусть правая часть
уравнения (1) f (x, t) ∈ L2(D). Пусть для коэф-
фициентов уравнения (1) выполнены условия:
1) a ≥ 0, b ≥ 0; 2) π2

128 − d ≥ δ > 0.
Тогда решение задачи (1), (2) из простран-

ства H4,2(D) существует.

Доказательство. Доказывать существование
решения задачи (1), (2) будем методом Галер-
кина с выбором специального базиса. То есть
приближенное решение этой задачи ищем в ви-
де

um(x, t) =

m∑
i=1

gimwi(x, t),

где wi(x, t)− собственные функции следующей
задачи

Pwi(x, t) = wixxxx(x, t)− witt(x, t) = λiwi(x, t),

k = 1, 2, ...,
wi(x, t)|t=0, t=1 = 0,

wi(x, t)|x=0, x=1 = 0, wix(x, t)|x=0, x=1 = 0.

В [2] показано, что в пространстве H4,2(D) су-
ществует счетная полная система собственных
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функций оператора P. Коэффициенты gim на-
ходятся из системы алгебраических уравнений

(umtt − umxxxx + aumxxx + bumxx + cumx + dum+

+eumt, wj) = (f (x, t), wj) , j = 1, 2, ..., m.

Аналогично как в леммах, можно получить
равномерные по m оценки. Тогда из семейства
функций {um(x, t)} можно выделить такую под-
последовательность, что um(x, t) → u(x, t) слабо
в пространстве H4,2(D). Предельная функция
будет слабым решением поставленной задачи.
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§3. ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

Пусть Ω - ограниченная односвязная область
в пространстве Rn переменной y = (y1, y2, ..., yn)
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с достаточно гладкой границей Γ1 , цилиндри-
ческая область G = Ω × (0, X) с границей Γ ,
цилиндрическая область Q = G × (0, T ) с боко-
вой границей Σ = Γ× [0, T ].
Пусть в области Q задано уравнение

Pu ≡ −∂6u

∂x6
+ k(x, y, t)

∂2u

∂t2
+ a(x, y, t)

∂u

∂t
− Lu+

+|u|ρu = f (x, y, t), (1)

Lu ≡
n∑

i,j=1

∂u

∂yi

(
aij(y)

∂u

∂yj

)
−

n∑
i=1

ai(x, y, t)
∂u

∂yi
,

n∑
i,j=1

aijξiξj ≥ M | ξ |2,M > 0, ξ ∈ Rn,

k(x, y, t) ≥ 0, aij(y) = aji(y), (x, y, t) ∈ Q.

Обозначим через γ =
{
(x, y, 0) ∈ Q : k(x, y, 0) > 0

}
.

Краевая задача.Найти решение уравнения (1) в
области Q , удовлетворяющее граничным условиям

u|Σ =
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=X

=
∂4u

∂x4

∣∣∣∣
x=0

=
∂4u

∂x4

∣∣∣∣
x=X

=

= u|t=0 =
∂u

∂t

∣∣∣∣
γ

= 0. (2)
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Теорема. Пусть выполнены следующие условия :
1. Коэффициенты дифференциального оператора P

принадлежат пространству C3(Q);
2. Пусть существует константа λ0 ≥ 0 такая,

что выполнено неравенство

2a(x, y, t)− ∂k(x, y, t)

∂t
+ λ0k(x, y, t) ≥ δ > 0;

3. 2a(x, y, t)−
∣∣∣∂k(x,y,t)

∂t

∣∣∣ ≥ δ > 0;

4. ρ ≤ 2
n−1 при n ≥ 2, ρ - любое при n = 1;

5. Правая часть уравнения (1) - функция f (x, y, t)
такая, что

f (x, y, t) ∈ L2(Q),
∂f (x, y, t)

∂t
∈ L2(Q), f (x, y, 0) = 0.

Тогда существует и притом единственное реше-
ние граничной задачи (2) для уравнения (1) из про-
странства H6

2(Q).

Доказательство. Методом ”ε”- регуляризации
[1] докажем существование решения гранич-
ной задачи для ”ε” регуляризированного урав-
нения. При ε > 0 решение задачи будем ис-
кать методом Фаэдо-Галёркина с выбором спе-
циального базиса. Учитывая равномерные по ε
априорные оценки, в пределе (ε → +0)получим
утверждение теоремы.
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Пример 1. В области

Q = {(x, y, t) : x ∈ (0, π), y ∈ (0, π), t ∈ (0, 1)}
рассмотрим уравнение

−∂6u

∂x6
+(1−t)

∂2u

∂t2
−∂2u

∂y2
+

1

2

∂u

∂t
−2u =

3

4
sin y sin x (4)

с граничными условиями

u|Σ =
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=π

=
∂4u

∂x4

∣∣∣∣
x=0

=
∂4u

∂x4

∣∣∣∣
x=π

=

= u|t=0 =
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (5)

Для коэффициентов уравнения (4) при

a(x, y, t) =
1

2
, k(x, y, t) = 1− t

выполнено второе условие теоремы:

2a(x, y, t)− ∂k(x, y, t)

∂t
+ λ0k(x, y, t) =

= 2
1

2
− (−1) + (1− t)λ0 > 0.

Однако не выполнено третье условие теоремы:

2a(x, y, t)−
∣∣∣∣
∂k(x, y, t)

∂t

∣∣∣∣ = 2
1

2
− | − 1| = 0.

Функция

u(x, y, t) =

[
(1− t)

3
2 +

(
3

2
t− 1

)]
sin y sin x (6)
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удовлетворяет граничным условиям (5) и удо-
влетворяет уравнению (4). Но функция (6) не
принадлежит пространству H6

2(Q), хотя правая
часть уравнения (4) является даже аналитиче-
ской функцией.

Пример 2. В области

Q = {(x, y, t) : x ∈ (0, π), y ∈ (0, π), t ∈ (0, 1)}
рассмотрим уравнение

−∂6u

∂x6
+ t2

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂y2
+ t

∂u

∂t
+ (t2 − 26)u = 0 (7)

с граничными условиями
(k(x, y, 0) = 0, γ - пустое множество )

u|Σ =
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=π

=
∂4u

∂x4

∣∣∣∣
x=0

=
∂4u

∂x4

∣∣∣∣
x=π

=

= u|t=0 = 0. (8)

Для коэффициентов уравнения (7) при
a(x, y, t) = t, k(x, y, t) = t2

2a(x, y, t)− ∂k(x, y, t)

∂t
= 0.

Функция
u(x, y, t) =

= t4 sin 3y sin x
∞∑

n=0

(−1)n
(

t

2

)2n
1

n!(n + 4)!
(9)
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удовлетворяет граничным условиям (8) и удо-
влетворяет уравнению (7). Но эта функция - не
нулевое решение задачи (7), (8).

Пример 3. В области

Q = {(x, y, t) : x ∈ (0, π), y ∈ (0, π), t ∈ (0, 1)}
рассмотрим уравнение

−∂6un

∂x6
+ k(x, y, t)

∂2un

∂t2
+

∂2un

∂y2
+

+a(x, y, t)
1

2

∂un

∂t
+ b(x, y, t)un = 0 (9)

с краевыми условиями

un|x=0 = un|x=π = un|y=0 = un|y=π =

(10)

=
∂2un

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2un

∂x2

∣∣∣∣
x=π

=
∂4un

∂x4

∣∣∣∣
x=0

=
∂4un

∂x4

∣∣∣∣
x=π

= 0,

с начальными условиями

un|t=0 =
sin nmx sin npy

nq
,

∂un

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
sin nmx sin npy

nq
. (11)

Пусть для коэффициентов уравнения (9) и на-
туральных чисел p, q, n,m выполнены условия
1. a(x, y, t) + k(x, y, t) + b(x, y, t) = 0.
2. q ≥ 6m, 3m = p.
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Тогда неустойчивым нулевым решением по-
ставленной задачи (9), (10), (11) будет функ-
ция

un =
et sin nmx sin npy

nq
.
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§4. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕКОТО-
РЫХ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯД-
КА.
(2007 год 100 лет Векуа) c357-358.

Пусть в области D = {(x, y, t) : 0 < x < π, 0 <
y < π, 0 < t < a}
задано уравнение
−uttt+uxxxx+uyyyy+uxx+uyy+utt−ut = f (x, y, t) (1)

с краевыми условиями
u|t=0 = ut|t=0 = ut|t=a = u|x=0,x=π = u|y=0,y=π = 0;

uxx|x=0,x=π = uyy|y=0,y=π = 0. (2)

Теорема. Пусть правая часть уравнения (1)
- функция f (x, y) ∈ L2(D). Число a > 0 - мало.
Тогда существует и притом единственное ре-
шение краевой задачи (2) для уравнения (1),
принадлежащее пространству H(D).
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Здесь пространство H(D) является замыка-
нием класса функций пространства C∞(D),
удовлетворяющих краевым условиям (2). Нор-
ма в этом пространстве задаётся равенством

‖u‖2
H(D) =

∫

D

(u2
xx + u2

yy + u2
tt(a− t) + u2

t + u2)dD.

Для доказательства этой теоремы использо-
валась комбинация методов, например, как в
[1],[2], [3].

Интересен вопрос, будет ли корректна эта
краевая задача для этого уравнения. Оказыва-
ется, что можно в этом случае построить при-
мер неединственности решения такой задачи
для уравнения

−uttt + uxxxx + uyyyy + uxx + uyy + utt − ut = 0

в области D = {(x, y, t) : 0 < x < π, 0 < y < π, 0 <
t < 2π√

3
} с краевыми условиями

u|t=0 = ut|t=0 = ut| 2π√
3

= 0u|x=0,x=π = u|y=0,y=π =

uxx|x=0,x=/pi = uyy|y=0,y=π = 0.

Не нулевым решением такой задачи будет

u = (
√

3 + e
t
2(sin

√
3

2
t−

√
3cos

√
3

2
t)) · sinx · siny.
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Аналогично как в [4] можно построить пример
неустойчивости решения уравнения

−un
ttt+un

xxxx+aun
yyyy +bun

xx+cun
yy+dun

tt−hun
t = 0 (3)

в области D = {x, y, t : 0 < x < π, 0 < y < π, t > 0}
с начально краевыми условиями

un|t=0 =
sinnmxsinnpy

nq
; un

t |t=0 =
nk sinnmxsinnpy

nq
;

un
tt|t=0 =

n2ksinnmxsinnpy

nq
; un|x=0,x=π = un|y=0,y=π = 0;

(4)
un

xx|x=0,x=/pi = un
yy|y=0,y=π = 0.

Рассмотрим функцию

un(x, y, t) =
enkt · sinnmx · sinnpy

nq
.

Приведём три примера условий на коэф-
фициенты a, b, c, d, h уравнения и натуральные
числа k, m, p, q в начальных условиях (4), при
которых нулевое решение поставленной задачи
будет не устойчиво.
Пример 1. a = c = 1, b = d = h = 0, k = 8,m =

3, p = 6, q = 24.
Пример 2. c = d = 1, a = b = h = 0, k = 4,m =

3, p = 4, q = 12.
Пример 3. a = h = 1, b = c = d = 0, k = 4,m =

3, p = 1, q = 12.
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§5. Краевые задачи для некоторых уравне-
ний неклассического типа
Тезисы доклада на Международной кон-

ференции "Дифференциальные уравнения.
Функциональные пространства. Теория при-
ближений посвященной 100-летию со дня рож-
дения С.Л. Соболева 5-12 октября 2008 г. Но-
восибирск, Россия стр 232

Пусть Ω - ограниченная односвязная область
переменной t = (t1, t2, ..., tn) в пространстве Rn с
достаточно гладкой границей Γ1. Область G =
Ω×(0, Y ) с границей Γ1. В области Q = G×(0, X))
с границей Σ рассмотрим уравнение

Lu ≡ ∂

∂x

(
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2

)
+ L0u = f (x, y, t), (1)

где

L0u ≡ a0(x)
∂2u(x, y, t)

∂x2
+

∂2u(x, y, t)

∂y2
+

+

n∑
i,j=1

∂

∂ti

(
aij(t)

∂u(x, y, t)

∂tj

)
+

+

n∑
i=1

ci(x, y, t)
∂u(x, y, t)

∂ti
+

+a(x, y, t)
∂u(x, y, t)

∂x
+ b(x, y, t)

∂u(x, y, t)

∂y
+
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+d(x, y, t)u(x, y, t),

n∑
i,j=1

aijξiξj ≥ m|ξ|2,m > 0,

(x, y, t) ∈ Q, ξ ∈ Rn, aij = aji.

Краевая задача.Найти решение уравнения
(1) в области Q, удовлетворяющее краевым
условиям

u |Σ = ux |x=0 = 0. (2)

Теорема.Пусть для коэффициентов операто-
ра L0 выполнены следующие условия:
1. a0(x) ∈ C3[0, X ]; aij(t) ∈ C3(Ω);
a(x, y, t), b(x, y, t), ci(x, y, t), d(x, y, t) ∈ C2(Q);
i, j = 1, ..., n.
2. 1− a0(x) ≥ δ > 0;

3. −2d(x, y, t)+ax(x, y, t)+by(x, y, t)+
n∑

i=1

citi(x, y, t)−
a0xx(x) ≥ δ > 0.
Тогда при любой правой части уравнения (1)
f (x, y, t) ∈ L2(Q) существует и притом един-
ственное решение краевой задачи (2) для урав-
нения (1) из пространства H(Q).

Замечание. Если рассматривать задачу Ко-
ши для этого уравнения, когда данные Коши
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задаются на одной из гиперплоскостей: x = 0,
y = 0 , t = 0 , то такая задача будет некоррект-
ной.

Пример. В области

D =

{
(x, y, t) : x ∈

(
0,

π√
3

)
, y ∈ (0, π), y ∈ (0, π)

}

рассмотрим уравнение

Lu ≡ ∂

∂x

(
∂2u(x, y, t)

∂x2
− ∂2u(x, y, t)

∂y2

)
+

+
∂2u(x, y, t)

∂x2
+

∂2u(x, y, t)

∂y2
+

∂2u(x, y, t)

∂t2
+2u(x, y, t) = 0

с краевыми условиями

u |x=0 = ux |x=0 = ux

∣∣∣x= π√
3

=

= u |y=0 = u |y=π =

= u |t=0 = u |t=π = 0.

Так как a0(x) = 1, a(x, y, t) = 0, d = 2, то наруше-
ны условия 2) и 3) теоремы. Ненулевым реше-
нием поставленной задачи будет функция

u =

(√
3

2
− e−

x
2

2

(
sin

√
3

2
x +

√
3 cos

√
3

2
x

))
.

[1] Врагов В.Н. Краевые задачи для неклас-
сических уравнений математической физи-
ки. Новосибирск: Новосибирский университет,
1983.
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§4. ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ПОРЯДКА 2M

Н.А. Чуешева

50 лет ИМ СОРАН Конференция “Математи-
ка в современном мире”, 17–23 сентября 2007,
Новосибирск

Целью данной работы является исследование
разрешимости краевой задачи для дифферен-
циального уравнения порядка 2m с вырожда-
ющимся по времени t коэффициентом. Такие
исследования при m=1 для линейного уравне-
ния были проведены в работах Врагова В.Н.
, Терехова А. Н. , Ларкина Н. А.. С различ-
ными вырождениями уравнения высокого по-
рядка рассматривались в книге Егорова И. Е.,
Пяткова С.Г., Попова С. В., Кожанова А.И..
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Пусть Ω - ограниченная односвязная об-
ласть в пространстве Rn переменной y =
y(y1, y2, ..., yn)с достаточно гладкой границей Γ1 ,
цилиндрическая область G = Ω× (0, X) с грани-
цей Γ , цилиндрическая область Q = G × (0, T )
с боковой границей Σ = Γ × (0, T )) , область
Qt = G× (0, t), t ∈ [0, T ].

Пусть в области Q задано уравнение

Pu ≡ (−1)m
∂2mu

∂x2m
+ k(x, y, t)

∂2u

∂t2
+

+a(x, y, t)
∂u

∂t
− Lu + |u|ρu = f (x, y, t), (1)

Оператор L - самосопряженный эллиптический
дифференциальный второго порядка по пере-
менной y = y(y1, y2, ..., yn). k(x, y, t) ≥ 0. Обозна-
чим через

γ = {(x, y, 0) ∈ Q : k(x, y, 0) > 0}.

Краевая задача. Найти решение уравнения
(1) в области Q, удовлетворяющее граничным
условиям

u
∣∣∣
Σ
=

∂2u

∂x2

∣∣∣
x=0

= ... =
∂2m−2u

∂x2m−2

∣∣∣
x=0

= ... =
∂2u

∂x2

∣∣∣
x=X

=

= ... =
∂2m−2u

∂x2m−2

∣∣∣
x=X

= u
∣∣∣
t=0

=
∂u

∂t

∣∣∣
γ
= 0. (2)
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Лемма. Пусть существует константа λ0 ≥ 0
такая, что выполнено неравенство

2a(x, y, t)− ∂k(x, y, t)

∂t
+ λ0k(x, y, t) ≥ δ > 0. (3)

Тогда существует константа λ1 ≥ λ0 что
для всех функций u(x, y, t) из класса
H2m,2(Q)

⋂
Lρ+2(Q) имеет место неравенство

|u(t)|2Hm,1(G) + |u(t)|ρ+2
Lρ+2(G) + ‖u(t)‖2

Hm,1(Qt)
+

+‖u(t)‖ρ+2
Lρ+2(Qt)

≤ C

∫ t

0

(
Lu,

∂u

∂t
e−λτ

)
dτ.

Теорема. Пусть выполнены следующие усло-
вия:
1. Коэффициенты дифференциального опе-

ратора P принадлежат пространству C3(Q);

2. 2a(x, y, t)−
∣∣∣∂k(x,y,t)

∂t

∣∣∣ ≥ δ > 0;

3. ρ ≤ 2
n−1 при n ≥ 2, ρ любое при n = 1;

4. Правая часть уравнения (1) - функция
f (x, y, t) такая, что

f (x, y, t) ∈ L2(Q),
∂f (x, y, t)

∂t
∈ L2(Q), f (x, y, 0) = 0.

Тогда существует и притом единственное ре-
шение граничной задачи (2) для уравнения (1)
из пространства H2m,2(Q).
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Замечание 1. Аналогично как в книге В.
Н. Врагова [1] можно привести пример того,
что условие (3) леммы является существен-
ным для единственности решения классиче-
ской смешанной задачи для уравнения (1)
Замечание 2. Можно привести пример, что

при нарушении условия 2 теоремы, какой бы
гладкостью ни обладала правая часть уравне-
ния (1), вообще говоря, решений смешанной
задачи из пространства H2m,2(Q) не существу-
ет.
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