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Классическое преобразование Лапласа

Lu = uxy + a(x , y)ux + b(x , y)uy + c(x , y)u = 0, (1)

Введя u1 = (Dy + a)u, приходим (если h = ax + ab − c 6= 0) к
преобразованному уравнению L1u1 = 0 того же вида (1).
Оператор L1 - результат X -преобразования Лапласа.

Имеется сплетающее соотношение(
Dy + a− hy

h

)
L = L1(Dy + a).

Каскадный метод Лапласа:

L→ L1 → . . .→ Ln

Если Lnun =
(
Dx + b

)(
Dy + â

)
un = 0 , то (1) решается в

квадратурах.



Классическое преобразование Лапласа

Lu = uxy + a(x , y)ux + b(x , y)uy + c(x , y)u = 0, (1)

Введя u1 = (Dy + a)u, приходим (если h = ax + ab − c 6= 0) к
преобразованному уравнению L1u1 = 0 того же вида (1).
Оператор L1 - результат X -преобразования Лапласа.
Имеется сплетающее соотношение(

Dy + a− hy

h

)
L = L1(Dy + a).

Каскадный метод Лапласа:

L→ L1 → . . .→ Ln

Если Lnun =
(
Dx + b

)(
Dy + â
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Пример 1 применения каскадного метода
Лапласа

Lu =

(
DxDy −

2

(x + y)2

)
u = 0

L1u1 = Dx

(
Dy +

2

x + y

)
u1 = 0

u1 =
2(X (x) + Y (y))

(x + y)2
− 2

x + y
Y ′(y) + Y ′′(y),

где X (x), Y (y) - произвольные функции.

u =
−2(X (x) + Y (y))

x + y
+ X ′(x) + Y ′(y)



Пример 2 применения каскадного метода
Лапласа

Lu =

(
DxDy −

n(n + 1)

(x + y)2

)
u = 0

hn = 0 =⇒ Lnun = Dx(Dy + an)un = 0

u = A0X (x) + . . .+ AnX
(n)(x) + B0Y (y) + . . .+ BnY

(n)(y),

где X (x), Y (y) - произвольные функции одной переменной.



Обобщение пр-я Лапласа для
гиперболического оператора 2-го порядка в R2

Lu = uxx+B(x , y)uxy+C (x , y)uyy+D(x , y)ux+E (x , y)uy+F (x , y)u = 0 .�� ��Lu = (X1X2 − H)u = 0 (2)

где Xi = Dx + λi (x , y)Dy + αi (x , y) и H(x , y) -функция. Введя
v = X2u, получаем (если H(x , y) 6= 0)преобразованное ур-е:�� ��L1v = (X2X1 + ωX1 − H)v = 0 (3)

где �� ��ω = −[X2,H]H−1 . (4)

Тогда �� ��M1L = L1M , (5)

где M = X2, M1 = X2 + ω.



Сплетающее преобразование Лапласа ILT

Пусть L, X1, X2 ∈ F[Dx1 , . . . ,Dxn ] и�� ��L = X1X2 − H (H = X1X2 − L), (6)

Определим �� ��L1 = X2X1 + ωX1 − H , (7)

где
�� ��ω = −[X2,H]H−1 ∈ F(Dx1 , . . . ,Dxn).

⇒
�� ��M1L = L1M , где M = X2, M1 = X2 + ω.

Определение
Операторы L, L1 называются связанными сплетающим
преобразованием Лапласа (Intertwining Laplace Transformation,
ILT ), если выполняется условие ω ∈ F[Dx1 , . . . ,Dxn ].



Пример ILT

L = X1X2 − H = Dy

(
Dx +

2

x

)
− x3D2

z ,

где X1 = Dy , X2 = Dx + 2
x , H = x3D2z .

Условие ILT : [H,X2] = − 3
x H ⇒ ω = − 3

x .

Преобразованный оператор:

L1 = X2X1 + ωX1 − H =

(
Dx +

2

x

)
Dy −

3

x
Dy − x3D2

z .

Сплетающее соотношение(
Dx −

1

x

)
L = L1

(
Dx +

2

x

)
.
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Сплетающие соотношения и ILT

Теорема
Пусть L ∈ F[Dx1 , . . . ,Dxn ] и ordL ≥ 1.Если

N1L = L1N,

где ordN = ordN1 = 1, SymL = SymL1, тогда операторы L и L1

связаны ILT .



Пример ILT : Калибровочное преобразование

�� ��L→ L̃ = λ−1Lλ , λ ∈ F.

λ−1L = L̃λ−1

Представление как ILT :

L = X1X2 − H,

где X2 = λ−1, X1 = Lλ+ ϕλ, H = ϕ, ϕ ∈ F.

[H,X2] = 0 ⇒ ω = 0

L1 = X2X1 − H = λ−1(Lλ+ ϕλ)− ϕ = λ−1Lλ
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Пример ILT : Дифференциальные подстановки
для ЛОДО

Пусть L и M - ЛОДО произвольного порядка и rGCD(L,M) = 1.
Пусть K = lLCM(L,M) = M1L = L1M, тогда L1 - результат
преобразования оператора L путем дифференциальной
подстановки v = Mu.
Представление в виде ILT для ordM = 1:

L = QM + r(x) = X1X2 − H, r(x) ∈ F

⇒ [H,X2] = ψH, где ψ ∈ F.

L1 = X2X1 + ψX1 − H = MQ + ψQ + r(x),

M1L = L1M,

где
M1 = M + ψ.



Пример ILT : Преобразование Дарбу
одномерного оператора Шредингера

L = − d2

dx2
− u(x)

Если w - решение Lw = 0, то

L = AtA =

(
d

dx
+

wx

w

)(
− d

dx
+

wx

w

)
Преобразование Дарбу:

L = AtA −→ L̃ = AAt .

Представление в виде ILT :

AL = L̃A.

L = X1X2−H, X2 = A, X1 = At+1, H = A, [H,X2] = 0 ⇒ ω = 0.

L1 = X2X1 + ωX1 − H = A(At + 1)− A = L̃.
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Пример ILT : Преобразование Дарбу для
параболического оператора в R2

L = D2
x + a(x , y)Dx + b(x , y)Dy + c(x , y), b(x , y) 6= 0.

Преобразование Дарбу L → L̃:

M1L = L̃M,

где M = Dx + q(x , y)Dy + r(x , y) определяется двумя
решениями уравнения Lu = 0: Mu1 = Mu2 = 0.

Представление в виде ILT :

L = X1X2 − H,

где X2 = M , X1 = Dx − qDy + (a− r) , H = q2Dy + αDy + β.

[H,X2] = ψ(x , y)H, ψ(x , y) ∈ F,

L1 = X2X1 + ψX1 − H = L̃, M1 = M + ψ.
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Пример ILT : Преобразование Эйлера-Дарбу
для операторов высокого порядка в Rn

Lu =
k∑

i=0

ai (x)D i
xu +

m∑
|α|≥0

bα(y)Dα
y u = Au + Bu = 0.

Введя v = (Dx − hx
h )u = Mu, где h(x) - решение

Ah = ch, c ∈ R, получаем преобразованное уравнение L̃v = 0
того же вида.

M1L = L̃M.

Представление в виде ILT : L = X1X2 − H, где

X2 = M, X1 = Q, H = B + c , [H,X2] = 0,

L1 = X2X1 − H = MQ − c − B, M1 = M.
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Пример ILT : Преобразование Петрен для
операторов высокого порядка в R2

Lu =
n−1∑
i=0

Ai (x , y)DxD
i
yu +

n−1∑
i=0

Bi (x , y)D i
yu = 0. (8)

Введя v = (Dy − (α0)y
α0

) = Mu,
где α0 : Lα0 6= 0 ,

∑n−1
i=0 Ai (x , y)D i

yα0 = 0,
получаем {Lu = 0} → {L̃v = 0}

M1L = L̃M.

Представление в виде ILT : L = X1X2 − H, где

X2 = M, X1 = DxQ+R, H = h(x , y), [H,X2] = ψH, ψ = −hy

h
,

L1 = X2X1 +ψX1−H = (M − hy

h
)(DxQ +R)−h, M1 = M − hy

h
.
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Открытые проблемы

1. Представление в виде ILT преобразование Мутара.

2. Обобщение ILT для случая преобразования систем.
3. Представление сплетающих преобразований высокого

порядка как композиции ILT .
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