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Áèàëãåáðà
Áèàëãåáðà � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî A, ñíàáæåííîå

÷åòûðüìÿ îïåðàöèÿìè, ñâÿçàííûìè åñòåñòâåííûìè

ñîîòíîøåíèÿìè.

5 : A⊗ A→ A

4 : A→ A⊗ A

η : R → A

ε : A→ R

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èñïîëüçóåò òîëüêî óìíîæåíèå è

êîóìíîæåíèå.



Ñîîòíîøåíèÿ
Åñòåñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ ýòî ñîîòíîøåíèÿ àññîöèàòèâíîñòè

óìíîæåíèÿ è êîàññîöèàòèâíîñòè êîóìíîæåíèÿ.

(5⊗ Id) ◦ 5 = (Id ⊗5) ◦ 5

4 ◦ (4⊗ Id) = 4 ◦ (Id ⊗4)

Óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

5 ◦4 = (4⊗4) ◦ (Id ⊗ τ ⊗ Id) ◦ (5⊗5),

ãäå τ � ïåðåñòàíîâêà ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè A⊗ A , è

ñóïåðïîçèöèè âûïîëíÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî.



Ãðàô ñõåìû óìíîæåíèé-êîóìíîæåíèé

Ïóñòü òàêàÿ ñõåìà îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå A→ A. Cõåìà

óìíîæåíèé è êîóìíîæåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ ýòî îòîáðàæåíèå,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ó êîòîðîãî äâå

âåðøèíû âàëåíòíîñòè 1 è îñòàëüíûå � âàëåíòíîñòè 3. Êàæäàÿ

âåðøèíà âàëåíòíîñòè 3 ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ èëè

êîóìíîæåíèþ.



Ïîëíûé êðåíäåëü ñ óçîðîì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ïî ãðàôó ñõåìû óìíîæåíèé-êîóìíîæåíèé. Äëÿ

èëëþñòðàöèè ïðèìåíèì ýòó ïðîöåäóðó ê îáåèì ÷àñòÿì

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óìíîæåíèé è êîóìíîæåíèé. Ïîñëå ïðèêëåéêè

2-ðó÷êè âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé êîíñòðóêöèè ñòàíîâÿòñÿ

ýêèâàëåíòíûìè.



Òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ óçîðîì

Âäîëü çàìêíóòûõ êðèâûõ ïðèêëåèâàþòñÿ ðó÷êè èíäåêñà 2.

Ïîñêîëüêó ìû îãðàíè÷èëèñü ñõåìîé äëÿ A→ A, òî ó íàñ

ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ñ óçîðîì G
â êðàå ìíîãîîáðàçèÿ, ñîñòîÿùèì èç äâóõ êâàäðàòîâ è ÷åòûðåõ

ñîåäèíÿþùèõ äóã.



Âîïðîñ

Ñõåìû, ýêâèâàëåíòíûå â ñèëó ñîîòíîøåíèé â áèàëãåáðå, äàþò

ãîìåîìîðôíûå ïàðû âèäà (ìíîãîîáðàçèå, óçîð). Âîïðîñ: ìîãóò

ëè íåýêâèâàëåíòíûå ñõåìû ïðèâåñòè ê îäíîé è òîé æå ïàðå ?



Òåîðåìà

Äâå îïåðàöèè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îòâå÷àþùèå èì ìíîãîîáðàçèÿ ñ óçîðàìè ãîìåîìîðôíû

(êàê ïàðû).



Óòâåðæäåíèå
Ìíîãîîáðàçèå M ãîìåîìîðôíî F × I , ãäå F � ñîáñòâåííàÿ

ïîâåðõíîñòü â M ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç ÷åòûðåõ

�ñîåäèíèòåëüíûõ� ðåáåð ãðàôà G è ÷åòûðåõ ðåáåð,

âõîäÿùèõ â êâàäðàòû. Êâàäðàòû ëåæàò ïî ðàçíûå

ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè F .



Ñâåäåíèå ê ïåðåñòàíîâêå

Áëàãîäàðÿ òðåì ñîîòíîøåíèÿì îáåñïå÷èâàåì: âíà÷àëå òîëüêî

êîóìíîæåíèÿ, ïîòîì ïåðåñòàíîâêè, ïîòîì � óìíîæåíèÿ.



Ñêëåéêà ïðèçì

Ãåîìåòðè÷åñêè òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñêëåéêîé ïðèçì.



Ðàçäóòèå ïðèçì

×òîáû óâèäåòü ïîâåðõíîñòü F âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ M,

ðàçäóåì ïðèçìû...



Äåôîðìàöèÿ ïðèçì â ïàðàëëåëåïèïåäû
À çàòåì ïðèäàäèì ïðèçìàì âèä òîëñòûõ ïîëîñ.

Îòîæäåñòâëåíèå ïîëîñ äàåò �òîëñòóþ� ïîâåðõíîñòü F0 × I .
Ïðèêëåéêà 2-ðó÷åê � ýòî çàêëåéêà íåêîòîðûõ äûð ó ýòîé

ïîâåðõíîñòè � ïîëó÷àåì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå F × I .



Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Åñëè ïîâåðõíîñòü F âîññòàíîâèòü, òî óñëîâèå íà îðèåíòàöèè

ïðè îòîæäåñòâëåíèè n ïàð êâàäðàòîâ ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî

ñïðîåêòèðîâàòü n+1-å êâàäðàòû íà ïîâåðõíîñòü F , è
ïåðåñå÷åíèÿ èõ ïðîåêöèé äàäóò èñêîìûå êâàäðàòû. Êàê

âîññòàíîâèòü F ? Ãðàô G äàåò âñåãî äâà ïîòåíöèàëüíûõ

âàðèàíòà äëÿ êðàÿ ïîâåðõíîñòè F . Îïàñíîñòü, ÷òî îáà

âàðèàíòà äîïóñêàþò êàæäûé ñâîþ ñòðóêòóðó âèäà F × I .
Îêàçûâàåòñÿ, âòîðîé âàðèàíò òàêóþ ñòðóêòóðó äàòü íå ìîæåò.

Ðàññóæäåíèå ñîñòîèò â íåáîëüøîì äîïîëíèòåëüíîì ïîñòðîåíèè

è ðàññìîòðåíèè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû âîçíèêàþùåãî

ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ñëó÷àÿ íàñòîÿùåé F ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ãðóïïà îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, à âî âòîðîì âàðèàíòå �

íåòðèâèàëüíîé.



Äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå

Ïðèêëåèâàåì 2-ðó÷êè âäîëü âñåõ êðàåâ ïîâåðõíîñòè F . Äëÿ

�íàñòîÿùåé� F gîëó÷àåòñÿ óòîëùåííàÿ îðèåíòèðóåìàÿ

çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü.

Äëÿ �íåíàñòîÿùåé� � ìîæíî ïîêàçàòü: ïîëó÷àåòñÿ óòîëùåííàÿ

çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü è äâå 2-ðó÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

ïîâåðõíîñòè, ñ ïîäîøâàìè, èìåþùèìè èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

áîëüøå åäèíèöû. Âîçüìåì êîíóñ íàä îäíèì êðàåì ïîëó÷åííîãî

ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ �íàñòîÿùåé� F ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

òðèâèàëüíàÿ. À äëÿ �íåíàñòîÿùåé� � íåòðèâèàëüíàÿ

öèêëè÷åñêàÿ. Çíà÷èò, âòîðîé âàðèàíò íå äàåò

�àëüòåðíàòèâíóþ� ñòðóêòóðó. Ïî äàííîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ

äàííûì óçîðîì íå îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòè âîññòàíîâèòü äðóãóþ

ñõåìó ñêëåéêè ïðèçì.



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå


