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Введение
Пусть на многообразии Mn определена линейная

связность ∇ без кручения, заданная в локальной си-
стеме координат {x1, x2, ·, xn} своими коэффициента-
ми

{
Γk

ij

}
— символами Кристоффеля первого рода

∇ ∂
∂xi

∂
∂xj = Γk

ij
∂

∂xk .

В голономной системе координат отсутствие кру-
чения равносильно выполнению условию Γk

ij = Γk
ji.

Пусть на многообразии Mn дополнительно определена
риманова метрика ds̄2 = ḡijdxidxj. Тогда по аналогии
с символами Кристоффеля первого рода можно опре-
делить тензор деформации связности

T k
ij =

1

2
ḡks(ḡsj,i + ḡis,j − ḡij,s),

где ḡks — матрица обратная к ḡij, а ḡij,s — кова-
риантная производная ḡij относительно связности ∇.
Нетрудно проверить, что Γ̄k

ij = Γk
ij+T k

ij, где Γ̄k
ij — сим-

волами Кристоффеля первого рода для метрики ḡij.
Для тензора кривизны

R̄
q
lki =

∂Γ̄
q
li

∂xk
+ Γ̄

q
kpΓ̄

p
li −

∂Γ̄
q
ki

∂xl
− Γ̄

q
lpΓ̄

p
ki

метрики ḡij получим формулу (см. подробнее [2])
R̄

q
lki = R

q
lki + Q

q
lki, (1)
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где R
q
lki — тензор кривизны связности ∇, и

Q
q
lki = T

q
li,k + T

q
kpT

p
li − T

q
ki,l − T

q
lpT

p
ki, (2)

который, следуя [3], назовем тензором кривизны мет-
рики ḡij относительно связности ∇.
Нас будет интересовать случай, когда исходная связ-

ность
{

Γk
ij

}
также является римановой относительно

некоторой исходной метрики gij

Γk
ij =

1

2
gks(gsj,i + gis,j − gij,s),

Определение 1.Метрику ḡij будем называть дефор-
мацией исходной метрики gij. В случае когда дефор-
мация зависит от параметра t;

ḡij = gij + tηij + o(t), при t → 0

будем ḡij называть вариацией исходной метрики или
бесконечно малой деформацией.
• ḡij = exp(−2σ(x))gij – конформная деформация
• ḡij = gij + t(vi,j + vj,i) – вариация порожденная од-
нопараметрической группой диффеоморфизмов (vi
векторное поле, генератор подгруппы)
(a) векторное поле vi киллингово если vi,j + vj,i ≡ 0,
(b) векторное поле vi конформно-киллингово если

vi,j + vj,i ≡ 2glkvl,k
n gij,

(c) векторное поле vi квазиконформно-киллингово

если тензорное поле qij = vi,j + vj,i − 2glkvl,k
n gij

равномерно ограниченно
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• ḡij = gij + vivj – одноранговая деформация
• ḡij = gij − 2tRij – Риччи вариация (Rij – тензор
Риччи метрики gij)

Возникает естественная задача вычисления различ-
ных тензоров кривизны метрики при деформации (ва-
риации метрики). Для вариаций метрик данные вычис-
ления неоднократно проводились краткий обзор полу-
ченных формул можно найти в книге А. Бессе (т.2)[1].
Деформации римановых метрик ранга один

Определение 2.Пусть θ — произвольная функция на
многообразии M класса C∞. Будем говорить, что мет-
рика ds̄2 получена деформацией ранга один из метрики
ds2, если

ds̄2 = ds2 + dθ ⊗ dθ,

или в координатах ḡij = gij + θiθj.

Лемма 1. [3] При деформации ранга один ds̄2 метрики
ds2 имеют место следующие формулы для тензоров
кривизны, Риччи, скалярной кривизны

R̄lkis = Rlkis +
θliθsk − θkiθsl

1 + |∇θ|2 , (3)

r̄ki = rki+
θhθl(θ h

l θki − θ h
k θli)

(1 + |∇θ|2)2 +
θliθ

l
k − θkiθ

l
l

1 + |∇θ|2 +
θlθpR

p
kli

1 + |∇θ|2,
(4)

s̄ = s+2
θhθl(θ h

l θk
k − θkhθlk)

(1 + |∇θ|2)2 −2
rikθ

iθk

1 + |∇θ|2+
θlsθ

ls − θl
lθ

s
s

1 + |∇θ|2 ,

(5)
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где θli — ковариантные производные ковектора θl от-
носительно метрики ds2, |∇θ|2 = gijθiθj — квадрат
длины ковектора θl относительно метрики ds2.

Замечание. Формулу (3) можно рассматривать как
формулу Гаусса для поверхности, получаемой вло-
жением многообразия Mn в прямое произведение
(Mn, ds2)×R1 риманова многообразия (Mn, ds2) и ев-
клидова пространства R1

1Mn × θ : Mn → (Mn, ds2)×R1.

Замечание.Формула (3) остается справедливой если
рассматривать θi как компоненты замкнутой коформы
θidxi.

Замечание.Пусть {θα}α=1,...,p набор функций класса
C∞(M), определим на многообразии M метрику фор-
мулой

ds̄2 = gijdxidxj +

p∑

α=1

θα
i θα

j dxidxj.

Тогда справедлива формула

R̄lkis = Rlkis + hαβ

(
θα
liθ

α
sk − θα

kiθ
α
sl

)

где hαβ – матрица обратная к матрице hαβ = δαβ +

gijθα
i θ

β
j , которая является формулой Гаусса поверхно-

сти M → M × Rp, естественно назвать метрику ds̄2

p-ранговой деформацией исходной метрики ds2.
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Замечание. Формулы (3-5) значительно упростятся
если потребовать:

θliθsk − θkiθsl ≡ 0, ∀l, i, s, k
эквивалентно требованию, чтобы матрица Гессиана
‖θi,j‖ имела ранг 1, то есть имела вид θi,j = fifj. В
этом случае:

R̄lkis = Rlkis,

r̄ki = rki +
θlθpR

p
kli

1 + |∇θ|2,

s̄ = s− 2
rikθ

iθk

1 + |∇θ|2,

Замечание. Формулы (3-5) также будут проще если
дополнительно требовать |∇θ|2 = gijθiθj ≡ const. В
этом случае:

θlθli = 0, R̄kiθ
i = Rkiθ

i, R̄lkisθ
s = Rlkisθ

s,

R̄lkis = Rlkis +
θliθsk − θkiθsl

1 + |∇θ|2 ,

r̄ki = rki +
θliθ

l
k − θkiθ

l
l

1 + |∇θ|2 +
θlθpR

p
kli

1 + |∇θ|2,

s̄ = s− 2
rikθ

iθk

1 + |∇θ|2 +
θlsθ

ls − θl
lθ

s
s

1 + |∇θ|2 ,

Следствие 1. Пусть (M, ds2) — n-мерное евклидово
пространство. Тогда секционная кривизна двумерной
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площадки ξ ∧ η при деформации ранга один метрики
ds2 имеет вид

R̄lkisξ
lηkξiηs =

(
θliξ

lξi
)(

θskη
sηk

)
−

(
θkiη

kξi
)2

1 + |∇θ|2 ,

(6)

Следствие 2. Конечномерные евклидовы простран-
ства допускают одноранговые деформации метрик по-
ложительной секционной кривизны, не существует
p-ранговые деформации метрик отрицательной сек-
ционной кривизны при p ≤ n− 2 (Картан).

Теорема 1. [3] Пусть на компактном многообразии
Mn определена риманова метрика ds2 = gijdxidxj,
имеющая в каждой точке x ∈ Mn двумерную площад-
ку нулевой секционной кривизны. Тогда для любой де-
формации метрики ранга 1 найдется точка x0 ∈ Mn

и двумерная площадка в этой точке, имеющая непо-
ложительную секционную кривизну, а также точ-
ка x1 ∈ Mn и двумерная площадка в этой точ-
ке,имеющая неотрицательную кривизну.

Теорема 2. [3] Пусть многообразие (Mn, ds2) есть
прямое произведение компактных римановых много-
образий. Тогда для любой метрики ds̄2, полученной де-
формацией ранга 1 из метрики ds2, найдется точка
и двумерная площадка в этой точке имеющая непо-
ложительную секционную кривизну, а также точка
и двумерная площадка в этой точке имеющая неот-
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рицательную секционную кривизну

Теорема 3. [3] Если метрика ds̄2, полученная дефор-
мацией ранга 1 из однородной римановой метрики ds2

односвязного компактного пространства G/H, име-
ет положительную секционную кривизну, то одно-
родное пространство G/H либо диффеоморфно КРО-
СПу, либо одному из многообразий Берже-Уоллача:

Sp(2)/SU(2), SU(5)/Sp(2)× S1, SU(3)/Tmax,

Sp(3)/Sp(1)3, F4/Spin(8).

Теорема 4. [3] Если метрика ds̄2, полученная дефор-
мацией ранга 1 из левоинвариантной римановой мет-
рики ds2 компактной группы G, имеет положитель-
ную секционную кривизну, то группа G локально изо-
морфна группе SU(2).

Преобразование тензора Вейля при
деформации римановых метрик ранга один

При делении тензора кривизны на метрический тензор,
в смысле произведения Кулкарни-Номидзу, получаем
разложение [1]

R = W + A∧©g, (7)
целая часть A и остаток W от деления R на g назы-
ваются соответственно тензором одномерной кривизны
(или тензором Схоутена) и тензором Вейля (или тен-
зором конформной кривизны) и вычисляются по фор-
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мулам

Aik =
1

n− 2

(
rik −

sgik

2(n− 1)

)
, (8)

Wlkit = Rijkt + Akjgli + Aligkj − Akiglj − Aljgki.

(9)
Здесь rik — тензор Риччи, s — скалярная кривизна.
Введем обозначения

Dki =
θhθl(θ h

l θki − θ h
k θli)

(1 + |∇θ|2)2 +
θliθ

l
k − θkiθ

l
l

1 + |∇θ|2 +
θlθpR

p
kli

1 + |∇θ|2,
(10)

C = 2
θhθl(θ h

l θk
k − θkhθlk)

(1 + |∇θ|2)2 −2
rikθ

iθk

1 + |∇θ|2 +
θlsθ

ls − θl
lθ

s
s

1 + |∇θ|2 ,

(11)
При этом формулы (4) и (5) примут соответственно
вид

r̄ki = rki + Dki, s̄ = s + C,

Определение 3. По аналогии с произведением
Кулкарни-Номидзу для произвольных тензоров Plk и
Hij

(P ∧©H)lkij = PkjHli+PliHkj−PkiHlj−PljHki (12)

положим

ω(Plk, θi, θj) = Pkjθlθi + Pliθkθj − Pkiθlθj − Pljθkθi.
(13)

Лемма 2. При деформации ранга один ds̄2 метрики
ds2 имеют место следующие формулы для тензоров
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одномерной кривизны и Вейля

Āki = Aki+
1

n− 2

(
Dki −

Cgki + (s + C)θkθi

2(n− 1)

)
, (14)

W lkij = Wlkij +
θliθjk − θkiθlj

1 + |∇θ|2 +

+
(g ∧©D)lkij + ω(Dlk, θi, θj)

n− 2
+ ω(Alk, θi, θj)−
− 2C(gligkj − gljgki) + (s + 2C)ω(glk, θi, θj)

2(n− 1)(n− 2)

(15)

Обобщенные одноранговые деформации

Определение 4. Пусть θ — произвольная функция
на многообразии M класса C∞. Будем говорить, что
метрика ds̄2 получена обобщенной деформацией ранга
один из метрики ds2, если

ds̄2 = µds2 + λdθ ⊗ dθ,

или в координатах ḡij = µgij + λθiθj, где µ, λ ∈
C∞(M)

Лемма 3. Матрица обратная к матрице ‖ḡij‖ =
‖µgij + λθiθj‖ имеет вид

‖ḡij‖ =

∥∥∥∥∥
1

µ

(
gij − λθiθj

µ + λ|∇θ|2

)∥∥∥∥∥ , (16)

где |∇θ|2 = gijθiθj — квадрат длины ковектора θi от-
носительно метрики ds2.
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Рассмотрим случай. µ = const, λ = const ∈ R.

Лемма 4. При обобщенной деформации ранга один
ds̄2 = µds2 + λdθ ⊗ dθ, где µ = const, λ = const ∈ R,
метрики ds2 тензор деформации связности равен

T k
ij =

λθkθij

µ + λ|∇θ|2, (17)

где θij — ковариантные производные ковектора θi от-
носительно метрики ds2, |∇θ|2 = gijθiθj — квадрат
длины ковектора θi относительно метрики ds2.
Теорема 5. При обобщенной деформации ранга один
ds̄2 = µds2 + λdθ ⊗ dθ, где µ = const, λ = const ∈ R,
метрики ds2 имеют место следующие формулы для
тензоров кривизны, Риччи, скалярной кривизны

R̄lkis = µRlkis +
λµ(θliθsk − θkiθsl)

µ + λ|∇θ|2 , (18)

r̄ki =rki +
λ(θs

iθsk − θkiθ
s
s)

µ + λ|∇θ|2 −

−λ2θlθs(θliθsk − θkiθsl)

(µ + λ|∇θ|2)2 − λθlθsRlkis

µ + λ|∇θ|2,
(19)

s̄ =
1

µ

(
s− 2

λ2θlθs(θ k
l θsk − θ k

k θsl)

(µ + λ|∇θ|2)2 − 2
λθkθirki

µ + λ|∇θ|2

)
,

(20)
где θli — ковариантные производные ковектора θl от-
носительно метрики ds2, |∇θ|2 = gijθiθj — квадрат
длины ковектора θl относительно метрики ds2.
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Замечание.Аналитические формулы (-20) позволяют
исследовать предельные римановые метрики при λ →
∞. В частности если фиксировать µ = 1, то в пределе
при λ →∞ получим :

R̄lkis = Rlkis +
(θliθsk − θkiθsl)

|∇θ|2 ,

r̄ki =rki +
(θs

iθsk − θkiθ
s
s)

|∇θ|2 −

−θlθs(θliθsk − θkiθsl)

(|∇θ|2)2 − θlθsRlkis

|∇θ|2 ,

s̄ = s− 2
θlθs(θ k

l θsk − θ k
k θsl)

(|∇θ|2)2 − 2
θkθirki

|∇θ|2 ,

Наибольший интерес данные рассуждения приобретут,
когда форма θidxi не является замкнутой (все вычис-
ления в данной работе проведены в предположении за-
мкнутости данной формы). Для незамкнутой формы
предельная метрика не будет римановой, а будет мет-
рикой Карно-Каратеодори.
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Планы по дальнейшим исследованиям
обобщенных одноранговых деформаций

римановых метрик

• Вывод формул преобразований тензоров кривизны
в случае когда форма θidxi не является замкнутой

• Исследование пределов обобщенных одноранговых
деформаций левоинвариантных римановых метрик
на группах Ли (левоинвариантных метрик Карно-
Каратеодори на группах Ли)

• Исследование обобщенных одноранговых деформа-
ций римановых метрик при дополнительных требо-
ваниях (например: с условием ортогональности три-
виальным вариациям)
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